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Ââåäåíèå

×àñòî øêîëüíèêè íåâåðíî îöåíèâàþò ãëóáèíó ïðîáåëîâ ñîáñòâåííûõ çíàíèé
â èçó÷àåìîì ïðåäìåòå. ×òî-òî áûëî ïëîõî ïîíÿòî, ÷òî-òî äàâíî çàáûòî. À
âñ¼ áëèæå ïîðà îëèìïèàä è ýêçàìåíîâ. Â äåëå óñïåøíîãî êîíòðîëÿ è ñàìî-
êîíòðîëÿ çíàíèé ïî ìàòåìàòèêå äàííàÿ êíèãà áóäåò î÷åíü ïîëåçíà. Àâòîðû
ïîñòàðàëèñü îõâàòèòü âñå ôàêòû, âõîäÿùèå â øêîëüíûé êóðñ, ïðåäîñòàâèâ
íåîáõîäèìûé òåîðåòè÷åñêèé è ïðàêòè÷åñêèé ìàòåðèàë. Çàäàíèÿ âñåõ óðîêîâ
â îñíîâíîì îðèåíòèðîâàíû íà ÅÃÝ, íî äëÿ áîëåå ïîëíîãî îõâàòà òåì ïðèâåäå-
íû äîïîëíèòåëüíûå çàäàíèÿ. ×òîáû áîëåå ë¼ãêèå ïåðâûå óðîêè íå áûëè ñêó÷-
íû äëÿ ïðîäâèíóòûõ àáèòóðèåíòîâ, äîáàâëåíî íåñêîëüêî çàäà÷ ïîâûøåííîé
ñëîæíîñòè. Â áîëåå ñëîæíûõ óðîêàõ çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêèõ îëèìïèàä âñòðå-
÷àþòñÿ ÷àùå. Ïðàâèëüíûé ïîðÿäîê ïîâòîðåíèÿ ðàíåå èçó÷åííûõ â øêîëå òåì
è ââîäà íîâûõ ôàêòîâ � îäíî èç äîñòîèíñòâ äàííîãî êóðñà. Åñëè àáèòóðèåíòó
äîñòàòî÷íî 80 áàëëîâ ïî ÅÃÝ, òî ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ïåðâûìè 50 óðîêàìè,
â êîòîðûå íå âõîäÿò ñëîæíàÿ ïëàíèìåòðèÿ, ïàðàìåòðû è ïîñëåäíÿÿ çàäà÷à
îëèìïèàäíîãî óðîâíÿ. Äëÿ 60 áàëëîâ ñ çàïàñîì õâàòèò 30 óðîêîâ (1-23, 25, 27,
31, 33, 35, 45, 46).

Àâòîðû áóäóò áëàãîäàðíû çà êîíñòðóêòèâíóþ êðèòèêó, çàìå÷àíèÿ è âîçìîæ-
íûå äîïîëíåíèÿ, êîòîðûå ìîæíî ïðèñëàòü ïî àäðåñó babichev.sl@mipt.ru.
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ñòâèÿ ñ ÷èñëîâûìè äðîáÿìè. Ïðîïîðöèÿ. Ìîäóëü.

Ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë:

N = {1, 2, 3, . . . }.

Äåëèìîñòü

Äåëèòåëåì íàòóðàëüíîãî ÷èñëà a íàçûâàþò íàòóðàëüíîå ÷èñëî, íà êîòî-
ðîå a äåëèòñÿ áåç îñòàòêà. ×èñëî 1 ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì ëþáîãî íàòóðàëüíîãî
÷èñëà.

Êðàòíûì íàòóðàëüíîìó ÷èñëó a íàçûâàþò íàòóðàëüíîå ÷èñëî, êîòîðîå
äåëèòñÿ áåç îñòàòêà íà a. Ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî èìååò áåñêîíå÷íî ìíî-
ãî êðàòíûõ. Íàèìåíüøèì èç êðàòíûõ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà ÿâëÿåòñÿ ñàìî ýòî
÷èñëî.

Òåîðåìû î äåëèìîñòè

� Åñëè êàæäîå ñëàãàåìîå äåëèòñÿ íà íåêîòîðîå ÷èñëî, òî è ñóììà äåëèòñÿ
íà ýòî ÷èñëî.

� Åñëè òîëüêî îäíî èç ñëàãàåìûõ íå äåëèòñÿ íà êàêîå-íèáóäü ÷èñëî, òî è
ñóììà íå äåëèòñÿ íà ýòî ÷èñëî.

� Åñëè â ïðîèçâåäåíèè õîòÿ áû îäèí èç ìíîæèòåëåé äåëèòñÿ íà íåêîòîðîå
÷èñëî, òî è ïðîèçâåäåíèå äåëèòñÿ íà ýòî ÷èñëî.

Ïðèçíàêè è ñâîéñòâà äåëèìîñòè ÷èñåë

� Íàòóðàëüíîå ÷èñëî äåëèòñÿ íà 2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî ïîñëåä-
íÿÿ öèôðà äåëèòñÿ íà 2.

� Íàòóðàëüíîå ÷èñëî äåëèòñÿ íà 5 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî ïîñëåä-
íÿÿ öèôðà ëèáî 0, ëèáî 5.

� Íàòóðàëüíîå ÷èñëî, ñîäåðæàùåå íå ìåíåå òð¼õ öèôð, äåëèòñÿ íà 4 òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äåëèòñÿ íà 4 äâóçíà÷íîå ÷èñëî, îáðàçîâàííîå
ïîñëåäíèìè äâóìÿ öèôðàìè çàäàííîãî ÷èñëà.

� Íàòóðàëüíîå ÷èñëî äåëèòñÿ íà 3 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóììà åãî
öèôð äåëèòñÿ íà 3.
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� Íàòóðàëüíîå ÷èñëî äåëèòñÿ íà 9 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóììà åãî
öèôð äåëèòñÿ íà 9.

� Íàòóðàëüíîå ÷èñëî äåëèòñÿ íà 11 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàçíîñòü
ñóììû öèôð, ñòîÿùèõ íà íå÷¼òíûõ ìåñòàõ, è ñóììû öèôð, ñòîÿùèõ íà
÷¼òíûõ ìåñòàõ, äåëèòñÿ íà 11.

Íàòóðàëüíîå ÷èñëî íàçûâàþò ïðîñòûì, åñëè îíî èìååò òîëüêî 2 äåëèòåëÿ:
åäèíèöó è ñàìî ýòî ÷èñëî.

Íàòóðàëüíîå ÷èñëî íàçûâàþò ñîñòàâíûì, åñëè îíî èìååò áîëåå äâóõ äåëèòå-
ëåé.

×èñëî 1 � íè ïðîñòîå, íè ñîñòàâíîå.

Îñíîâíàÿ òåîðåìà àðèôìåòèêè ïðîñòûõ ÷èñåë. Ëþáîå ñîñòàâíîå íà-
òóðàëüíîå ÷èñëî ìîæíî ïðåäñòàâèòü åäèíñòâåííûì îáðàçîì â âèäå ïðîèçâå-
äåíèÿ ïðîñòûõ ÷èñåë (ïîðÿäîê ñîìíîæèòåëåé ïðè ýòîì íå ïðèíèìàåòñÿ âî
âíèìàíèå).

Íàèáîëüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, íà êîòîðîå äåëÿòñÿ áåç îñòàòêà ÷èñëà a è b,
íàçûâàþò íàèáîëüøèì îáùèì äåëèòåëåì (ÍÎÄ) ýòèõ ÷èñåë.

×èñëà a è b íàçûâàþòñÿ âçàèìíî ïðîñòûìè, åñëè íàèáîëüøèé îáùèé äåëè-
òåëü ýòèõ ÷èñåë ðàâåí 1.

Íàèìåíüøèì îáùèì êðàòíûì (ÍÎÊ) íàòóðàëüíûõ ÷èñåë a è b íàçûâàþò
íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, êîòîðîå êðàòíî è a, è b.

Ìîäóëü äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà

|a| =
{
a, åñëè a > 0,
−a, åñëè a < 0.

Îñíîâíûå ñâîéñòâà ìîäóëÿ:

|ab| = |a| · |b|∣∣∣a
b

∣∣∣ =
|a|
|b|

|a+ b| 6 |a|+ |b|
|a− b| > |a| − |b|
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Ïðîïîðöèÿ

a

b
=
c

d
⇔ a · d = b · c ⇔ a

c
=
b

d

Îáñóæäåíèå òåìû

Ïðèìåðû íà ðàçëîæåíèå ÷èñåë íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè.

Ïðèìåðû íà íàõîæäåíèå ÍÎÄ è ÍÎÊ.

Íàõîæäåíèå ÍÎÄ ïî àëãîðèòìó Åâêëèäà.

Âûâîä ïðèçíàêîâ äåëèìîñòè íà 3, 8, 25, 11 è 7.

Äåéñòâèÿ ñ ÷èñëîâûìè äðîáÿìè.

Çàäàíèÿ

1.1. (Øêîëüíûé ýòàï Âñåðîññèéñêîé îëèìïèàäû øêîëüíèêîâ 2018
ãîäà, çàäà÷à �1) Â äîìå íà âñåõ ýòàæàõ âî âñåõ ïîäúåçäàõ ðàâíîå êîëè÷å-
ñòâî êâàðòèð (áîëüøå îäíîé). Òàêæå âî âñåõ ïîäúåçäàõ ïîðîâíó ýòàæåé. Ïðè
ýòîì êîëè÷åñòâî ýòàæåé áîëüøå êîëè÷åñòâà êâàðòèð íà ýòàæå, íî ìåíüøå, ÷åì
êîëè÷åñòâî ïîäúåçäîâ. Ñêîëüêî â äîìå ýòàæåé, åñëè âñåãî êâàðòèð 715?

1.2. Â ïîðòîâîì ãîðîäå íà÷èíàþòñÿ òðè òóðèñòñêèõ òåïëîõîäíûõ ðåéñà, ïåð-
âûé èç êîòîðûõ äëèòñÿ 15 ñóòîê, âòîðîé 20 ñóòîê è òðåòèé 12 ñóòîê. Âåðíóâ-
øèñü â ïîðò, òåïëîõîäû â ýòîò æå äåíü ñíîâà îòïðàâëÿþòñÿ â ðåéñ. Ñåãîäíÿ èç
ïîðòà âûøëè òåïëîõîäû ïî âñåì òð¼ì ìàðøðóòàì. ×åðåç ñêîëüêî ñóòîê îíè
âïåðâûå ñíîâà âìåñòå óéäóò â ïëàâàíèå?

1.3. Êàêèå èç ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé âåðíû: à) äâà ÷¼òíûõ ÷èñëà íå ìîãóò
áûòü âçàèìíî ïðîñòûìè; á) ÷¼òíîå è íå÷¼òíîå ÷èñëà âñåãäà âçàèìíî ïðîñòûå;
â) äâà ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ ÷èñëà âñåãäà âçàèìíî ïðîñòûå; ã) ïðîñòîå è ñîñòàâ-
íîå ÷èñëà ìîãóò áûòü âçàèìíî ïðîñòûìè; ä) ïîñëåäîâàòåëüíûå íàòóðàëüíûå
÷èñëà âñåãäà âçàèìíî ïðîñòûå.

1.4. Ïðèäóìàéòå ÷èñëî, êîòîðîå ìåíüøå ñâîåãî îáðàòíîãî â 9 ðàç.

1.5. Êàêîå èç ÷èñåë � ïðàâèëüíàÿ äðîáü èëè äðîáü åé îáðàòíàÿ, � íà êîîð-
äèíàòíîì ëó÷å ðàñïîëîæåíî áëèæå ê åäèíèöå?

1.6. ×èñëà 90 è 100 ðàçäåëèëè íà îäíî è òî æå ÷èñëî. Â ïåðâîì ñëó÷àå ïîëó-
÷èëè îñòàòîê 18, à âî âòîðîì ñëó÷àå � îñòàòîê 4. Íàéäèòå äåëèòåëü.
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1.7. Ìîæåò ëè ÷èñëî, ñîñòàâëåííîå èç 13 åäèíèö, 13 äâîåê è 13 òðîåê, áûòü
ïîëíûì êâàäðàòîì?

1.8. Ìîæåò ëè ÷èñëî, ñîñòàâëåííîå èç 13 äâîåê, 13 òðîåê, 13 ÷åòâ¼ðîê è 13
ïÿò¼ðîê áûòü ïîëíûì êâàäðàòîì?

1.9. Äîêàæèòå, ÷òî p2−q2 äåëèòñÿ íà 24, åñëè p è q � ïðîñòûå ÷èñëà, áîëüøèå
3.

1.10. Ñóììà òð¼õ ðàçëè÷íûõ íàèìåíüøèõ äåëèòåëåé íåêîòîðîãî ÷èñëà A ðàâ-
íà 8. Ñêîëüêèìè íóëÿìè ìîæåò îêàí÷èâàòüñÿ ÷èñëî A? Óêàæèòå âñå âàðèàí-
òû.

Äîìàøíåå çàäàíèå

1.11. Êàêèì ÷èñëîì, ÷¼òíûì èëè íå÷¼òíûì, ÿâëÿåòñÿ: a) êâàäðàò ÷¼òíîãî
÷èñëà; á) êâàäðàò íå÷¼òíîãî ÷èñëà; â) êóá ÷¼òíîãî ÷èñëà?

1.12. Êàêóþ öèôðó íóæíî ïðèïèñàòü ê ÷èñëó 10 ñëåâà è ñïðàâà, ÷òîáû ïî-
ëó÷èëîñü ÷åòûð¼õçíà÷íîå ÷èñëî, äåëÿùååñÿ íà 6?

1.13. ×åìó ðàâåí ÍÎÊ äâóõ âçàèìíî ïðîñòûõ ÷èñåë?

1.14. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ m âåðíî ðàâåíñòâî: m− |m| = 2m?

1.15. Íàéäèòå ÍÎÄ è ÍÎÊ ÷èñåë 324, 111 è 432.

1.16. Èç 35 ó÷àùèõñÿ 5 êëàññà 22 âûïèñûâàþò æóðíàë, 27 âûïèñûâàþò ãà-
çåòó, à 3 ó÷åíèêà íå âûïèñûâàþò íè ãàçåòó, íè æóðíàë. Ñêîëüêî ó÷àùèõñÿ
âûïèñûâàþò ãàçåòó è æóðíàë?

1.17. Êàêóþ ÷àñòü ÷àñà ñîñòàâëÿþò 45ìèí, 12ìèí, 15ìèí, 35ìèí?

Êàêóþ ÷àñòü ðàçâ¼ðíóòîãî óãëà ñîñòàâëÿþò 30◦, 45◦, 60◦, 120◦, 135◦, 150◦?
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Óðîê �2. Ïëàíèìåòðèÿ. Îñíîâíûå îáúåêòû è àê-

ñèîìû. Óãëû. Òðåóãîëüíèêè: ñâîéñòâà, ïðèçíàêè

ðàâåíñòâà è ïîäîáèÿ.

Îáîçíà÷åíèÿ, ïðèíÿòûå â äàííîì êóðñå

Äëÿ òðåóãîëüíèêà ABC áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:
a = BC, b = AC, c = AB � äëèíû ñòîðîí (èëè ïðîñòî ñòîðîíû);
α = ∠CAB, β = ∠ABC, γ = ∠BCA � âåëè÷èíû óãëîâ;
ha, hb, hc � âûñîòû, îïóùåííûå ñîîòâåòñòâåííî èç âåðøèí A,B,C íà ñòîðîíû
a, b, c (èëè èõ ïðîäîëæåíèÿ);
ma,mb,mc � ìåäèàíû, ïðîâåä¼ííûå ñîîòâåòñòâåííî èç âåðøèí A,B,C ê ñòî-
ðîíàì a, b, c;
la, lb, lc � áèññåêòðèñû, ïðîâåä¼ííûå ñîîòâåòñòâåííî èç âåðøèí A,B,C ê ñòî-
ðîíàì a, b, c;
r � ðàäèóñ âïèñàííîé îêðóæíîñòè;
I � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ áèññåêòðèñ, ÿâëÿþùàÿñÿ öåíòðîì âïèñàííîé îêðóæíî-
ñòè (èíöåíòð);
R è O � ðàäèóñ è ñîîòâåòñòâåííî öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè;
M � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí (öåíòðîèä, öåíòð ìàññ);
H � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ âûñîò èëè èõ ïðîäîëæåíèé (îðòîöåíòð èëè âíåøíèé
îðòîöåíòð);

p � ïîëóïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà

(
p =

a+ b+ c

2

)
;

pa = p− a, pb = p− b, pc = p− c;
S(S4ABC) � ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà.

Ñâîéñòâà óãëîâ è ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ

α β1

β2

α+ β1 = 180◦

α+ β2 = 180◦

α

γ

β

δ
α = γ
β = δ
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b

a

β

δ
α
γ

Åñëè a ‖ b, òî
α = β
β = δ
β + γ = 180◦

Îáðàòíî: èç ëþáîãî èç ýòèõ ðàâåíñòâ ⇒ a ‖ b

Ñâîéñòâà ïðîèçâîëüíîãî òðåóãîëüíèêà

α γ

β

α γ

β

α γ

β α+ β + γ = 180◦

α γ

δ

α γ

δ

α γ

δ

α δ

γ Âíåøíèé óãîë òðåóãîëüíèêà
δ = α+ γ

A C

B

ED

Ñðåäíÿÿ ëèíèÿ
DE ‖ AC
DE =

1

2
AC

A C

B

β

γ

Åñëè AC > AB, òî
β > γ
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Ñâîéñòâà ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà

γα

∠α = ∠γ

A C

B
Â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå lb = mb = hb
Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå:
êàæäîå èç òð¼õ óêàçàííûõ ðàâåíñòâ îçíà÷àåò,
÷òî 4ABC ðàâíîáåäðåííûé (AB = BC)

Ñâîéñòâà ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà

AC

B

O

mc = R =
1

2
c = OC, âåðíî è îáðàòíîå:

Ïðèçíàê ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà:
åñëè ìåäèàíà òðåóãîëüíèêà ðàâíà ïîëîâèíå
ñòîðîíû, ê êîòîðîé îíà ïðîâåäåíà,
òî òðåóãîëüíèê � ïðÿìîóãîëüíûé

b a

c

Òåîðåìà Ïèôàãîðà
c2 = a2 + b2

A CD

B

4ABD ∼ 4CBD BD =
AB ·BC
AC

4ABC ∼ 4ABD
4ABC ∼ 4CBD BD =

√
AD ·DC

b

a

c

r =
a+ b− c

2
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Íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà: äëèíà ëþáîé ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà ìåíüøå
ñóììû äëèí äâóõ äðóãèõ ñòîðîí.

Ðàâåíñòâî è ïîäîáèå òðåóãîëüíèêîâ

� 3 ïðèçíàêà ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêîâ:

� ïî òð¼ì ñòîðîíàì;

� ïî äâóì ñòîðîíàì è óãëó ìåæäó íèìè;

� ïî ñòîðîíå è äâóì ïðèëåæàùèì ê íåé óãëàì.

� 3 ïðèçíàêà ïîäîáèÿ òðåóãîëüíèêîâ:

� ïî äâóì óãëàì;

� ïî äâóì ïðîïîðöèîíàëüíûì ñòîðîíàì è óãëó ìåæäó íèìè;

� ïî òð¼ì ïðîïîðöèîíàëüíûì ñòîðîíàì.

Îáñóæäåíèå òåìû

Îñíîâíûå îáúåêòû ïëàíèìåòðèè: òî÷êà, ïðÿìàÿ, ëó÷, îòðåçîê, óãîë.

Îñíîâíûå àêñèîìû ïëàíèìåòðèè: ïðèíàäëåæíîñòè, ïîðÿäêà, ìåð îòðåç-
êîâ è óãëîâ, ïàðàëëåëüíîñòè.

Âèäû òðåóãîëüíèêîâ. Ïîíÿòèå ìåäèàíû, áèññåêòðèñû è âûñîòû òðåóãîëüíèêà.
Ïîñòðîåíèå âûñîò â ðàçíûõ âèäàõ òðåóãîëüíèêîâ.

Âûâåñòè ïðèçíàêè ðàâåíñòâà è ïîäîáèÿ ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ èç ïðè-
çíàêîâ ðàâåíñòâà è ïîäîáèÿ ïðîèçâîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ.

Äîêàçàòü ïðèçíàê ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà.

Âûâåñòè ñâîéñòâà âûñîòû, ïðîâåä¼ííîé èç âåðøèíû ïðÿìîãî óãëà.

Çàäàíèÿ

2.1. Êàòåòû ðàâíîáåäðåííîãî ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíû 2 +
√

2.
Íàéäèòå ðàäèóñ îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â ýòîò òðåóãîëüíèê.
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2.2. Îêîëî îêðóæíîñòè, ðàäèóñ êîòîðîé ðàâåí
√

8, îïèñàí êâàäðàò. Íàéäèòå
ðàäèóñ îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî ýòîãî êâàäðàòà.

2.3. Ñóììà äâóõ óãëîâ òðåóãîëüíèêà è âíåøíåãî óãëà ê òðåòüåìó ðàâíà 40◦.
Íàéäèòå ýòîò òðåòèé óãîë. Îòâåò äàéòå â ãðàäóñàõ.

Äîìàøíåå çàäàíèå

2.4. Îäèí óãîë ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà íà 90◦ áîëüøå äðóãîãî. Íàé-
äèòå ìåíüøèé óãîë. Îòâåò äàéòå â ãðàäóñàõ.

2.5. Íàéäèòå ðàäèóñ r îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â ÷åòûð¼õóãîëüíèê ABCD. Â
îòâåòå óêàæèòå r

√
10.

AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA

BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB

CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCC

DDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDD

2.6. Îäèí èç âíåøíèõ óãëîâ òðåóãîëüíèêà ðàâåí 85◦. Óãëû, íå ñìåæíûå ñ
äàííûì âíåøíèì óãëîì, îòíîñÿòñÿ êàê 2 : 3. Íàéäèòå íàèáîëüøèé èç íèõ.
Îòâåò äàéòå â ãðàäóñàõ.

2.7. Â òðåóãîëüíèêå ABC óãîë A ðàâåí 44◦, óãîë C ðàâåí 62◦. Íà ïðîäîëæå-
íèè ñòîðîíû AB îòëîæåí îòðåçîê BD = BC. Íàéäèòå óãîë D òðåóãîëüíèêà
BCD. Îòâåò äàéòå â ãðàäóñàõ.

C

A B D
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2.8. Â òðåóãîëüíèêå ABC óãîë A ðàâåí 72◦, à óãëû B è C � îñòðûå. BD è
CE � âûñîòû, ïåðåñåêàþùèåñÿ â òî÷êå O. Íàéäèòå óãîë DOE (â ãðàäóñàõ).

C

A B

D

E

O

2.9. Íàéäèòå ñòîðîíó êâàäðàòà, âïèñàííîãî â îêðóæíîñòü ðàäèóñà
√

8.

2.10. Â òðåóãîëüíèêå ABC óãîë A ðàâåí 60◦, óãîë B ðàâåí 82◦. AD, BE è
CF � âûñîòû, ïåðåñåêàþùèåñÿ â òî÷êå O. Íàéäèòå óãîë AOF . Îòâåò äàéòå â
ãðàäóñàõ.

C

A B

D

E

F

OOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO

2.11. Ìåíüøàÿ ñòîðîíà ïðÿìîóãîëüíèêà ðàâíà 6. Óãîë ìåæäó äèàãîíàëÿìè
ðàâåí 60◦. Íàéäèòå ðàäèóñ îïèñàííîé îêðóæíîñòè ýòîãî ïðÿìîóãîëüíèêà.

2.12. Íà ðèñóíêå óãîë 1 ðàâåí 46◦, óãîë 2 ðàâåí 30◦, óãîë 3 ðàâåí 44◦. Íàéäèòå
óãîë 4. Îòâåò äàéòå â ãðàäóñàõ.

1

2

3

4
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2.13. Íàéäèòå ðàäèóñ îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî ïðÿìîóãîëüíèêà ABCD,
åñëè ñòîðîíû êâàäðàòíûõ êëåòîê ðàâíû 1.

AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA

BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB

CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCC

DDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDD

2.14. Íàéäèòå ðàäèóñ îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â êâàäðàò ABCD, ñ÷èòàÿ ñòî-
ðîíû êâàäðàòíûõ êëåòîê ðàâíûìè

√
2.

AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA

BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB

CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCC

DDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDD

2.15. Â êâàäðàòå ðàññòîÿíèå îò òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé äî îäíîé èç
åãî ñòîðîí ðàâíî 7. Íàéäèòå ïåðèìåòð ýòîãî êâàäðàòà.

19



Óðîê �3. ×èñëîâûå ìíîæåñòâà. Äåñÿòè÷íàÿ ñè-

ñòåìà ñ÷èñëåíèÿ. Ïîíÿòèå ïðîöåíòà, ñëîæíîãî

ïðîöåíòà.

×èñëîâûå ìíîæåñòâà

Ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë:
N = {1, 2, 3, . . . }.

Ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë:
Z = {. . . ,−2,−1, 0, 1, 2, 3, . . . }.

Ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë:

Q =
{m
n

}
, ãäå m ∈ Z, n ∈ N ,

m

n
� íåñîêðàòèìàÿ äðîáü.

R � ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë (ðàöèîíàëüíûõ è èððàöèîíàëüíûõ).

Èððàöèîíàëüíûå ÷èñëà íå ìîãóò áûòü ïðåäñòàâèìû â âèäå îáûêíîâåííîé äðî-
áè, êàê ðàöèîíàëüíûå. Ïðèìåðû: ÷èñëî π,

√
3, è ò. ä.

Äåñÿòè÷íàÿ ñèñòåìà ñ÷èñëåíèÿ

Ôîðìà çàïèñè äåñÿòè÷íîãî ÷èñëà:
3173 = 3 · 1000 + 1 · 100 + 7 · 10 + 3.

Ïðèâåäåíèå ê ñòàíäàðòíîìó âèäó:
317,3 = 3,173 · 102; 0,00003173 = 3,173 · 10−5.

Îáðàùåíèå îáûêíîâåííîé äðîáè â áåñêîíå÷íóþ äåñÿòè÷íóþ ïåðèî-
äè÷åñêóþ äðîáü

Ëþáóþ îáûêíîâåííóþ äðîáü ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå êîíå÷íîé äåñÿòè÷íîé
äðîáè èëè â âèäå áåñêîíå÷íîé äåñÿòè÷íîé ïåðèîäè÷åñêîé äðîáè. Ïðè ýòîì ïðî-
ñòî äåëÿò ÷èñëèòåëü íà çíàìåíàòåëü, ïîñòåïåííî ïîëó÷àÿ äåñÿòè÷íûå çíàêè.
Ïåðèîäè÷åñêè ïîâòîðÿþùèåñÿ ãðóïïû öèôð â äåñÿòè÷íîé çàïèñè ÷èñëà íà-
çûâàþò ïåðèîäîì, à áåñêîíå÷íóþ äåñÿòè÷íóþ äðîáü, èìåþùóþ òàêîé ïåðèîä
â ñâîåé çàïèñè, íàçûâàþò ïåðèîäè÷åñêîé. Äëÿ êðàòêîñòè ïåðèîä çàïèñûâàþò
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îäèí ðàç, çàêëþ÷àÿ åãî â êðóãëûå ñêîáêè: 3/14 = 0,2142857142857142857 . . . =
0,2(142857). Åñëè ïåðèîä íà÷èíàåòñÿ ñðàçó ïîñëå çàïÿòîé, òî äðîáü íàçû-
âàþò ÷èñòîé ïåðèîäè÷åñêîé: 5,(674); åñëè æå ìåæäó çàïÿòîé è ïåðèîäîì
åñòü äðóãèå äåñÿòè÷íûå çíàêè, òî äðîáü íàçûâàþò ñìåøàííîé ïåðèîäè÷åñêîé:
0,2(321); 7,32(6).

Îáðàùåíèå áåñêîíå÷íîé äåñÿòè÷íîé ïåðèîäè÷åñêîé äðîáè â îáûê-
íîâåííóþ äðîáü

Ðàññìîòðèì äðîáü 3,1737373 . . . = 3,1(73) � ñìåøàííàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ äðîáü.
Ïîëîæèì x = 3,1(73). Óìíîæèì ýòî ÷èñëî íà 10 è ïîëó÷èì ÷èñòóþ ïåðèîäè-
÷åñêóþ äðîáü 10x = 31,(73). Óìíîæèì x íà 1000 è ïîëó÷èì åù¼ îäíó ÷èñòóþ
ïåðèîäè÷åñêóþ äðîáü 1000x = 3173,(73).

1000x− 10x = 3173,(73)− 31,(73)⇒ 990x = 3142⇒ x = 3142/990.

Ïðîöåíò

Îïðåäåëåíèå: Ïðîöåíòîì íàçûâàåòñÿ ñîòàÿ ÷àñòü îò ÷èñëà, ò.å. 1%A =
0,01A.

Ïðèìåðû: 1% = 0,01; 2% = 0,02; 45% = 0,45; 350% = 3,5.

Çàäà÷à: Ñêîëüêî ïðîöåíòîâ ñîñòàâëÿåò ÷èñëî A îò ÷èñëà B?
Ðåøåíèå: x = (A/B) · 100%.

Çàäà÷à: ×èñëî óâåëè÷èëîñü íà 20%, à çàòåì ïîëó÷åííîå ÷èñëî óìåíüøèëîñü
íà 25%. Êàê, â èòîãå, èçìåíèëîñü èñõîäíîå ÷èñëî?
Ðåøåíèå: 1) A1 = 120%A = 1,2A.
2) A2 = 75%A1 = 0,75A1 = 0,75 · 1,2A = 0,9A = 90%A.
Îòâåò: ÷èñëî óìåíüøèëîñü íà 10%.

Åñëè ÷èñëî A óâåëè÷èòü íà y%, òî îíî áóäåò ðàâíî A
(

1 +
y

100

)
.

Åñëè ÷èñëî A óìåíüøèòü íà y%, òî îíî áóäåò ðàâíî A
(

1− y

100

)
.

Îáñóæäåíèå òåìû

Ïðèìåðû íà ïåðåâîä îáûêíîâåííûõ äðîáåé è ñìåøàííûõ ÷èñåë â äåñÿòè÷íûå
äðîáè è íàîáîðîò.
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Çàäàíèÿ

3.1. Â ïîíåäåëüíèê àêöèè êîìïàíèè ïîäîðîæàëè íà íåêîòîðîå ÷èñëî ïðîöåí-
òîâ, à âî âòîðíèê ïîäåøåâåëè íà òî æå ñàìîå ÷èñëî ïðîöåíòîâ. Â ðåçóëüòàòå
îíè ñòàëè ñòîèòü íà 4% äåøåâëå, ÷åì ïðè îòêðûòèè òîðãîâ â ïîíåäåëüíèê. Íà
ñêîëüêî ïðîöåíòîâ ïîäîðîæàëè àêöèè êîìïàíèè â ïîíåäåëüíèê?

3.2. ×åòûðå ðóáàøêè äåøåâëå êóðòêè íà 8%. Íà ñêîëüêî ïðîöåíòîâ ïÿòü
ðóáàøåê äîðîæå êóðòêè?

3.3. Ñåìüÿ ñîñòîèò èç ìóæà, æåíû è èõ äî÷åðè ñòóäåíòêè. Åñëè áû çàðïëàòà
ìóæà óâåëè÷èëàñü âäâîå, îáùèé äîõîä ñåìüè âûðîñ áû íà 67%. Åñëè áû ñòè-
ïåíäèÿ äî÷åðè óìåíüøèëàñü âòðîå, îáùèé äîõîä ñåìüè ñîêðàòèëñÿ áû íà 4%.
Ñêîëüêî ïðîöåíòîâ îò îáùåãî äîõîäà ñåìüè ñîñòàâëÿåò çàðïëàòà æåíû?

3.4. Ìèòÿ, Àíòîí, Ãîøà è Áîðèñ ó÷ðåäèëè êîìïàíèþ ñ óñòàâíûì êàïèòàëîì
200 000 ðóáëåé. Ìèòÿ âí¼ñ 14% óñòàâíîãî êàïèòàëà, Àíòîí � 42 000 ðóáëåé,
Ãîøà � 0,12 óñòàâíîãî êàïèòàëà, à îñòàâøóþñÿ ÷àñòü êàïèòàëà âí¼ñ Áîðèñ.
Ó÷ðåäèòåëè äîãîâîðèëèñü äåëèòü åæåãîäíóþ ïðèáûëü ïðîïîðöèîíàëüíî âíå-
ñ¼ííîìó â óñòàâíîé êàïèòàë âêëàäó. Êàêàÿ ñóììà îò ïðèáûëè 1 000 000 ðóáëåé
ïðè÷èòàåòñÿ Áîðèñó? Îòâåò äàéòå â ðóáëÿõ.

3.5. Âèíîãðàä ñîäåðæèò 90% âëàãè, à èçþì � 5%. Ñêîëüêî êèëîãðàììîâ âè-
íîãðàäà òðåáóåòñÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ 20 êèëîãðàììîâ èçþìà?

3.6. Áèçíåñìåí Áóáëèêîâ ïîëó÷èë â 2000 ãîäó ïðèáûëü â ðàçìåðå 5000 ðóáëåé.
Êàæäûé ñëåäóþùèé ãîä åãî ïðèáûëü óâåëè÷èâàëàñü íà 300% ïî ñðàâíåíèþ ñ
ïðåäûäóùèì ãîäîì. Ñêîëüêî ðóáëåé çàðàáîòàë Áóáëèêîâ çà 2003 ãîä?

3.7. Êîìïàíèÿ ¾Àëüôà¿ íà÷àëà èíâåñòèðîâàòü ñðåäñòâà â ïåðñïåêòèâíóþ îò-
ðàñëü â 2001 ãîäó, èìåÿ êàïèòàë â ðàçìåðå 5000 äîëëàðîâ. Êàæäûé ãîä, íà-
÷èíàÿ ñ 2002 ãîäà, îíà ïîëó÷àëà ïðèáûëü, êîòîðàÿ ñîñòàâëÿëà 200% îò êàïè-
òàëà ïðåäûäóùåãî ãîäà. À êîìïàíèÿ ¾Áåòà¿ íà÷àëà èíâåñòèðîâàòü ñðåäñòâà
â äðóãóþ îòðàñëü â 2003 ãîäó, èìåÿ êàïèòàë â ðàçìåðå 10000 äîëëàðîâ, è,
íà÷èíàÿ ñ 2004 ãîäà, åæåãîäíî ïîëó÷àëà ïðèáûëü, ñîñòàâëÿþùóþ 400% îò êà-
ïèòàëà ïðåäûäóùåãî ãîäà. Íà ñêîëüêî äîëëàðîâ êàïèòàë îäíîé èç êîìïàíèé
áûë áîëüøå êàïèòàëà äðóãîé ê êîíöó 2006 ãîäà, åñëè ïðèáûëü èç îáîðîòà íå
èçûìàëàñü?

3.8. Êëèåíò À ñäåëàë âêëàä â áàíêå â ðàçìåðå 7700 ðóáëåé. Ïðîöåíòû ïî
âêëàäó íà÷èñëÿþòñÿ ðàç â ãîä è ïðèáàâëÿþòñÿ ê òåêóùåé ñóììå âêëàäà. Ðîâ-
íî ÷åðåç ãîä íà òåõ æå óñëîâèÿõ òàêîé æå âêëàä â òîì æå áàíêå ñäåëàë êëèåíò
Á. Åù¼ ðîâíî ÷åðåç ãîä êëèåíòû À è Á çàêðûëè âêëàäû è çàáðàëè âñå íàêî-
ïèâøèåñÿ äåíüãè. Ïðè ýòîì êëèåíò À ïîëó÷èë íà 847 ðóáëåé áîëüøå êëèåíòà
Á. Êàêîé ïðîöåíò ãîäîâûõ íà÷èñëÿë áàíê ïî ýòèì âêëàäàì?
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3.9. Öåíà õîëîäèëüíèêà â ìàãàçèíå åæåãîäíî óìåíüøàåòñÿ íà îäíî è òî æå
÷èñëî ïðîöåíòîâ îò ïðåäûäóùåé öåíû. Îïðåäåëèòå, íà ñêîëüêî ïðîöåíòîâ
êàæäûé ãîä óìåíüøàëàñü öåíà õîëîäèëüíèêà, åñëè îí, âûñòàâëåííûé íà ïðî-
äàæó çà 20 000 ðóáëåé, ÷åðåç äâà ãîäà áûë ïðîäàí çà 15 842 ðóáëåé.

3.10. Â 2008 ãîäó â ãîðîäñêîì êâàðòàëå ïðîæèâàëî 40 000 ÷åëîâåê. Â 2009
ãîäó, â ðåçóëüòàòå ñòðîèòåëüñòâà íîâûõ äîìîâ, ÷èñëî æèòåëåé âûðîñëî íà
8%, à â 2010 ãîäó � íà 9% ïî ñðàâíåíèþ ñ 2009 ãîäîì. Ñêîëüêî ÷åëîâåê ñòàëî
ïðîæèâàòü â êâàðòàëå â 2010 ãîäó?

3.11. Â ìåáåëüíûé ìàãàçèí ïîñòóïèëè ñòîëû è ñòóëüÿ. Êîëè÷åñòâî ñòîëîâ
ñîñòàâëÿåò 42% îò ÷èñëà ñòóëüåâ. Êîãäà áûëî ïðîäàíî 78% ñòîëîâ è 62% ñòó-
ëüåâ, òî ñòîëîâ îñòàëîñü ìåíåå 300 øòóê, à ñòóëüåâ áîëåå 200. Ñêîëüêî ñòîëîâ
è ñêîëüêî ñòóëüåâ ïîñòóïèëî â ìàãàçèí?

3.12. Â êîíöå àâãóñòà 2001 ãîäà àäìèíèñòðàöèÿ Ïðèìîðñêîãî êðàÿ ðàñïîëà-
ãàëà íåêîé ñóììîé äåíåã, êîòîðóþ ïðåäïîëàãàëîñü íàïðàâèòü íà ïîïîëíåíèå
íåôòÿíûõ çàïàñîâ êðàÿ. Íàäåÿñü íà èçìåíåíèå êîíúþíêòóðû ðûíêà, ðóêî-
âîäñòâî êðàÿ, îòñðî÷èâ çàêóïêó íåôòè, ïîëîæèëà ýòó ñóììó 1 ñåíòÿáðÿ 2001
ãîäà â áàíê. Äàëåå èçâåñòíî, ÷òî ñóììà âêëàäà â áàíêå óâåëè÷èâàëàñü ïåðâîãî
÷èñëà êàæäîãî ìåñÿöà íà 26% ïî îòíîøåíèþ ê ñóììå íà ïåðâîå ÷èñëî ïðåäû-
äóùåãî ìåñÿöà, à öåíà áàððåëÿ ñûðîé íåôòè óáûâàëà íà 10% åæåìåñÿ÷íî. Íà
ñêîëüêî ïðîöåíòîâ áîëüøå (îò ïåðâîíà÷àëüíîãî îáú¼ìà çàêóïîê) ðóêîâîäñòâî
êðàÿ ñìîãëî ïîïîëíèòü íåôòÿíûå çàïàñû êðàÿ, ñíÿâ 1 íîÿáðÿ 2001 ãîäà âñþ
ñóììó, ïîëó÷åííóþ èç áàíêà âìåñòå ñ ïðîöåíòàìè, è íàïðàâèâ åå íà çàêóïêó
íåôòè?

3.13. Äîêàæèòå, ÷òî äðîáü
1

n
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå êîíå÷íîé äåñÿòè÷-

íîé äðîáè òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè n â ðàçëîæåíèè íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè
ñîäåðæèò òîëüêî äâîéêè è ïÿò¼ðêè.

Äîìàøíåå çàäàíèå

3.14. Ìàññà ãóñÿ íà 25% áîëüøå ìàññû óòêè. Íà ñêîëüêî ïðîöåíòîâ ìàññà
óòêè ìåíüøå ìàññû ãóñÿ?

3.15. Íà ñêîëüêî ïðîöåíòîâ óâåëè÷èòñÿ ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíèêà, åñëè åãî
äëèíó óâåëè÷èòü íà 30%, à øèðèíó íà 20%?

3.16. Â ãîðîäåN æèâ¼ò 3000000 æèòåëåé. Ñðåäè íèõ 20% äåòåé è ïîäðîñòêîâ.
Ñðåäè âçðîñëûõ 35% íå ðàáîòàåò (ïåíñèîíåðû, ñòóäåíòû, äîìîõîçÿéêè è ò.ï.).
Ñêîëüêî âçðîñëûõ ðàáîòàåò?

3.17. Â ñåíòÿáðå 1 êã âèíîãðàäà ñòîèë 60 ðóáëåé, â îêòÿáðå âèíîãðàä ïîäî-
ðîæàë íà 25%, à â íîÿáðå åù¼ íà 20%. Ñêîëüêî ðóáëåé ñòîèë 1 êã âèíîãðàäà
ïîñëå ïîäîðîæàíèÿ â íîÿáðå?
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3.18. Èç âñåãî ñîáðàííîãî çåðíà ïøåíèöà ñîñòàâëÿëà 80%, ïðè÷¼ì 70% ýòîé
ïøåíèöû áûëà ïøåíèöà òâ¼ðäûõ ñîðòîâ. Ñêîëüêî òîíí çåðíà áûëî ñîáðàíî,
åñëè òâ¼ðäîé ïøåíèöû áûëî ñîáðàíî 560 ò?

3.19. Âûðàçèòå â âèäå äåñÿòè÷íîé èëè ïåðèîäè÷åñêîé äðîáè ÷èñëà
5

9
, 1

9

75
.

3.20 (ÎÌÌÎ 2013, �1). Ó÷åíèêàì 11 êëàññà íà âûáîð ïðåäëîæèëè ïðîéòè
òåñòèðîâàíèå ðîâíî ïî îäíîìó èç ïðåäìåòîâ: õèìèè, èíôîðìàòèêå èëè ôèçèêå.
Òðîå ðåáÿò ïðèíÿëè ó÷àñòèå â òåñòèðîâàíèè ïî õèìèè; áîëåå 40%, íî ìåíåå
ïîëîâèíû ó÷åíèêîâ ïðîõîäèëè òåñòèðîâàíèå ïî èíôîðìàòèêå è ðîâíî òðåòü �
ïî ôèçèêå. Ñêîëüêî ðåáÿò ó÷àñòâîâàëî â òåñòèðîâàíèè ïî èíôîðìàòèêå, åñëè
â êëàññå ïðèñóòñòâîâàëî áîëåå 12 ó÷åíèêîâ?
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Óðîê �4. Ïëàíèìåòðèÿ. Ïàðàëëåëîãðàìì. Òðà-

ïåöèÿ.

Ïàðàëëåëîãðàìì

A

B C

D

4ABD = 4CBD
4ABC = 4ADC

A

B C

D

AB = CD
BC = AD
∠DAB = ∠BCD
∠ABC = ∠ADC

A

B C

D

E

AE = EC
BE = ED

A

B C

D

BD2 +AC2 = 2(AB2 +BC2)

A

B C

D

AC = BD ⇔ ABCD � ïðÿìîóãîëüíèê
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A

B C

D

AC ⊥ BD ⇔ ABCD � ðîìá

A

B C

D

Â ðîìáå ABCD
AC è BD � áèññåêòðèñû óãëîâ

Òðàïåöèÿ

B C

NP

A D

a

b

PN ‖ a

PN =
a+ b

2

B C

A D

E S4ABE = S4DCE

a

b

M N

M è N � ñåðåäèíû äèàãîíàëåé

MN =
1

2
|a− b|
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Ðàâíîáî÷íàÿ òðàïåöèÿ

A

B C

D

∠BAD = ∠CDA

A

B C

D

AC = BD

a

bA

B C

DP

BD ⊥ AC ⇔

BP =
a+ b

2

Çàäàíèÿ

4.1. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè â ïàðàëëåëîãðàììåABCD âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ
AE

ED
=
DF

FC
=
CG

GB
=
BH

HA
, òî HEFG � ïàðàëëåëîãðàìì.

A

B C

DE

F

G

H

4.2. Äîêàçàòü, ÷òî â òðàïåöèè îòðåçîê, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ
äèàãîíàëåé, ïàðàëëåëüíî îñíîâàíèÿì, ñ êîíöàìè íà áîêîâûõ ñòîðîíàõ òðàïå-
öèè, ðàâåí ñðåäíåìó ãàðìîíè÷åñêîìó äëèí îñíîâàíèé.
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4.3. Äîêàçàòü, ÷òî â ðàâíîáî÷íîé òðàïåöèè ABCD (ñ îñíîâàíèÿìè a è b)
âûïîëíÿåòñÿ

AP =
b− a

2
, PD =

a+ b

2
.

a

bA

B C

DP

4.4. Äîêàçàòü, ÷òî â òðàïåöèè ABCD ñ îñíîâàíèÿìè AD è BC è äèàãîíà-
ëÿìè, ïåðåñåêàþùèìèñÿ â òî÷êå E, òðåóãîëüíèêè BEC è AED ïîäîáíû, à
òðåóãîëüíèêè ABE è CED ðàâíîâåëèêè.

4.5. Äîêàçàòü, ÷òî â ðàâíîáî÷íîé òðàïåöèè ñ ïåðïåíäèêóëÿðíûìè äèàãîíà-
ëÿìè âûñîòà òðàïåöèè ðàâíà å¼ ñðåäíåé ëèíèè.

4.6. Îñíîâàíèÿ ðàâíîáåäðåííîé òðàïåöèè ðàâíû 14 è 26, à åå ïåðèìåòð ðàâåí
60. Íàéäèòå ïëîùàäü òðàïåöèè.

4.7. Îñíîâàíèÿ òðàïåöèè ðàâíû 4 è 10. Íàéäèòå áîëüøèé èç îòðåçêîâ, íà
êîòîðûå äåëèò ñðåäíþþ ëèíèþ ýòîé òðàïåöèè îäíà èç åå äèàãîíàëåé.

B C

A D

E F

4.8. Íàéäèòå óãîë ìåæäó áèññåêòðèñàìè óãëîâ ïàðàëëåëîãðàììà, ïðèíàäëå-
æàùèõ îäíîé ñòîðîíå. Îòâåò äàéòå â ãðàäóñàõ.

4.9. Áîêîâàÿ ñòîðîíà ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíà 10. Èç òî÷êè, âçÿ-
òîé íà îñíîâàíèè ýòîãî òðåóãîëüíèêà, ïðîâåäåíû äâå ïðÿìûå, ïàðàëëåëüíûå
áîêîâûì ñòîðîíàì. Íàéäèòå ïåðèìåòð ïîëó÷èâøåãîñÿ ïàðàëëåëîãðàììà.

A B

C

D

E

F
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4.10. Áèññåêòðèñà òóïîãî óãëà ïàðàëëåëîãðàììà äåëèò ïðîòèâîïîëîæíóþ
ñòîðîíó â îòíîøåíèè 4 : 3, ñ÷èòàÿ îò âåðøèíû îñòðîãî óãëà. Íàéäèòå áîëü-
øóþ ñòîðîíó ïàðàëëåëîãðàììà, åñëè åãî ïåðèìåòð ðàâåí 88.

A B

CD

4.11. Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ áèññåêòðèñ äâóõ óãëîâ ïàðàëëåëîãðàììà, ïðèëåæà-
ùèõ ê îäíîé ñòîðîíå, ïðèíàäëåæèò ïðîòèâîïîëîæíîé ñòîðîíå. Ìåíüøàÿ ñòî-
ðîíà ïàðàëëåëîãðàììà ðàâíà 5. Íàéäèòå åãî áîëüøóþ ñòîðîíó.

4.12. Äèàãîíàëè ðîìáà îòíîñÿòñÿ êàê 3 : 4. Ïåðèìåòð ðîìáà ðàâåí 200. Íàé-
äèòå âûñîòó ðîìáà.

A

D C

B

O

4.13. Íàéäèòå äèàãîíàëü ïðÿìîóãîëüíèêà, åñëè åãî ïåðèìåòð ðàâåí 28, à ïåðè-
ìåòð îäíîãî èç òðåóãîëüíèêîâ, íà êîòîðûå äèàãîíàëü ðàçäåëèëà ïðÿìîóãîëü-
íèê, ðàâåí 24.

A B

CD

4.14. Ïðÿìàÿ, ïðîâåäåííàÿ ïàðàëëåëüíî áîêîâîé ñòîðîíå òðàïåöèè ÷åðåç êî-
íåö ìåíüøåãî îñíîâàíèÿ, ðàâíîãî 4, îòñåêàåò òðåóãîëüíèê, ïåðèìåòð êîòîðîãî
ðàâåí 15. Íàéäèòå ïåðèìåòð òðàïåöèè.

A B

CD

E
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Äîìàøíåå çàäàíèå

4.15. Ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà ABCD ðàâíà 189. Òî÷êà E � ñåðåäèíà ñòî-
ðîíû AD. Íàéäèòå ïëîùàäü òðàïåöèè AECB.

4.16. Îñíîâàíèÿ ïðÿìîóãîëüíîé òðàïåöèè ðàâíû 12 è 4. Å¼ ïëîùàäü ðàâíà
64. Íàéäèòå îñòðûé óãîë ýòîé òðàïåöèè. Îòâåò äàéòå â ãðàäóñàõ.

4.17. Îñíîâàíèÿ ðàâíîáåäðåííîé òðàïåöèè ðàâíû 7 è 13, à åå ïëîùàäü ðàâíà
40. Íàéäèòå áîêîâóþ ñòîðîíó òðàïåöèè.

4.18. Îñíîâàíèÿ òðàïåöèè ðàâíû 18 è 6, áîêîâàÿ ñòîðîíà, ðàâíàÿ 7, îáðàçóåò
ñ îäíèì èç îñíîâàíèé òðàïåöèè óãîë 150◦. Íàéäèòå ïëîùàäü òðàïåöèè.

4.19. Ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà ABCD ðàâíà 153. Íàéäèòå ïëîùàäü ïàðàë-
ëåëîãðàììà A1B1C1D1, âåðøèíàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ñåðåäèíû ñòîðîí äàí-
íîãî ïàðàëëåëîãðàììà.

4.20. Ñåðåäèíû ïîñëåäîâàòåëüíûõ ñòîðîí ïðÿìîóãîëüíèêà, äèàãîíàëü êîòî-
ðîãî ðàâíà 5, ñîåäèíåíû îòðåçêàìè. Íàéäèòå ïåðèìåòð îáðàçîâàâøåãîñÿ ÷å-
òûð¼õóãîëüíèêà.

A B

CD

E

F

G

H

4.21. Ñðåäíÿÿ ëèíèÿ òðàïåöèè ðàâíà 12. Îäíà èç äèàãîíàëåé äåëèò å¼ íà äâà
îòðåçêà, ðàçíîñòü êîòîðûõ ðàâíà 2. Íàéäèòå áîëüøåå îñíîâàíèå òðàïåöèè.

B C

A D

E F

4.22. Îñíîâàíèÿ òðàïåöèè ðàâíû 3 è 2. Íàéäèòå îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé ñåðå-
äèíû äèàãîíàëåé òðàïåöèè.

A

B C

D

E F
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4.23. Â ðàâíîáåäðåííîé òðàïåöèè äèàãîíàëè ïåðïåíäèêóëÿðíû. Âûñîòà òðà-
ïåöèè ðàâíà 12. Íàéäèòå å¼ ñðåäíþþ ëèíèþ.

4.24. Äèàãîíàëè ÷åòûð¼õóãîëüíèêà ðàâíû 4 è 5. Íàéäèòå ïåðèìåòð ÷åòûð¼õ-
óãîëüíèêà, âåðøèíàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ñåðåäèíû ñòîðîí äàííîãî ÷åòûð¼õ-
óãîëüíèêà.

4.25. Â ðîìáå ABCD óãîë ACD ðàâåí 43◦. Íàéäèòå óãîë ABC. Îòâåò äàéòå
â ãðàäóñàõ.

4.26. Îñíîâàíèÿ òðàïåöèè îòíîñÿòñÿ êàê 2 : 3, à ñðåäíÿÿ ëèíèÿ ðàâíà 5.
Íàéäèòå ìåíüøåå îñíîâàíèå.
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Óðîê �5. Îäíî÷ëåíû. Ìíîãî÷ëåíû. Ôîðìóëû ñî-

êðàù¼ííîãî óìíîæåíèÿ. Àëãåáðàè÷åñêèå äðîáè.

Îäíî÷ëåíîì íàçûâàþò àëãåáðàè÷åñêîå âûðàæåíèå, êîòîðîå ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë è ïåðåìåííûõ, âîçâåä¼ííûõ â ñòåïåíè ñ íàòóðàëüíûìè
ïîêàçàòåëÿìè.

Íàïðèìåð, 23a7bc3.

Îäíî÷ëåíàìè ñ÷èòàþò òàêæå âñå ÷èñëà, ëþáûå ïåðåìåííûå è ñòåïåíè ïåðå-
ìåííûõ.

×òîáû ïðèâåñòè îäíî÷ëåí ê ñòàíäàðòíîìó âèäó íóæíî:

1) ïåðåìíîæèòü âñå ÷èñëîâûå ìíîæèòåëè è ïîñòàâèòü èõ ïðîèçâåäåíèå
íà ïåðâîå ìåñòî;

2) ïåðåìíîæèòü âñå èìåþùèåñÿ ñòåïåíè ñ îäíèì áóêâåííûì îñíîâàíèåì;

3) ïåðåìíîæèòü âñå èìåþùèåñÿ ñòåïåíè ñ äðóãèì áóêâåííûì îñíîâàíèåì
è ò.ä.

Ëþáîé îäíî÷ëåí ìîæíî ïðèâåñòè ê ñòàíäàðòíîìó âèäó.

Ìíîãî÷ëåíîì íàçûâàþò ñóììó îäíî÷ëåíîâ. Íàïðèìåð, 5a2b−3ab2−3a2b+7c.

Åñëè â ìíîãî÷ëåíå âñå ÷ëåíû çàïèñàíû â ñòàíäàðòíîì âèäå è ïðèâåäåíû ïî-
äîáíûå ÷ëåíû, òî ãîâîðÿò, ÷òî ìíîãî÷ëåí çàïèñàí â ñòàíäàðòíîì âèäå.

×òîáû óìíîæèòü ìíîãî÷ëåí íà îäíî÷ëåí, íóæíî êàæäûé ÷ëåí ìíîãî-
÷ëåíà óìíîæèòü íà ýòîò îäíî÷ëåí è ïîëó÷åííûå ïðîèçâåäåíèÿ ñëîæèòü.

×òîáû óìíîæèòü ìíîãî÷ëåí íà ìíîãî÷ëåí, íóæíî óìíîæèòü êàæäûé
÷ëåí îäíîãî ìíîãî÷ëåíà ïîî÷åð¼äíî íà êàæäûé ÷ëåí äðóãîãî ìíîãî÷ëåíà è
ïîëó÷åííûå ïðîèçâåäåíèÿ ñëîæèòü. Ïîëó÷åííûé ìíîãî÷ëåí íàäî ïðèâåñòè ê
ñòàíäàðòíîìó âèäó.

×òîáû ðàçäåëèòü ìíîãî÷ëåí íà îäíî÷ëåí, íóæíî êàæäûé ÷ëåí ìíîãî-
÷ëåíà ðàçäåëèòü íà ýòîò îäíî÷ëåí è ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ñëîæèòü.

Ñïîñîáû ðàçëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíà íà ìíîæèòåëè

Â îáùåì ñëó÷àå ðàçëîæåíèå ìíîãî÷ëåíîâ íà ìíîæèòåëè íå âñåãäà âîçìîæíî.
Íî ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ñëó÷àåâ, êîãäà ýòî âûïîëíèìî.

1) Åñëè âñå ÷ëåíû ìíîãî÷ëåíà ñîäåðæàò â êà÷åñòâå ñîìíîæèòåëÿ îäíî è òî
æå âûðàæåíèå, òî åãî ìîæíî âûíåñòè çà ñêîáêè.
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2) Èñïîëüçîâàòü ñïîñîá ãðóïïèðîâêè.

Ïðèìåð: ax+ bx+ ay+ by = (ax+ bx) + (ay+ by) = x(a+ b) + y(a+ b) =
(x+ y)(a+ b).

3) Èñïîëüçîâàòü ôîðìóëû ñîêðàù¼ííîãî óìíîæåíèÿ.

4) Èñïîëüçîâàòü ôîðìóëó ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè êâàäðàòíîãî òð¼õ÷ëå-
íà.

ax2+bx+c = a(x−x1)(x−x2), ãäå x1, x2− êîðíè êâàäðàòíîãî òð¼õ÷ëåíà.

Ôîðìóëû ñîêðàù¼ííîãî óìíîæåíèÿ

(x+ y)2 = x2 + 2xy + y2 � êâàäðàò ñóììû

(x− y)2 = x2 − 2xy + y2 � êâàäðàò ðàçíîñòè

(x+ y)(x− y) = x2 − y2 � ðàçíîñòü êâàäðàòîâ

(x+ y)3 = x3 + 3x2y + 3xy2 + y3 � êóá ñóììû

(x− y)3 = x3 − 3x2y + 3xy2 − y3 � êóá ðàçíîñòè

(x+ y)(x2 − xy + y2) = x3 + y3 � ñóììà êóáîâ

(x− y)(x2 + xy + y2) = x3 − y3 � ðàçíîñòü êóáîâ

Äåëåíèå ìíîãî÷ëåíîâ ìîæåò áûòü âûïîëíåíî ïî ñëåäóþùåé ñõåìå:

16a3 + 8a2 − 5a + 7 4a2 − a+ 2
16a3 − 4a2 + 8a 4a+ 3

12a2 −13a + 7
12a2 −3a + 6

− 10a + 1

Àëãåáðàè÷åñêîé äðîáüþ íàçûâàþò îòíîøåíèå äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ P è Q.

Ïðè ýòîì èñïîëüçóþò çàïèñü
P

Q
, ãäå P � ÷èñëèòåëü, Q � çíàìåíàòåëü àëãåá-

ðàè÷åñêîé äðîáè.

Íàïðèìåð,
8a3 + 6a2b− b

2a2
.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñîêðàòèòü àëãåáðàè÷åñêóþ äðîáü, íóæíî ðàçëîæèòü íà
ìíîæèòåëè åå ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü, à çàòåì ñîêðàòèòü îáùèé ìíîæèòåëü.
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Îáñóæäåíèå òåìû

Òðåóãîëüíèê Ïàñêàëÿ.

Ïðèìåðû íà äåëåíèå ìíîãî÷ëåíà íà ìíîãî÷ëåí: íàöåëî è ñ âûäåëåíèåì öåëîé
÷àñòè.

Çàäàíèÿ

5.1. Äîêàæèòå, ÷òî çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ 106 − 57 êðàòíî 59.

5.2. Ðàçëîæèòå íà ìíîæèòåëè 30x2 + 10c− 25cx− 12x.

5.3. Äîêàæèòå, ÷òî 513 − 263 äåëèòñÿ íà 25.

5.4. Ðàçëîæèòå íà ìíîæèòåëè, èñïîëüçîâàâ ìåòîä âûäåëåíèÿ ïîëíîãî êâàä-
ðàòà äâó÷ëåíà: b4 − 4b2 − 5.

5.5. Ðàçëîæèòå íà ìíîæèòåëè, ïðåäñòàâèâ îäèí èç ÷ëåíîâ ìíîãî÷ëåíà â âèäå
ñóììû ïîäîáíûõ ñëàãàåìûõ: b2 − 3b− 4.

5.6. Ñóììà öèôð äâóçíà÷íîãî ÷èñëà ðàâíà 11. Åñëè ýòî ÷èñëî ðàçäåëèòü íà
ðàçíîñòü åãî öèôð, òî â ÷àñòíîì ïîëó÷èòñÿ 24, à â îñòàòêå 2. Íàéäèòå èñõîäíîå
÷èñëî.

5.7. Êàêîå äâóçíà÷íîå ÷èñëî îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: åñëè ìåæäó åãî
öèôð ïîìåñòèòü öèôðó 0, òî ÷èñëî óâåëè÷èòñÿ â 6 ðàç?

5.8. Ïóñòü x1 + x2 = 5, x1x2 = −3. Âû÷èñëèòå:

a) x4
1 + x4

2;

á) (x1 − x2)2;

â) x3
1x

2
2 + x2

1x
3
2;

ã) x2
1x

4
2 + x4

1x
2
2.

5.9. Íàéäèòå 61a− 11b+ 50, åñëè
2a− 7b+ 5

7a− 2b+ 5
= 9.

5.10. Íàéäèòå
a+ 9b+ 16

a+ 3b+ 8
, åñëè

a

b
= 3.

5.11. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ 3p(a)− 6a+ 7, åñëè p(a) = 2a− 3.

5.12. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ 2x+ y + 6z, åñëè 4x+ y = 5, 12z + y = 7.

5.13. Íàéäèòå
p(b)

p(1/b)
, åñëè p(b) =

(
b+

3

b

)(
3b+

1

b

)
, ïðè b 6= 0.
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5.14. Çíàÿ, ÷òî
x− 3y

y
= 12, íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ:

a)
x

y
;

á)
y

x
;

â)
2x+ y

y
;

ã)
3x− y

2x
.

5.15. Íàéäèòå âñå íàòóðàëüíûå çíà÷åíèÿ n, ïðè êîòîðûõ äðîáü
45− 7n

n
ïðè-

íèìàåò çíà÷åíèå íàòóðàëüíîãî ÷èñëà.

5.16. Óïðîñòèòå âûðàæåíèå
125p3 + 8q3

(5p+ 2q)2
:

25p2 − 10pq + 4q2

4q2 − 25p2
.

Äîìàøíåå çàäàíèå

5.17. Äîêàæèòå, ÷òî çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ 97 + 312 êðàòíî 90.

5.18. Ðàçëîæèòå íà ìíîæèòåëè 18x2z − 10kxy + 20k2y − 36kxz.

5.19. Ñîêðàòèòå äðîáü
32a4b− 80a3b2 + 50a2b3

20ab3 − 16a2b2
.

5.20. Èçâåñòíî, ÷òî 30% ÷èñëà a íà 20 áîëüøå, ÷åì 25% ÷èñëà b, à 30% ÷èñëà
b íà 8 áîëüøå, ÷åì 20% ÷èñëà a. Íàéäèòå ÷èñëà a è b.

5.21. Ïî îêðóæíîñòè, äëèíà êîòîðîé 100 ñì, äâèæóòñÿ ðàâíîìåðíî äâå òî÷êè.
Îíè âñòðå÷àþòñÿ ÷åðåç êàæäûå 4 ñ, äâèãàÿñü â ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëå-
íèÿõ, è ÷åðåç êàæäûå 20 ñ, äâèãàÿñü â îäíîì íàïðàâëåíèè. Íàéäèòå ñêîðîñòè
ýòèõ òî÷åê.

5.22. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ

(
−1

7
+ 1

2

3

)
· 131,25.

5.23. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ
(2
√

7)2

14
.

5.24. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ
√

6102 − 4482.

5.25. Íàéäèòå p(x) + p(6− x), åñëè p(x) =
x(6− x)

x− 3
ïðè x 6= 3.

5.26. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ q(b− 2)− q(b+ 2), åñëè q(b) = 3b.
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5.27. Ñðåäíåå ãàðìîíè÷åñêîå òð¼õ ÷èñåë a, b è c âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

h =

(
a−1 + b−1 + c−1

3

)−1

. Íàéäèòå ñðåäíåå ãàðìîíè÷åñêîå ÷èñåë
1

3
,

1

8
è 1.

5.28. Äîêàæèòå ðàâåíñòâî:

(32 + 22) · (34 + 24) · (38 + 28) · (316 + 216) = 0,2 · (332 − 232).

5.29. Äîêàæèòå, ÷òî âûðàæåíèå

12a− 4a2

2a+ 3
+

1

2a− 3
:

(
4

4a2 − 9
− 6a− 9

8a3 + 27

)
ïðè âñåõ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèÿõ ïåðåìåííîé a ïðèíèìàåò îäíî è òî æå çíà÷å-
íèå.
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Óðîê �6. Ïëàíèìåòðèÿ. Ìåäèàíû, áèññåêòðèñû

è âûñîòû òðåóãîëüíèêà. Ïðîïîðöèîíàëüíûå îò-

ðåçêè.

Ìåäèàíû

A

B

CD

S4ABD = S4CBD

A

B

C

A1

B1

C1
MMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMM

Ìåäèàíû òðåóãîëüíèêà ïåðåñåêàþòñÿ â

îäíîé òî÷êå
AM

MA1
=

BM

MB1
=

CM

MC1
=

2

1

A

B

C

A1

B1

C1
MMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMM

Ìåäèàíû òðåóãîëüíèêà ðàçáèâàþò åãî
íà 6 ðàâíîâåëèêèõ òðåóãîëüíèêîâ

A

B

C

A1

¾Óäâîåíèå ìåäèàíû¿:
ABA1C � ïàðàëëåëîãðàìì
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Áèññåêòðèñû

IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII

Áèññåêòðèñû òðåóãîëüíèêà ïåðåñåêàþòñÿ â
îäíîé òî÷êå I � öåíòðå âïèñàííîé â
òðåóãîëüíèê îêðóæíîñòè.

I

A

B

C

α

∠CIB = 90◦ +
α

2

A

B

CD

AD

DC
=
AB

BC

S4ABD
S4CBD

=
AB

BC

Âûñîòû

A

B

C

A1

B1

C1
O

HHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHH

Òî÷êè B, C, B1, C1 ëåæàò íà îäíîé
îêðóæíîñòè, ïðè÷¼ì BC � å¼ äèàìåòð.
H � îðòîöåíòð òðåóãîëüíèêà.

A

B

CB1

C1

4ABB1 ïîäîáåí 4ACC1.
4AB1C1 ïîäîáåí 4ABC
ñ êîýôôèöèåíòîì ïîäîáèÿ | cos∠A|.
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Ïðîïîðöèîíàëüíûå îòðåçêè

B1 B2

A1

A2

O

åñëè A1B1 ‖ A2B2, òî

OA1

OA2
=
OB1

OB2
=
A1B1

A2B2
;

OA1

A1A2
=

OB1

B1B2

Îáñóæäåíèå òåìû

Äîêàçàòü, ÷òî òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí äåëèò èõ â îòíîøåíèè 2 : 1.

Äîêàçàòü, ÷òî ïðè óäâîåíèè ìåäèàíû òðåóãîëüíèêà ïîëó÷àåòñÿ ïàðàëëåëî-
ãðàìì.

Äîêàçàòü ñâîéñòâà âûñîò èç òåîðèè.

Çàäàíèÿ

6.1. Â òðåóãîëüíèêå ABC óãîë C ðàâåí 116◦, AD è BE � áèññåêòðèñû, ïåðå-
ñåêàþùèåñÿ â ò. O. Íàéäèòå óãîë AOB. Îòâåò äàéòå â ãðàäóñàõ.

6.2. Îñòðûå óãëû ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíû 29◦ è 61◦. Íàéäèòå
óãîë ìåæäó âûñîòîé è áèññåêòðèñîé, ïðîâåä¼ííûìè èç âåðøèíû ïðÿìîãî óãëà.
Îòâåò äàéòå â ãðàäóñàõ.

6.3. Îñòðûå óãëû ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíû 24◦ è 66◦. Íàéäèòå
óãîë ìåæäó âûñîòîé è ìåäèàíîé, ïðîâåä¼ííûìè èç âåðøèíû ïðÿìîãî óãëà.
Îòâåò äàéòå â ãðàäóñàõ.

6.4. Â òðåóãîëüíèêå ABC óãîë A ðàâåí 30◦, óãîë B ðàâåí 86◦, CD � áèñ-
ñåêòðèñà âíåøíåãî óãëà ïðè âåðøèíå C, ïðè÷åì òî÷êà D ëåæèò íà ïðÿìîé
AB. Íà ïðîäîëæåíèè ñòîðîíû AC çà òî÷êó C âûáðàíà òàêàÿ òî÷êà E, ÷òî
CE = CB. Íàéäèòå óãîë BDE. Îòâåò äàéòå â ãðàäóñàõ.

A B

C

D

E
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6.5. Íà êëåò÷àòîé áóìàãå ñ ðàçìåðîì êëåòêè 1 × 1 èçîáðàæ¼í òðåóãîëüíèê
ABC. Íàéäèòå äëèíó åãî âûñîòû, îïóùåííîé íà ñòîðîíó AB.

AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA

BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB

CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCC

6.6. Íà êëåò÷àòîé áóìàãå ñ ðàçìåðîì êëåòêè 1× 1 îòìå÷åíû òî÷êè A, B è C.
Íàéäèòå ðàññòîÿíèå îò òî÷êè A äî ïðÿìîé BC.

AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA

BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB

CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCC

6.7. (ÎÌÌÎ 2012, �4). Äëèíà ìåäèàíû AD òðåóãîëüíèêà ABC ðàâíà 3,
äëèíû ñòîðîí AB è AC � 5 è 7 ñîîòâåòñòâåííî. Íàéäèòå ïëîùàäü òðåóãîëü-
íèêà ABC.

Äîìàøíåå çàäàíèå

6.8. Â òðåóãîëüíèêå ABC AD � áèññåêòðèñà, óãîë C ðàâåí 53◦, óãîë CAD
ðàâåí 39◦. Íàéäèòå óãîë B. Îòâåò äàéòå â ãðàäóñàõ.

6.9. Óãîë ìåæäó áèññåêòðèñîé è ìåäèàíîé ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà,
ïðîâåä¼ííûìè èç âåðøèíû ïðÿìîãî óãëà, ðàâåí 14◦. Íàéäèòå ìåíüøèé óãîë
ýòîãî òðåóãîëüíèêà. Îòâåò äàéòå â ãðàäóñàõ.

A B

C

DM
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6.10. Â òðåóãîëüíèêå ABC óãîë B ðàâåí 45◦, óãîë C ðàâåí 85◦, AD � áèñ-
ñåêòðèñà, E � òàêàÿ òî÷êà íà AB, ÷òî AE = AC. Íàéäèòå óãîë BDE. Îòâåò
äàéòå â ãðàäóñàõ.

A B

C

D

E

6.11. Â òðåóãîëüíèêå ABC CD � ìåäèàíà, óãîë C ðàâåí 90◦, óãîë B ðàâåí
58◦. Íàéäèòå óãîë ACD. Îòâåò äàéòå â ãðàäóñàõ.

A B

C

D

6.12. Â òðåóãîëüíèêå ABC óãîë A ðàâåí 60◦, óãîë B ðàâåí 82◦. AD, BE è CF
� áèññåêòðèñû, ïåðåñåêàþùèåñÿ â òî÷êå O. Íàéäèòå óãîë AOF . Îòâåò äàéòå
â ãðàäóñàõ.

OOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO

AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB

CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCC

DDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEE

FFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFF

6.13. Îñòðûé óãîë ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ðàâåí 32◦. Íàéäèòå îñòðûé
óãîë, îáðàçîâàííûé áèññåêòðèñàìè ýòîãî è ïðÿìîãî óãëîâ òðåóãîëüíèêà. Îòâåò
äàéòå â ãðàäóñàõ.

A B

C

D

E

O
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6.14. Â òðåóãîëüíèêå ABC óãîë C ðàâåí 90◦, CH � âûñîòà, óãîë A ðàâåí
30◦, AB = 4. Íàéäèòå BH.

A

B

C

H

6.15. Íàéäèòå îñòðûé óãîë ìåæäó áèññåêòðèñàìè îñòðûõ óãëîâ ïðÿìîóãîëü-
íîãî òðåóãîëüíèêà. Îòâåò äàéòå â ãðàäóñàõ.

A B

C

D
E

O

6.16. Â òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåäåíà áèññåêòðèñà AD è AB = AD = CD.
Íàéäèòå ìåíüøèé óãîë òðåóãîëüíèêà ABC. Îòâåò äàéòå â ãðàäóñàõ.
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Óðîê �7. Ñâîéñòâà ñòåïåíåé è êîðíåé. Ãðàôèêè

ñòåïåííûõ ôóíêöèé

Ñâîéñòâà ñòåïåíåé

Äëÿ a > 0, b > 0:
a0 = 1, 1x = 1.

a
k
n =

n
√
ak (k ∈ Z, n ∈ N)

a−x =
1

ax

ax · ay = ax+y

ax

ay
= ax−y

(ax)y = axy

ax · bx = (ab)x

ax

bx
=
(a
b

)x
Ñâîéñòâà êîðíåé

Äëÿ x > 0, y > 0, n,m, k ∈ N :

n
√

1 = 1,
n
√

0 = 0.

n
√
xy = n

√
x · n
√
y � êîðåíü èç ïðîèçâåäåíèÿ

n

√
x

y
=

n
√
x

n
√
y

� êîðåíü èç äðîáè

n
√
xk = ( n

√
x)k � êîðåíü èç ñòåïåíè

n

√
m
√
x = mn

√
x � êîðåíü èç êîðíÿ

nm
√
xkm =

n
√
xk � ïðàâèëî ñîêðàùåíèÿ

Äëÿ x ∈ R : n
√
xn =

{
|x|, åñëè n � ÷¼òíî
x, åñëè n � íå÷¼òíî

43



Ïðèìåðû ãðàôèêîâ îñíîâíûõ ñòåïåííûõ ôóíêöèé

x

y
x3

1

1

x

y
x−3

1

1

y = x3 y = x−3

x

y

x4

1

1

x

y

x−4

1

1

y = x4 y = x−4

x

y

x
2
3

1

1

x

y

x3/2

1

1

x

y

x−2/3

1

1

y = x
2
3 y = x

3
2 y = x−

2
3
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Îáñóæäåíèå òåìû

Îáúÿñíèòü ðàçëè÷èå îáëàñòåé îïðåäåëåíèÿ ñòåïåííîé ôóíêöèè ñ äðîáíûì ïî-
êàçàòåëåì è ôóíêöèè ñîîòâåòñòâóþùåãî êîðíÿ.

Ïðèìåð: y = x
2
6 .

Çàäàíèÿ

7.1. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ

(√
3

6

7
−
√

1
5

7

)
:

√
3

28
.

7.2. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ
12 9
√
m · 18

√
m

6
√
m

ïðè m > 0.

7.3. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ

(
21/3 · 21/4

12
√

2

)2

.

7.4. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ x+
√
x2 − 4x+ 4 ïðè x 6 2.

7.5. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ 0,81/7 · 52/7 · 206/7.

7.6. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ
√

(a− 6)2 +
√

(a− 10)2 ïðè 6 6 a 6 10.

7.7. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ
(
√

13 +
√

7)2

10 +
√

91
.

7.8. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ
9
√√

m√
16 9
√
m

ïðè m > 0.

7.9. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ
15 5
√

28
√
a− 7 7

√
20
√
a

2 35
√

4
√
a

ïðè a > 0.

7.10. Íàéäèòå
g(2− x)

g(2 + x)
, åñëè g(x) = 3

√
x(4− x) ïðè |x| 6= 2.

7.11. Íàéäèòå h(5 + x) + h(5− x), åñëè h(x) = 3
√
x+ 3
√
x− 10.

7.12. Äîêàæèòå, ÷òî çíà÷åíèå êâàäðàòíîãî êîðíÿ
√

8467 íå ÿâëÿåòñÿ öåëûì
÷èñëîì.

7.13. Óïðîñòèòå âûðàæåíèå (6−
√

2)2 + 3
√

32.

7.14. Óïðîñòèòå âûðàæåíèå

√
1

14
+ 2

√
2

7
−
√

7

2
−
√

14.
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7.15. Äîêàæèòå ðàâåíñòâî
√

23− 4
√

15 = 2
√

5−
√

3.

7.16. Âû÷èñëèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ
√

(3− 2
√

2)2 +
√

(2− 2
√

2)2.

7.17. Óïðîñòèòå âûðàæåíèå√
x2 − 4x+ 4 +

√
x2 + 2x+ 1 + 2

√
x2 − 10x+ 25,

åñëè 2 < x < 5.

7.18. Ñðàâíèòå ÷èñëà a è b, åñëè a =
√

3 +
√

15, à b = 4 +
√

2.

Äîìàøíåå çàäàíèå

7.19. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ
5
√

10 5
√

16
5
√

5
.

7.20. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ

√
7
√
b

14
√
b

ïðè b > 0.

7.21. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ 1217 · 58 : 6056.

7.22. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ
a2b−6

(4a)3b−2
· 16

a−1b−4
.

7.23. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ
0,5
√

10−1

2−
√

10
.

7.24. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ
5
√
x+ 2√
x

− 2
√
x

x
ïðè x > 0.

7.25. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ
(4a)

2,5

a2
√
a

ïðè a > 0.

7.26. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ 3
√

5+10 · 3−5−
√

5.

7.27. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ 23
√

7−1 · 81−
√

7.

7.28. Ïîñòðîéòå ãðàôèê ôóíêöèè: y =
− 1

3x−
2
3

x2 + 2x
.

7.29. Ïîñòðîéòå ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê, óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâíåíèþ
(xy − 2)(xy + 5) = 0.
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7.30. Ïîñòðîéòå ãðàôèê ôóíêöèè:

f(x) =


x+ 1, åñëè − 3 6 x 6 0;

x2 − 4x+ 1, åñëè 0 < x 6 2;
2

x
, åñëè x > 2.

7.31. Ïîñòðîéòå ãðàôèê ôóíêöèè: y =
√
x− 3 +

√
3− x+ x.

7.32. Ïîñòðîéòå ãðàôèê ôóíêöèè: y = (−1)x · x, x ∈ N.
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Óðîê �8. Ïëàíèìåòðèÿ. Êîîðäèíàòû. Âåêòîðû.

Îáùåïðèíÿòûå îáîçíà÷åíèÿ:

x � àáñöèññà;

y � îðäèíàòà.

à) Òî÷êà B(x;−y) ñèììåòðè÷íà ñ òî÷êîé A(x; y) îòíîñèòåëüíî îñè OX.

á) Òî÷êà C(−x; y) ñèììåòðè÷íà ñ òî÷êîé A(x; y) îòíîñèòåëüíî îñè OY .

â) Òî÷êà D(−x;−y) ñèììåòðè÷íà ñ òî÷êîé A(x; y) îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîð-
äèíàò.

x

y

D(−x;−y) B(x;−y)

A(x; y)C(−x; y)

0

Ðàññòîÿíèå |AB| ìåæäó òî÷êàìè A(x1; y1) è B(x2; y2) :

|AB| =
√

(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2.

Êîîðäèíàòû ò. O � ñåðåäèíû îòðåçêà AB: xO =
x1 + x2

2
; yO =

y1 + y2

2
.

Óðàâíåíèå ïðÿìîé ñ çàäàííûì óãëîâûì êîýôôèöèåíòîì: y = kx+ b,
ãäå k = tgα (α � óãîë ìåæäó ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì îñè àáñöèññ è
ïðÿìîé, îòñ÷èòûâàåìûé ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè).

Åñëè ó ïðÿìûõ k1 = k2, b1 6= b2, òî ïðÿìûå ïàðàëëåëüíû.

Åñëè ó ïðÿìûõ k1 = k2, b1 = b2, òî ïðÿìûå ñîâïàäàþò.

Åñëè ó ïðÿìûõ k1 6= k2, òî ïðÿìûå ïåðåñåêàþòñÿ.

Åñëè ó ïðÿìûõ k1 · k2 = −1, òî ïðÿìûå ïåðïåíäèêóëÿðíû.

Óðàâíåíèå îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò: x2 + y2 = R2.

Óðàâíåíèå îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â òî÷êå (x0; y0) : (x−x0)2+(y−y0)2 = R2.

48



Äëÿ íàõîæäåíèÿ òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ïðÿìûõ ðåøàåì ñèñòåìó èç
äâóõ óðàâíåíèé ïðÿìûõ.

×àñòíûå ñëó÷àè: óðàâíåíèå îñè OX : y = 0; óðàâíåíèå îñè OY : x = 0.

Êîîðäèíàòû âåêòîðà
−−→
AB(xB − xA; yB − yA).

Äëèíà âåêòîðà |−→a | =
√
x2
a + y2

a =
√

(xB − xA)2 + (yB − yA)2.

x

y

0 xA xB

yA

yB

x

y

0

xa

ya

Ñóììà âåêòîðîâ ïî ïðàâèëó ïàðàëëåëîãðàììà è ïî ïðàâèëó òðå-
óãîëüíèêà:

~a
~c

~b

~a
~c

~b

Ñóììà âåêòîðîâ: −→a +
−→
b = −→c (xa + xb; ya + yb).

Ðàçíîñòü âåêòîðîâ: −→a −
−→
b = −→c (xa − xb; ya − yb).

Ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà íà ÷èñëî: k−→a = −→p (kxa; kxb).

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ: −→a ·
−→
b = |−→a | · |

−→
b | · cosϕ = xaxb+ yayb.

Êîñèíóñ óãëà ìåæäó âåêòîðàìè cosϕ =
−→a ·
−→
b

|−→a | · |
−→
b |

=
xaxb + yayb√

x2
a + y2

a ·
√
x2
b + y2

b

.
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Çàäàíèÿ

8.1. Äâå ñòîðîíû ïðÿìîóãîëüíèêà ABCD ðàâíû 6 è 8. Äèàãîíàëè ïåðåñåêà-
þòñÿ â òî÷êå O. Íàéäèòå äëèíó ðàçíîñòè âåêòîðîâ

−→
AO è

−−→
BO.

A B

CD

O

8.2. Äèàãîíàëè ðîìáà ABCD ðàâíû 12 è 16. Íàéäèòå äëèíó âåêòîðà
−−→
AB−

−→
AC.

A

D C

B

8.3. Íàéäèòå îðäèíàòó òî÷êè, ñèììåòðè÷íîé òî÷êå A(6; 8) îòíîñèòåëüíî íà-
÷àëà êîîðäèíàò.

8.4. Äèàãîíàëè ðîìáà ABCD ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå O è ðàâíû 12 è 16. Íàé-
äèòå äëèíó âåêòîðà

−→
AO +

−−→
BO.

A

D C

B

O

8.5. Íàéäèòå îðäèíàòó ñåðåäèíû îòðåçêà, ñîåäèíÿþùåãî òî÷êè A(6; 8) è
B(−2; 2).

x

y

O

A(6; 8)

B(−2; 2)
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8.6. Äèàãîíàëè ðîìáà ABCD ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå O è ðàâíû 12 è 16. Íàé-
äèòå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ

−→
AO è

−−→
BO.

8.7. Ñòîðîíû ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC ðàâíû 2
√

3. Íàéäèòå äëèíó
âåêòîðà

−−→
AB +

−→
AC.

A B

C

8.8. Ñòîðîíû ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC ðàâíû 3. Íàéäèòå ñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ

−−→
AB è

−→
AC.

A B

C

8.9. Íàéäèòå óãëîâîé êîýôôèöèåíò ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè ñ êîîð-
äèíàòàìè (2; 0) è (0; 2).

8.10. Âåêòîð
−−→
AB ñ íà÷àëîì â òî÷êå A(3; 6) èìååò êîîðäèíàòû (9, 3). Íàéäèòå

ñóììó êîîðäèíàò òî÷êè B.

8.11. Ïðÿìàÿ a ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè (0; 4) è (6; 0). Ïðÿìàÿ b
ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó ñ êîîðäèíàòàìè (0; 8) è ïàðàëëåëüíà ïðÿìîé a. Íàéäèòå
àáñöèññó òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé b ñ îñüþ Ox.

x

y

O 6

44444444444444444444444444444444444444444444444444444444444444444

88888888888888888888888888888888888888888888888888888888888888888

b
a

8.12. Íàéäèòå êâàäðàò äëèíû âåêòîðà −→a +
−→
b .
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x

y

0 2 8

6

4

~b

~a~a~a~a~a~a~a~a~a~a~a~a~a~a~a~a~a~a~a~a~a~a~a~a~a~a~a~a~a~a~a~a~a~a~a~a~a~a~a~a~a~a~a~a~a~a~a~a~a~a~a~a~a~a~a~a~a~a~a~a~a~a~a~a~a

8.13. Òî÷êè O(0; 0), B(6; 2), C(0; 6) è A ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè ïàðàëëåëîãðàì-
ìà. Íàéäèòå îðäèíàòó òî÷êè A.

x

y

O

B(6; 2)

C(0; 6)C(0; 6)C(0; 6)C(0; 6)C(0; 6)C(0; 6)C(0; 6)C(0; 6)C(0; 6)C(0; 6)C(0; 6)C(0; 6)C(0; 6)C(0; 6)C(0; 6)C(0; 6)C(0; 6)C(0; 6)C(0; 6)C(0; 6)C(0; 6)C(0; 6)C(0; 6)C(0; 6)C(0; 6)C(0; 6)C(0; 6)C(0; 6)C(0; 6)C(0; 6)C(0; 6)C(0; 6)C(0; 6)C(0; 6)C(0; 6)C(0; 6)C(0; 6)C(0; 6)C(0; 6)C(0; 6)C(0; 6)C(0; 6)C(0; 6)C(0; 6)C(0; 6)C(0; 6)C(0; 6)C(0; 6)C(0; 6)C(0; 6)C(0; 6)C(0; 6)C(0; 6)C(0; 6)C(0; 6)C(0; 6)C(0; 6)C(0; 6)C(0; 6)C(0; 6)C(0; 6)C(0; 6)C(0; 6)C(0; 6)C(0; 6)

A

8.14. Íàéäèòå ñóììó êîîðäèíàò âåêòîðà −→a −
−→
b .

x

y

O 2 4 10

2

4

6

10

~b

~a

8.15. Òî÷êè O(0; 0), A(10; 8), C(2; 6) è B ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè ïàðàëëåëî-
ãðàììà. Íàéäèòå àáñöèññó òî÷êè B.

x

y

O

B

C(2; 6)C(2; 6)C(2; 6)C(2; 6)C(2; 6)C(2; 6)C(2; 6)C(2; 6)C(2; 6)C(2; 6)C(2; 6)C(2; 6)C(2; 6)C(2; 6)C(2; 6)C(2; 6)C(2; 6)C(2; 6)C(2; 6)C(2; 6)C(2; 6)C(2; 6)C(2; 6)C(2; 6)C(2; 6)C(2; 6)C(2; 6)C(2; 6)C(2; 6)C(2; 6)C(2; 6)C(2; 6)C(2; 6)C(2; 6)C(2; 6)C(2; 6)C(2; 6)C(2; 6)C(2; 6)C(2; 6)C(2; 6)C(2; 6)C(2; 6)C(2; 6)C(2; 6)C(2; 6)C(2; 6)C(2; 6)C(2; 6)C(2; 6)C(2; 6)C(2; 6)C(2; 6)C(2; 6)C(2; 6)C(2; 6)C(2; 6)C(2; 6)C(2; 6)C(2; 6)C(2; 6)C(2; 6)C(2; 6)C(2; 6)C(2; 6)

A(10; 8)

P

8.16. Íàéäèòå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ −→a è
−→
b .
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x

y

O 2 4 10

2

4

6

10

~b

~a

8.17. Íàéäèòå óãîë ìåæäó âåêòîðàìè −→a è
−→
b . Îòâåò äàéòå â ãðàäóñàõ.

x

y

O 2 4 10

2
4
6

10

~b

~a

8.18. Íàéäèòå îðäèíàòó òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé, çàäàííîé óðàâíåíèåì
3x+ 2y = 6, ñ îñüþ Oy.

x

y

O

3x+ 2y = 6

8.19. Íàéäèòå îðäèíàòó òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ, çàäàííûõ óðàâíåíèÿìè
3x+ 2y = 6 è y = −x.

x

y

O

3x+ 2y = 6
y = −xy = −xy = −xy = −xy = −xy = −xy = −xy = −xy = −xy = −xy = −xy = −xy = −xy = −xy = −xy = −xy = −xy = −xy = −xy = −xy = −xy = −xy = −xy = −xy = −xy = −xy = −xy = −xy = −xy = −xy = −xy = −xy = −xy = −xy = −xy = −xy = −xy = −xy = −xy = −xy = −xy = −xy = −xy = −xy = −xy = −xy = −xy = −xy = −xy = −xy = −xy = −xy = −xy = −xy = −xy = −xy = −xy = −xy = −xy = −xy = −xy = −xy = −xy = −xy = −x

8.20. Íàéäèòå óãëîâîé êîýôôèöèåíò ïðÿìîé, çàäàííîé óðàâíåíèåì
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3x+ 4y = 6.

x

y

O

3x+ 4y = 6

Äîìàøíåå çàäàíèå

8.21. Êàêîãî ðàäèóñà äîëæíà áûòü îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â òî÷êå P (8; 6),
÷òîáû îíà êàñàëàñü îñè àáñöèññ?

x

y

0 8

6
P

8.22. Íàéäèòå ðàäèóñ îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî ïðÿìîóãîëüíèêà ABCD,
âåðøèíû êîòîðîãî èìåþò êîîðäèíàòû ñîîòâåòñòâåííî (−2;−2), (6;−2), (6; 4),
(−2; 4).

8.23. Íàéäèòå ðàäèóñ îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà, âåðøèíû
êîòîðîãî èìåþò êîîðäèíàòû (8; 0), (0; 6), (8; 6).

8.24. Äâå ñòîðîíû ïðÿìîóãîëüíèêà ABCD ðàâíû 6 è 8. Íàéäèòå ñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ

−−→
AB è

−−→
AD.

8.25. Äèàãîíàëè ðîìáà ABCD ðàâíû 12 è 16. Íàéäèòå äëèíó âåêòîðà
−−→
AB −−−→

AD.

A B

CD

8.26. Íàéäèòå îðäèíàòó òî÷êè, ñèììåòðè÷íîé òî÷êå A(6; 8) îòíîñèòåëüíî îñè
Ox.
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8.27. Íàéäèòå äëèíó îòðåçêà, ñîåäèíÿþùåãî òî÷êè A(6; 8) è B(−2; 2).

8.28. Òî÷êè O(0; 0), A(6; 8), B(8; 2) ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè òðåóãîëüíèêà. Íàé-
äèòå äëèíó åãî ñðåäíåé ëèíèè CD, ïàðàëëåëüíîé OA.

x

y

O

B(8; 2)

C

DDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDD

A(6; 8)
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Óðîê �9. Ïðîñòåéøèå óðàâíåíèÿ: ëèíåéíûå,

êâàäðàòíûå, ðàöèîíàëüíûå, èððàöèîíàëüíûå è

ìîäóëüíûå. Çàäà÷è íà ñîñòàâëåíèå óðàâíåíèé.

Óðàâíåíèå âèäà ax+ b = 0, ãäå a è b � íåêîòîðûå ÷èñëà, íàçûâàåòñÿ ëèíåé-
íûì óðàâíåíèåì, à ÷èñëà a è b � êîýôôèöèåíòàìè ëèíåéíîãî óðàâíå-

íèÿ. Ïðè a 6= 0 óðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííûé êîðåíü x = − b
a
. Åñëè a = 0,

òî ïðè b = 0 óðàâíåíèå èìååò áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî êîðíåé, à ïðè b 6= 0 îíî
êîðíåé íå èìååò.

Óðàâíåíèå âèäà ax2 + bx + c = 0, ãäå a, b è c � íåêîòîðûå ÷èñëà è a 6= 0, íà-
çûâàåòñÿ êâàäðàòíûì. Äëÿ ðåøåíèÿ êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ íàõîäèì äèñ-
êðèìèíàíò D = b2 − 4ac.

1) Åñëè D < 0, òî äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé íåò.

2) Åñëè D = 0, òî èìååòñÿ êðàòíûé äåéñòâèòåëüíûé êîðåíü x = − b

2a
.

3) Åñëè D > 0, òî èìåþòñÿ äâà äåéñòâèòåëüíûõ êîðíÿ x1,2 =
−b±

√
D

2a
.

Òåîðåìà Âèåòà. Ñóììà êîðíåé óðàâíåíèÿ x2 + px+ q = 0 (ïðèâåä¼ííîãî
êâàäðàòíîãî òð¼õ÷ëåíà) ðàâíà åãî âòîðîìó êîýôôèöèåíòó p ñ ïðîòèâîïîëîæ-
íûì çíàêîì, à ïðîèçâåäåíèå � ñâîáîäíîìó ÷ëåíó q, òî åñòü{

x1 + x2 = −p,
x1x2 = q.

Óðàâíåíèå, îáå ÷àñòè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ðàöèîíàëüíûìè âûðàæåíèÿìè, íà-
çûâàåòñÿ ðàöèîíàëüíûì. Îíî íàçûâàåòñÿ öåëûì, åñëè åãî îáå ÷àñòè ÿâ-
ëÿþòñÿ öåëûìè ðàöèîíàëüíûìè âûðàæåíèÿìè. Åñëè õîòÿ áû îäíà èç ÷àñòåé
ðàöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñîäåðæèò íåñîêðàòèìîå äðîáíîå âûðàæåíèå, òî òà-
êîå óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ äðîáíî-ðàöèîíàëüíûì.

Äëÿ ðåøåíèÿ äðîáíî-ðàöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ âèäà
p(x)

q(x)
= 0 òðåáóåòñÿ

ðåøèòü óðàâíåíèå p(x) = 0 è äëÿ êàæäîãî íàéäåííîãî êîðíÿ xi ïðîâåðèòü,
óäîâëåòâîðÿåòñÿ ëè óñëîâèå q(xi) 6= 0. Åñëè ýòî óñëîâèå óäîâëåòâîðÿåòñÿ, òî
xi � êîðåíü èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ, åñëè íåò, òî xi êîðíåì èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ
íå ÿâëÿåòñÿ, îí � ïîñòîðîííèé.
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Åñëè â óðàâíåíèè ïåðåìåííàÿ íàõîäèòñÿ ïîä çíàêîì êîðíÿ, òî òàêîå óðàâíå-
íèå íàçûâàåòñÿ èððàöèîíàëüíûì. Îñíîâíîé ìåòîä ðåøåíèÿ èððàöèîíàëü-
íûõ óðàâíåíèé ñîñòîèò â ïåðåâîäå óðàâíåíèé â ðàöèîíàëüíûå, ÷òî äîñòèãàåòñÿ
âîçâåäåíèåì îáåèõ ÷àñòåé â ÷¼òíóþ ñòåïåíü (ýòîò ïåðåõîä íåðàâíîñèëüíûé è
ïîñëå ýòîãî íóæíà ïðîâåðêà) èëè â íå÷¼òíóþ ñòåïåíü (ïåðåõîä ðàâíîñèëüíûé).

Óðàâíåíèÿ, â êîòîðûõ ïåðåìåííàÿ íàõîäèòñÿ âíóòðè ìîäóëüíûõ ñêîáîê, íà-
çûâàåòñÿ ìîäóëüíûì. Óðàâíåíèÿ âèäà |f(x)| = g(x) ðåøàþòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

1 ñïîñîá � ðàñêðûòèå ìîäóëÿ ïî îïðåäåëåíèþ (îáû÷íî ïðèìåíÿåòñÿ â òîì
ñëó÷àå, êîãäà ôóíêöèÿ f(x) ïðîùå, ÷åì g(x)).
2 ñïîñîá (îáû÷íî ïðèìåíÿåòñÿ â òîì ñëó÷àå, êîãäà ôóíêöèÿ g(x) ïðîùå, ÷åì
f(x))

|f(x)| = g(x)⇔

 g(x) > 0,[
f(x) = g(x),
f(x) = −g(x).

Çàäàíèÿ

Ðåøèòü óðàâíåíèÿ:

9.1. 2(
√

3− x) +
√

3(2− x) = 2
√

3− 4

9.2. 2x2 − 25x+ 75 = 0

9.3. x2 + 36 = 0

9.4. x2 − 36 = 0

9.5. x2 − 24 = 0

9.6. x2 − 36x = 0

9.7.
2

5
x2 = 6

2

5

9.8. 2x2 − (2
√

3 + 3
√

2)x+
√

6 + 2 = 0

9.9. (2x+ 7)2 = (2x− 1)2

9.10. (x− 1)3 = −8

9.11.
x2 − 4

x− 2
= x2

9.12.
−4x− 7

x− 12
= x
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9.13.
x+ 8

5x+ 7
=

x+ 8

7x+ 5

9.14.
√

2x+ 87 = −11

9.15.
√

2x+ 87 = 11

9.16.
√
−72− 17x = −x

9.17.

√
19

3x− 54
=

1

9

9.18.
√

2x2 + 7 =
√
x− 4

9.19. (x+ 5)
√
x− 2 = 0

9.20. 3
√

2x+ 87 = −2

9.21. 3
√
x2 + 8x− 8 = 3

√
2x− 1

9.22. 6
√
x2 − 2 = 6

√
x

9.23. |5x− 7| = −2

9.24. |5x− 7| = 0

9.25. |5x− 7| = 3

9.26. |5x− 7| = 5x− 7

9.27. |5x− 7| = 7− 5x

9.28. |2x− 3| = 3x− 2

9.29. |x2 − 3| = |x2 − 5|

9.30. Ïðè òåìïåðàòóðå 0◦C ðåëüñ èìååò äëèíó l0 = 10ì. Ïðè âîçðàñòàíèè
òåìïåðàòóðû ïðîèñõîäèò òåïëîâîå ðàñøèðåíèå ðåëüñà, è åãî äëèíà, âûðàæåí-
íàÿ â ìåòðàõ, ìåíÿåòñÿ ïî çàêîíó l(t0) = l0(1 +α · t0), ãäå α = 1,2 · 10−5(◦C)−1

� êîýôôèöèåíò òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ, t0 � òåìïåðàòóðà (â ◦C). Ïðè êàêîé
òåìïåðàòóðå ðåëüñ óäëèíèòñÿ íà 3ìì? Îòâåò âûðàçèòå â ãðàäóñàõ Öåëüñèÿ.

9.31. Ïîñëå äîæäÿ óðîâåíü âîäû â êîëîäöå ìîæåò ïîâûñèòüñÿ. Ìàëü÷èê èç-
ìåðÿåò âðåìÿ t ïàäåíèÿ íåáîëüøèõ êàìåøêîâ â êîëîäåö è ðàññ÷èòûâàåò ðàñ-
ñòîÿíèå äî âîäû ïî ôîðìóëå h = 5t2, ãäå h � ðàññòîÿíèå â ìåòðàõ, t � âðåìÿ
ïàäåíèÿ â ñåêóíäàõ. Äî äîæäÿ âðåìÿ ïàäåíèÿ êàìåøêîâ ñîñòàâëÿëî 0,6 ñ. Íà
ñêîëüêî äîëæåí ïîäíÿòüñÿ óðîâåíü âîäû ïîñëå äîæäÿ, ÷òîáû èçìåðÿåìîå âðå-
ìÿ èçìåíèëîñü íà 0,2 ñ? Îòâåò âûðàçèòå â ìåòðàõ.
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9.32. Â áîêîâîé ñòåíêå âûñîêîãî öèëèíäðè÷åñêîãî áàêà ó ñàìîãî äíà çà-
êðåïë¼í êðàí. Ïîñëå åãî îòêðûòèÿ âîäà íà÷èíàåò âûòåêàòü èç áàêà, ïðè
ýòîì âûñîòà ñòîëáà âîäû â í¼ì, âûðàæåííàÿ â ìåòðàõ, ìåíÿåòñÿ ïî çàêîíó

H(t) = H0 −
√

2gH0kt+
g

2
k2t2, ãäå t � âðåìÿ â ñåêóíäàõ, ïðîøåäøåå ñ ìîìåí-

òà îòêðûòèÿ êðàíà, H0 = 20ì � íà÷àëüíàÿ âûñîòà ñòîëáà âîäû, k =
1

50
�

îòíîøåíèå ïëîùàäåé ïîïåðå÷íûõ ñå÷åíèé êðàíà è áàêà, à g � óñêîðåíèå ñâî-
áîäíîãî ïàäåíèÿ (ñ÷èòàéòå g = 10ì/ñ2). ×åðåç ñêîëüêî ñåêóíä ïîñëå îòêðûòèÿ
êðàíà â áàêå îñòàíåòñÿ ÷åòâåðòü ïåðâîíà÷àëüíîãî îáú¼ìà âîäû?

9.33. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ íà ýêðàíå óâåëè÷åííîãî èçîáðàæåíèÿ ëàìïî÷êè â ëàáî-
ðàòîðèè èñïîëüçóåòñÿ ñîáèðàþùàÿ ëèíçà ñ ãëàâíûì ôîêóñíûì ðàññòîÿíèåì
f = 30 ñì. Ðàññòîÿíèå d1 îò ëèíçû äî ëàìïî÷êè ìîæåò èçìåíÿòüñÿ â ïðåäåëàõ
îò 30 äî 50 ñì, à ðàññòîÿíèå d2 îò ëèíçû äî ýêðàíà � â ïðåäåëàõ îò 150 äî
180 ñì. Èçîáðàæåíèå íà ýêðàíå áóäåò ÷¼òêèì, åñëè âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå
1

d1
+

1

d2
=

1

f
. Óêàæèòå, íà êàêîì íàèìåíüøåì ðàññòîÿíèè îò ëèíçû ìîæíî

ïîìåñòèòü ëàìïî÷êó, ÷òîáû åe èçîáðàæåíèå íà ýêðàíå áûëî ÷¼òêèì. Îòâåò
âûðàçèòå â ñàíòèìåòðàõ.

9.34. Ïåðåä îòïðàâêîé òåïëîâîç èçäàë ãóäîê ñ ÷àñòîòîé f0 = 440Ãö. ×óòü
ïîçæå èçäàë ãóäîê ïîäúåçæàþùèé ê ïëàòôîðìå òåïëîâîç. Èç-çà ýôôåêòà Äî-
ïïëåðà ÷àñòîòà âòîðîãî ãóäêà f áîëüøå ïåðâîãî: îíà çàâèñèò îò ñêîðîñòè òåï-

ëîâîçà ïî çàêîíó f(v) =
f0

1− v
c

(Ãö), ãäå c � ñêîðîñòü çâóêà â âîçäóõå (â ì/ñ).

×åëîâåê, ñòîÿùèé íà ïëàòôîðìå, ðàçëè÷àåò ñèãíàëû ïî òîíó, åñëè îíè îòëè-
÷àþòñÿ íå ìåíåå ÷åì íà 10Ãö. Îïðåäåëèòå, ñ êàêîé ìèíèìàëüíîé ñêîðîñòüþ
ïðèáëèæàëñÿ ê ïëàòôîðìå òåïëîâîç, åñëè ÷åëîâåê ñìîã ðàçëè÷èòü ñèãíàëû, à
c = 315ì/ñ. Îòâåò âûðàçèòå â ì/ñ.

9.35. Àìïëèòóäà êîëåáàíèé ìàÿòíèêà çàâèñèò îò ÷àñòîòû âûíóæäàþùåé ñè-

ëû è îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå A(ω) =
A0ω

2
p

|ω2
p − ω2|

, ãäå ω � ÷àñòîòà âûíóæäà-

þùåé ñèëû (â ñ−1), A0 � ïîñòîÿííûé ïàðàìåòð, ωp = 360 ñ−1 � ðåçîíàíñíàÿ
÷àñòîòà. Íàéäèòå ìàêñèìàëüíóþ ÷àñòîòó ω, ìåíüøóþ ðåçîíàíñíîé, äëÿ êîòî-
ðîé àìïëèòóäà êîëåáàíèé ïðåâîñõîäèò âåëè÷èíó A0 íå áîëåå ÷åì íà 12,5%.
Îòâåò âûðàçèòå â ñ−1.

9.36. Ðàññòîÿíèå îò íàáëþäàòåëÿ, íàõîäÿùåãîñÿ íà âûñîòå hì íàä çåìë¼é,
âûðàæåííîå â êèëîìåòðàõ, äî íàáëþäàåìîé èì ëèíèè ãîðèçîíòà âû÷èñëÿåòñÿ

ïî ôîðìóëå l =

√
Rh

500
, ãäå R = 6400 êì � ðàäèóñ Çåìëè. ×åëîâåê, ñòîÿùèé

íà ïëÿæå, âèäèò ãîðèçîíò íà ðàññòîÿíèè 4,8 êì. Íà ñêîëüêî ìåòðîâ íóæíî
ïîäíÿòüñÿ ÷åëîâåêó, ÷òîáû ðàññòîÿíèå äî ãîðèçîíòà óâåëè÷èëîñü äî 6,4 êèëî-
ìåòðîâ?
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9.37. Ïðè àäèàáàòè÷åñêîì ïðîöåññå äëÿ èäåàëüíîãî ãàçà âûïîëíÿåòñÿ çàêîí
pV k = const, ãäå p � äàâëåíèå â ãàçå â ïàñêàëÿõ, V � îáú¼ì ãàçà â êóáè÷åñêèõ
ìåòðàõ. Â õîäå ýêñïåðèìåíòà ñ îäíîàòîìíûì èäåàëüíûì ãàçîì (äëÿ íåãî k =
5/3) èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ, â êîòîðîì const = 105 Ïà·ì5, ãàç íà÷èíàþò
ñæèìàòü. Êàêîé íàèáîëüøèé îáú¼ì V ìîæåò çàíèìàòü ãàç ïðè äàâëåíèÿõ p
íå íèæå 3,2 · 106 Ïà? Îòâåò âûðàçèòå â êóáè÷åñêèõ ìåòðàõ.

9.38. Óðàâíåíèå ïðîöåññà, â êîòîðîì ó÷àñòâîâàë ãàç, çàïèñûâàåòñÿ â âèäå
pV a = const, ãäå p (Ïà) � äàâëåíèå â ãàçå, V � îáú¼ì ãàçà â êóáè÷åñêèõ ìåò-
ðàõ, a� ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà. Ïðè êàêîì íàèìåíüøåì çíà÷åíèè êîíñòàí-
òû a óìåíüøåíèå âäâîå îáú¼ìà ãàçà, ó÷àñòâóþùåãî â ýòîì ïðîöåññå, ïðèâîäèò
ê óâåëè÷åíèþ äàâëåíèÿ íå ìåíåå, ÷åì â 4 ðàçà?

Äîìàøíåå çàäàíèå

9.39. Âîäà èç âåä¼ðêà íå áóäåò âûëèâàòüñÿ, åñëè ñèëà åe äàâëåíèÿ íà äíî áóäåò
ïîëîæèòåëüíîé âî âñåõ òî÷êàõ òðàåêòîðèè êðîìå âåðõíåé, ãäå îíà ìîæåò áûòü
ðàâíîé íóëþ. Â âåðõíåé òî÷êå ñèëà äàâëåíèÿ, âûðàæåííàÿ â íüþòîíàõ, ðàâíà

P = m
(v2

L
− g
)
, ãäå m � ìàññà âîäû â êã, v � ñêîðîñòü äâèæåíèÿ âåä¼ðêà â

ì/ñ, L � äëèíà âåð¼âêè â ì, g � óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ (g = 10ì/ñ2).
Ñ êàêîé íàèìåíüøåé ñêîðîñòüþ (â ì/ñ) íàäî âðàùàòü âåä¼ðêî, ÷òîáû âîäà íå
âûëèâàëàñü, åñëè L = 40 ñì?

9.40. Â áîêîâîé ñòåíêå âûñîêîãî öèëèíäðè÷åñêîãî áàêà ó ñàìîãî äíà çà-
êðåïë¼í êðàí. Ïîñëå åãî îòêðûòèÿ âîäà íà÷èíàåò âûòåêàòü èç áàêà, ïðè
ýòîì âûñîòà ñòîëáà âîäû â í¼ì, âûðàæåííàÿ â ìåòðàõ, ìåíÿåòñÿ ïî çàêîíó

H(t) = at2 +bt+H0, ãäå H0 = 4ì � íà÷àëüíûé óðîâåíü âîäû, a =
1

100
ì/ìèí2,

è b = −2

5
ì/ìèí � ïîñòîÿííûå, t � âðåìÿ â ìèíóòàõ, ïðîøåäøåå ñ ìîìåíòà îò-

êðûòèÿ êðàíà. Â òå÷åíèå êàêîãî âðåìåíè âîäà áóäåò âûòåêàòü èç áàêà? Îòâåò
ïðèâåäèòå â ìèíóòàõ.

9.41. Íåêîòîðàÿ êîìïàíèÿ ïðîäà¼ò ñâîþ ïðîäóêöèþ ïî öåíå p = 500 ðóá. çà
åäèíèöó, ïåðåìåííûå çàòðàòû íà ïðîèçâîäñòâî îäíîé åäèíèöû ïðîäóêöèè ñî-
ñòàâëÿþò v = 300ðóá., ïîñòîÿííûå ðàñõîäû ïðåäïðèÿòèÿ f = 700 000 ðóá. â
ìåñÿö. Ìåñÿ÷íàÿ îïåðàöèîííàÿ ïðèáûëü ïðåäïðèÿòèÿ (â ðóáëÿõ) âû÷èñëÿåò-
ñÿ ïî ôîðìóëå π(q) = q(p−v)−f . Îïðåäåëèòå ìåñÿ÷íûé îáú¼ì ïðîèçâîäñòâà q
(åäèíèö ïðîäóêöèè), ïðè êîòîðîì ìåñÿ÷íàÿ îïåðàöèîííàÿ ïðèáûëü ïðåäïðè-
ÿòèÿ áóäåò ðàâíà 300 000ðóá.

9.42. Äëÿ ñìàòûâàíèÿ êàáåëÿ íà çàâîäå èñïîëüçóþò ëåá¼äêó, êîòîðàÿ ðàâíî-
óñêîðåííî íàìàòûâàåò êàáåëü íà êàòóøêó. Óãîë, íà êîòîðûé ïîâîðà÷èâàåòñÿ
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êàòóøêà, èçìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì ïî çàêîíó ϕ = ωt +
βt2

2
, ãäå t � âðåìÿ â

ìèíóòàõ, ω = 20◦/ìèí � íà÷àëüíàÿ óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ êàòóøêè, à
β = 4◦/ìèí2 � óãëîâîå óñêîðåíèå, ñ êîòîðûì íàìàòûâàåòñÿ êàáåëü. Ðàáî÷èé
äîëæåí ïðîâåðèòü õîä åãî íàìîòêè íå ïîçæå òîãî ìîìåíòà, êîãäà óãîë íàìîòêè
ϕ äîñòèãíåò 1200◦. Îïðåäåëèòå âðåìÿ ïîñëå íà÷àëà ðàáîòû ëåá¼äêè, íå ïîçæå
êîòîðîãî ðàáî÷èé äîëæåí ïðîâåðèòü åe ðàáîòó. Îòâåò âûðàçèòå â ìèíóòàõ.

9.43. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ýôôåêòèâíîé òåìïåðàòóðû çâ¼çä èñïîëüçóþò çàêîí
Ñòåôàíà-Áîëüöìàíà, ñîãëàñíî êîòîðîìó P = σST 4 , ãäå P � ìîùíîñòü èçëó-

÷åíèÿ çâåçäû, σ = 5,7 · 10−8 Âò

ì2 ·Ê4 � ïîñòîÿííàÿ, S � ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè

çâåçäû, à T � òåìïåðàòóðà. Èçâåñòíî, ÷òî ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè íåêîòîðîé

çâåçäû ðàâíà
1

16
· 1020 ì2, à ìîùíîñòü å¼ èçëó÷åíèÿ ðàâíà 9,12 · 1025 Âò. Íàé-

äèòå òåìïåðàòóðó ýòîé çâåçäû â ãðàäóñàõ Êåëüâèíà.

9.44. Êîýôôèöèåíò ïîëåçíîãî äåéñòâèÿ (ÊÏÄ) êîðìîçàïàðíèêà ðàâåí îòíî-
øåíèþ êîëè÷åñòâà òåïëîòû, çàòðà÷åííîãî íà íàãðåâàíèå âîäû ìàññîé mâ (â
êèëîãðàììàõ) îò òåìïåðàòóðû t1 äî òåìïåðàòóðû t2 (â ãðàäóñàõ Öåëüñèÿ) ê
êîëè÷åñòâó òåïëîòû, ïîëó÷åííîìó îò ñæèãàíèÿ äðîâ ìàññû mäð êã. Îí îïðå-

äåëÿåòñÿ ôîðìóëîé η =
câmâ(t2 − t1)

qäðmäð

· 100%, ãäå câ = 4,2 · 103 Äæ/(êã·Ê) �

òåïëî¼ìêîñòü âîäû, qäð = 8,3 · 106 Äæ/êã � óäåëüíàÿ òåïëîòà ñãîðàíèÿ äðîâ.
Îïðåäåëèòå ìàññó äðîâ, êîòîðûå ïîíàäîáèòñÿ ñæå÷ü â êîðìîçàïàðíèêå, ÷òî-
áû íàãðåòü mâ = 83 êã âîäû îò 10◦ C äî êèïåíèÿ, åñëè èçâåñòíî, ÷òî ÊÏÄ
êîðìîçàïàðíèêà ðàâåí 21%. Îòâåò âûðàçèòå â êèëîãðàììàõ.

9.45. Ëîêàòîð áàòèñêàôà, ðàâíîìåðíî ïîãðóæàþùåãîñÿ âåðòèêàëüíî âíèç,
èñïóñêàåò óëüòðàçâóêîâûå èìïóëüñû ÷àñòîòîé 749ÌÃö. Ñêîðîñòü ïîãðóæå-

íèÿ áàòèñêàôà v âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå v = c · f − f0

f + f0
, ãäå c = 1500ì/ñ

� ñêîðîñòü çâóêà â âîäå, f0 � ÷àñòîòà èñïóñêàåìûõ èìïóëüñîâ, f � ÷àñòîòà
îòðàæ¼ííîãî îò äíà ñèãíàëà, ðåãèñòðèðóåìàÿ ïðè¼ìíèêîì. Îïðåäåëèòå ÷àñòî-
òó îòðàæ¼ííîãî ñèãíàëà â ÌÃö, åñëè ñêîðîñòü ïîãðóæåíèÿ áàòèñêàôà ðàâíà
2ì/ñ.

9.46. Ïðè äâèæåíèè ðàêåòû åe âèäèìàÿ äëÿ íåïîäâèæíîãî íàáëþäàòåëÿ äëè-

íà, èçìåðÿåìàÿ â ìåòðàõ, ñîêðàùàåòñÿ ïî çàêîíó l = l0

√
1− v2

c2
, ãäå l0 = 5ì

� äëèíà ïîêîÿùåéñÿ ðàêåòû, c = 3 · 105 êì/ñ � ñêîðîñòü ñâåòà, à v � ñêîðîñòü
ðàêåòû (â êì/ñ). Êàêîâà äîëæíà áûòü ìèíèìàëüíàÿ ñêîðîñòü ðàêåòû, ÷òîáû
åe íàáëþäàåìàÿ äëèíà ñòàëà íå áîëåå 4ì? Îòâåò âûðàçèòå â êì/ñ.

9.47. Ðåéòèíã R èíòåðíåò-ìàãàçèíà âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå R = rïîê −
rïîê − rýêñ
(K + 1)

m , ãäå m =
0,02K

rïîê + 0,1
, rïîê � ñðåäíÿÿ îöåíêà ìàãàçèíà ïîêóïàòå-
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ëÿìè, rýêñ � îöåíêà ìàãàçèíà, äàííàÿ ýêñïåðòàìè, K � ÷èñëî ïîêóïàòåëåé,
îöåíèâøèõ ìàãàçèí. Íàéäèòå ðåéòèíã èíòåðíåò-ìàãàçèíà, åñëè ÷èñëî ïîêóïà-
òåëåé, îöåíèâøèõ ìàãàçèí, ðàâíî 24, èõ ñðåäíÿÿ îöåíêà ðàâíà 0,86, à îöåíêà
ýêñïåðòîâ ðàâíà 0,11.

9.48. Íåçàâèñèìîå àãåíòñòâî íàìåðåíî ââåñòè ðåéòèíã íîâîñòíûõ èíòåðíåò-
èçäàíèé íà îñíîâå îöåíîê èíôîðìàòèâíîñòè In, îïåðàòèâíîñòè Op, îáúåêòèâ-
íîñòè Tr ïóáëèêàöèé, à òàêæå êà÷åñòâà Q ñàéòà. Êàæäûé îòäåëüíûé ïîêà-
çàòåëü � öåëîå ÷èñëî îò −2 äî 2. Ñîñòàâèòåëè ðåéòèíãà ñ÷èòàþò, ÷òî îáúåê-
òèâíîñòü öåíèòñÿ âòðîå, à èíôîðìàòèâíîñòü ïóáëèêàöèé � âïÿòåðî äîðîæå,
÷åì îïåðàòèâíîñòü è êà÷åñòâî ñàéòà. Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëà ïðèíÿëà âèä

R =
5In+Op+ 3Tr +Q

A
. Åñëè ïî âñåì ÷åòûð¼ì ïîêàçàòåëÿì êàêîå-òî èç-

äàíèå ïîëó÷èëî îäíó è òó æå îöåíêó, òî ðåéòèíã äîëæåí ñîâïàäàòü ñ ýòîé
îöåíêîé. Íàéäèòå ÷èñëî A, ïðè êîòîðîì ýòî óñëîâèå áóäåò âûïîëíÿòüñÿ.

9.49. Íà ðèñóíêå èçîáðàæåíà ñõåìà âàíòîâîãî ìîñòà.

x(ì)

y(ì)

0

âàíòà öåïü

âàíòà

ïèëîí ïèëîí

ïîëîòíî

Âåðòèêàëüíûå ïèëîíû ñâÿçàíû ïðîâèñàþùåé öåïüþ. Òðîñû, êîòîðûå ñâèñà-
þò ñ öåïè è ïîääåðæèâàþò ïîëîòíî ìîñòà, íàçûâàþòñÿ âàíòàìè. Ââåä¼ì ñè-
ñòåìó êîîðäèíàò: îñü Oy íàïðàâèì âåðòèêàëüíî âäîëü îäíîãî èç ïèëîíîâ, à
îñü Ox íàïðàâèì âäîëü ïîëîòíà ìîñòà, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå. Â ýòîé ñè-
ñòåìå êîîðäèíàò ëèíèÿ, ïî êîòîðîé ïðîâèñàåò öåïü ìîñòà, èìååò óðàâíåíèå
y = 0,005x2 − 0,74x + 25, ãäå x è y èçìåðÿþòñÿ â ìåòðàõ. Íàéäèòå äëèíó
âàíòû, ðàñïîëîæåííîé â 30 ìåòðàõ îò ïèëîíà. Îòâåò äàéòå â ìåòðàõ.
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Óðîê �10. Ïëàíèìåòðèÿ. Îêðóæíîñòü. Âïèñàí-

íûå è îïèñàííûå ÷åòûð¼õóãîëüíèêè.

Îêðóæíîñòü. Ñâîéñòâà õîðä è óãëîâ

C D

O

E

CE = ED
(O � öåíòð îêðóæíîñòè)

A

B
C

D

M AM ·MB = CM ·MD

B B B

A A A
C C C

∠ABC =
1

2
^ AC

O

AM N MN êàñàåòñÿ îêðóæíîñòè â
òî÷êå A⇒MN ⊥ OA;
åñëè MN ïðîõîäèò ÷åðåç
òî÷êó A îêðóæíîñòè è MN ⊥ OA
⇒MN � êàñàòåëüíàÿ

B

C

A
O

AC = AB,
∠CAO = ∠BAO

A

B

C D

α

180◦−α180◦−α180◦−α180◦−α180◦−α180◦−α180◦−α180◦−α180◦−α180◦−α180◦−α180◦−α180◦−α180◦−α180◦−α180◦−α180◦−α180◦−α180◦−α180◦−α180◦−α180◦−α180◦−α180◦−α180◦−α180◦−α180◦−α180◦−α180◦−α180◦−α180◦−α180◦−α180◦−α180◦−α180◦−α180◦−α180◦−α180◦−α180◦−α180◦−α180◦−α180◦−α180◦−α180◦−α180◦−α180◦−α180◦−α180◦−α180◦−α180◦−α180◦−α180◦−α180◦−α180◦−α180◦−α180◦−α180◦−α180◦−α180◦−α180◦−α180◦−α180◦−α180◦−α180◦−α180◦−α
∠CAD + ∠CBD = 180◦
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A

B

C

D
E

∠ABC =
1

2
(^ AC−^ DE)

A

B

O1 O2

Ëèíèÿ öåíòðîâ äâóõ
ïåðåñåêàþùèõñÿ îêðóæíîñòåé
ïåðïåíäèêóëÿðíà èõ îáùåé
õîðäå è äåëèò å¼ ïîïîëàì

O1 O2
M

Ëèíèÿ öåíòðîâ äâóõ êàñàþùèõñÿ
îêðóæíîñòåé ïðîõîäèò ÷åðåç
èõ òî÷êó êàñàíèÿ

A

B

C D

E

F

∠BAC =
1

2
^ AEB

∠BAD =
1

2
^ AFB

AB

C

M
O

R
l MA ·MB = MC2

MA ·MB = l2 −R2
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Âïèñàííûé ÷åòûð¼õóãîëüíèê

A

B
C

D
∠BAD + ∠BCD = 180◦

A

B
C

D
∠DAC = ∠DBC

A

B
C

D
E AE · EC = BE · ED

Âïèñàííûé ïàðàëëåëîãðàìì

A

B C

D

Âïèñàííûé ïàðàëëåëîãðàìì
ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîóãîëüíèêîì:
∠DAB = ∠ABC = ∠BCD = ∠CDA = 90◦

Âïèñàííàÿ òðàïåöèÿ

A

B C

D

Âïèñàííàÿ òðàïåöèÿ ÿâëÿåòñÿ ðàâíîáîêîé:
AB = DC
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Îïèñàííûé ÷åòûð¼õóãîëüíèê

b

c

d

a a+ c = b+ d

Îïèñàííûé ïàðàëëåëîãðàìì

B C

DA

Îïèñàííûé ïàðàëëåëîãðàìì
ÿâëÿåòñÿ ðîìáîì:
AB = BC = CD = DA

Îïèñàííàÿ òðàïåöèÿ

B C

DA

O
∠DOC = 90◦

(O � öåíòð îêðóæíîñòè)

Âïèñàííàÿ è âíåâïèñàííàÿ îêðóæíîñòü

A

B

C

D E

F

AF = AD = p− a
BD = BE = p− b
CE = CF = p− c

D B A

C

Ia
AD = p, ãäå òî÷êà D � òî÷êà êàñàíèÿ
âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòè,
êàñàþùåéñÿ ïðîäîëæåíèÿ AB
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Îáñóæäåíèå òåìû

Äîêàçàòü ñâîéñòâî îïèñàííîãî ÷åòûð¼õóãîëüíèêà.

Äîêàçàòü ñâîéñòâà âïèñàííîãî ÷åòûð¼õóãîëüíèêà.

Äîêàçàòü ñâîéñòâà âïèñàííîé è âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòè.

Çàäàíèÿ

10.1. Äóãà îêðóæíîñòè AC, íå ñîäåðæàùàÿ òî÷êè B, ñîñòàâëÿåò 200◦. À äóãà
îêðóæíîñòè BC, íå ñîäåðæàùàÿ òî÷êè A, ñîñòàâëÿåò 80◦. Íàéäèòå âïèñàííûé
óãîë ACB. Îòâåò äàéòå â ãðàäóñàõ.

A B

C

O

10.2. Ñòîðîíà òðåóãîëüíèêà ðàâíà ðàäèóñó îïèñàííîé îêðóæíîñòè. Íàéäèòå
óãîë òðåóãîëüíèêà, ïðîòèâîëåæàùèé ýòîé ñòîðîíå. Îòâåò äàéòå â ãðàäóñàõ.

10.3. Îêîëî òðàïåöèè îïèñàíà îêðóæíîñòü. Ïåðèìåòð òðàïåöèè ðàâåí 22,
ñðåäíÿÿ ëèíèÿ ðàâíà 5. Íàéäèòå áîêîâóþ ñòîðîíó òðàïåöèè.

A B

CD

EF

10.4. Òî÷êè A, B, C, D, ðàñïîëîæåííûå íà îêðóæíîñòè, äåëÿò ýòó îêðóæ-
íîñòü íà ÷åòûðå äóãè AB, BC, CD è AD, ãðàäóñíûå âåëè÷èíû êîòîðûõ îò-
íîñÿòñÿ ñîîòâåòñòâåííî êàê 4 : 2 : 3 : 6. Íàéäèòå óãîë A ÷åòûð¼õóãîëüíèêà
ABCD. Îòâåò äàéòå â ãðàäóñàõ.

A

B
C

D

O
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10.5. Áîêîâàÿ ñòîðîíà ðàâíîáåäðåííîé òðàïåöèè ðàâíà åå ìåíüøåìó îñíîâà-
íèþ, óãîë ïðè îñíîâàíèè ðàâåí 60◦, áîëüøåå îñíîâàíèå ðàâíî 12. Íàéäèòå
ðàäèóñ îïèñàííîé îêðóæíîñòè ýòîé òðàïåöèè.

A B

CD

10.6. ×åòûð¼õóãîëüíèê ABCD âïèñàí â îêðóæíîñòü. Óãîë ABD ðàâåí 75◦,
óãîë CAD ðàâåí 35◦. Íàéäèòå óãîë ABC. Îòâåò äàéòå â ãðàäóñàõ.

A

B
C

D

O

10.7. Îñíîâàíèÿ ðàâíîáåäðåííîé òðàïåöèè ðàâíû 8 è 6. Ðàäèóñ îïèñàííîé
îêðóæíîñòè ðàâåí 5. Íàéäèòå âûñîòó òðàïåöèè.

10.8. Õîðäà AB ñòÿãèâàåò äóãó îêðóæíîñòè â 92◦. Íàéäèòå óãîë ABC ìåæäó
ýòîé õîðäîé è êàñàòåëüíîé ê îêðóæíîñòè, ïðîâåä¼ííîé ÷åðåç òî÷êó B. Îòâåò
äàéòå â ãðàäóñàõ.

O A

B C

10.9. ×åðåç êîíöû A, B äóãè îêðóæíîñòè â 62◦ ïðîâåäåíû êàñàòåëüíûå AC
è BC. Íàéäèòå óãîë ACB. Îòâåò äàéòå â ãðàäóñàõ.

B
C

AO
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10.10. ×åìó ðàâåí òóïîé âïèñàííûé óãîë, îïèðàþùèéñÿ íà õîðäó, ðàâíóþ
ðàäèóñó îêðóæíîñòè? Îòâåò äàéòå â ãðàäóñàõ.

10.11. Íàéäèòå óãîë ACB, åñëè âïèñàííûå óãëû ADB è DAE îïèðàþòñÿ íà
äóãè îêðóæíîñòè, ãðàäóñíûå âåëè÷èíû êîòîðûõ ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî 118◦ è
38◦. Îòâåò äàéòå â ãðàäóñàõ.

A

B
CD

E

O

10.12. Áîêîâûå ñòîðîíû òðàïåöèè, îïèñàííîé îêîëî îêðóæíîñòè, ðàâíû 3 è
5. Íàéäèòå ñðåäíþþ ëèíèþ òðàïåöèè.

10.13. Ïåðèìåòð ïðÿìîóãîëüíîé òðàïåöèè, îïèñàííîé îêîëî îêðóæíîñòè, ðà-
âåí 22, åå áîëüøàÿ áîêîâàÿ ñòîðîíà ðàâíà 7. Íàéäèòå ðàäèóñ îêðóæíîñòè.

A

D C

B

10.14. Ê îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â òðåóãîëüíèê ABC, ïðîâåäåíû òðè êàñà-
òåëüíûå. Ïåðèìåòðû îòñå÷¼ííûõ òðåóãîëüíèêîâ ðàâíû 6, 8, 10. Íàéäèòå ïå-
ðèìåòð äàííîãî òðåóãîëüíèêà.

A B

C

10.15. Ñòîðîíà ðîìáà ðàâíà 1, îñòðûé óãîë ðàâåí 30◦. Íàéäèòå ðàäèóñ âïè-
ñàííîé îêðóæíîñòè ýòîãî ðîìáà.

10.16. (ÎÌÌÎ 2010, �4) Îêðóæíîñòü ïðîõîäèò ÷åðåç âåðøèíû A è C
òðåóãîëüíèêà ABC, ïåðåñåêàåò ñòîðîíó AB â òî÷êå E è ñòîðîíó BC â òî÷êå
F . Íàéäèòå ðàäèóñ îêðóæíîñòè, åñëè AC = 6, ∠AEC = 5∠BAF , ∠ABC = 72◦.
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Äîìàøíåå çàäàíèå

10.17. Öåíòðàëüíûé óãîë íà 36◦ áîëüøå îñòðîãî âïèñàííîãî óãëà, îïèðàþ-
ùåãîñÿ íà òó æå äóãó îêðóæíîñòè. Íàéäèòå âïèñàííûé óãîë. Îòâåò äàéòå â
ãðàäóñàõ.

A B

C

O

10.18. Íàéäèòå âïèñàííûé óãîë, îïèðàþùèéñÿ íà äóãó, êîòîðàÿ ñîñòàâëÿåò
1

5
îêðóæíîñòè. Îòâåò äàéòå â ãðàäóñàõ.

A B

C

10.19. Íàéäèòå âïèñàííûé óãîë, îïèðàþùèéñÿ íà äóãó, êîòîðàÿ ñîñòàâëÿåò
20% îêðóæíîñòè. Îòâåò äàéòå â ãðàäóñàõ.

10.20. Òî÷êè A, B, C, ðàñïîëîæåííûå íà îêðóæíîñòè, äåëÿò å¼ íà òðè äóãè,
ãðàäóñíûå âåëè÷èíû êîòîðûõ îòíîñÿòñÿ êàê 1 : 3 : 5. Íàéäèòå áîëüøèé óãîë
òðåóãîëüíèêà ABC. Îòâåò äàéòå â ãðàäóñàõ.

A

B

C

O
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10.21. Ñòîðîíà AB òðåóãîëüíèêà ABC ðàâíà 1. Ïðîòèâîëåæàùèé åé óãîë C
ðàâåí 150◦. Íàéäèòå ðàäèóñ îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî ýòîãî òðåóãîëüíèêà.

A B
C

O

10.22. Â îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì O AC è BD � äèàìåòðû. Öåíòðàëüíûé óãîë
AOD ðàâåí 110◦. Íàéäèòå âïèñàííûé óãîë ACB. Îòâåò äàéòå â ãðàäóñàõ.

A B

CD

O

10.23. Óãîë A ÷åòûð¼õóãîëüíèêà ABCD, âïèñàííîãî â îêðóæíîñòü, ðàâåí
58◦. Íàéäèòå óãîë C ýòîãî ÷åòûð¼õóãîëüíèêà. Îòâåò äàéòå â ãðàäóñàõ.

A

B
C

D

O

10.24. Äâà óãëà âïèñàííîãî â îêðóæíîñòü ÷åòûð¼õóãîëüíèêà ðàâíû 82◦ è 58◦.
Íàéäèòå áîëüøèé èç îñòàâøèõñÿ óãëîâ. Îòâåò äàéòå â ãðàäóñàõ.

10.25. Óãëû A, B è C ÷åòûð¼õóãîëüíèêà ABCD îòíîñÿòñÿ êàê 1 : 2 : 3. Íàé-
äèòå óãîë D, åñëè îêîëî äàííîãî ÷åòûð¼õóãîëüíèêà ìîæíî îïèñàòü îêðóæ-
íîñòü. Îòâåò äàéòå â ãðàäóñàõ.

10.26. Â ÷åòûð¼õóãîëüíèê ABCD âïèñàíà îêðóæíîñòü, AB = 10, CD = 16.
Íàéäèòå ïåðèìåòð ÷åòûð¼õóãîëüíèêà.
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10.27. Íàéäèòå óãîë ACO, åñëè åãî ñòîðîíà CA êàñàåòñÿ îêðóæíîñòè, O �
öåíòð îêðóæíîñòè, à ìåíüøàÿ äóãà îêðóæíîñòè AB, çàêëþ÷¼ííàÿ âíóòðè ýòî-
ãî óãëà, ðàâíà 64◦. Îòâåò äàéòå â ãðàäóñàõ.

C

A

B
O

10.28. Óãîë ACB ðàâåí 42◦. Ãðàäóñíàÿ âåëè÷èíà äóãè AB îêðóæíîñòè, íå
ñîäåðæàùåé òî÷åê D è E, ðàâíà 124◦. Íàéäèòå óãîë DAE. Îòâåò äàéòå â
ãðàäóñàõ.

A

B
CD

E

O

10.29. Íàéäèòå âåëè÷èíó óãëà ABC. Îòâåò äàéòå â ãðàäóñàõ.

AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCC

10.30. Îêðóæíîñòü, âïèñàííàÿ â ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê, äåëèò â òî÷-
êå êàñàíèÿ îäíó èç áîêîâûõ ñòîðîí íà äâà îòðåçêà, äëèíû êîòîðûõ ðàâíû
5 è 3, ñ÷èòàÿ îò âåðøèíû, ïðîòèâîëåæàùåé îñíîâàíèþ. Íàéäèòå ïåðèìåòð
òðåóãîëüíèêà.
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10.31. Íàéäèòå ãðàäóñíóþ âåëè÷èíó äóãè AC îêðóæíîñòè, íà êîòîðóþ îïè-
ðàåòñÿ óãîë ABC. Îòâåò äàéòå â ãðàäóñàõ.

AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA

BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB

CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCC

10.32. Â òðåóãîëüíèêå ABC AC = 4, BC = 3, óãîë C ðàâåí 90◦. Íàéäèòå
ðàäèóñ îïèñàííîé îêðóæíîñòè ýòîãî òðåóãîëüíèêà.

10.33. Õîðäà AC äåëèò îêðóæíîñòü íà äâå ÷àñòè, ãðàäóñíûå âåëè÷èíû êî-
òîðûõ îòíîñÿòñÿ êàê 5 : 7. Ïîä êàêèì óãëîì (â ãðàäóñàõ) âèäíà ýòà õîðäà èç
òî÷êè B, ïðèíàäëåæàùåé ìåíüøåé äóãå îêðóæíîñòè?

A

B

C

O

10.34. Íàéäèòå õîðäó, íà êîòîðóþ îïèðàåòñÿ óãîë 120◦, âïèñàííûé â îêðóæ-
íîñòü ðàäèóñà

√
3.

10.35. Îäíà ñòîðîíà òðåóãîëüíèêà ðàâíà
√

2, ðàäèóñ îïèñàííîé îêðóæíîñòè
ðàâåí 1. Íàäèòå îñòðûé óãîë òðåóãîëüíèêà, ïðîòèâîëåæàùèé ýòîé ñòîðîíå.
Îòâåò äàéòå â ãðàäóñàõ.

73



Óðîê �11. Ñâîéñòâà ÷èñëîâûõ íåðàâåíñòâ. Ïðî-

ñòåéøèå íåðàâåíñòâà: ëèíåéíûå, êâàäðàòíûå, ðà-

öèîíàëüíûå, èððàöèîíàëüíûå è ìîäóëüíûå. Çà-

äà÷è íà ñîñòàâëåíèå íåðàâåíñòâ.

Ñâîéñòâà ÷èñëîâûõ íåðàâåíñòâ

åñëè a > b, b > c, òî a > c

åñëè a > b, òî a+ c > b+ c

åñëè a > b, m > 0, òî am > bm

åñëè a > b, m < 0, òî am < bm

åñëè a > b, òî − a < −b

åñëè a > b, c > d, òî a+ c > b+ d

åñëè a > b > 0, n ∈ N, òî an > bn

åñëè a > b > 0, òî
1

a
<

1

b

a2n > b2n ⇔ |a| > |b|

åñëè a > b è n � íå÷¼òíîå ÷èñëî, òî an > bn

Ëèíåéíûå íåðàâåíñòâà

Ïðè ðåøåíèè ëèíåéíîãî íåðàâåíñòâà ax
∨
b, ãäå ñèìâîë

∨
çàìåíÿåò îäèí èç

çíàêîâ: >,<,>,6, íåîáõîäèìî ðàññìàòðèâàòü òðè ñëó÷àÿ: a < 0; a = 0; a > 0.

� Åñëè a > 0, òî ïðè äåëåíèè îáåèõ ÷àñòåé íåðàâåíñòâà íà a çíàê íåðàâåí-
ñòâà íå ìåíÿåòñÿ.

� Åñëè a < 0, òî ïðè äåëåíèè îáåèõ ÷àñòåé íåðàâåíñòâà íà a çíàê íåðàâåí-
ñòâà ìåíÿåòñÿ íà ïðîòèâîïîëîæíûé.

� Åñëè a = 0, òî ðåøåíèå íåðàâåíñòâà çàâèñèò îò b.
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Ãðàôè÷åñêèé ñïîñîá ðåøåíèÿ êâàäðàòíîãî íåðàâåíñòâà

Â çàâèñèìîñòè îò çíàêîâ D è a âîçìîæíî îäíî èç øåñòè ðàñïîëîæåíèé ãðà-
ôèêà ôóíêöèè y = ax2 + bx+ c

D > 0 D = 0 D < 0

a > 0 x
x1 x2

x
x1

x

a < 0 x
x1 x2

x
x1

x

Åñëè òðåáóåòñÿ íàéòè ÷èñëîâîé ïðîìåæóòîê, íà êîòîðîì êâàäðàòíûé òð¼õ-
÷ëåí ax2 + bx+ c áîëüøå íóëÿ, òî ýòîò ÷èñëîâîé ïðîìåæóòîê íàõîäèòñÿ òàì,
ãäå ïàðàáîëà ëåæèò âûøå îñè OX. Åñëè òðåáóåòñÿ íàéòè ÷èñëîâîé ïðîìå-
æóòîê, íà êîòîðîì êâàäðàòíûé òð¼õ÷ëåí ax2 + bx + c ìåíüøå íóëÿ, òî ýòî
÷èñëîâîé ïðîìåæóòîê, ãäå ïàðàáîëà ëåæèò íèæå îñè OX. Åñëè êâàäðàòíîå
íåðàâåíñòâî íåñòðîãîå, òî êîðíè (åñëè îíè åñòü) âõîäÿò â ÷èñëîâîé ïðîìåæó-
òîê, åñëè ñòðîãîå � íå âõîäÿò.

Ðàöèîíàëüíûå íåðàâåíñòâà

Äëÿ ðåøåíèÿ íåðàâåíñòâà
p(x)

q(x)

∨
0 ìåòîäîì èíòåðâàëîâ íåîáõîäèìî:

à) Ðàçëîæèòü p(x) è q(x) íà ìíîæèòåëè.

á) Îòìåòèòü íà ÷èñëîâîé îñè êîðíè óðàâíåíèé p(x) = 0 è q(x) = 0 â ïîðÿäêå
âîçðàñòàíèÿ. Ýòè ÷èñëà ðàçáèâàþò ÷èñëîâóþ îñü íà èíòåðâàëû, íà êàæäîì
èç êîòîðûõ âûðàæåíèå ñîõðàíÿåò çíàê, à, ïåðåõîäÿ ÷åðåç îòìå÷åííûå òî÷êè
ìåíÿåò çíàê íà ïðîòèâîïîëîæíûé (çà èñêëþ÷åíèåì êîðíÿ ÷¼òíîé êðàòíîñòè).

â) Ðàññòàâèòü çíàêè íà èíòåðâàëàõ.

ã) Âûïèñàòü îòâåòû íåðàâåíñòâà â âèäå èíòåðâàëîâ, ó÷èòûâàÿ, ÷òî êîðíè çíà-
ìåíàòåëÿ íå âõîäÿò â ðåøåíèå (¾âûêîëîòûå¿ òî÷êè íà îñè), à êîðíè ÷èñëèòåëÿ
íå âîéäóò â ðåøåíèå â ñëó÷àå ñòðîãîãî íåðàâåíñòâà.
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Çàäàíèÿ

Ðåøèòü íåðàâåíñòâà:

11.1. −5
2

3
x 6 1

5

12

11.2. x2 < 0

11.3. x2 6 0

11.4. x2 > 0

11.5. x2 > 0

11.6. x2 < −3

11.7. x2 6 −3

11.8. x2 > −3

11.9. x2 > −3

11.10. x2 < 5

11.11. x2 6 5

11.12. x2 > 5

11.13. x2 > 5

11.14. |x| < 0

11.15. |x| 6 0

11.16. |x| > 0

11.17. |x| > 0

11.18. |x| < −3

11.19. |x| 6 −3

11.20. |x| > −3

11.21. |x| > −3

11.22. |x| < 5

11.23. |x| 6 5
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11.24. |x| > 5

11.25. |x| > 5

11.26.
√
x < 0

11.27.
√
x 6 0

11.28.
√
x > 0

11.29.
√
x > 0

11.30.
√
x < −3

11.31.
√
x 6 −3

11.32.
√
x > −3

11.33.
√
x > −3

11.34.
√
x < 5

11.35.
√
x 6 5

11.36.
√
x > 5

11.37.
√
x > 5

11.38. 2x2 − 25x+ 75 6 0

11.39. 2x2 − 25x+ 75 > 0

11.40. 2x2 − 5x+ 75 6 0

11.41. 2x2 − 5x+ 75 < 0

11.42. 2x2 − 5x+ 75 > 0

11.43. 2x2 − 5x+ 75 > 0

11.44. x2 − 10x+ 25 6 0

11.45. x2 − 10x+ 25 < 0

11.46. x2 − 10x+ 25 > 0

11.47. x2 − 10x+ 25 > 0

11.48. x2 − 36x > 0

11.49.
−4x− 7

x− 12
> x
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11.50.
x+ 8

5x+ 7
>

x+ 8

7x+ 5

11.51. Âûñîòà íàä çåìë¼é ïîäáðîøåííîãî ââåðõ ìÿ÷à ìåíÿåòñÿ ïî çàêîíó
h(t) = 1 + 11t − 5t2, ãäå h � âûñîòà â ìåòðàõ, t � âðåìÿ â ñåêóíäàõ, ïðî-
øåäøåå ñ ìîìåíòà áðîñêà. Ñêîëüêî ñåêóíä ìÿ÷ áóäåò íàõîäèòüñÿ íà âûñîòå íå
ìåíåå 3ì?

11.52. Êàìíåìåòàòåëüíàÿ ìàøèíà âûñòðåëèâàåò êàìíè ïîä íåêîòîðûì îñò-
ðûì óãëîì ê ãîðèçîíòó. Òðàåêòîðèÿ ïîë¼òà êàìíÿ îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëîé

y = ax2 + bx, ãäå a = − 1

100
ì−1, b = 1 � ïîñòîÿííûå ïàðàìåòðû, x (ì) �

ñìåùåíèå êàìíÿ ïî ãîðèçîíòàëè, y (ì) � âûñîòà êàìíÿ íàä çåìë¼é. Íà êàêîì
íàèáîëüøåì ðàññòîÿíèè (â ìåòðàõ) îò êðåïîñòíîé ñòåíû âûñîòîé 8ì íóæíî
ðàñïîëîæèòü ìàøèíó, ÷òîáû êàìíè ïðîëåòàëè íàä ñòåíîé íà âûñîòå íå ìåíåå
1 ìåòðà?

11.53. Äëÿ íàãðåâàòåëüíîãî ýëåìåíòà íåêîòîðîãî ïðèáîðà ýêñïåðèìåíòàëüíî
áûëà ïîëó÷åíà çàâèñèìîñòü òåìïåðàòóðû îò âðåìåíè ðàáîòû: T (t) = T0 + bt+
at2, ãäå t � âðåìÿ â ìèíóòàõ, T0 = 1400Ê, a = −10Ê/ìèí2, b = 200Ê/ìèí.
Èçâåñòíî, ÷òî ïðè òåìïåðàòóðå íàãðåâàòåëüíîãî ýëåìåíòà ñâûøå 1760Ê ïðè-
áîð ìîæåò èñïîðòèòüñÿ, ïîýòîìó åãî íóæíî îòêëþ÷èòü. Íàéäèòå, ÷åðåç êàêîå
íàèáîëüøåå âðåìÿ ïîñëå íà÷àëà ðàáîòû íóæíî îòêëþ÷èòü ïðèáîð. Îòâåò âû-
ðàçèòå â ìèíóòàõ.

11.54. Ïî çàêîíó Îìà äëÿ ïîëíîé öåïè ñèëà òîêà, èçìåðÿåìàÿ â àìïåðàõ, ðàâ-

íà I =
ε

R+ r
, ãäå ε � ÝÄÑ èñòî÷íèêà (â âîëüòàõ), r = 1Îì � åãî âíóòðåííåå

ñîïðîòèâëåíèå, R � ñîïðîòèâëåíèå öåïè (â Îìàõ). Ïðè êàêîì íàèìåíüøåì
ñîïðîòèâëåíèè öåïè ñèëà òîêà áóäåò ñîñòàâëÿòü íå áîëåå 20% îò ñèëû òîêà

êîðîòêîãî çàìûêàíèÿ Iêç =
ε

r
? (Îòâåò âûðàçèòå â Îìàõ.)

Äîìàøíåå çàäàíèå

11.55. Çàâèñèìîñòü îáú¼ìà ñïðîñà q (åäèíèö â ìåñÿö) íà ïðîäóêöèþ ïðåä-
ïðèÿòèÿ îò öåíû p (òûñ. ðóá.) çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé q = 100 − 10p. Âûðó÷êà
ïðåäïðèÿòèÿ çà ìåñÿö r (â òûñ. ðóá.) âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå r(p) = q · p.
Îïðåäåëèòå íàèáîëüøóþ öåíó p (â òûñ. ðóá.), ïðè êîòîðîé ìåñÿ÷íàÿ âûðó÷êà
r(p) ñîñòàâèò íå ìåíåå 240 òûñ. ðóá.

11.56. Ìîòîöèêëèñò, äâèæóùèéñÿ ïî ãîðîäó ñî ñêîðîñòüþ v0 = 57êì/÷, âûåç-
æàåò èç íåãî è ñðàçó ïîñëå âûåçäà íà÷èíàåò ðàçãîíÿòüñÿ ñ ïîñòîÿííûì óñêî-
ðåíèåì a = 12êì/÷2. Ðàññòîÿíèå îò ìîòîöèêëèñòà äî ãîðîäà, èçìåðÿåìîå â

êèëîìåòðàõ, îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì S = v0t+
at2

2
. Îïðåäåëèòå íàèáîëüøåå
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âðåìÿ, â òå÷åíèå êîòîðîãî ìîòîöèêëèñò áóäåò íàõîäèòüñÿ â çîíå ôóíêöèîíè-
ðîâàíèÿ ñîòîâîé ñâÿçè, åñëè îïåðàòîð ãàðàíòèðóåò ïîêðûòèå íà ðàññòîÿíèè
íå äàëåå ÷åì â 30 êì îò ãîðîäà. Îòâåò âûðàçèòå â ìèíóòàõ.

11.57. Äåòàëüþ íåêîòîðîãî ïðèáîðà ÿâëÿåòñÿ âðàùàþùàÿñÿ êàòóøêà. Îíà ñî-
ñòîèò èç òð¼õ îäíîðîäíûõ ñîîñíûõ öèëèíäðîâ: öåíòðàëüíîãî ìàññîé m = 8êã
è ðàäèóñà R = 10 ñì, è äâóõ áîêîâûõ ñ ìàññàìè M = 1êã è ñ ðàäèóñàìè R+h.
Ïðè ýòîì ìîìåíò èíåðöèè êàòóøêè îòíîñèòåëüíî îñè âðàùåíèÿ, âûðàæàåìûé

â êã·ñì2, äà¼òñÿ ôîðìóëîé I =
(m+ 2M)R2

2
+ M(2Rh+ h2). Ïðè êàêîì ìàê-

ñèìàëüíîì çíà÷åíèè h ìîìåíò èíåðöèè êàòóøêè íå ïðåâûøàåò ïðåäåëüíîãî
çíà÷åíèÿ 625 êã·ñì2? Îòâåò âûðàçèòå â ñàíòèìåòðàõ.

11.58. Íà âåðôè èíæåíåðû ïðîåêòèðóþò íîâûé àïïàðàò äëÿ ïîãðóæåíèÿ íà
íåáîëüøèå ãëóáèíû. Êîíñòðóêöèÿ èìååò êóáè÷åñêóþ ôîðìó, à çíà÷èò, äåé-
ñòâóþùàÿ íà àïïàðàò âûòàëêèâàþùàÿ (àðõèìåäîâà) ñèëà, âûðàæàåìàÿ â íüþ-
òîíàõ, áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ ïî ôîðìóëå: FA = ρgl3, ãäå l � äëèíà ðåáðà êóáà â
ìåòðàõ, ρ = 1000êã/ì3 � ïëîòíîñòü âîäû, à g � óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ
(ñ÷èòàéòå g = 9,8 Í/êã). Êàêîé ìîæåò áûòü ìàêñèìàëüíàÿ äëèíà ðåáðà êóáà,
÷òîáû îáåñïå÷èòü åãî ýêñïëóàòàöèþ â óñëîâèÿõ, êîãäà âûòàëêèâàþùàÿ ñèëà
ïðè ïîãðóæåíèè áóäåò íå áîëüøå, ÷åì 78 400Í? Îòâåò âûðàçèòå â ìåòðàõ.

11.59. Êîýôôèöèåíò ïîëåçíîãî äåéñòâèÿ (ÊÏÄ) íåêîòîðîãî äâèãàòåëÿ îïðå-

äåëÿåòñÿ ôîðìóëîé η =
T1 − T2

T1
· 100%, ãäå T1 � òåìïåðàòóðà íàãðåâàòåëÿ (â

ãðàäóñàõ Êåëüâèíà), T2 � òåìïåðàòóðà õîëîäèëüíèêà (â ãðàäóñàõ Êåëüâèíà).
Ïðè êàêîé ìèíèìàëüíîé òåìïåðàòóðå íàãðåâàòåëÿ T1 ÊÏÄ ýòîãî äâèãàòåëÿ
áóäåò íå ìåíüøå 15%, åñëè òåìïåðàòóðà õîëîäèëüíèêà T2 = 340Ê? Îòâåò âû-
ðàçèòå â ãðàäóñàõ Êåëüâèíà.

11.60. Îïîðíûå áàøìàêè øàãàþùåãî ýêñêàâàòîðà, èìåþùåãî ìàññó m = 1260
òîíí ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé äâå ïóñòîòåëûå áàëêè äëèíîé l = 18 ìåòðîâ è øè-
ðèíîé s ìåòðîâ êàæäàÿ. Äàâëåíèå ýêñêàâàòîðà íà ïî÷âó, âûðàæàåìîå â êè-

ëîïàñêàëÿõ, îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé p =
mg

2ls
, ãäå m � ìàññà ýêñêàâàòîðà (â

òîííàõ), l � äëèíà áàëîê â ìåòðàõ, s � øèðèíà áàëîê â ìåòðàõ, g � óñêî-
ðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ (ñ÷èòàéòå g = 10ì/ñ2). Îïðåäåëèòå íàèìåíüøóþ
âîçìîæíóþ øèðèíó îïîðíûõ áàëîê, åñëè èçâåñòíî, ÷òî äàâëåíèå p íå äîëæíî
ïðåâûøàòü 140 êÏà. Îòâåò âûðàçèòå â ìåòðàõ.

11.61. Ê èñòî÷íèêó ñ ÝÄÑ ε = 55Â è âíóòðåííèì ñîïðîòèâëåíèåì r = 0,5
Îì, õîòÿò ïîäêëþ÷èòü íàãðóçêó ñ ñîïðîòèâëåíèåì RÎì. Íàïðÿæåíèå íà ýòîé

íàãðóçêå, âûðàæàåìîå â âîëüòàõ, äà¼òñÿ ôîðìóëîé U =
εR

R+ r
. Ïðè êàêîì

íàèìåíüøåì çíà÷åíèè ñîïðîòèâëåíèÿ íàãðóçêè íàïðÿæåíèå íà íåé áóäåò íå
ìåíåå 50Â? Îòâåò âûðàçèòå â Îìàõ.
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11.62. Ïðè ñáëèæåíèè èñòî÷íèêà è ïðè¼ìíèêà çâóêîâûõ ñèãíàëîâ, äâèæó-
ùèõñÿ â íåêîòîðîé ñðåäå ïî ïðÿìîé íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó, ÷àñòîòà çâóêîâîãî
ñèãíàëà, ðåãèñòðèðóåìîãî ïðè¼ìíèêîì, íå ñîâïàäàåò ñ ÷àñòîòîé èñõîäíîãî ñèã-

íàëà f0 = 150Ãö è îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì âûðàæåíèåì: f = f0
c+ u

c− v
(Ãö),

ãäå c � ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñèãíàëà â ñðåäå (â ì/ñ), à u = 10ì/ñ è
v = 15ì/ñ � ñêîðîñòè ïðè¼ìíèêà è èñòî÷íèêà îòíîñèòåëüíî ñðåäû ñîîòâåò-
ñòâåííî. Ïðè êàêîé ìàêñèìàëüíîé ñêîðîñòè c (â ì/ñ) ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñèãíàëà
â ñðåäå ÷àñòîòà ñèãíàëà â ïðè¼ìíèêå f áóäåò íå ìåíåå 160Ãö?

11.63. Äëÿ ïîääåðæàíèÿ íàâåñà ïëàíèðóåòñÿ èñïîëüçîâàòü öèëèíäðè÷åñêóþ
êîëîííó. Äàâëåíèå P (â Ïàñêàëÿõ), îêàçûâàåìîå íàâåñîì è êîëîííîé íà îïîðó,

îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå P =
4mg

πD2
, ãäå m = 1200 êã � îáùàÿ ìàññà íàâåñà

è êîëîííû, D � äèàìåòð êîëîííû (â ìåòðàõ). Ñ÷èòàÿ óñêîðåíèå ñâîáîäíî-
ãî ïàäåíèÿ g = 10ì/ñ2, à π = 3, îïðåäåëèòå íàèìåíüøèé âîçìîæíûé äèà-
ìåòð êîëîííû, åñëè äàâëåíèå, îêàçûâàåìîå íà îïîðó, íå äîëæíî áûòü áîëüøå
400000Ïà. Îòâåò âûðàçèòå â ìåòðàõ.

11.64. Àâòîìîáèëü, ìàññà êîòîðîãî ðàâíà m = 2160 êã, íà÷èíàåò äâèãàòüñÿ ñ
óñêîðåíèåì, êîòîðîå â òå÷åíèå t ñåêóíä îñòà¼òñÿ íåèçìåííûì, è ïðîõîäèò çà
ýòî âðåìÿ ïóòü S = 500 ìåòðîâ. Çíà÷åíèå ñèëû (â Íüþòîíàõ), ïðèëîæåííîé

â ýòî âðåìÿ ê àâòîìîáèëþ, ðàâíî F =
2mS

t2
. Îïðåäåëèòå íàèáîëüøåå âðåìÿ

ïîñëå íà÷àëà äâèæåíèÿ àâòîìîáèëÿ, çà êîòîðîå îí ïðîéä¼ò óêàçàííûé ïóòü,
åñëè èçâåñòíî, ÷òî ñèëà F , ïðèëîæåííàÿ ê àâòîìîáèëþ, íå ìåíüøå 2400Í.
Îòâåò âûðàçèòå â ñåêóíäàõ.
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Óðîê �12. Ïëàíèìåòðèÿ. Ïëîùàäè.

Ïëîùàäè íåêîòîðûõ ôèãóð

a

d

êâàäðàò

S = a2

P = 4a

d =
√

2a

a
bd

ïðÿìîóãîëüíèê

S = ab
P = 2(a+ b)

d =
√
a2 + b2

a

b hϕ

ïàðàëëåëîãðàìì

S = ah = ab sinϕ
P = 2(a+ b)

d1 =
√
a2 + b2 − 2ab cosϕ

d2 =
√
a2 + b2 + 2ab cosϕ

ϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕ

a

h

ðîìá

S = ah = a2 sinϕ =
d1d2

2
, ãäå

d1, d2 � äèàãîíàëè ðîìáà

b h

a

h

r

ϕ

òðåóãîëüíèê

S =
ah

2
=

1

2
ab sinϕ = pr =

abc

4R
=

=
√
p(p− a)(p− b)(p− c)

b

a

c

h

C

A

B
ïðÿìîóãîëüíûé
òðåóãîëüíèê

S =
ab

2
=
ch

2

h =
ab

c
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b

a

mh

òðàïåöèÿ

S =
a+ b

2
h = mh,

ãäå m � ñðåäíÿÿ ëèíèÿ òðàïåöèè

R

êðóã

S = πR2,
L = 2πR = πD

Äëèíà äóãè, ïëîùàäü ñåãìåíòà è ñåêòîðà

R

l

α

Äëèíà äóãè: l = Rα

Ïëîùàäü ñåêòîðà: S =
1

2
αR2 =

1

2
l ·R

Ïëîùàäü ñåãìåíòà: S =
1

2
R2(α− sinα)

Ôèãóðû íà êëåò÷àòîé áóìàãå

Íàéòè ïëîùàäü ôèãóðû íà êëåò÷àòîé áóìàãå ìîæíî 4 ñïîñîáàìè:

1) ïðåäñòàâèòü ôèãóðó êàê ðàçíîñòü ïðîñòûõ ôèãóð (íàïðèìåð, ïðÿìîóãîëü-
íèêîâ è ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ);
2) ïðåäñòàâèòü ôèãóðó êàê ñóììó ïðîñòûõ ôèãóð;
3) èñïîëüçîâàòü ôîðìóëó ïëîùàäè äàííîé ôèãóðû, åñëè òàêàÿ ôîðìóëà èç-
âåñòíà;

4) èñïîëüçîâàòü ôîðìóëó Ïèêà: S = n +
k

2
− 1, ãäå n � êîëè÷åñòâî óçëîâûõ

òî÷åê âíóòðè ôèãóðû, à k � êîëè÷åñòâî óçëîâûõ òî÷åê íà ãðàíèöå ôèãóðû.

Ïëîùàäü ëþáîãî îïèñàííîãî ìíîãîóãîëüíèêà S = pr.
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Îòíîøåíèå ïëîùàäåé ëþáûõ ïîäîáíûõ ôèãóð ðàâíî êâàäðàòó êîýô-
ôèöèåíòà ïîäîáèÿ.

S4ABC
S4A1B1C1

=
AB2

A1B2
1

= k2, ãäå k � êîýôôèöèåíò ïîäîáèÿ.

Ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ïëîùàäÿìè òðåóãîëüíèêîâ

A

B C

P
Q S4APQ

S4ABC
=
AP

AB
· AQ
AC

A

B CD

S4ABD
S4ADC

=
BD

DC

A B

C

A1 B1

C1

S4ABC
S4A1B1C1

=
AB2

A1B2
1

Çàäàíèÿ

12.1. Íàéäèòå ïëîùàäü ÷åòûð¼õóãîëüíèêà, âåðøèíû êîòîðîãî èìåþò êîîðäè-
íàòû (6; 3), (9; 4), (10; 7), (7; 6).

x

y

0 6 7 109

3

6
7

4
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12.2. Íàéäèòå ïëîùàäü çàêðàøåííîé ôèãóðû íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè.

x

y

0−4 −2 2 4

−4

−2

2

4

12.3. Íàéäèòå äèàãîíàëü êâàäðàòà, åñëè åãî ïëîùàäü ðàâíà 2.

12.4. Îêîëî îêðóæíîñòè îïèñàí ìíîãîóãîëüíèê, ïëîùàäü êîòîðîãî ðàâíà 5.
Åãî ïåðèìåòð ðàâåí 10. Íàéäèòå ðàäèóñ ýòîé îêðóæíîñòè.

A

E

D

C

B

12.5. Íàéäèòå öåíòðàëüíûé óãîë ñåêòîðà êðóãà ðàäèóñà
4√
π
, ïëîùàäü êîòî-

ðîãî ðàâíà 1. Îòâåò äàéòå â ãðàäóñàõ.

12.6. Ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ABC ðàâíà 12. DE � ñðåäíÿÿ ëèíèÿ, ïàðàë-
ëåëüíàÿ ñòîðîíå AB. Íàéäèòå ïëîùàäü òðàïåöèè ABDE.

12.7. Ïåðèìåòðû äâóõ ïîäîáíûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ îòíîñÿòñÿ êàê 3 : 5. Ïëî-
ùàäü ìåíüøåãî ìíîãîóãîëüíèêà ðàâíà 18. Íàéäèòå ïëîùàäü áîëüøåãî ìíîãî-
óãîëüíèêà.

A B

C

D

E

B′

C ′

D′

E′
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12.8. Ïëîùàäü êðóãà ðàâíà
1

π
. Íàéäèòå äëèíó åãî îêðóæíîñòè.

12.9. Íàéäèòå ïëîùàäü S êðóãà, ñ÷èòàÿ ñòîðîíû êâàäðàòíûõ êëåòîê ðàâíûìè

1. Â îòâåòå óêàæèòå
S

π
.

O

12.10. Íàéäèòå ïëîùàäü ÷åòûð¼õóãîëüíèêà, èçîáðàæ¼ííîãî íà êëåò÷àòîé áó-
ìàãå ñ ðàçìåðîì êëåòêè 1 ñì × 1 ñì. Îòâåò äàéòå â êâàäðàòíûõ ñàíòèìåòðàõ.

12.11. Ïåðèìåòð ïðÿìîóãîëüíèêà ðàâåí 34, à ïëîùàäü ðàâíà 60. Íàéäèòå
äèàãîíàëü ýòîãî ïðÿìîóãîëüíèêà.

12.12. Íà êëåò÷àòîé áóìàãå íàðèñîâàíî äâà êðóãà. Ïëîùàäü âíóòðåííåãî êðó-
ãà ðàâíà 1. Íàéäèòå ïëîùàäü çàøòðèõîâàííîé ôèãóðû.

85



12.13. Ñòîðîíà ïðÿìîóãîëüíèêà îòíîñèòñÿ ê åãî äèàãîíàëè, êàê 4 : 5, à äðóãàÿ
ñòîðîíà ðàâíà 6. Íàéäèòå ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíèêà.

12.14. Äàíû äâà êâàäðàòà, äèàãîíàëè êîòîðûõ ðàâíû 10 è 6. Íàéäèòå äèàãî-
íàëü êâàäðàòà, ïëîùàäü êîòîðîãî ðàâíà ðàçíîñòè ïëîùàäåé äàííûõ êâàäðà-
òîâ.

12.15. Âî ñêîëüêî ðàç ïëîùàäü êâàäðàòà, îïèñàííîãî îêîëî îêðóæíîñòè,
áîëüøå ïëîùàäè êâàäðàòà, âïèñàííîãî â ýòó îêðóæíîñòü?

12.16. Ïàðàëëåëîãðàìì è ïðÿìîóãîëüíèê èìåþò îäèíàêîâûå ñòîðîíû. Íàé-
äèòå îñòðûé óãîë ïàðàëëåëîãðàììà, åñëè åãî ïëîùàäü ðàâíà ïîëîâèíå ïëîùà-
äè ïðÿìîóãîëüíèêà. Îòâåò äàéòå â ãðàäóñàõ.

12.17. Ñòîðîíû ïàðàëëåëîãðàììà ðàâíû 9 è 15. Âûñîòà, îïóùåííàÿ íà
ïåðâóþ ñòîðîíó, ðàâíà 10. Íàéäèòå âûñîòó, îïóùåííóþ íà âòîðóþ ñòîðîíó
ïàðàëëåëîãðàììà.

A B

CD

G

H

12.18. Ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà ðàâíà 40, äâå åãî ñòîðîíû ðàâíû 5 è 10.
Íàéäèòå áîëüøóþ âûñîòó ýòîãî ïàðàëëåëîãðàììà.

12.19. Íàéäèòå ïëîùàäü (â êâ.ñì.) ÷åòûð¼õóãîëüíèêà, èçîáðàæ¼ííîãî íà
êëåò÷àòîé áóìàãå ñ ðàçìåðîì êëåòêè 1 ñì × 1 ñì.

12.20. Äîêàçàòü, ÷òî ìåäèàíû òðåóãîëüíèêà äåëÿò åãî íà 6 ðàâíîâåëèêèõ
òðåóãîëüíèêîâ.

12.21. (ÎÌÌÎ 2009, �4) Äàíà òðàïåöèÿ ñ îñíîâàíèÿìè 1 è 4 è ïëîùàäüþ
S. Íàéäèòå ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà, îáðàçîâàííîãî äèàãîíàëÿìè è ìåíüøèì
îñíîâàíèåì òðàïåöèè.
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12.22. (ÎÌÌÎ 2011, �7) Â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå ñ ïåðèìåòðîì 60
òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí ëåæèò íà âïèñàííîé îêðóæíîñòè. Íàéäèòå ñòîðîíû
òðåóãîëüíèêà.

Äîìàøíåå çàäàíèå

12.23. Ñðåäíÿÿ ëèíèÿ òðàïåöèè ðàâíà 12, ïëîùàäü ðàâíà 96. Íàéäèòå âûñîòó
òðàïåöèè.

B

C

A

D

E F

H

12.24. Íàéäèòå ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà, âåðøèíû êîòîðîãî èìåþò êîîðäèíàòû
(2; 2), (8; 10), (8; 8).

12.25. Íàéäèòå ïëîùàäü ðîìáà, åñëè åãî ñòîðîíû ðàâíû 1, à îäèí èç óãëîâ
ðàâåí 150◦.

A

D C

B

12.26. Íàéäèòå ïëîùàäü êîëüöà, îãðàíè÷åííîãî êîíöåíòðè÷åñêèìè îêðóæíî-

ñòÿìè, ðàäèóñû êîòîðûõ ðàâíû
4√
π
è

2√
π
.

12.27. Ïëîùàäü ñåêòîðà êðóãà ðàäèóñà 3 ðàâíà 6. Íàéäèòå äëèíó åãî äóãè.
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12.28. Íàéäèòå ïëîùàäü ñåêòîðà êðóãà ðàäèóñà 1, äëèíà äóãè êîòîðîãî ðàâíà
2.

12.29. Ïåðèìåòð ïðÿìîóãîëüíèêà ðàâåí 28, à äèàãîíàëü ðàâíà 10. Íàéäèòå
ïëîùàäü ýòîãî ïðÿìîóãîëüíèêà.

12.30. Íà êëåò÷àòîé áóìàãå íàðèñîâàí êðóã, ïëîùàäü êîòîðîãî ðàâíà 28. Íàé-
äèòå ïëîùàäü çàêðàøåííîé ôèãóðû.

12.31. Íàéäèòå ïëîùàäü ðîìáà, åñëè åãî âûñîòà ðàâíà 2, à îñòðûé óãîë 30◦.

12.32. Ïëîùàäü ðîìáà ðàâíà 6. Îäíà èç åãî äèàãîíàëåé â 3 ðàçà áîëüøå
äðóãîé. Íàéäèòå ìåíüøóþ äèàãîíàëü.

12.33. Íà êëåò÷àòîé áóìàãå èçîáðàæ¼í êðóã. Êàêîâà ïëîùàäü êðóãà, åñëè
ïëîùàäü çàøòðèõîâàííîãî ñåêòîðà ðàâíà 32?

12.34. Ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíà 24. Îäèí èç åãî êàòåòîâ
íà 2 áîëüøå äðóãîãî. Íàéäèòå ìåíüøèé êàòåò.
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12.35. Ïëîùàäü îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíà 12. Äâå åãî ñòîðîíû ðàâ-
íû 6 è 8. Íàéäèòå óãîë ìåæäó ýòèìè ñòîðîíàìè. Îòâåò äàéòå â ãðàäóñàõ.

12.36. Ó òðåóãîëüíèêà ñî ñòîðîíàìè 9 è 6 ïðîâåäåíû âûñîòû ê ýòèì ñòî-
ðîíàì. Âûñîòà, ïðîâåä¼ííàÿ ê ïåðâîé ñòîðîíå, ðàâíà 4. ×åìó ðàâíà âûñîòà,
ïðîâåä¼ííàÿ êî âòîðîé ñòîðîíå?

12.37. Áîêîâûå ñòîðîíû ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíû 5, îñíîâàíèå
ðàâíî 6. Íàéäèòå ðàäèóñ âïèñàííîé îêðóæíîñòè.

A B

C

O

12.38. Íàéäèòå ðàäèóñ îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â òðåóãîëüíèê ABC, ñ÷èòàÿ
ñòîðîíû êâàäðàòíûõ êëåòîê ðàâíûìè 1.

AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA

BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB

CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCC

12.39. Ïåðèìåòð ïðÿìîóãîëüíèêà ðàâåí 10, à ïëîùàäü ðàâíà 4,5. Íàéäèòå
äèàãîíàëü ýòîãî ïðÿìîóãîëüíèêà.
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Óðîê �13. Çàäà÷è íà äâèæåíèå.

Äâèæåíèå â ðàçíûõ íàïðàâëåíèÿõ

∆S = (v1 + v2)∆t,
ãäå ∆S � èçìåíåíèå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷å÷íûìè îáúåêòàìè çà èíòåðâàë
âðåìåíè ∆t;
v1 è v2 � ñêîðîñòè îáúåêòîâ.

Äâèæåíèå â îäíîì íàïðàâëåíèè

∆S = (v1 − v2)∆t,
ãäå ∆S � èçìåíåíèå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷å÷íûìè îáúåêòàìè çà èíòåðâàë
âðåìåíè ∆t;
v1 è v2 � ñêîðîñòè îáúåêòîâ.

Äâèæåíèå ïî îêðóæíîñòè

à) äâèæåíèå â ðàçíûõ íàïðàâëåíèÿõ l = (v1+v2)∆t, ãäå l � äëèíà îêðóæíîñòè,
∆t � âðåìÿ ìåæäó ïîñëåäîâàòåëüíûìè âñòðå÷àìè;
á) äâèæåíèå â îäíîì íàïðàâëåíèè l = (v1 − v2)∆t, ãäå l � äëèíà îêðóæíîñòè,
∆t � âðåìÿ ìåæäó ïîñëåäîâàòåëüíûìè âñòðå÷àìè.

Äâèæåíèå ïî âîäå

à) ñêîðîñòü îáúåêòà ïî òå÷åíèþ ðàâíà ñóììå ñîáñòâåííîé ñêîðîñòè îáúåêòà è
ñêîðîñòè òå÷åíèÿ: v = vñîáñò + vòå÷;
á) ñêîðîñòü îáúåêòà ïðîòèâ òå÷åíèÿ ðàâíà ðàçíîñòè ñîáñòâåííîé ñêîðîñòè îáú-
åêòà è ñêîðîñòè òå÷åíèÿ: v = vñîáñò − vòå÷;
â) ñêîðîñòü îáúåêòà ïî îçåðó ðàâíà ñîáñòâåííîé ñêîðîñòè îáúåêòà: v = vñîáñò;
ã) ñêîðîñòü ïëîòà ïî ðåêå ðàâíà ñêîðîñòè òå÷åíèÿ: v = vòå÷.

Äâèæåíèå ìèìî äðóãîãî îáúåêòà

à) ïðîòÿæ¼ííûé îáúåêò äëèíû l1, ïðîõîäÿ ìèìî òî÷å÷íîãî îáúåêòà, ïðîõîäèò
ðàññòîÿíèå S = l1;
á) ïðîòÿæ¼ííûé îáúåêò äëèíû l1, ïðîõîäÿ ìèìî ïðîòÿæ¼ííîãî îáúåêòà äëèíû
l2, ïðîõîäèò ðàññòîÿíèå S = l1 + l2.
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Ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü

vñð =
S

t
, ãäå S � âåñü ïðîéäåííûé ïóòü çà âðåìÿ t.

×àñòíûå ñëó÷àè:
à) Ïðè ðàâíûõ âðåìåíí�ûõ èíòåðâàëàõ (t1 = t2 = · · · = tn) ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü
ðàâíà ñðåäíåìó àðèôìåòè÷åñêîìó ñêîðîñòåé íà ó÷àñòêàõ:

vñð =
v1 + v2 + · · ·+ vn

n
;

á) ïðè äâóõ ó÷àñòêàõ îäèíàêîâîé äëèíû ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü ðàâíà

vñð =
2v1v2

v1 + v2
.

Çàäàíèÿ

13.1. Òåïëîõîä ïðîõîäèò ïî òå÷åíèþ ðåêè äî ïóíêòà íàçíà÷åíèÿ 483 êì è
ïîñëå ñòîÿíêè âîçâðàùàåòñÿ â ïóíêò îòïðàâëåíèÿ. Íàéäèòå ñêîðîñòü òå÷åíèÿ,
åñëè ñêîðîñòü òåïëîõîäà â íåïîäâèæíîé âîäå ðàâíà 22 êì/÷, ñòîÿíêà äëèòñÿ
2 ÷, à â ïóíêò îòïðàâëåíèÿ òåïëîõîä âîçâðàùàåòñÿ ÷åðåç 46 ÷ ïîñëå îòïëûòèÿ
èç íåãî. Îòâåò äàéòå â êì/÷.

13.2. Èç ãîðîäîâ A è B íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó âûåõàëè ìîòîöèêëèñò è âå-
ëîñèïåäèñò. Ìîòîöèêëèñò ïðèåõàë â B íà 3 ÷àñà ðàíüøå, ÷åì âåëîñèïåäèñò
ïðèåõàë â A, à âñòðåòèëèñü îíè ÷åðåç 48 ìèíóò ïîñëå âûåçäà. Ñêîëüêî ÷àñîâ
çàòðàòèë íà ïóòü èç B â A âåëîñèïåäèñò?

13.3. Èç ïóíêòà A â ïóíêò B îäíîâðåìåííî âûåõàëè äâà àâòîìîáèëÿ. Ïåðâûé
ïðîåõàë ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ âåñü ïóòü. Âòîðîé ïðîåõàë ïåðâóþ ïîëîâè-
íó ïóòè ñî ñêîðîñòüþ 24 êì/÷, à âòîðóþ ïîëîâèíó ïóòè � ñî ñêîðîñòüþ, íà
16 êì/÷ áîëüøåé ñêîðîñòè ïåðâîãî, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïðèáûë â ïóíêò Â îä-
íîâðåìåííî ñ ïåðâûì àâòîìîáèëåì. Íàéäèòå ñêîðîñòü ïåðâîãî àâòîìîáèëÿ.
Îòâåò äàéòå â êì/÷.

13.4. Òîâàðíûé ïîåçä êàæäóþ ìèíóòó ïðîåçæàåò íà 750 ìåòðîâ ìåíüøå, ÷åì
ñêîðûé, è íà ïóòü â 180 êì òðàòèò âðåìåíè íà 2 ÷àñà áîëüøå, ÷åì ñêîðûé.
Íàéäèòå ñêîðîñòü òîâàðíîãî ïîåçäà. Îòâåò äàéòå â êì/÷.

13.5. Ðàññòîÿíèå ìåæäó ãîðîäàìè A è B ðàâíî 150 êì. Èç ãîðîäà A â ãîðîä
B âûåõàë àâòîìîáèëü, à ÷åðåç 30 ìèíóò ñëåäîì çà íèì ñî ñêîðîñòüþ 90 êì/÷
âûåõàë ìîòîöèêëèñò, äîãíàë àâòîìîáèëü â ãîðîäåC è ïîâåðíóë îáðàòíî. Êîãäà
îí âåðíóëñÿ â A, àâòîìîáèëü ïðèáûë â B. Íàéäèòå ðàññòîÿíèå îò A äî C.
Îòâåò äàéòå â êèëîìåòðàõ.
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13.6. Äâà ïåøåõîäà îòïðàâëÿþòñÿ îäíîâðåìåííî â îäíîì íàïðàâëåíèè èç îä-
íîãî è òîãî æå ìåñòà íà ïðîãóëêó ïî àëëåå ïàðêà. Ñêîðîñòü ïåðâîãî íà 1,5 êì/÷
áîëüøå ñêîðîñòè âòîðîãî. ×åðåç ñêîëüêî ìèíóò ðàññòîÿíèå ìåæäó ïåøåõîäàìè
ñòàíåò ðàâíûì 300 ìåòðàì?

13.7. Ïåðâûé âåëîñèïåäèñò âûåõàë èç ïîñ¼ëêà ïî øîññå ñî ñêîðîñòüþ 15 êì/÷.
×åðåç ÷àñ ïîñëå íåãî ñî ñêîðîñòüþ 10 êì/÷ èç òîãî æå ïîñ¼ëêà â òîì æå íà-
ïðàâëåíèè âûåõàë âòîðîé âåëîñèïåäèñò, à åù¼ ÷åðåç ÷àñ ïîñëå ýòîãî � òðåòèé.
Íàéäèòå ñêîðîñòü òðåòüåãî âåëîñèïåäèñòà, åñëè ñíà÷àëà îí äîãíàë âòîðîãî, à
÷åðåç 2 ÷àñà 20 ìèíóò ïîñëå ýòîãî äîãíàë ïåðâîãî. Îòâåò äàéòå â êì/÷.

13.8. Èç ïóíêòà A êðóãîâîé òðàññû âûåõàë âåëîñèïåäèñò, à ÷åðåç 30 ìèíóò
ñëåäîì çà íèì îòïðàâèëñÿ ìîòîöèêëèñò. ×åðåç 10 ìèíóò ïîñëå îòïðàâëåíèÿ îí
äîãíàë âåëîñèïåäèñòà â ïåðâûé ðàç, à åù¼ ÷åðåç 30 ìèíóò ïîñëå ýòîãî äîãíàë
åãî âî âòîðîé ðàç. Íàéäèòå ñêîðîñòü ìîòîöèêëèñòà, åñëè äëèíà òðàññû ðàâíà
30 êì. Îòâåò äàéòå â êì/÷.

13.9. ×àñû ñî ñòðåëêàìè ïîêàçûâàþò 8 ÷àñîâ 00 ìèíóò. ×åðåç ñêîëüêî ìèíóò
ìèíóòíàÿ ñòðåëêà â ÷åòâ¼ðòûé ðàç ïîðàâíÿåòñÿ ñ ÷àñîâîé?

13.10. Ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðèñòàíÿìè A è B ðàâíî 120 êì. Èç A â B ïî
òå÷åíèþ ðåêè îòïðàâèëñÿ ïëîò, à ÷åðåç ÷àñ âñëåä çà íèì îòïðàâèëàñü ÿõòà,
êîòîðàÿ, ïðèáûâ â ïóíêò B, òîò÷àñ ïîâåðíóëà îáðàòíî è âîçâðàòèëàñü â A.
Ê ýòîìó âðåìåíè ïëîò ïðîø¼ë 24 êì. Íàéäèòå ñêîðîñòü ÿõòû â íåïîäâèæíîé
âîäå, åñëè ñêîðîñòü òå÷åíèÿ ðåêè ðàâíà 2 êì/÷. Îòâåò äàéòå â êì/÷.

13.11. Ïîëîâèíó âðåìåíè, çàòðà÷åííîãî íà äîðîãó, àâòîìîáèëü åõàë ñî ñêîðî-
ñòüþ 74 êì/÷, à âòîðóþ ïîëîâèíó âðåìåíè � ñî ñêîðîñòüþ 66 êì/÷. Íàéäèòå
ñðåäíþþ ñêîðîñòü àâòîìîáèëÿ íà ïðîòÿæåíèè âñåãî ïóòè. Îòâåò äàéòå â êì/÷.

13.12. Ïóòåøåñòâåííèê ïåðåïëûë ìîðå íà ÿõòå ñî ñðåäíåé ñêîðîñòüþ 20 êì/÷.
Îáðàòíî îí ëåòåë íà ñïîðòèâíîì ñàìîë¼òå ñî ñêîðîñòüþ 480 êì/÷. Íàéäèòå
ñðåäíþþ ñêîðîñòü ïóòåøåñòâåííèêà íà ïðîòÿæåíèè âñåãî ïóòè. Îòâåò äàéòå
â êì/÷.

13.13. Ïåðâóþ òðåòü òðàññû àâòîìîáèëü åõàë ñî ñêîðîñòüþ 60 êì/÷, âòîðóþ
òðåòü � ñî ñêîðîñòüþ 120 êì/÷, à ïîñëåäíþþ � ñî ñêîðîñòüþ 110 êì/÷. Íàé-
äèòå ñðåäíþþ ñêîðîñòü àâòîìîáèëÿ (â êì/÷) íà âñåì ïóòè.

13.14. Âåñíîé êàòåð èä¼ò ïðîòèâ òå÷åíèÿ ðåêè â 1
2

3
ðàçà ìåäëåííåå, ÷åì ïî

òå÷åíèþ. Ëåòîì òå÷åíèå ñòàíîâèòñÿ íà 1 êì/÷ ìåäëåííåå. Ïîýòîìó ëåòîì êàòåð

èä¼ò ïðîòèâ òå÷åíèÿ â 1
1

2
ðàçà ìåäëåííåå, ÷åì ïî òå÷åíèþ. Íàéäèòå ñêîðîñòü

òå÷åíèÿ âåñíîé (â êì/÷).

13.15. Ïî ìîðþ ïàðàëëåëüíûìè êóðñàìè â îäíîì íàïðàâëåíèè ñëåäóþò äâà
ñóõîãðóçà: ïåðâûé äëèíîé 120 ìåòðîâ, âòîðîé � äëèíîé 80 ìåòðîâ. Ñíà÷àëà
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âòîðîé ñóõîãðóç îòñòà¼ò îò ïåðâîãî, è â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè ðàññòîÿíèå
îò êîðìû ïåðâîãî ñóõîãðóçà äî íîñà âòîðîãî ñîñòàâëÿåò 400 ìåòðîâ. ×åðåç 12
ìèíóò ïîñëå ýòîãî óæå ïåðâûé ñóõîãðóç îòñòà¼ò îò âòîðîãî òàê, ÷òî ðàññòîÿíèå
îò êîðìû âòîðîãî ñóõîãðóçà äî íîñà ïåðâîãî ðàâíî 600 ìåòðàì. Íà ñêîëüêî
êèëîìåòðîâ â ÷àñ ñêîðîñòü ïåðâîãî ñóõîãðóçà ìåíüøå ñêîðîñòè âòîðîãî?

13.16. Ïî äâóì ïàðàëëåëüíûì æåëåçíîäîðîæíûì ïóòÿì äðóã íàâñòðå÷ó äðó-
ãó ñëåäóþò ñêîðûé è ïàññàæèðñêèé ïîåçäà, ñêîðîñòè êîòîðûõ ðàâíû ñîîòâåò-
ñòâåííî 65 êì/÷ è 35 êì/÷. Äëèíà ïàññàæèðñêîãî ïîåçäà ðàâíà 700 ìåòðàì.
Íàéäèòå äëèíó ñêîðîãî ïîåçäà, åñëè âðåìÿ, çà êîòîðîå îí ïðîø¼ë ìèìî ïàñ-
ñàæèðñêîãî ïîåçäà, ðàâíî 36 ñ. Îòâåò äàéòå â ìåòðàõ.

13.17. Ðàññòîÿíèå ìåæäó ãîðîäàìè A è B ðàâíî 435 êì. Èç ãîðîäà A â ãî-
ðîä B ñî ñêîðîñòüþ 60 êì/÷ âûåõàë ïåðâûé àâòîìîáèëü, à ÷åðåç ÷àñ ïîñëå
ýòîãî íàâñòðå÷ó åìó èç ãîðîäà B âûåõàë ñî ñêîðîñòüþ 65 êì/÷ âòîðîé àâòîìî-
áèëü. Íà êàêîì ðàññòîÿíèè îò ãîðîäà A àâòîìîáèëè âñòðåòÿòñÿ? Îòâåò äàéòå
â êèëîìåòðàõ.

13.18. Ðàññòîÿíèå ìåæäó ãîðîäàìè A è B ðàâíî 470 êì. Èç ãîðîäà A â ãîðîä
B âûåõàë ïåðâûé àâòîìîáèëü, à ÷åðåç 3 ÷àñà ïîñëå ýòîãî íàâñòðå÷ó åìó èç
ãîðîäà B âûåõàë ñî ñêîðîñòüþ 60 êì/÷ âòîðîé àâòîìîáèëü. Íàéäèòå ñêîðîñòü
ïåðâîãî àâòîìîáèëÿ, åñëè àâòîìîáèëè âñòðåòèëèñü íà ðàññòîÿíèè 350 êì îò
ãîðîäà A. Îòâåò äàéòå â êì/÷.

13.19. Àâòîìîáèëü âûåõàë ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ 75 êì/÷ èç ãîðîäà À â
ãîðîä Â, ðàññòîÿíèå ìåæäó êîòîðûìè ðàâíî 275 êì. Îäíîâðåìåííî ñ íèì èç
ãîðîäà Ñ â ãîðîä Â, ðàññòîÿíèå ìåæäó êîòîðûìè ðàâíî 255 êì, ñ ïîñòîÿííîé
ñêîðîñòüþ âûåõàë ìîòîöèêëèñò. Ïî äîðîãå îí ñäåëàë îñòàíîâêó íà 50 ìèíóò. Â
ðåçóëüòàòå àâòîìîáèëü è ìîòîöèêë ïðèáûëè â ãîðîäÂ îäíîâðåìåííî. Íàéäèòå
ñêîðîñòü ìîòîöèêëèñòà. Îòâåò äàéòå â êì/÷.

13.20. Äâà ãîíùèêà ó÷àñòâóþò â ãîíêàõ. Èì ïðåäñòîèò ïðîåõàòü 60 êðóãîâ ïî
êîëüöåâîé òðàññå ïðîòÿæ¼ííîñòüþ 3êì. Îáà ãîíùèêà ñòàðòîâàëè îäíîâðåìåí-
íî, à íà ôèíèø ïåðâûé ïðèø¼ë ðàíüøå âòîðîãî íà 10 ìèíóò. ×åìó ðàâíÿëàñü
ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü âòîðîãî ãîíùèêà, åñëè èçâåñòíî, ÷òî ïåðâûé ãîíùèê â ïåð-
âûé ðàç îáîãíàë âòîðîãî íà êðóã ÷åðåç 15 ìèíóò?

13.21. Íåâíèìàòåëüíûé ïóòåøåñòâåííèê ïëûë íà ëîäêå ïî òå÷åíèþ, êàê
âäðóã îáðîíèë â âîäó øëÿïó. Ïðîïàæó îí îáíàðóæèë ëèøü ÷åðåç t1 = 1 ÷àñ
ïîñëå ýòîãî. Îïîìíèâøèñü, îí ñðàçó ðàçâåðíóëñÿ è ïîïëûë îáðàòíî, îñòàâèâ
ìîùíîñòü äâèãàòåëÿ ëîäêè ïðåæíåé. ×åðåç êàêîå âðåìÿ t2 åìó óäàñòñÿ ïîäî-
áðàòü ñâîþ øëÿïó?

13.22. Ñïîðòñìåí-êàíîèñò ïëûë ïðîòèâ òå÷åíèÿ Òåìçû è ïîä Ëîíäîíñêèì
ìîñòîì ïîòåðÿë ôëÿãó. Ïðîïàæó îí çàìåòèë ëèøü ÷åðåç 10ìèí, ïîñëå ÷åãî
ðàçâåðíóë êàíîý è äîãíàë ôëÿãó ó Òàóýðñêîãî ìîñòà. Íàéäèòå ñêîðîñòü òå÷å-
íèÿ ðåêè, åñëè ìåæäó äâóìÿ ìîñòàìè 1 êì.
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13.23. Ðèê áåãàë ñ îäèíàêîâîé ñêîðîñòüþ ââåðõ-âíèç ïî äâèæóùåìóñÿ â îäíîì
íàïðàâëåíèè ýñêàëàòîðó, à Ìîðòè íàáëþäàë çà íèì è ïîäñ÷èòûâàë, ñêîëüêî
ñòóïåíåé Ðèê ïðîáåæèò. Ïîêà Ðèê ñáåæàë âíèç, Ìîðòè íàñ÷èòàë 30 ñòóïåíåé,
à ïî äîðîãå ââåðõ � 70 ñòóïåíåé. Ñêîëüêî ñòóïåíåé íàñ÷èòàë Ìîðòè, åñëè Ðèê
ïðîáåæàë áû ïî íåïîäâèæíîìó ýñêàëàòîðó?

Äîìàøíåå çàäàíèå

13.24. Äâà âåëîñèïåäèñòà îäíîâðåìåííî îòïðàâèëèñü â 88-êèëîìåòðîâûé ïðî-
áåã. Ïåðâûé åõàë ñî ñêîðîñòüþ, íà 3 êì/÷ áîëüøåé, ÷åì ñêîðîñòü âòîðîãî, è
ïðèáûë ê ôèíèøó íà 3 ÷àñà ðàíüøå âòîðîãî. Íàéòè ñêîðîñòü âåëîñèïåäèñòà,
ïðèøåäøåãî ê ôèíèøó âòîðûì. Îòâåò äàéòå â êì/÷.

13.25. Îò ïðèñòàíè À ê ïðèñòàíè Â, ðàññòîÿíèå ìåæäó êîòîðûìè ðàâíî
110 êì, îòïðàâèëñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ ïåðâûé òåïëîõîä, à ÷åðåç 1 ÷àñ ïî-
ñëå ýòîãî ñëåäîì çà íèì, ñî ñêîðîñòüþ íà 1 êì/÷ áîëüøåé, îòïðàâèëñÿ âòîðîé.
Íàéäèòå ñêîðîñòü âòîðîãî òåïëîõîäà, åñëè â ïóíêò Â îí ïðèáûë îäíîâðåìåííî
ñ ïåðâûì. Îòâåò äàéòå â êì/÷.

13.26. Äâà ìîòîöèêëèñòà ñòàðòóþò îäíîâðåìåííî â îäíîì íàïðàâëåíèè èç
äâóõ äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûõ òî÷åê êðóãîâîé òðàññû, äëèíà êîòîðîé
ðàâíà 14 êì. ×åðåç ñêîëüêî ìèíóò ìîòîöèêëèñòû ïîðàâíÿþòñÿ â ïåðâûé ðàç,
åñëè ñêîðîñòü îäíîãî èç íèõ íà 21 êì/÷ áîëüøå ñêîðîñòè äðóãîãî?

13.27. Èç îäíîé òî÷êè êðóãîâîé òðàññû, äëèíà êîòîðîé ðàâíà 14 êì, îäíî-
âðåìåííî â îäíîì íàïðàâëåíèè ñòàðòîâàëè äâà àâòîìîáèëÿ. Ñêîðîñòü ïåðâîãî
àâòîìîáèëÿ ðàâíà 80 êì/÷, è ÷åðåç 40 ìèíóò ïîñëå ñòàðòà îí îïåðåæàë âòîðîé
àâòîìîáèëü íà îäèí êðóã. Íàéäèòå ñêîðîñòü âòîðîãî àâòîìîáèëÿ. Îòâåò äàéòå
â êì/÷.

13.28. Ïðèñòàíè A è B ðàñïîëîæåíû íà îçåðå, ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè ðàâíî
390 êì. Áàðæà îòïðàâèëàñü ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ èç A â B. Íà ñëåäóþùèé
äåíü îíà îòïðàâèëàñü îáðàòíî ñî ñêîðîñòüþ íà 3êì/÷ áîëüøå ïðåæíåé, ñäåëàâ
ïî ïóòè îñòàíîâêó íà 9 ÷àñîâ. Â ðåçóëüòàòå îíà çàòðàòèëà íà îáðàòíûé ïóòü
ñòîëüêî æå âðåìåíè, ñêîëüêî íà ïóòü èç A â B. Íàéäèòå ñêîðîñòü (â êì/÷)
áàðæè íà ïóòè èç A â B.

13.29. Òåïëîõîä, ñêîðîñòü êîòîðîãî â íåïîäâèæíîé âîäå ðàâíà 25 êì/÷, ïðî-
õîäèò ïî òå÷åíèþ ðåêè è ïîñëå ñòîÿíêè âîçâðàùàåòñÿ â èñõîäíûé ïóíêò. Ñêî-
ðîñòü òå÷åíèÿ ðàâíà 3êì/÷, ñòîÿíêà äëèòñÿ 5 ÷àñîâ, à â èñõîäíûé ïóíêò òåïëî-
õîä âîçâðàùàåòñÿ ÷åðåç 30 ÷àñîâ ïîñëå îòïëûòèÿ èç íåãî. Ñêîëüêî êèëîìåòðîâ
ïðîø¼ë òåïëîõîä çà âåñü ðåéñ?

13.30. Ïåðâûå äâà ÷àñà àâòîìîáèëü åõàë ñî ñêîðîñòüþ 50 êì/÷, ñëåäóþùèé
÷àñ � ñî ñêîðîñòüþ 100 êì/÷, à çàòåì äâà ÷àñà � ñî ñêîðîñòüþ 75 êì/÷. Íàé-
äèòå ñðåäíþþ ñêîðîñòü (â êì/÷) àâòîìîáèëÿ íà âñåì ïóòè.
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13.31. Ïîåçä, äâèãàÿñü ðàâíîìåðíî ñî ñêîðîñòüþ 60 êì/÷, ïðîåçæàåò ìèìî
ëåñîïîëîñû, äëèíà êîòîðîé ðàâíà 400 ìåòðàì, çà 1 ìèíóòó. Íàéäèòå äëèíó
ïîåçäà â ìåòðàõ.

13.32. Ïî äâóì ïàðàëëåëüíûì æåëåçíîäîðîæíûì ïóòÿì â îäíîì íàïðàâëå-
íèè ñëåäóþò ïàññàæèðñêèé è òîâàðíûé ïîåçäà, ñêîðîñòè êîòîðûõ ðàâíû ñî-
îòâåòñòâåííî 90 êì/÷ è 30 êì/÷. Äëèíà òîâàðíîãî ïîåçäà ðàâíà 600 ìåòðàì.
Íàéäèòå äëèíó ïàññàæèðñêîãî ïîåçäà, åñëè âðåìÿ, çà êîòîðîå îí ïðîø¼ë ìèìî
òîâàðíîãî ïîåçäà, ðàâíî 1 ìèíóòå. Îòâåò äàéòå â ìåòðàõ.

13.33. Èç äâóõ ãîðîäîâ, ðàññòîÿíèå ìåæäó êîòîðûìè ðàâíî 560 êì, íàâñòðå-
÷ó äðóã äðóãó îäíîâðåìåííî âûåõàëè äâà àâòîìîáèëÿ. ×åðåç ñêîëüêî ÷àñîâ
àâòîìîáèëè âñòðåòÿòñÿ, åñëè èõ ñêîðîñòè ðàâíû 65 êì/÷ è 75 êì/÷?

13.34. Èç ãîðîäîâ A è B, ðàññòîÿíèå ìåæäó êîòîðûìè ðàâíî 330 êì, íàâñòðå-
÷ó äðóã äðóãó îäíîâðåìåííî âûåõàëè äâà àâòîìîáèëÿ è âñòðåòèëèñü ÷åðåç 3
÷àñà íà ðàññòîÿíèè 180 êì îò ãîðîäà B. Íàéäèòå ñêîðîñòü àâòîìîáèëÿ, âû-
åõàâøåãî èç ãîðîäà A. Îòâåò äàéòå â êì/÷.

13.35. Ïîåçä, äâèãàÿñü ðàâíîìåðíî ñî ñêîðîñòüþ 80 êì/÷, ïðîåçæàåò ìèìî
ïðèäîðîæíîãî ñòîëáà çà 36 ñåêóíä. Íàéäèòå äëèíó ïîåçäà â ìåòðàõ.

13.36. Äâà ÷åëîâåêà îòïðàâëÿþòñÿ èç îäíîãî è òîãî æå ìåñòà íà ïðîãóëêó
äî îïóøêè ëåñà, íàõîäÿùåéñÿ â 4,4 êì îò ìåñòà îòïðàâëåíèÿ. Îäèí èä¼ò ñî
ñêîðîñòüþ 2,5 êì/÷, à äðóãîé � ñî ñêîðîñòüþ 3êì/÷. Äîéäÿ äî îïóøêè, âòîðîé
ñ òîé æå ñêîðîñòüþ âîçâðàùàåòñÿ îáðàòíî. Íà êàêîì ðàññòîÿíèè îò òî÷êè
îòïðàâëåíèÿ ïðîèçîéä¼ò èõ âñòðå÷à?

13.37. Äîðîãà ìåæäó ïóíêòàìèÀ èÂ ñîñòîèò èç ïîäú¼ìà è ñïóñêà, à å¼ äëèíà
ðàâíà 8 êì. Ïóòü èç À â Â çàíÿë ó òóðèñòà 5 ÷àñîâ, èç êîòîðûõ 1 ÷àñ óø¼ë
íà ñïóñê. Íàéäèòå ñêîðîñòü òóðèñòà íà ñïóñêå, åñëè îíà áîëüøå ñêîðîñòè íà
ïîäú¼ìå íà 3 êì/÷. Îòâåò äàéòå â êì/÷.
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Óðîê �14. Ïëàíèìåòðèÿ. Ðåøåíèå ïðîèçâîëüíî-

ãî òðåóãîëüíèêà. Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ñîîòíîøå-

íèÿ â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå.

Îñíîâíûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ

A

C B

α

β

sinα =
BC

AB
cosα =

AC

AB

tgα =
BC

AC
ctgα =

AC

BC

Åñëè α+ β = 90◦, òî
sinα = cosβ cosα = sinβ
tgα = ctg β ctgα = tg β

tgα =
sinα

cosα
ctgα =

cosα

sinα

tgα · ctgα = 1 sin2 α+ cos2 α = 1

1 + tg2 α =
1

cos2 α
1 + ctg2 α =

1

sin2 α

Ðåøåíèå ïðîèçâîëüíîãî òðåóãîëüíèêà

a

b

c

β

γα

Òðåóãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè
a, b, c è óãëàìè α, β, γ

òåîðåìà ñèíóñîâ a

sinα
=

b

sinβ
=

c

sin γ
= 2R

òåîðåìà êîñèíóñîâ
a2 = b2 + c2 − 2bc · cosα
b2 = c2 + a2 − 2ca · cosβ
c2 = a2 + b2 − 2ab · cos γ
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Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè òóïîãî óãëà

A

C B

γ

sin γ = sin∠ABC
cos γ = − cos∠ABC
tg γ = − tg∠ABC

Çàäà÷è íàõîæäåíèÿ óãëîâ íà êëåò÷àòîé áóìàãå

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ äàííîãî òèïà îáû÷íî óäîáíî äîñòðîèòü óãîë äî ïðÿìî-
óãîëüíîãî, ðàâíîáåäðåííîãî èëè ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà. Åñëè íåîáõî-
äèìî, òî èñïîëüçóåì òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè òóïîãî óãëà.

Îáñóæäåíèå òåìû

Ðàçîáðàòü âñå âàðèàíòû ðåøåíèÿ ïðîèçâîëüíîãî òðåóãîëüíèêà: ïî òð¼ì çà-
äàííûì ñòîðîíàì; ïî äâóì çàäàííûì ñòîðîíàì è óãëó (èëè ëþáîé òðèãîíî-
ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè óãëà); ïî çàäàííîé ñòîðîíå è äâóì óãëàì (èëè ëþáûì
òðèãîíîìåòðè÷åñêèì ôóíêöèÿì ýòèõ óãëîâ).

Çàäàíèÿ

14.1. Â òðåóãîëüíèêå ABC óãîë C ðàâåí 90◦, cosA = 0,48. Íàéäèòå sinB.

14.2. Â òðåóãîëüíèêå ABC óãîë C ðàâåí 90◦, cosA =

√
17

17
. Íàéäèòå tgB.

14.3. Ñòîðîíà AB òðåóãîëüíèêà ABC ðàâíà 1. Ïðîòèâîëåæàùèé åé óãîë C
ðàâåí 30◦. Íàéäèòå ðàäèóñ îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî ýòîãî òðåóãîëüíèêà.

14.4. Â òðåóãîëüíèêå ABC óãîë C ðàâåí 90◦, tgA = 2. Íàéäèòå tgB.

14.5. Â òðåóãîëüíèêå ABC óãîë C ðàâåí 90◦, CH � âûñîòà, BC = 3, sinA =
1

6
. Íàéäèòå AH.

14.6. Â òðåóãîëüíèêå ABC AC = BC, AH � âûñîòà, cosBAC =

√
17

17
. Íàé-

äèòå tgBAH.
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14.7. Íàéäèòå áîëüøóþ äèàãîíàëü ðîìáà, ñòîðîíà êîòîðîãî ðàâíà
√

3, à îñò-
ðûé óãîë ðàâåí 60◦.

A

D C

B

14.8. Â òóïîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC AC = BC = 4
√

5, âûñîòà AH = 4.
Íàéäèòå tgACB.

14.9. Â òðåóãîëüíèêå ABC AC = BC, âûñîòà AH ðàâíà 4, BH = 8. Íàéäèòå
tgBAC.

14.10. Â òðåóãîëüíèêå ABC AC = BC, AB = 8, òàíãåíñ âíåøíåãî óãëà ïðè

âåðøèíå A ðàâåí − 33

4
√

33
. Íàéäèòå AC.

14.11. Îñíîâàíèÿ ðàâíîáåäðåííîé òðàïåöèè ðàâíû 6 è 12. Ñèíóñ îñòðîãî óãëà
òðàïåöèè ðàâåí 0,8. Íàéäèòå áîêîâóþ ñòîðîíó.

14.12. Íàéäèòå êîñèíóñ óãëà AOB. Â îòâåòå óêàæèòå çíà÷åíèå êîñèíóñà,
óìíîæåííîå íà 2

√
2.

AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA

BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB

OOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO

14.13. Íàéäèòå òàíãåíñ óãëà AOB.

AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAABBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB

OOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO

98



14.14. Â òðåóãîëüíèêå ABC óãîë C ðàâåí 90◦, CH � âûñîòà, AB = 13, tgA =
1

5
. Íàéäèòå BH.

Äîìàøíåå çàäàíèå

14.15. Íàéäèòå ñèíóñ óãëà íàêëîíà îòðåçêà, ñîåäèíÿþùåãî òî÷êè O(0; 0) è
A(6; 8) ñ îñüþ àáñöèññ.

14.16. Â òðåóãîëüíèêå ABC óãîë C ðàâåí 90◦, tgA =
7

24
. Íàéäèòå sinA.

14.17. Â òðåóãîëüíèêå ABC óãîë C ðàâåí 90◦, AB = 40, AC = 4
√

51. Íàéäèòå
sinA.

14.18. Â òðåóãîëüíèêå ABC AC = BC, AB = 9,6, sinA =
7

25
. Íàéäèòå AC.

14.19. Â òðåóãîëüíèêå ABC óãîë C ðàâåí 90◦, sinA =
4√
17
. Íàéäèòå òàíãåíñ

âíåøíåãî óãëà ïðè âåðøèíå B.

14.20. Â òðåóãîëüíèêå ABC óãîë C ðàâåí 90◦, AC = 12, cosA =

√
51

10
. Íàé-

äèòå âûñîòó CH.

14.21. Â ïàðàëëåëîãðàììå ABCD AB = 3, AD = 21, sinA =
6

7
. Íàéäèòå

áîëüøóþ âûñîòó ïàðàëëåëîãðàììà.

14.22. Â ïàðàëëåëîãðàììå ABCD cosA =

√
51

10
. Íàéäèòå sinB.

14.23. Îñíîâàíèÿ ðàâíîáåäðåííîé òðàïåöèè ðàâíû 43 è 73. Êîñèíóñ îñòðîãî

óãëà òðàïåöèè ðàâåí
5

7
. Íàéäèòå áîêîâóþ ñòîðîíó.

14.24. Íàéäèòå ñèíóñ óãëà AOB. Â îòâåòå óêàæèòå çíà÷åíèå ñèíóñà, óìíî-

æåííîå íà

√
5

2
.

AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA

BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB

OOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO
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14.25. Â òðåóãîëüíèêå ABC AC = BC, AB = 72, cosA =
12

13
. Íàéäèòå âûñîòó

CH.

14.26. Áîêîâàÿ ñòîðîíà ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíà 1, óãîë ïðè âåð-
øèíå, ïðîòèâîëåæàùåé îñíîâàíèþ, ðàâåí 120◦. Íàéäèòå äèàìåòð îïèñàííîé
îêðóæíîñòè ýòîãî òðåóãîëüíèêà.

C

A B

14.27. Â òðåóãîëüíèêå ABC óãîë C ðàâåí 90◦, sinA =
11

14
, AC = 10

√
3. Íàé-

äèòå AB.

14.28. Â òðåóãîëüíèêå ABC AC = BC = 2
√

3, óãîë C ðàâåí 120◦. Íàéäèòå
âûñîòó AH.

C

A B

H

14.29. Áîêîâûå ñòîðîíû ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíû 40, îñíîâàíèå
ðàâíî 48. Íàéäèòå ðàäèóñ îïèñàííîé îêðóæíîñòè ýòîãî òðåóãîëüíèêà.

A B

C

14.30. Äîêàæèòå, ÷òî ïëîùàäü âûïóêëîãî ÷åòûð¼õóãîëüíèêà ðàâíà ïîëîâèíå
ïðîèçâåäåíèÿ åãî äèàãîíàëåé íà ñèíóñ óãëà ìåæäó íèìè.
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Óðîê �15. Ïðîãðåññèè. Çàäà÷è íà àðèôìåòè÷å-

ñêóþ è ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåññèè.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Ôóíêöèþ âèäà y = f(x), ãäå x ∈ N, íàçûâàþò ôóíêöèåé íàòóðàëüíîãî àð-
ãóìåíòà èëè ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ è îáîçíà÷àþò y = f(n) èëè
y1, y2, . . . , yn, . . . èëè (yn).

Çíà÷åíèÿ y1, y2, . . . , yn, . . . íàçûâàþò ñîîòâåòñòâåííî ïåðâûì, âòîðûì è ò.ä.
÷ëåíàìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Â ñèìâîëå yn ÷èñëî n íàçûâàþò èíäåêñîì.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî çàäàâàòü ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè, ñðåäè êîòîðûõ
îñîáåííî âàæíû äâà: àíàëèòè÷åñêèé è ðåêóððåíòíûé.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàäàíà àíàëèòè÷åñêè, åñëè óêàçàíà ôîðìóëà å¼ n-ãî
÷ëåíà yn = f(n).

Ïðè ðåêóððåíòíîì çàäàíèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè óêàçûâàåòñÿ ïðàâèëî, ïîç-
âîëÿþùåå âû÷èñëèòü n-é ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, åñëè èçâåñòíû å¼ ïðåäû-
äóùèå ÷ëåíû.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (yn) íàçûâàþò âîçðàñòàþùåé, åñëè êàæäûé ÷ëåí å¼
(êðîìå ïåðâîãî) áîëüøå ïðåäûäóùåãî è óáûâàþùåé, åñëè êàæäûé ÷ëåí å¼
(êðîìå ïåðâîãî) ìåíüøå ïðåäûäóùåãî. Âîçðàñòàþùèå è óáûâàþùèå ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè îáúåäèíÿþò îáùèì òåðìèíîì � ìîíîòîííûå ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè.

Àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ

×èñëîâóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, êàæäûé ÷ëåí êîòîðîé, íà÷èíàÿ ñî âòîðîãî, ðà-
âåí ñóììå ïðåäûäóùåãî ÷ëåíà è îäíîãî è òîãî æå ÷èñëà d, íàçûâàþò àðèôìå-
òè÷åñêîé ïðîãðåññèåé, à ÷èñëî d � ðàçíîñòüþ àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè.

an+1 = an + d

an = a1 + (n− 1)d

ai = aj + (i− j)d

an =
an−1 + an+1

2
, n > 1

Sn =
(a1 + an)n

2

Sn =
2a1 + (n− 1)d

2
·n

101



Ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ

×èñëîâóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, âñå ÷ëåíû êîòîðîé îòëè÷íû îò 0 è êàæäûé
÷ëåí êîòîðîé, íà÷èíàÿ ñî âòîðîãî, ïîëó÷àåòñÿ èç ïðåäûäóùåãî ÷ëåíà óìíîæå-
íèåì åãî íà îäíî è òî æå ÷èñëî q, íàçûâàþò ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèåé,
a q � çíàìåíàòåëåì ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè.

Ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ ÿâëÿåòñÿ âîçðàñòàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ,
åñëè b1 > 0, q > 1 è óáûâàþùåé, åñëè b1 > 0, 0 < q < 1.

bn+1 = bn· q

bn = b1· qn−1

bi = bj · qi−j

b2n = bn−1bn+1, n > 1

Sn =
b1(qn − 1)

q − 1

Cóììà áåñêîíå÷íî óáûâàþùåé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåñèè:

S =
b1

1− q
, |q| < 1

Îáñóæäåíèå òåìû

Â àðèôìåòè÷åñêîé è ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèÿõ: ïîêàçàòü, ÷òî ëþáûå äâà
÷ëåíà ïðîãðåññèè å¼ ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþò; ïîêàçàòü âûâîä ôîðìóëû ñóììû
n ïåðâûõ å¼ ÷ëåíîâ.

Çàäàíèÿ

15.1. Çàäàíà ôîðìóëà n-ãî ÷ëåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè cn = −7n + 3. Âû÷èñ-
ëèòå ïåðâûå ïÿòü ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

15.2. Âûïèøèòå ïåðâûå øåñòü ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (xn), çàäàííîé ðå-
êóððåíòíî: x1 = −3, xn = −xn−1 − 2 (n = 2, 3, 4, . . . ).

15.3. Íà÷èíàÿ ñ êàêîãî íîìåðà âñå ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (xn), ãäå xn =
34−n, áóäóò ìåíüøå çàäàííîãî ÷èñëà A = 0,5?

15.4. Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü bn =
n+ 1

n
óáûâàåò.
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15.5. Ñóììà âòîðîãî è ïÿòîãî ÷ëåíîâ àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè ðàâíà 18,
à ïðîèçâåäåíèå âòîðîãî è òðåòüåãî å¼ ÷ëåíîâ ðàâíî 21. Íàéäèòå ïðîãðåññèþ,
åñëè èçâåñòíî, ÷òî âòîðîé å¼ ÷ëåí � íàòóðàëüíîå ÷èñëî.

15.6. Íàéäèòå ñóììó âñåõ òð¼õçíà÷íûõ ÷èñåë, êîòîðûå äåëÿòñÿ íà 7 è íå
äåëÿòñÿ íà 13.

15.7. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ÷èñëà
1

a
,

1

b
,

1

c
îáðàçóþò êîíå÷íóþ àðèôìåòè÷åñêóþ

ïðîãðåññèþ, òî âåðíî ðàâåíñòâî ab+ bc+ ac = 3ac.

15.8. Â ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê ñî ñòîðîíîé 32 ñì ïîñëåäîâàòåëüíî âïèñûâà-
þòñÿ òðåóãîëüíèêè; âåðøèíû êàæäîãî ïîñëåäóþùåãî òðåóãîëüíèêà ÿâëÿþò-
ñÿ ñåðåäèíàìè ñòîðîí ïðåäûäóùåãî òðåóãîëüíèêà. Äîêàæèòå, ÷òî ïåðèìåòðû
òðåóãîëüíèêîâ îáðàçóþò ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ è çàïèøèòå ôîðìóëó n-
ãî ÷ëåíà ýòîé ïðîãðåññèè.

15.9. Ìåæäó ÷èñëàìè 1 è 81 âñòàâüòå òðè òàêèõ ÷èñëà, ÷òîáû îíè âìåñòå ñ
äàííûìè ÷èñëàìè îáðàçîâàëè ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ.

15.10. Òðè ÷èñëà, ñóììà êîòîðûõ ðàâíà 31, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê òðè
ïîñëåäîâàòåëüíûå ÷ëåíà ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè èëè êàê 1-é, 2-é è 7-é
÷ëåíû àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè. Íàéäèòå ýòè ÷èñëà.

15.11 (ÎÌÌÎ 2014, �1). Â áåñêîíå÷íîé ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
x1, x2, x3, . . . íå âñå ÷ëåíû ðàâíû ìåæäó ñîáîé. Äëÿ âñåõ n > 2 âûïîëíÿåò-
ñÿ ðàâåíñòâî

xn =
xn−1 + xn + xn+1

3
.

Íàéòè îòíîøåíèå
x2012 − x1006

x1006 − x503
.

15.12. Íàéäèòå ñóììó öèôð âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îò 1 äî 109.

15.13 (ÎÌÌÎ 2009, �6). Òðåòèé, ÷åòâ¼ðòûé, ñåäüìîé è ïîñëåäíèé ÷ëåíû
íåïîñòîÿííîé àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè îáðàçóþò ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåñ-
ñèþ. Íàéäèòå ÷èñëî ÷ëåíîâ ýòîé àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè.

Äîìàøíåå çàäàíèå

15.14. Áðèãàäà ìàëÿðîâ êðàñèò çàáîð äëèíîé 240 ìåòðîâ, åæåäíåâíî óâåëè-
÷èâàÿ íîðìó ïîêðàñêè íà îäíî è òî æå ÷èñëî ìåòðîâ. Èçâåñòíî, ÷òî çà ïåðâûé
è ïîñëåäíèé äåíü â ñóììå áðèãàäà ïîêðàñèëà 60 ìåòðîâ çàáîðà. Îïðåäåëèòå,
ñêîëüêî äíåé áðèãàäà ìàëÿðîâ êðàñèëà âåñü çàáîð.
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15.15. Òóðèñò èä¼ò èç îäíîãî ãîðîäà â äðóãîé, êàæäûé äåíü ïðîõîäÿ áîëüøå,
÷åì â ïðåäûäóùèé äåíü, íà îäíî è òî æå ðàññòîÿíèå. Èçâåñòíî, ÷òî çà ïåðâûé
äåíü òóðèñò ïðîø¼ë 10 êèëîìåòðîâ. Îïðåäåëèòå, ñêîëüêî êèëîìåòðîâ ïðîø¼ë
òóðèñò çà òðåòèé äåíü, åñëè âåñü ïóòü îí ïðîø¼ë çà 6 äíåé, à ðàññòîÿíèå ìåæäó
ãîðîäàìè ñîñòàâëÿåò 120 êèëîìåòðîâ.

15.16. Ãðóçîâèê ïåðåâîçèò ïàðòèþ ùåáíÿ ìàññîé 210 òîíí, åæåäíåâíî óâåëè-
÷èâàÿ íîðìó ïåðåâîçêè íà îäíî è òî æå ÷èñëî òîíí. Èçâåñòíî, ÷òî çà ïåðâûé
äåíü áûëî ïåðåâåçåíî 2 òîííû ùåáíÿ. Îïðåäåëèòå, ñêîëüêî òîíí ùåáíÿ áûëî
ïåðåâåçåíî çà äåâÿòûé äåíü, åñëè âñÿ ðàáîòà áûëà âûïîëíåíà çà 14 äíåé.

15.17. Óëèòêà ïîëç¼ò îò îäíîãî äåðåâà äî äðóãîãî. Êàæäûé äåíü îíà ïðîïîë-
çàåò íà îäíî è òî æå ðàññòîÿíèå áîëüøå, ÷åì â ïðåäûäóùèé äåíü. Èçâåñòíî,
÷òî çà ïåðâûé è ïîñëåäíèé äíè óëèòêà ïðîïîëçëà â îáùåé ñëîæíîñòè 10 ìåò-
ðîâ. Îïðåäåëèòå, ñêîëüêî äíåé óëèòêà ïîòðàòèëà íà âåñü ïóòü, åñëè ðàññòîÿíèå
ìåæäó äåðåâüÿìè ðàâíî 150 ìåòðàì.

15.18. Áèçíåñìåí Áóáëèêîâ ïîëó÷èë â 2000 ãîäó ïðèáûëü â ðàçìåðå 5000 ðóá-
ëåé. Êàæäûé ñëåäóþùèé ãîä åãî ïðèáûëü óâåëè÷èâàëàñü íà 300% ïî ñðàâíå-
íèþ ñ ïðåäûäóùèì ãîäîì. Ñêîëüêî ðóáëåé çàðàáîòàë Áóáëèêîâ çà 2003 ãîä?

15.19. Êîìïàíèÿ ¾Àëüôà¿ íà÷àëà èíâåñòèðîâàòü ñðåäñòâà â ïåðñïåêòèâíóþ
îòðàñëü â 2001 ãîäó, èìåÿ êàïèòàë â ðàçìåðå 5000 äîëëàðîâ. Êàæäûé ãîä, íà-
÷èíàÿ ñ 2002 ãîäà, îíà ïîëó÷àëà ïðèáûëü, êîòîðàÿ ñîñòàâëÿëà 200% îò êàïè-
òàëà ïðåäûäóùåãî ãîäà. À êîìïàíèÿ ¾Áåòà¿ íà÷àëà èíâåñòèðîâàòü ñðåäñòâà
â äðóãóþ îòðàñëü â 2003 ãîäó, èìåÿ êàïèòàë â ðàçìåðå 10 000 äîëëàðîâ, è,
íà÷èíàÿ ñ 2004 ãîäà, åæåãîäíî ïîëó÷àëà ïðèáûëü, ñîñòàâëÿþùóþ 400% îò êà-
ïèòàëà ïðåäûäóùåãî ãîäà. Íà ñêîëüêî äîëëàðîâ êàïèòàë îäíîé èç êîìïàíèé
áûë áîëüøå êàïèòàëà äðóãîé ê êîíöó 2006 ãîäà, åñëè ïðèáûëü èç îáîðîòà íå
èçûìàëàñü?
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Óðîê �16. Ïëàíèìåòðèÿ. Ñóììà óãëîâ n-óãîëü-
íèêà. Ïðàâèëüíûé ìíîãîóãîëüíèê.

Ñóììà óãëîâ n-óãîëüíèêà

α1

α2 αn α1 + α2 + · · ·+ αn = 180◦(n− 2)

Ïðàâèëüíûé n-óãîëüíèê

α α

α =
180◦(n− 2)

n

a

R R
r

a = 2R · sin 180◦

n

a = 2r · tg 180◦

n

A C

B

A1C1

B1

OOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO

Äëÿ ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà:
a = AB = BC = CA

h =

√
3

2
a

R =
2

3
h

r =
1

3
h

AB

C

D E

F

a

R R

Äëÿ ïðàâèëüíîãî øåñòèóãîëüíèêà:
a = R
AB ‖ CF
CF = 2a
BD ⊥ BA
BD =

√
3a

105



Îáñóæäåíèå òåìû

Âûâåñòè ôîðìóëó ñóììû óãëîâ n-óãîëüíèêà.

Âûâåñòè ôîðìóëû, ñâÿçûâàþùèå ðàäèóñû âïèñàííîé è îïèñàííîé îêðóæíîñòè
ñî ñòîðîíîé ïðàâèëüíîãî ìíîãîóãîëüíèêà è ÷èñëîì åãî ñòîðîí.

Äëÿ ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà, ÷åòûð¼õóãîëüíèêà è øåñòèóãîëüíèêà âûðà-
çèòü ðàäèóñû âïèñàííîé è îïèñàííîé îêðóæíîñòè ÷åðåç ñòîðîíó.

Çàäàíèÿ

16.1. Íàéäèòå ðàäèóñ îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â ïðàâèëüíûé øåñòèóãîëüíèê
ñî ñòîðîíîé

√
3.

16.2. Óãîë ìåæäó ñòîðîíîé ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà, âïèñàííîãî â îêðóæ-
íîñòü, è ðàäèóñîì ýòîé îêðóæíîñòè, ïðîâåä¼ííûì â îäíó èç âåðøèí ñòîðîíû,
ðàâåí 54◦. Íàéäèòå n.

16.3. Ðàäèóñ îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà, ðàâåí√
3. Íàéäèòå ñòîðîíó ýòîãî òðåóãîëüíèêà.

16.4. Îêîëî îêðóæíîñòè, ðàäèóñ êîòîðîé ðàâåí

√
3

2
, îïèñàí ïðàâèëüíûé øå-

ñòèóãîëüíèê. Íàéäèòå ðàäèóñ îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî ýòîãî øåñòè-
óãîëüíèêà.

16.5. ×åìó ðàâíà ñòîðîíà ïðàâèëüíîãî øåñòèóãîëüíèêà, âïèñàííîãî â îêðóæ-
íîñòü, ðàäèóñ êîòîðîé ðàâåí 6?

16.6. Ðàäèóñ îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê, ðàâåí 6.
Íàéäèòå âûñîòó ýòîãî òðåóãîëüíèêà.

16.7. Íàéäèòå ðàäèóñ îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî ïðàâèëüíîãî òðåóãîëü-
íèêà ABC, ñ÷èòàÿ ñòîðîíû êâàäðàòíûõ êëåòîê ðàâíûìè 1.

AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA

BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB

CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCC
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Óðîê �17. Çàäà÷è íà ðàáîòó, ñìåñè è ñïëàâû.

Çàäà÷è íà ðàáîòó

A = p · t, ãäå A � ðàáîòà, p � ïðîèçâîäèòåëüíîñòü, t � âðåìÿ.

Ïðè ñîâìåñòíîé ðàáîòå: pñîâì = p1 + p2.

Êîãäà îáú¼ì ðàáîòû íå çàäàí, åãî ìîæíî ïðèíÿòü ðàâíûì 1.

Çàäà÷è íà áàññåéíû è òðóáû îòíîñÿòñÿ ê ýòîé æå òåìå.

Çàäà÷è íà ñìåñè è ñïëàâû

Ñóììàðíàÿ ìàññà (èëè îáú¼ì) ñìåñåé èëè ñïëàâîâ íå ìåíÿåòñÿ. Ñóììàðíàÿ
ìàññà (èëè îáú¼ì) êàæäîãî ðàñòâîð¼ííîãî âåùåñòâà íå ìåíÿåòñÿ.

Â çàäà÷àõ íà âûñóøèâàíèå íåèçìåííîé îñòà¼òñÿ ìàññà ñóõîãî âåùåñòâà.

Çàäàíèÿ

17.1. Íà èçãîòîâëåíèå 99 äåòàëåé ïåðâûé ðàáî÷èé òðàòèò íà 2 ÷àñà ìåíüøå,
÷åì âòîðîé ðàáî÷èé íà èçãîòîâëåíèå 110 òàêèõ æå äåòàëåé. Èçâåñòíî, ÷òî ïåð-
âûé ðàáî÷èé çà ÷àñ äåëàåò íà 1 äåòàëü áîëüøå, ÷åì âòîðîé. Ñêîëüêî äåòàëåé
â ÷àñ äåëàåò âòîðîé ðàáî÷èé?

17.2. Äâîå ðàáî÷èõ, ðàáîòàÿ âìåñòå, ìîãóò âûïîëíèòü ðàáîòó çà 12 äíåé. Çà
ñêîëüêî äíåé, ðàáîòàÿ îòäåëüíî, âûïîëíèò ýòó ðàáîòó ïåðâûé ðàáî÷èé, åñëè
îí çà äâà äíÿ âûïîëíÿåò òàêóþ æå ÷àñòü ðàáîòû, êàêóþ âòîðîé � çà òðè äíÿ?

17.3. Èìååòñÿ äâà ñïëàâà. Ïåðâûé ñîäåðæèò 10% íèêåëÿ, âòîðîé � 30% íèêå-
ëÿ. Èç ýòèõ äâóõ ñïëàâîâ ïîëó÷èëè òðåòèé ñïëàâ ìàññîé 200 êã, ñîäåðæàùèé
25% íèêåëÿ. Íà ñêîëüêî êèëîãðàììîâ ìàññà ïåðâîãî ñïëàâà ìåíüøå ìàññû
âòîðîãî?

17.4. Ïåðâûé ñïëàâ ñîäåðæèò 10% ìåäè, âòîðîé � 40% ìåäè. Ìàññà âòîðîãî
ñïëàâà áîëüøå ìàññû ïåðâîãî íà 3 êã. Èç ýòèõ äâóõ ñïëàâîâ ïîëó÷èëè òðåòèé
ñïëàâ, ñîäåðæàùèé 30% ìåäè. Íàéäèòå ìàññó òðåòüåãî ñïëàâà. Îòâåò äàéòå â
êèëîãðàììàõ.

17.5. Ñìåøàâ 30-ïðîöåíòíûé è 60-ïðîöåíòíûé ðàñòâîðû êèñëîòû è äîáà-
âèâ 10 êã ÷èñòîé âîäû, ïîëó÷èëè 36-ïðîöåíòíûé ðàñòâîð êèñëîòû. Åñëè áû
âìåñòî 10 êã âîäû äîáàâèëè 10 êã 50-ïðîöåíòíîãî ðàñòâîðà òîé æå êèñëîòû,
òî ïîëó÷èëè áû 41-ïðîöåíòíûé ðàñòâîð êèñëîòû. Ñêîëüêî êèëîãðàììîâ 30-
ïðîöåíòíîãî ðàñòâîðà èñïîëüçîâàëè äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñìåñè?
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17.6. Èìååòñÿ äâà ñîñóäà. Ïåðâûé ñîäåðæèò 30 êã, à âòîðîé � 20 êã ðàñòâîðà
êèñëîòû ðàçëè÷íîé êîíöåíòðàöèè. Åñëè ýòè ðàñòâîðû ñìåøàòü, òî ïîëó÷èò-
ñÿ ðàñòâîð, ñîäåðæàùèé 68% êèñëîòû. Åñëè æå ñìåøàòü ðàâíûå ìàññû ýòèõ
ðàñòâîðîâ, òî ïîëó÷èòñÿ ðàñòâîð, ñîäåðæàùèé 70% êèñëîòû. Ñêîëüêî êèëî-
ãðàììîâ êèñëîòû ñîäåðæèòñÿ â ïåðâîì ñîñóäå?

17.7. Êàæäûé èç äâóõ ðàáî÷èõ îäèíàêîâîé êâàëèôèêàöèè ìîæåò âûïîëíèòü
çàêàç çà 15 ÷àñîâ. ×åðåç 3 ÷àñà ïîñëå òîãî, êàê îäèí èç íèõ ïðèñòóïèë ê âûïîë-
íåíèþ çàêàçà, ê íåìó ïðèñîåäèíèëñÿ âòîðîé ðàáî÷èé, è ðàáîòó íàä çàêàçîì
îíè äîâåëè äî êîíöà óæå âìåñòå. Ñêîëüêî ÷àñîâ ïîòðåáîâàëîñü íà âûïîëíåíèå
âñåãî çàêàçà?

17.8. Ïåðâûé íàñîñ íàïîëíÿåò áàê çà 20 ìèíóò, âòîðîé � çà 30 ìèíóò, à òðåòèé
� çà 1 ÷àñ. Çà ñêîëüêî ìèíóò íàïîëíÿò áàê òðè íàñîñà, ðàáîòàÿ îäíîâðåìåííî?

17.9. Ïåòÿ è Âàíÿ âûïîëíÿþò îäèíàêîâûé òåñò. Ïåòÿ îòâå÷àåò çà ÷àñ íà 8
âîïðîñîâ òåñòà, à Âàíÿ � íà 9. Îíè îäíîâðåìåííî íà÷àëè îòâå÷àòü íà âîïðîñû
òåñòà, è Ïåòÿ çàêîí÷èë ñâîé òåñò ïîçæå Âàíè íà 20 ìèíóò. Ñêîëüêî âîïðîñîâ
ñîäåðæèò òåñò?

17.10. Ïëèòî÷íèê äîëæåí óëîæèòü 175ì2 ïëèòêè. Åñëè îí áóäåò óêëàäû-
âàòü íà 10ì2 â äåíü áîëüøå, ÷åì çàïëàíèðîâàë, òî çàêîí÷èò ðàáîòó íà 2 äíÿ
ðàíüøå. Ñêîëüêî êâàäðàòíûõ ìåòðîâ ïëèòêè â äåíü ïëàíèðóåò óêëàäûâàòü
ïëèòî÷íèê?

17.11. Äâå áðèãàäû, ñîñòîÿùèå èç ðàáî÷èõ îäèíàêîâîé êâàëèôèêàöèè, îäíî-
âðåìåííî íà÷àëè âûïîëíÿòü äâà îäèíàêîâûõ çàêàçà. Â ïåðâîé áðèãàäå áûëî
16 ðàáî÷èõ, à âî âòîðîé � 25 ðàáî÷èõ. ×åðåç 7 äíåé ïîñëå íà÷àëà ðàáîòû
â ïåðâóþ áðèãàäó ïåðåøëè 8 ðàáî÷èõ èç âòîðîé áðèãàäû. Â èòîãå îáà çàêà-
çà áûëè âûïîëíåíû îäíîâðåìåííî. Íàéäèòå, ñêîëüêî äíåé ïîòðåáîâàëîñü íà
âûïîëíåíèå çàêàçîâ.

17.12. Èìåþòñÿ äâà ñïëàâà çîëîòà è ñåðåáðà, â îäíîì ìàññû ýòèõ ìåòàëëîâ
íàõîäÿòñÿ â îòíîøåíèè 2 : 3, â äðóãîì � â îòíîøåíèè 3 : 7. Ñêîëüêî íóæíî
âçÿòü îò êàæäîãî ñïëàâà, ÷òîáû ïîëó÷èòü 8 êã ñïëàâà, â êîòîðîì çîëîòî è
ñåðåáðî áûëè áû â îòíîøåíèè 5 : 11?

17.13. Åñòü äâà ñòàêàíà: îäèí ñ ìîëîêîì, äðóãîé ñ âîäîé. Èç ïåðâîãî ïåðåëèëè
ëîæêó âî âòîðîé, ïåðåìåøàëè è ïåðåëèëè ëîæêó ñìåñè îáðàòíî.

a) ×åãî áîëüøå: âîäû â ñòàêàíå ñ ìîëîêîì èëè ìîëîêà â ñòàêàíå ñ âîäîé?

á) Òîò æå âîïðîñ, åñëè îïèñàííóþ ïðîöåäóðó ïîâòîðèëè 100 ðàç.

17.14. Ïî ñëó÷àþ ïðàçäíîâàíèÿ äíÿ Ñìåõà Äæîí è Èâàí ïðèãîòîâèëè ñåáå
ïî êîêòåéëþ. Äæîí ñìåøàë ÿáëî÷íîå âàðåíüå ñ âèøí¼âûì, à Èâàí � àáðèêî-
ñîâîå ñ âèíîãðàäíûì. Èçâåñòíî, ÷òî â ÿáëî÷íîì âàðåíüå ñîäåðæàíèå ñàõàðà
âûøå, ÷åì â àáðèêîñîâîì, à â âèøí¼âîì � ÷åì â âèíîãðàäíîì. Ìîæíî ëè
óòâåðæäàòü, ÷òî Äæîí ïü¼ò áîëåå ñëàäêèé êîêòåéëü?
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17.15. Â ïîìîùü ñàäîâîìó íàñîñó, ïåðåêà÷èâàþùåìó 5 ëèòðîâ âîäû çà 2 ìè-
íóòû, ïîäêëþ÷èëè âòîðîé íàñîñ, ïåðåêà÷èâàþùèé òîò æå îáúåì âîäû çà 3
ìèíóòû. Ñêîëüêî ìèíóò ýòè äâà íàñîñà äîëæíû ðàáîòàòü ñîâìåñòíî, ÷òîáû
ïåðåêà÷àòü 25 ëèòðîâ âîäû?

17.16. Ïåðâàÿ òðóáà ïðîïóñêàåò íà 5 ëèòðîâ âîäû â ìèíóòó ìåíüøå, ÷åì âòî-
ðàÿ. Ñêîëüêî ëèòðîâ âîäû â ìèíóòó ïðîïóñêàåò âòîðàÿ òðóáà, åñëè ðåçåðâóàð
îáú¼ìîì 375 ëèòðîâ îíà çàïîëíÿåò íà 10 ìèíóò áûñòðåå, ÷åì ïåðâàÿ òðóáà
çàïîëíÿåò ðåçåðâóàð îáú¼ìîì 500 ëèòðîâ?

17.17. Â ñîñóä, ñîäåðæàùèé 5 ëèòðîâ 12-ïðîöåíòíîãî âîäíîãî ðàñòâîðà íåêî-
òîðîãî âåùåñòâà, äîáàâèëè 7 ëèòðîâ âîäû. Ñêîëüêî ïðîöåíòîâ ñîñòàâëÿåò êîí-
öåíòðàöèÿ ïîëó÷èâøåãîñÿ ðàñòâîðà?

17.18. Ñìåøàëè 4 ëèòðà 15-ïðîöåíòíîãî âîäíîãî ðàñòâîðà íåêîòîðîãî âåùå-
ñòâà ñ 6 ëèòðàìè 25-ïðîöåíòíîãî âîäíîãî ðàñòâîðà ýòîãî æå âåùåñòâà. Ñêîëüêî
ïðîöåíòîâ ñîñòàâëÿåò êîíöåíòðàöèÿ ïîëó÷èâøåãîñÿ ðàñòâîðà?

17.19. Èãîðü è Ïàøà êðàñÿò çàáîð çà 9 ÷àñîâ. Ïàøà è Âîëîäÿ êðàñÿò ýòîò æå
çàáîð çà 12 ÷àñîâ, à Âîëîäÿ è Èãîðü � çà 18 ÷àñîâ. Çà ñêîëüêî ÷àñîâ ìàëü÷èêè
ïîêðàñÿò çàáîð, ðàáîòàÿ âòðî¼ì?

17.20. Äâå òðóáû íàïîëíÿþò áàññåéí çà 3 ÷àñà 36 ìèíóò, à îäíà ïåðâàÿ òðóáà
íàïîëíÿåò áàññåéí çà 6 ÷àñîâ. Çà ñêîëüêî ÷àñîâ íàïîëíÿåò áàññåéí îäíà âòîðàÿ
òðóáà?

17.21. Ïåðâàÿ òðóáà íàïîëíÿåò ðåçåðâóàð íà 6 ìèíóò äîëüøå, ÷åì âòîðàÿ. Îáå
òðóáû íàïîëíÿþò ýòîò æå ðåçåðâóàð çà 4 ìèíóòû. Çà ñêîëüêî ìèíóò íàïîëíÿåò
ýòîò ðåçåðâóàð îäíà âòîðàÿ òðóáà?

17.22. Äàøà è Ìàøà ïðîïàëûâàþò ãðÿäêó çà 12 ìèíóò, à îäíà Ìàøà � çà 20
ìèíóò. Çà ñêîëüêî ìèíóò ïðîïàëûâàåò ãðÿäêó îäíà Äàøà?

17.23. Ïåðâûé è âòîðîé íàñîñû íàïîëíÿþò áàññåéí çà 9 ìèíóò, âòîðîé è òðå-
òèé � çà 14 ìèíóò, à ïåðâûé è òðåòèé � çà 18 ìèíóò. Çà ñêîëüêî ìèíóò ýòè
òðè íàñîñà çàïîëíÿò áàññåéí, ðàáîòàÿ âìåñòå?
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Óðîê �18. Ñòåðåîìåòðèÿ. Ïëîùàäè ïîâåðõíîñòåé

è îáú¼ìû ïðèçìû, ïèðàìèäû, êîíóñà è öèëèíäðà.

A
B C

D

E
O

S

Ïèðàìèäà
Sïîëí = Sáîê + Sîñí

V =
1

3
SîñíH,

ãäå H = OS � âûñîòà ïèðàìèäû

A

B C

D
E

F

S

O
K

Ïðàâèëüíàÿ ïèðàìèäà
(â îñíîâàíèè ïðàâèëüíûé ìíîãîóãîëüíèê
è îñíîâàíèå âûñîòû ñîâïàäàåò ñ
öåíòðîì ýòîãî ìíîãîóãîëüíèêà)

Sáîê =
1

2
Ph,

ãäå P � ïåðèìåòð îñíîâàíèÿ ïèðàìèäû;
h = SK � àïîôåìà

A

B
C

D
E

A1

B1

C1

D1

E1

M

N

Ïðÿìàÿ ïðèçìà

Sïîëí = Sáîê + 2Sîñí

V = SîñíH, ãäå H = MN � âûñîòà

Sáîê = PH,

ãäå P � ïåðèìåòð îñíîâàíèÿ ïðèçìû

A B

CD

A1 B1

C1D1

α d1

d2

Ïðÿìîé ïàðàëëåëåïèïåä
d2

1 = a2 + b2 + c2 − 2ab cosα
d2

2 = a2 + b2 + c2 + 2ab cosα
Sáîê = 2(a+ b)c
Sïîëí = 2(a+ b)c+ 2ab sinα
V = abc sinα

A B

CD

A1 B1

C1D1

d

a

c

b

Ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä
d2 = a2 + b2 + c2

S = 2(ab+ bc+ ca)
V = abc
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d

a

Êóá

d =
√

3a
S = 6a2

V = a3

r =
a

2
;R =

√
3

2
a

H

a

Ïðàâèëüíûé òåòðàýäð
4 ãðàíè � ðàâíîñòîðîííèå òðåóãîëüíèêè
S =

√
3a2

V =

√
2

12
a3

H =

√
6

3
a

O
R

Øàð
S = 4πR2

V =
4

3
πR3

O
R

h

Öèëèíäð

Sáîê = 2πRh

Sïîëí = 2πR(h+R)

V = πR2h

O
R

hl

Êîíóñ

Sáîê = πRl, ãäå l � îáðàçóþùàÿ

Sïîëí = πR(l +R)

V =
1

3
πR2h
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Çàäàíèÿ

18.1. Â ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ïèðàìèäå SABC R � ñåðåäèíà ðåáðà BC,
S � âåðøèíà. Èçâåñòíî, ÷òî AB = 1, à SR = 2. Íàéäèòå ïëîùàäü áîêîâîé
ïîâåðõíîñòè.

18.2. Ñòîðîíû îñíîâàíèÿ ïðàâèëüíîé ÷åòûð¼õóãîëüíîé ïèðàìèäû ðàâíû 10,
áîêîâûå ð¼áðà ðàâíû 13. Íàéäèòå ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè ýòîé ïèðàìèäû.

18.3. Îáú¼ì øàðà ðàâåí 288π. Íàéäèòå ïëîùàäü åãî ïîâåðõíîñòè, äåë¼ííóþ
íà π.

18.4. Ñòîðîíà îñíîâàíèÿ ïðàâèëüíîé øåñòèóãîëüíîé ïèðàìèäû ðàâíà 2, áî-
êîâîå ðåáðî ðàâíî 4. Íàéäèòå îáú¼ì ïèðàìèäû.

18.5. Äèàìåòð îñíîâàíèÿ êîíóñà ðàâåí 6, à óãîë ïðè âåðøèíå îñåâîãî ñå÷åíèÿ
ðàâåí 90◦. Âû÷èñëèòå îáú¼ì êîíóñà, äåë¼ííûé íà π.

18.6. Ñòîðîíà îñíîâàíèÿ ïðàâèëüíîé øåñòèóãîëüíîé ïèðàìèäû ðàâíà 4, à
óãîë ìåæäó áîêîâîé ãðàíüþ è îñíîâàíèåì ðàâåí 45◦. Íàéäèòå îáú¼ì ïèðàìè-
äû.

18.7. Â îñíîâàíèè ïðÿìîé ïðèçìû ëåæèò ðîìá ñ äèàãîíàëÿìè, ðàâíûìè 6 è
8. Ïëîùàäü å¼ ïîâåðõíîñòè ðàâíà 248. Íàéäèòå áîêîâîå ðåáðî ýòîé ïðèçìû.

18.8. Îñíîâàíèåì ïðÿìîé òðåóãîëüíîé ïðèçìû ñëóæèò ïðÿìîóãîëüíûé òðå-
óãîëüíèê ñ êàòåòàìè 3 è 5. Îáú¼ì ïðèçìû ðàâåí 30. Íàéäèòå å¼ áîêîâîå ðåáðî.

18.9. Íàéäèòå îáú¼ì V êîíóñà, îáðàçóþùàÿ êîòîðîãî ðàâíà 2 è íàêëîíåíà ê

ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ ïîä óãëîì 30◦. Â îòâåòå óêàæèòå
V

π
.

18.10. Îáú¼ì êóáà ðàâåí 24
√

3. Íàéäèòå åãî äèàãîíàëü.

18.11. Â òðåóãîëüíîé ïðèçìå äâå áîêîâûå ãðàíè ïåðïåíäèêóëÿðíû. Èõ îáùåå
ðåáðî ðàâíî 10 è îòñòîèò îò äðóãèõ áîêîâûõ ð¼áåð íà 6 è 8. Íàéäèòå ïëîùàäü
áîêîâîé ïîâåðõíîñòè ýòîé ïðèçìû.

18.12. Ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè êóáà ðàâíà 18. Íàéäèòå åãî äèàãîíàëü.

18.13. Íàéäèòå ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè ïðàâèëüíîé ÷åòûð¼õóãîëüíîé ïèðàìè-
äû, ñòîðîíû îñíîâàíèÿ êîòîðîé ðàâíû 6 è âûñîòà ðàâíà 4.

18.14. Ïëîùàäü áîëüøîãî êðóãà øàðà ðàâíà 3. Íàéäèòå ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè
øàðà.

18.15. Äèàãîíàëü ïðÿìîóãîëüíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà ðàâíà
√

8 è îáðàçóåò óã-
ëû 30◦, 30◦ è 45◦ ñ ïëîñêîñòÿìè ãðàíåé ïàðàëëåëåïèïåäà. Íàéäèòå îáú¼ì ïà-
ðàëëåëåïèïåäà.
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18.16. Åñëè êàæäîå ðåáðî êóáà óâåëè÷èòü íà 1, òî åãî ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè
óâåëè÷èòñÿ íà 54. Íàéäèòå ðåáðî êóáà.

18.17. Ãðàíüþ ïàðàëëåëåïèïåäà ÿâëÿåòñÿ ðîìá ñî ñòîðîíîé 1 è îñòðûì óãëîì
60◦. Îäíî èç ð¼áåð ïàðàëëåëåïèïåäà ñîñòàâëÿåò ñ ýòîé ãðàíüþ óãîë â 60◦ è
ðàâíî 2. Íàéäèòå îáú¼ì ïàðàëëåëåïèïåäà.

18.18. Íàéäèòå îáú¼ì ïðèçìû, â îñíîâàíèÿõ êîòîðîé ëåæàò ïðàâèëüíûå øå-
ñòèóãîëüíèêè ñî ñòîðîíàìè 2, à áîêîâûå ð¼áðà ðàâíû 2

√
3 è íàêëîíåíû ê

ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ ïîä óãëîì 30◦.

18.19. Ïëîùàäü áîêîâîé ïîâåðõíîñòè êîíóñà â äâà ðàçà áîëüøå ïëîùàäè îñ-
íîâàíèÿ. Íàéäèòå óãîë ìåæäó îáðàçóþùåé êîíóñà è ïëîñêîñòüþ îñíîâàíèÿ.
Îòâåò äàéòå â ãðàäóñàõ.

18.20. Îñíîâàíèåì ïèðàìèäû ñëóæèò ïðÿìîóãîëüíèê, îäíà áîêîâàÿ ãðàíü
ïåðïåíäèêóëÿðíà ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ, à òðè äðóãèå áîêîâûå ãðàíè íàêëîíå-
íû ê ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ ïîä óãëîì 60◦. Âûñîòà ïèðàìèäû ðàâíà 6. Íàéäèòå
îáú¼ì ïèðàìèäû.

A B

CD

H G

S

18.21. Áîêîâûå ð¼áðà òðåóãîëüíîé ïèðàìèäû âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíû,
êàæäîå èç íèõ ðàâíî 3. Íàéäèòå îáú¼ì ïèðàìèäû.

18.22. Íàéäèòå îáú¼ì ïðàâèëüíîé øåñòèóãîëüíîé ïðèçìû, âñå ð¼áðà êîòîðîé
ðàâíû

√
3.

18.23. Íàéäèòå ïëîùàäü áîêîâîé ïîâåðõíîñòè ïðàâèëüíîé ÷åòûð¼õóãîëüíîé
ïèðàìèäû, ñòîðîíà îñíîâàíèÿ êîòîðîé ðàâíà 6 è âûñîòà ðàâíà 4.

18.24. Ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ïðèçìû ðàâíà 6. Êàêîé
áóäåò ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè ïðèçìû, åñëè âñå åå ð¼áðà óâåëè÷èòü â òðè ðàçà?

18.25. Äèàãîíàëü êóáà ðàâíà 1. Íàéäèòå ïëîùàäü åãî ïîâåðõíîñòè.

18.26. Îäíà èç ãðàíåé ïðÿìîóãîëüíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà � êâàäðàò. Äèàãî-
íàëü ïàðàëëåëåïèïåäà ðàâíà

√
8 è îáðàçóåò ñ ïëîñêîñòüþ ýòîé ãðàíè óãîë 45◦.

Íàéäèòå îáú¼ì ïàðàëëåëåïèïåäà.

18.27. Â ïðàâèëüíîé ÷åòûð¼õóãîëüíîé ïèðàìèäå âûñîòà ðàâíà 12, îáú¼ì ðà-
âåí 200. Íàéäèòå áîêîâîå ðåáðî ýòîé ïèðàìèäû.
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Äîìàøíåå çàäàíèå

18.28. Â ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ïèðàìèäå SABC ìåäèàíû îñíîâàíèÿ ABC
ïåðåñåêàþòñÿ â ò. O. Ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ABC ðàâíà 2, îáú¼ì ïèðàìèäû
ðàâåí 6. Íàéäèòå äëèíó îòðåçêà OS.

A B

C

S

O

18.29. Â ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ïèðàìèäå SABC M � ñåðåäèíà ðåáðà AB,
S � âåðøèíà. Èçâåñòíî, ÷òî BC = 3, à ïëîùàäü áîêîâîé ïîâåðõíîñòè ïèðà-
ìèäû ðàâíà 45. Íàéäèòå äëèíó îòðåçêà SM .

18.30. Ïëîùàäü áîêîâîé ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà ðàâíà 21π, à äèàìåòð îñíîâà-
íèÿ ðàâåí 7. Íàéäèòå âûñîòó öèëèíäðà.

18.31. Âî ñêîëüêî ðàç óâåëè÷èòñÿ ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè øàðà, åñëè ðàäèóñ
øàðà óâåëè÷èòü â 2 ðàçà?

18.32. Â ïðàâèëüíîé ÷åòûð¼õóãîëüíîé ïèðàìèäå âûñîòà ðàâíà 12, îáú¼ì ðà-
âåí 200. Íàéäèòå áîêîâîå ðåáðî ýòîé ïèðàìèäû.

18.33. Âûñîòà êîíóñà ðàâíà 6, îáðàçóþùàÿ ðàâíà 10. Íàéäèòå åãî îáú¼ì,
äåë¼ííûé íà π.

18.34. Îáúåì ïðÿìîóãîëüíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà ðàâåí 60. Ïëîùàäü îäíîé åãî
ãðàíè ðàâíà 12. Íàéäèòå ðåáðî ïàðàëëåëåïèïåäà, ïåðïåíäèêóëÿðíîå ýòîé ãðà-
íè.

18.35. Êîíóñ ïîëó÷àåòñÿ ïðè âðàùåíèè ðàâíîáåäðåííîãî ïðÿìîóãîëüíîãî òðå-
óãîëüíèêà ABC âîêðóã êàòåòà, ðàâíîãî 6. Íàéäèòå åãî îáú¼ì, äåë¼ííûé íà π.

18.36. Â ïðàâèëüíîé ÷åòûð¼õóãîëüíîé ïèðàìèäå SABCD ñ îñíîâàíèåì
ABCD áîêîâîå ðåáðî SA ðàâíî 5, ñòîðîíà îñíîâàíèÿ ðàâíà 3

√
2. Íàéäèòå

îáú¼ì ïèðàìèäû.

18.37. Íàéäèòå îáú¼ì ïðàâèëüíîé øåñòèóãîëüíîé ïðèçìû, ñòîðîíû îñíîâà-
íèÿ êîòîðîé ðàâíû 1, à áîêîâûå ð¼áðà ðàâíû

√
3.

18.38. Íàéäèòå âûñîòó ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ïèðàìèäû, ñòîðîíû îñíîâà-
íèÿ êîòîðîé ðàâíû 2, à îáú¼ì ðàâåí

√
3.
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18.39. Îñíîâàíèåì ïðÿìîé òðåóãîëüíîé ïðèçìû ñëóæèò ïðÿìîóãîëüíûé òðå-
óãîëüíèê ñ êàòåòàìè 6 è 8, âûñîòà ïðèçìû ðàâíà 10. Íàéäèòå ïëîùàäü å¼
ïîâåðõíîñòè.

18.40. Âî ñêîëüêî ðàç óâåëè÷èòñÿ îáú¼ì ïèðàìèäû, åñëè å¼ âûñîòó óâåëè÷èòü
â ÷åòûðå ðàçà?

18.41. Äëèíà îêðóæíîñòè îñíîâàíèÿ êîíóñà ðàâíà 3, îáðàçóþùàÿ ðàâíà 2.
Íàéäèòå ïëîùàäü áîêîâîé ïîâåðõíîñòè êîíóñà.

18.42. Äâà ðåáðà ïðÿìîóãîëüíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà, âûõîäÿùèå èç îäíîé âåð-
øèíû, ðàâíû 3 è 4. Ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè ýòîãî ïàðàëëåëåïèïåäà ðàâíà 94.
Íàéäèòå òðåòüå ðåáðî, âûõîäÿùåå èç òîé æå âåðøèíû.

18.43. Âî ñêîëüêî ðàç óìåíüøèòñÿ ïëîùàäü áîêîâîé ïîâåðõíîñòè êîíóñà, åñëè
ðàäèóñ åãî îñíîâàíèÿ óìåíüøèòü â 1,5 ðàçà?

18.44. Äâà ðåáðà ïðÿìîóãîëüíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà, âûõîäÿùèå èç îäíîé âåð-
øèíû, ðàâíû 2 è 4. Äèàãîíàëü ïàðàëëåëåïèïåäà ðàâíà 6. Íàéäèòå ïëîùàäü
ïîâåðõíîñòè ïàðàëëåëåïèïåäà.

18.45. Âî ñêîëüêî ðàç óâåëè÷èòñÿ îáú¼ì êîíóñà, åñëè åãî ðàäèóñ îñíîâàíèÿ
óâåëè÷èòü â 1,5 ðàçà?

18.46. Äâà ðåáðà ïðÿìîóãîëüíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà, âûõîäÿùèå èç îäíîé âåð-
øèíû, ðàâíû 2 è 3. Îáú¼ì ïàðàëëåëåïèïåäà ðàâåí 36. Íàéäèòå åãî äèàãîíàëü.

18.47. Åñëè êàæäîå ðåáðî êóáà óâåëè÷èòü íà 1, òî åãî îáú¼ì óâåëè÷èòñÿ íà
19. Íàéäèòå ðåáðî êóáà.

18.48. Îñíîâàíèåì ïðÿìîé òðåóãîëüíîé ïðèçìû ñëóæèò ïðÿìîóãîëüíûé òðå-
óãîëüíèê ñ êàòåòàìè 6 è 8. Ïëîùàäü å¼ ïîâåðõíîñòè ðàâíà 288. Íàéäèòå âûñîòó
ïðèçìû.

18.49. Ðàäèóñ îñíîâàíèÿ öèëèíäðà ðàâåí 2, âûñîòà ðàâíà 3. Íàéäèòå ïëîùàäü
áîêîâîé ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà, äåë¼ííóþ íà π.

18.50. Äâà ðåáðà ïðÿìîóãîëüíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà, âûõîäÿùèå èç îäíîé âåð-
øèíû, ðàâíû 1 è 2. Ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè ïàðàëëåëåïèïåäà ðàâíà 16. Íàéäèòå
åãî äèàãîíàëü.

18.51. Âûñîòà êîíóñà ðàâíà 6, îáðàçóþùàÿ ðàâíà 10. Íàéäèòå ïëîùàäü åãî
ïîëíîé ïîâåðõíîñòè, äåë¼ííóþ íà π.

18.52. Â ïðàâèëüíîé ÷åòûð¼õóãîëüíîé ïèðàìèäå âûñîòà ðàâíà 6, áîêîâîå ðåá-
ðî ðàâíî 10. Íàéäèòå å¼ îáú¼ì.

18.53. Ðàäèóñ îñíîâàíèÿ êîíóñà ðàâåí 3, âûñîòà ðàâíà 4. Íàéäèòå ïëîùàäü
ïîëíîé ïîâåðõíîñòè êîíóñà, äåë¼ííóþ íà π.

18.54. Äëèíà îêðóæíîñòè îñíîâàíèÿ öèëèíäðà ðàâíà 3. Ïëîùàäü áîêîâîé
ïîâåðõíîñòè ðàâíà 6. Íàéäèòå âûñîòó öèëèíäðà.
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Óðîê �19. Òðèãîíîìåòðèÿ: îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è

ôîðìóëû. Óïðîùåíèå è âû÷èñëåíèå òðèãîíîìåò-

ðè÷åñêèõ âûðàæåíèé.

Îïðåäåëåíèå. Åñëè òî÷êàM ÷èñëîâîé åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè ñîîòâåòñòâóåò
÷èñëó t, òî àáñöèññó òî÷êèM íàçûâàþò êîñèíóñîì ÷èñëà t è îáîçíà÷àþò cos t,
à îðäèíàòó òî÷êè M íàçûâàþò ñèíóñîì ÷èñëà t è îáîçíà÷àþò sin t.

xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx

yyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyy

A

B

C

D

M(t)

cos t

sin t

−1 6 sin t 6 1
−1 6 cos t 6 1

tg t =
sin t

cos t
, ãäå t 6= π

2
+ πk; k ∈ Z

ctg t =
cos t

sin t
, ãäå t 6= πk; k ∈ Z

xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx

yyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyy

++

−− O

xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx

yyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyy

+−

+− O

xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx

yyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyy

+−

−+
O

çíàêè ñèíóñà çíàêè êîñèíóñà çíàêè òàíãåíñà è êîòàíãåíñà
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Ãðàäóñíàÿ ìåðà. Ãðàäóñ (◦) � ýòî ïîâîðîò ëó÷à íà 1/360 ÷àñòü îäíîãî ïîë-
íîãî îáîðîòà. Îäèí ãðàäóñ ñîñòîèò èç 60 ìèíóò (`); îäíà ìèíóòà � ñîîòâåò-
ñòâåííî èç 60 ñåêóíä (�).

1 ðàä =
180◦

π

Óãëû â ãðàäóñàõ 360◦ 180◦ 90◦ 60◦ 45◦ 30◦

Óãëû â ðàäèàíàõ 2π π π/2 π/3 π/4 π/6

Ôîðìóëû ïðèâåäåíèÿ äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ âûðàæåíèÿ âèäà

sin
(πn

2
± α

)
, cos

(πn
2
± α

)
, tg

(πn
2
± α

)
, ctg

(πn
2
± α

)
, n ∈ Z

à) Ïåðåä ïðèâåä¼ííîé ôóíêöèåé ñòàâèòñÿ òîò çíàê, êîòîðûé èìååò èñõîäíàÿ
ôóíêöèÿ ïðè 0 < α < π/2.

á) Ôóíêöèÿ ìåíÿåòñÿ íà êîôóíêöèþ, åñëè n íå÷¼òíî; ôóíêöèÿ íå ìåíÿåòñÿ,
åñëè n ÷¼òíî. Êîôóíêöèÿìè ñèíóñà, êîñèíóñà, òàíãåíñà è êîòàíãåíñà íàçûâà-
þòñÿ ñîîòâåòñòâåííî êîñèíóñ, ñèíóñ, êîòàíãåíñ è òàíãåíñ.

Ïðèìåð: sin

(
7π

2
− α

)
= − cosα.

Ïðèìåð: tg (14π − α) = − tgα.

Àëüòåðíàòèâíûé ñïîñîá � èñïîëüçîâàíèå ôîðìóë òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíê-
öèé ñóììû (ðàçíîñòè) àðãóìåíòîâ.
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Îñíîâíûå ôîðìóëû

cos2 α+ sin2 α = 1 tgα· ctgα = 1

1 + tg2 α =
1

cos2 α
1 + ctg2 α =

1

sin2 α

tgα =
sinα

cosα
ctgα =

cosα

sinα

sin(α+ β) = sinα cosβ + cosα sinβ sin(α− β) = sinα cosβ − cosα sinβ

cos(α+ β) = cosα cosβ − sinα sinβ cos(α− β) = cosα cosβ + sinα sinβ

tg(α+ β) =
tgα+ tg β

1− tgα tg β
tg(α− β) = tgα− tg β

1 + tgα tg β

ctg(α+ β) =
ctgα ctg β − 1

ctgα+ ctg β
ctg(α− β) = ctgα ctg β + 1

ctgα− ctg β

sin 2α = 2 sinα cosα cos 2α = cos2 α− sin2 α =
= 2 cos2 α− 1 = 1− 2 sin2 α

sin 3α = 3 sinα− 4 sin3 α cos 3α = 4 cos3 α− 3 cosα

tg 2α =
2 tgα

1− tg2 α
ctg 2α =

ctg2 α− 1

2 ctgα

sinα sinβ =
cos(α− β)− cos(α+ β)

2
sinα cosβ =

sin(α+ β) + sin(α− β)
2

cosα cosβ =
cos(α+ β) + cos(α− β)

2
cosα sinβ =

sin(α+ β)− sin(α− β)
2

sinα+ sinβ = 2 sin
α+ β

2
cos

α− β
2

sinα− sinβ = 2 sin
α− β

2
cos

α+ β

2

cosα+ cosβ = 2 cos
α+ β

2
cos

α− β
2

cosα− cosβ = 2 sin
α+ β

2
sin

β − α
2

tgα+ tg β =
sin(α+ β)

cosα cosβ
tgα− tg β =

sin(α− β)
cosα cosβ

ctgα+ ctg β =
sin(α+ β)

sinα sinβ
ctgα− ctg β =

sin(β − α)
sinα sinβ

sin
α

2
= ±

√
1− cosα

2
cos

α

2
= ±

√
1 + cosα

2

tg
α

2
= ±

√
1− cosα

1 + cosα
tg
α

2
=

sinα

1 + cosα

a sinα+ b cosα = ρ sin(α+ ϕ), ãäå ρ =
√
a2 + b2, sinϕ =

b√
a2 + b2
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Îáñóæäåíèå òåìû

Ïîêàçàòü íà ÷èñëîâîé åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè îñíîâíîå òðèãîíîìåòðè÷åñêîå
òîæäåñòâî.

Âûâåñòè èç ôîðìóë ñèíóñà (êîñèíóñà) ñóììû (ðàçíîñòè) óãëîâ ôîðìóëû äëÿ
òàíãåíñîâ ñóììû (ðàçíîñòè) óãëîâ.

Âûâåñòè èç ôîðìóë ñèíóñà (êîñèíóñà) ñóììû (ðàçíîñòè) óãëîâ ôîðìóëû äâîé-
íûõ è òðîéíûõ óãëîâ.

Ïîêàçàòü êàê ôîðìóëû òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé ñóìì (ðàçíîñòè) óãëîâ
ìîãóò çàìåíèòü èñïîëüçîâàíèå ôîðìóë ïðèâåäåíèÿ.

Èç êîñèíóñà äâîéíîãî óãëà âûâåñòè ôóíêöèè ïîëîâèííûõ óãëîâ.

Âûâåñòè èç ôîðìóë ñèíóñà (êîñèíóñà) ñóììû (ðàçíîñòè) óãëîâ ôîðìóëû ñóì-
ìû, ðàçíîñòè è ïðîèçâåäåíèÿ ñèíóñîâ è êîñèíóñîâ.

Âûâåñòè ôîðìóëó âñïîìîãàòåëüíîãî óãëà.

Äîìàøíåå çàäàíèå

19.1. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ
12 sin 11◦ · cos 11◦

sin 22◦
.

19.2. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ
21(sin2 17◦ − cos2 17◦)

cos 34◦
.

19.3. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ
5 cos 29◦

sin 61◦
.

19.4. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ
8

sin
(
− 27π

4

)
cos
(31π

4

) .
19.5. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ −18

√
2 sin(−135◦).

19.6. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ
14 sin 409◦

sin 49◦
.

19.7. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ
6

cos2 23◦ + cos2 113◦
.

19.8. Íàéäèòå 24 cos 2α, åñëè sinα = −0,2.

19.9. Íàéäèòå
10 sin 6α

3 cos 3α
, åñëè sin 3α = 0,6.

19.10. Íàéäèòå sin
(7π

2
− α

)
, åñëè sinα = 0,8 è α ∈

(π
2

;π
)
.
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19.11. Íàéäèòå tg2 α, åñëè 5 sin2 α+ 13 cos2 α = 6.

19.12. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ
√

32 cos2 13π

8
−
√

32 sin2 13π

8
.

19.13. Íàéäèòå
3 cosα− 4 sinα

2 sinα− 5 cosα
, åñëè tgα = 3.

19.14. Íàéäèòå tgα, åñëè
7 sinα+ 13 cosα

5 sinα− 17 cosα
= 3.

19.15. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ
√

48−
√

192 sin2 π

12
.

19.16. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ
2 sin(α− 7π) + cos

(3π

2
+ α

)
sin(α+ π)

.

19.17. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ 5 tg(5π − γ)− tg(−γ), åñëè tg γ = 7.

19.18. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ 5 sin(α−7π)−11 cos
(3π

2
+α
)
, åñëè sinα =

−0,25.

19.19. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ
5 sin 74◦

cos 37◦ · cos 53◦
.

19.20. Îïðåäåëèòå çíàê ÷èñëîâîãî âûðàæåíèÿ:

à) sin 2− ctg 5,5;

á) sin(−5) cos(−6) tg(−7) ctg(−8).

19.21. Óïðîñòèòå âûðàæåíèå
sin4 t− cos4 t

sin2 t− cos2 t
.

19.22. Äàíî: f(x) = 2x2 − 5x+ 1.

Äîêàæèòå, ÷òî f(2 sinx) = 9− 10 sinx− 8
(
1 + tg2 x

)−1
.
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Óðîê �20. Ñòåðåîìåòðèÿ. Óãëû ìåæäó ïðÿìûìè

è ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè. Ôèãóðû ñ âûðåçà-

ìè.

Çàäà÷è íà íàõîæäåíèå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè ïðîñòðàíñòâåí-
íîé ôèãóðû

Èñïîëüçóåì 2 ñïîñîáà:

1. Ïðèìåíÿåì òåîðåìó Ïèôàãîðà.

2. Èñïîëüçóåì ôîðìóëó ρ(A,B) =
√

(xA − xB)2 + (yA − yB)2 + (zA − zB)2.

Çàäà÷è íà íàõîæäåíèå óãëà ìåæäó îòðåçêàìè ïðîñòðàíñòâåííîé ôè-
ãóðû

Íàõîäèì èñêîìûé óãîë, èñïîëüçóÿ òåîðåìó êîñèíóñîâ èëè ó÷èòûâàÿ ðàâíî-
ñòîðîííîñòü, ðàâíîáåäðåííîñòü èëè ïðÿìîóãîëüíîñòü òðåóãîëüíèêà.

Çàäàíèÿ

20.1. Íàéäèòå ðàññòîÿíèå ìåæäó âåðøèíàìè A è C2 ìíîãîãðàííèêà, èçîáðà-
æ¼ííîãî íà ðèñóíêå. Âñå äâóãðàííûå óãëû ìíîãîãðàííèêà ïðÿìûå.

A B

C
D

A1 B1

C1D1
A2

B2

C2D2 1

2

2
1

2

20.2. Â ïðàâèëüíîé ÷åòûð¼õóãîëüíîé ïðèçìå ABCDA1B1C1D1 èçâåñòíî, ÷òî
AC1 = 2BC. Íàéäèòå óãîë ìåæäó äèàãîíàëÿìè BD1 è CA1. Îòâåò äàéòå â
ãðàäóñàõ.

20.3. Â ïðàâèëüíîé ÷åòûð¼õóãîëüíîé ïèðàìèäå SABCD òî÷êà O � öåíòð
îñíîâàíèÿ, SO = 15, BD = 16. Íàéäèòå áîêîâîå ðåáðî SA.

20.4. Â ïðÿìîóãîëüíîì ïàðàëëåëåïèïåäå ABCDA1B1C1D1 èçâåñòíû äëèíû
ð¼áåð AB = 8, AD = 6, AA1 = 21. Íàéäèòå ñèíóñ óãëà ìåæäó ïðÿìûìè CD è
A1C1.
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20.5. Íàéäèòå óãîë CAD2 ìíîãîãðàííèêà, èçîáðàæ¼ííîãî íà ðèñóíêå. Âñå
äâóãðàííûå óãëû ìíîãîãðàííèêà ïðÿìûå. Îòâåò äàéòå â ãðàäóñàõ.

A B

C
D

A1 B1

C1D1
A2

B2

C2D2 1

2

2
1

2

20.6. Â ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ïðèçìå ABCA1B1C1, âñå ð¼áðà êîòîðîé ðàâ-
íû 3, íàéäèòå óãîë ìåæäó ïðÿìûìè AA1 è BC1. Îòâåò äàéòå â ãðàäóñàõ.

20.7. Íàéäèòå ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè ìíîãîãðàííèêà, èçîáðàæ¼ííîãî íà ðè-
ñóíêå (âñå äâóãðàííûå óãëû ïðÿìûå).

6

4
1

1

4

20.8. Íàéäèòå îáú¼ì ïðîñòðàíñòâåííîãî êðåñòà, èçîáðàæ¼ííîãî íà ðèñóíêå è
ñîñòàâëåííîãî èç åäèíè÷íûõ êóáîâ.

123



20.9. Íàéäèòå ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè ìíîãîãðàííèêà, èçîáðàæ¼ííîãî íà ðè-
ñóíêå (âñå äâóãðàííûå óãëû ïðÿìûå).

7

5

1

1

2

20.10. Îáú¼ì ïàðàëëåëåïèïåäàABCDA1B1C1D1 ðàâåí 9. Íàéäèòå îáú¼ì òðå-
óãîëüíîé ïèðàìèäû ABDA1.

A B

CD

A1 B1

C1D1

20.11. Íàéäèòå ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè ìíîãîãðàííèêà, èçîáðàæ¼ííîãî íà ðè-
ñóíêå (âñå äâóãðàííûå óãëû ïðÿìûå).

5
4

3

3
6

2

20.12. Èç åäèíè÷íîãî êóáà âûðåçàíà ïðàâèëüíàÿ ÷åòûð¼õóãîëüíàÿ ïðèçìà ñî
ñòîðîíîé îñíîâàíèÿ 0,5 è áîêîâûì ðåáðîì 1. Íàéäèòå ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè
îñòàâøåéñÿ ÷àñòè êóáà.
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20.13. Íàéäèòå îáú¼ì V ÷àñòè êîíóñà, èçîáðàæ¼ííîé íà ðèñóíêå. Â îòâåòå

óêàæèòå
V

π
.

O 60◦
1212121212121212121212121212121212121212121212121212121212121212121212121212121212121212121212121212121212121212121212121212121212

27

20.14. Îáú¼ì ïàðàëëåëåïèïåäà ABCDA1B1C1D1 ðàâåí 4,5. Íàéäèòå îáú¼ì
òðåóãîëüíîé ïèðàìèäû AD1CB1.

A B

C
D

A1
B1

C1D1

20.15. Îáú¼ì òåòðàýäðà ðàâåí 1,9. Íàéäèòå îáú¼ì ìíîãîãðàííèêà, âåðøèíàìè
êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ñåðåäèíû ð¼áåð äàííîãî òåòðàýäðà.

20.16. Ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè òåòðàýäðà ðàâíà 1,2. Íàéäèòå ïëîùàäü ïîâåðõ-
íîñòè ìíîãîãðàííèêà, âåðøèíàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ñåðåäèíû ð¼áåð äàííîãî
òåòðàýäðà.

20.17. Íàéäèòå îáú¼ì ìíîãîãðàííèêà, âåðøèíàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ òî÷êè
A, D, A1, B, C, B1 ïðÿìîóãîëüíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà ABCDA1B1C1D1, ó êî-
òîðîãî AB = 3, AD = 4, AA1 = 5.
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20.18. Íàéäèòå îáú¼ì ïèðàìèäû, èçîáðàæ¼ííîé íà ðèñóíêå. Å¼ îñíîâàíèåì
ÿâëÿåòñÿ ìíîãîóãîëüíèê, ñîñåäíèå ñòîðîíû êîòîðîãî ïåðïåíäèêóëÿðíû, à îäíî
èç áîêîâûõ ð¼áåð ïåðïåíäèêóëÿðíî ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ è ðàâíî 3.

3
6

3
3

6

20.19. Îáú¼ì òðåóãîëüíîé ïèðàìèäû SABC, ÿâëÿþùåéñÿ ÷àñòüþ ïðàâèëüíîé
øåñòèóãîëüíîé ïèðàìèäû SABCDEF , ðàâåí 1. Íàéäèòå îáú¼ì øåñòèóãîëü-
íîé ïèðàìèäû.

A B

C

DE

F

S

Äîìàøíåå çàäàíèå

20.20. Íàéäèòå êâàäðàò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó âåðøèíàìè C è A1 ïðÿìîóãîëü-
íîãî ïàðàëëåëåïèïåäà, äëÿ êîòîðîãî AB = 5, AD = 4, AA1 = 3.

20.21. Íàéäèòå óãîë DBD1 ïðÿìîóãîëüíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà, äëÿ êîòîðîãî
AB = 4, AD = 3, AA1 = 5. Îòâåò äàéòå â ãðàäóñàõ.

20.22. Â ïðàâèëüíîé øåñòèóãîëüíîé ïðèçìå ABCDEFA1B1C1D1E1F1 âñå
ðåáðà ðàâíû

√
5. Íàéäèòå ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè B è E1.

20.23. Â ïðàâèëüíîé øåñòèóãîëüíîé ïðèçìå A . . . F1 âñå ð¼áðà ðàâíû 1. Íàé-
äèòå òàíãåíñ óãëà AD1D.

20.24. Â ïðàâèëüíîé øåñòèóãîëüíîé ïðèçìå A . . . F1 âñå ð¼áðà ðàâíû 1. Íàé-
äèòå óãîë DAB. Îòâåò äàéòå â ãðàäóñàõ.

20.25. Â ïðàâèëüíîé øåñòèóãîëüíîé ïðèçìå A . . . F1 âñå ð¼áðà ðàâíû 1. Íàé-
äèòå óãîë AC1C. Îòâåò äàéòå â ãðàäóñàõ.
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20.26. Â êóáå ABCDA1B1C1D1 íàéäèòå óãîë ìåæäó ïðÿìûìè AD1 è B1D1.
Îòâåò äàéòå â ãðàäóñàõ.

20.27. Â ïðàâèëüíîé øåñòèóãîëüíîé ïðèçìå ABCDEFA1B1C1D1E1F1, âñå
ð¼áðà êîòîðîé ðàâíû 8, íàéäèòå óãîë ìåæäó ïðÿìûìè FA è D1E1. Îòâåò
äàéòå â ãðàäóñàõ.

20.28. Â êóáå ABCDA1B1C1D1 òî÷êà K � ñåðåäèíà ðåáðà AA1, òî÷êà L �
ñåðåäèíà ðåáðà A1B1, òî÷êà M � ñåðåäèíà ðåáðà A1D1. Íàéäèòå óãîë MLK.
Îòâåò äàéòå â ãðàäóñàõ.

20.29. Îáú¼ì êóáà ðàâåí 12. Íàéäèòå îáú¼ì òðåóãîëüíîé ïðèçìû, îòñåêàå-
ìîé îò íåãî ïëîñêîñòüþ, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ñåðåäèíû äâóõ ð¼áåð, âûõîäÿùèõ
èç îäíîé âåðøèíû è ïàðàëëåëüíîé òðåòüåìó ðåáðó, âûõîäÿùåìó èç ýòîé æå
âåðøèíû.

A B

C
D

A1

B1

C1D1

E
F

E1

F1

20.30. Îáú¼ì êóáà ðàâåí 12. Íàéäèòå îáú¼ì ÷åòûð¼õóãîëüíîé ïèðàìèäû, îñ-
íîâàíèåì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ãðàíü êóáà, à âåðøèíîé � öåíòð êóáà.

20.31. Íàéäèòå ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè ìíîãîãðàííèêà, èçîáðàæ¼ííîãî íà ðè-
ñóíêå (âñå äâóãðàííûå óãëû ïðÿìûå).
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6

6 4

2
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20.32. Íàéäèòå îáú¼ì ìíîãîãðàííèêà, âåðøèíàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ òî÷êè
A, B, B1, C1 ïðÿìîóãîëüíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà ABCDA1B1C1D1, ó êîòîðîãî
AB = 5, AD = 3, AA1 = 4.

20.33. Íàéäèòå îáú¼ì ìíîãîãðàííèêà, âåðøèíàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ òî÷êè
A,B,C,D,A1, B1, C1, D1 ïðàâèëüíîé øåñòèóãîëüíîé ïðèçìû ABC . . .D1E1F1,
ïëîùàäü îñíîâàíèÿ êîòîðîé ðàâíà 6, à áîêîâîå ðåáðî ðàâíî 2.

20.34. Íàéäèòå ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè ïðîñòðàíñòâåííîãî êðåñòà, èçîáðàæ¼í-
íîãî íà ðèñóíêå è ñîñòàâëåííîãî èç åäèíè÷íûõ êóáîâ.

20.35. Îáú¼ì ïðàâèëüíîé ÷åòûð¼õóãîëüíîé ïèðàìèäû SABCD ðàâåí 12. Òî÷-
êà E � ñåðåäèíà ðåáðà SB. Íàéäèòå îáú¼ì òðåóãîëüíîé ïèðàìèäû EABC.

A B

C
D

S

E
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Óðîê �21. Êîìáèíàòîðèêà. Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé.

Ñòàòèñòèêà. ×àñòü 1.

Êîìáèíàòîðèêà

Ïðàâèëî ñëîæåíèÿ. Åñëè îáúåêò A ìîæíî âûáðàòü n ñïîñîáàìè, à îáúåêò
B ìîæíî âûáðàòü m ñïîñîáàìè, òî âûáðàòü îáúåêò A èëè B ìîæíî m + n
ñïîñîáàìè.

Ïðàâèëî óìíîæåíèÿ. Åñëè îáúåêò A ìîæíî âûáðàòü n ñïîñîáàìè, à îáúåêò
B ìîæíî âûáðàòü m ñïîñîáàìè, òî âûáðàòü îáúåêòû A è B ìîæíî m · n
ñïîñîáàìè.

Ïðàâèëî äåëåíèÿ. Åñëè êàæäûé ñïîñîá ïðè ïîäñ÷¼òå áûë ó÷ò¼í n ðàç, òî
ðåçóëüòàò íóæíî ïîäåëèòü íà n.

×èñëî ïåðåñòàíîâîê èç n ýëåìåíòîâ Pn = n!

×èñëî ñî÷åòàíèé èç n ýëåìåíòîâ ïî m ýëåìåíòîâ Cmn =
n!

m!(n−m)!
.

Ïîðÿäîê ýëåìåíòîâ â ãðóïïàõ íå âàæåí.

×èñëî ðàçìåùåíèé èç n ýëåìåíòîâ ïî m ýëåìåíòîâ Amn =
n!

(n−m)!
.

Ïîðÿäîê ýëåìåíòîâ â ãðóïïàõ âàæåí.

Âåðîÿòíîñòü

Ýëåìåíòàðíûå ñîáûòèÿ (èñõîäû) îïûòà � ïðîñòåéøèå ñîáûòèÿ, êîòîðûìè
ìîæåò çàêîí÷èòüñÿ ñëó÷àéíûé îïûò. Ñóììà âåðîÿòíîñòåé âñåõ ýëåìåíòàðíûõ
ñîáûòèé ðàâíà 1.

Äëÿ ñëó÷àÿ ðàâíîâîçìîæíûõ ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ âåðîÿòíîñòü ñî-

áûòèÿ A p(A) =
m

n
, ãäå n � îáùåå ÷èñëî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ, m � ÷èñëî

ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ, áëàãîïðèÿòñòâóþùèõ ñîáûòèþ A.

Îáúåäèíåíèå ñîáûòèé A ∪B � ñîáûòèå, ñîñòîÿùåå èç ýëåìåíòàðíûõ èñõî-
äîâ, áëàãîïðèÿòñòâóþùèõ õîòÿ áû îäíîìó èç ñîáûòèé A,B.

Ïåðåñå÷åíèå ñîáûòèé A∩B � ñîáûòèå, ñîñòîÿùåå èç ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ,
áëàãîïðèÿòñòâóþùèõ îáîèì ñîáûòèÿì A è B.

Âåðîÿòíîñòü ïðîòèâîïîëîæíîãî ñîáûòèÿ p(A) = 1− p(A).

Äëÿ íåñîâìåñòíûõ ñîáûòèé p(A ∪B) = p(A) + p(B).
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Äëÿ ñîâìåñòíûõ ñîáûòèé p(A ∪B) = p(A) + p(B)− p(AB).

Äëÿ íåçàâèñèìûõ ñîáûòèé p(A ∩B) = p(A) · p(B).

Ôîðìóëà ïîëíîé âåðîÿòíîñòè P (A) = P (H1) ·P (A|H1) +P (H2) ·P (A|H2).

Ôîðìóëà Áàéåñà

P (A|B) =
P (B|A) · P (A)

P (B)
,

ãäå:

� P (A) � àïðèîðíàÿ âåðîÿòíîñòü ãèïîòåçû A, èëè ïðîñòûìè ñëîâàìè âå-
ðîÿòíîñòü ãèïîòåçû A.

� P (A|B) � âåðîÿòíîñòü ãèïîòåçû A ïðè íàñòóïëåíèè ñîáûòèÿ B (ýòî íà-
çûâàåòñÿ àïîñòåðèîðíàÿ âåðîÿòíîñòü).

� P (B|A) � âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ B ïðè èñòèííîñòè ãèïîòåçû A.

� P (B) � ïîëíàÿ âåðîÿòíîñòü íàñòóïëåíèÿ ñîáûòèÿ B.

Äîêàçàòåëüñòâî âûòåêàåò èç îïðåäåëåíèÿ óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè. Âåðîÿòíîñòü
ñîâìåñòíîãî ñîáûòèÿ AB ìîæåò áûòü âûðàæåíà äâóìÿ ñïîñîáàìè P (AB) =
P (A|B)P (B) = P (B|A)P (A).

Ôîðìóëà Áåðíóëëè Åñëè âåðîÿòíîñòü p íàñòóïëåíèÿ íåêîòîðîãî ñîáûòèÿ
â êàæäîì èñïûòàíèè ïîñòîÿííà, òî âåðîÿòíîñòü P kn òîãî, ÷òî äàííîå ñîáûòèå
íàñòóïèò ðîâíî k ðàç â n íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèÿõ ðàâíà P kn = Cknp

k(1−p)n−k.

Ñòàòèñòèêà

Ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå íàáîðà ÷èñåë ýòî èõ ñóììà, äåë¼ííàÿ íà èõ êî-
ëè÷åñòâî.

Íàïðèìåð ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå ÷èñåë 1, 3, 13, 10 ðàâíî
1 + 3 + 13 + 10

4
=

6,75.

Ìåäèàíà íàáîðà ÷èñåë � ÷èñëî, êîòîðîå áóäåò ðàñïîëîæåíî â ñåðåäèíå íàáî-
ðà, åñëè óïîðÿäî÷èòü ÷èñëà ïî âîçðàñòàíèþ (äëÿ íå÷¼òíîãî êîëè÷åñòâà ÷èñåë)
èëè ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå äâóõ ñðåäíèõ ÷èñåë (åñëè ÷èñåë � ÷¼òíîå êîëè-
÷åñòâî).

Íàïðèìåð ìåäèàíîé íàáîðà 1, 3, 5, 4, 2, 2, 3, 2, 3, 3, 3 áóäåò ÷èñëî 3, òàê êàê ïî-
ñëå ðàñïîëîæåíèÿ ÷èñåë â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùèé íàáîð
1, 2, 2, 2, 3, 3, 3, 3, 3, 4, 5, â ñåðåäèíå êîòîðîãî ñòîèò ÷èñëî 3.
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Ìåäèàíîé íàáîðà 1, 3, 7, 2, 3, 2 áóäåò ÷èñëî 2,5. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñëå ðàñïîëî-
æåíèÿ ÷èñåë â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ ïîëó÷àåòñÿ íàáîð 1, 2, 2, 3, 3, 7, â ñåðåäèíå
êîòîðîãî ñòîÿò äâà ÷èñëà 2 è 3 � èõ ñðåäíåå ðàâíî 2,5.

Ìîäà íàáîðà ÷èñåë � ÷èñëî, âñòðå÷àþùååñÿ íàèáîëüøåå ÷èñëî ðàç.

Íàïðèìåð ó íàáîðà 1, 2, 1, 3, 1, 4, 4, 1 ìîäîé ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî 1.

Îáñóæäåíèå òåìû

Ïðèâåñòè ïðèìåðû íà ïðèìåíåíèå ïðàâèëà ñëîæåíèÿ, óìíîæåíèÿ, äåëåíèÿ.

Âûâåñòè ôîðìóëû äëÿ ÷èñëà ïåðåñòàíîâîê, ñî÷åòàíèé è ðàçìåùåíèé.

Ïðèâåñòè ïðèìåðû íà ¾è¿ è ¾èëè¿ â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé.

Çàäà÷è

21.1. Ñêîëüêî ïÿòèçíà÷íûõ ÷èñåë ìîæíî ñîñòàâèòü èç öèôð 0, 2, 4, 6, 8, ïðè
óñëîâèè, ÷òî öèôðû íå äîëæíû ïîâòîðÿòüñÿ?

21.2. Íà ãëîáóñå ïðîâåäåíû 17 ïàðàëëåëåé è 24 ìåðèäèàíà. Íà ñêîëüêî ÷àñòåé
ðàçäåëåíà ïîâåðõíîñòü ãëîáóñà?

21.3. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè íà øàõìàòíîé äîñêå ìîæíî ðàññòàâèòü äâóõ êî-
ðîëåé � ÷¼ðíîãî è áåëîãî, ÷òîáû îíè íå áèëè äðóã äðóãà?

21.4. Êîøêà ïîéìàëà 20 ìûøåê. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè îíà ìîæåò âûáðàòü
ñåáå óæèí, åñëè íà óæèí îíà ñúåäàåò äâóõ ìûøåê?

21.5. Â ïðîåêòå ïðèíÿëè ó÷àñòèå 24 ÷åëîâåêà. Ñêîëüêî ñïîñîáàìè ìîæíî âû-
áðàòü:

à) äâóõ ñ÷àñòëèâ÷èêîâ, êîòîðûå ïîëó÷àò îäèíàêîâûå ïðèçû;

á) òð¼õ ñ÷àñòëèâ÷èêîâ, êîòîðûå ïîëó÷àò ðàçíûå ïðèçû?

21.6. Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ñëîâ (íå îáÿçàòåëüíî îñìûñëåííûõ, íàïðèìåð ¾èÿë-
íè¿ ïîëó÷àåòñÿ ïåðåñòàíîâêîé áóêâ ñëîâà ¾ëèíèÿ¿) ìîæíî ïîëó÷èòü, ïåðå-
ñòàâëÿÿ áóêâû ñëîâà ¾âåêòîð¿, ¾ëèíèÿ¿?

Äîìàøíåå çàäàíèå

21.7. Íà êëàâèàòóðå òåëåôîíà 10 öèôð, îò 0 äî 9. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî ñëó÷àéíî íàæàòàÿ öèôðà áóäåò ÷¼òíîé?
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21.8. Â ñëó÷àéíîì ýêñïåðèìåíòå áðîñàþò äâå èãðàëüíûå êîñòè. Íàéäèòå âå-
ðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ñóììå âûïàäåò 8 î÷êîâ. Ðåçóëüòàò îêðóãëèòå äî ñîòûõ.

21.9. Åñëè ãðîññìåéñòåð À èãðàåò áåëûìè, òî îí âûèãðûâàåò ó ãðîññìåéñòåðà
Á ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,52. Åñëè À èãðàåò ÷¼ðíûìè, òî îí âûèãðûâàåò ó Á ñ
âåðîÿòíîñòüþ 0,3. ÃðîññìåéñòåðûÀ è Á èãðàþò äâå ïàðòèè, ïðè÷¼ì âî âòîðîé
ïàðòèè ìåíÿþò öâåò ôèãóð. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òîÀ âûèãðàåò îáà ðàçà.

21.10. Â ñëó÷àéíîì ýêñïåðèìåíòå ñèììåòðè÷íóþ ìîíåòó áðîñàþò äâàæäû.
Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îð¼ë âûïàäåò ðîâíî îäèí ðàç.

21.11. Íà ýêçàìåíå ïî ãåîìåòðèè øêîëüíèêó äîñòà¼òñÿ îäèí âîïðîñ èç ñïèñêà
ýêçàìåíàöèîííûõ âîïðîñîâ. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ýòî âîïðîñ íà òåìó ¾Âïè-
ñàííàÿ îêðóæíîñòü¿ ðàâíà 0,2. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ýòî âîïðîñ íà òåìó ¾Ïà-
ðàëëåëîãðàìì¿ ðàâíà 0,15. Âîïðîñîâ, êîòîðûå îäíîâðåìåííî îòíîñÿòñÿ ê ýòèì
äâóì òåìàì, íåò. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íà ýêçàìåíå øêîëüíèêó äî-
ñòàíåòñÿ âîïðîñ ïî îäíîé èç ýòèõ äâóõ òåì.

21.12. Êîíêóðñ èñïîëíèòåëåé ïðîâîäèòñÿ â 3 äíÿ. Âñåãî çàÿâëåíî 60 âûñòóï-
ëåíèé � ïî îäíîìó îò êàæäîé ñòðàíû. Â ïåðâûé äåíü 18 âûñòóïëåíèé, îñòàëü-
íûå ðàñïðåäåëåíû ïîðîâíó ìåæäó îñòàâøèìèñÿ äíÿìè. Ïîðÿäîê âûñòóïëåíèÿ
îïðåäåëÿåòñÿ æðåáèåì. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü, ÷òî âûñòóïëåíèå ïðåäñòàâèòåëÿ
Ðîññèè ñîñòîèòñÿ â òðåòèé äåíü êîíêóðñà?

21.13. Â ÷åìïèîíàòå ïî ãèìíàñòèêå ó÷àñòâóþò 76 ñïîðòñìåíîê: 30 èç Ðîññèè,
27 èç Óêðàèíû, îñòàëüíûå � èç Áåëîðóññèè. Ïîðÿäîê, â êîòîðîì âûñòóïàþò
ãèìíàñòêè, îïðåäåëÿåòñÿ æðåáèåì. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñïîðòñìåí-
êà, âûñòóïàþùàÿ ïåðâîé, îêàæåòñÿ èç Áåëîðóññèè.

21.14. Èãðàëüíóþ êîñòü (êóáèê) áðîñèëè îäèí ðàç. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî âûïàëî íå ìåíåå 4 î÷êîâ?

21.15. Ïåðåä íà÷àëîì ôóòáîëüíîãî ìàò÷à ñóäüÿ áðîñàåò ìîíåòó, ÷òîáû îïðå-
äåëèòü êàêàÿ èç êîìàíä áóäåò ïåðâàÿ âëàäåòü ìÿ÷îì. ÊîìàíäàÌ ïî î÷åðåäè
èãðàåò ñ êîìàíäàìè À, Â, Ñ. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âî âñåõ ìàò÷àõ
ïðàâî âëàäåòü ìÿ÷îì âûèãðàåò êîìàíäà Ì. Ðåçóëüòàò îêðóãëèòå äî ñîòûõ.

21.16. Â ãðóïïå òóðèñòîâ 5 ÷åëîâåê. Ñ ïîìîùüþ æðåáèÿ îíè âûáèðàþò äâóõ
÷åëîâåê, êîòîðûå äîëæíû èäòè â ñåëî çà ïðîäóêòàìè. Òóðèñò À õîòåë áû
ñõîäèòü â ìàãàçèí, íî îí ïîä÷èíÿåòñÿ æðåáèþ. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
À ïîéä¼ò â ìàãàçèí?

21.17. Íà ðèñóíêå èçîáðàæ¼í ëàáèðèíò. Ïàóê çàïîëçàåò â ëàáèðèíò â òî÷êå
¾Âõîä¿. Ðàçâåðíóòüñÿ è ïîëçòè íàçàä ïàóê íå ìîæåò, ïîýòîìó íà êàæäîì ðàç-
âåòâëåíèè ïàóê âûáèðàåò îäèí èç ïóòåé, ïî êîòîðîìó åù¼ íå ïîëç. Ñ÷èòàÿ, ÷òî
âûáîð äàëüíåéøåãî ïóòè ÷èñòî ñëó÷àéíûé, îïðåäåëèòå, ñ êàêîé âåðîÿòíîñòüþ
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ïàóê ïðèä¼ò ê âûõîäó D.

Âûõîä D

Âûõîä A

Âûõîä C

Âûõîä B

Âõîä

21.18. Â ãðóïïå òóðèñòîâ 30 ÷åëîâåê. Èõ âåðòîë¼òîì â íåñêîëüêî ïðè¼ìîâ
çàáðàñûâàþò â òðóäíîäîñòóïíûé ðàéîí ïî 6 ÷åëîâåê çà ðåéñ. Ïîðÿäîê, â êî-
òîðîì âåðòîë¼ò ïåðåâîçèò òóðèñòîâ, ñëó÷àåí. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
òóðèñò Ï ïîëåòèò ïåðâûì ðåéñîì âåðòîë¼òà.

21.19. Â íåêîòîðîì ãîðîäå èç 5000 ïîÿâèâøèõñÿ íà ñâåò ìëàäåíöåâ 2512 ìàëü-
÷èêîâ. Íàéäèòå ÷àñòîòó ðîæäåíèÿ äåâî÷åê â ýòîì ãîðîäå. Ðåçóëüòàò îêðóãëèòå
äî òûñÿ÷íûõ.

21.20. Â ÷åìïèîíàòå ìèðà ó÷àñòâóåò 20 êîìàíä. Ñ ïîìîùüþ æðåáèÿ èõ íóæíî
ðàçäåëèòü íà 4 ãðóïïû ïî 5 êîìàíä â êàæäîé. Â ÿùèêå ëåæàò êàðòî÷êè ñ
íîìåðàìè ãðóïï: 1, 1, 1, 1, 1, 2, 2, 2, 2, 2, 3, 3, 3, 3, 3, 4, 4, 4, 4, 4. Êàïèòàíû êîìàíä
òÿíóò ïî îäíîé êàðòî÷êå. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî êîìàíäà Ôðàíöèè
îêàæåòñÿ âî âòîðîé ãðóïïå?

21.21. Èãðàëüíûé êóáèê áðîñàþò äâàæäû. Ñêîëüêî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ
îïûòà áëàãîïðèÿòñòâóþò ñîáûòèþ ¾Ñóììà î÷êîâ ðàâíà 5¿?

21.22. Â ñëó÷àéíîì ýêñïåðèìåíòå áðîñàþò äâå èãðàëüíûå êîñòè. Íàéäèòå âå-
ðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ñóììå âûïàäåò 3 î÷êà. Ðåçóëüòàò îêðóãëèòå äî ñîòûõ.

21.23. Áèàòëîíèñò ïÿòü ðàç ñòðåëÿåò ïî ìèøåíÿì. Âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ
â ìèøåíü ïðè îäíîì âûñòðåëå ðàâíà 0,8. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî áè-
àòëîíèñò ïåðâûå òðè ðàçà ïîïàë â ìèøåíè, à ïîñëåäíèå äâà ïðîìàõíóëñÿ.
Ðåçóëüòàò îêðóãëèòå äî ñîòûõ.

21.24. Â ñëó÷àéíîì ýêñïåðèìåíòå áðîñàþò äâå èãðàëüíûå êîñòè. Íàéäèòå âå-
ðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ñóììå âûïàäåò 7 î÷êîâ. Ðåçóëüòàò îêðóãëèòå äî ñîòûõ.

21.25. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñëó÷àéíî âûáðàííîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî
îò 10 äî 19 äåëèòñÿ íà òðè?
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21.26. Íà áîðòó ñàìîë¼òà 12 ìåñò ðÿäîì ñ çàïàñíûìè âûõîäàìè è 18 ìåñò çà
ïåðåãîðîäêàìè, ðàçäåëÿþùèìè ñàëîíû. Îñòàëüíûå ìåñòà íåóäîáíû äëÿ ïàñ-
ñàæèðà âûñîêîãî ðîñòà. Ïàññàæèð Â âûñîêîãî ðîñòà. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî íà ðåãèñòðàöèè ïðè ñëó÷àéíîì âûáîðå ìåñòà ïàññàæèðó Â äîñòà-
íåòñÿ óäîáíîå ìåñòî, åñëè âñåãî â ñàìîë¼òå 300 ìåñò.

21.27. Çà êðóãëûé ñòîë íà 9 ñòóëüåâ â ñëó÷àéíîì ïîðÿäêå ðàññàæèâàþòñÿ
7 ìàëü÷èêîâ è 2 äåâî÷êè. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îáå äåâî÷êè áóäóò
ñèäåòü ðÿäîì.

21.28. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïîñëåäíèå äâå öèôðû ñëó÷àéíîãî òåëå-
ôîííîãî íîìåðà ðàçëè÷íû?

21.29. Â ãðóïïå øåñòü ÷åëîâåê, ñðåäè íèõ � Ìèõàèë è Îëåã. Ãðóïïó ñëó÷àé-
íûì îáðàçîì äåëÿò íà òðè ïàðû. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî Ìèõàèë è
Îëåã îêàæóòñÿ â îäíîé ïàðå.

21.30. Èãðàëüíûé êóáèê áðîñàþò äâàæäû. Èçâåñòíî, ÷òî â ñóììå âûïàëî 8
î÷êîâ. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âòîðîé ðàç âûïàëî 3 î÷êà.

21.31. Ïðè äâóêðàòíîì áðîñàíèè èãðàëüíîé êîñòè â ñóììå âûïàëî 9 î÷êîâ.
Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî õîòÿ áû ðàç âûïàëî 5 î÷êîâ?

21.32. Èãðàëüíóþ êîñòü áðîñèëè äâà ðàçà. Èçâåñòíî, ÷òî òðè î÷êà íå âûïàëè
íè ðàçó. Íàéäèòå ïðè ýòîì óñëîâèè âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ ¾ñóììà âûïàâøèõ
î÷êîâ îêàæåòñÿ ðàâíûì 8¿.

21.33. Â îäíîì ðåñòîðàíå â ã.Òàìáîâå àäìèíèñòðàòîð ïðåäëàãàåò ãîñòÿì ñûã-
ðàòü â ¾Øåø-áåø¿: ãîñòü áðîñàåò îäíîâðåìåííî äâå èãðàëüíûå êîñòè. Åñëè
îí âûáðîñèò êîìáèíàöèþ 5 è 6 î÷êîâ õîòÿ áû îäèí ðàç èç äâóõ ïîïûòîê, òî
ïîëó÷èò êîìïëèìåíò îò ðåñòîðàíà: ÷àøêó êîôå èëè äåñåðò áåñïëàòíî. Êàêîâà
âåðîÿòíîñòü ïîëó÷èòü êîìïëèìåíò? Ðåçóëüòàò îêðóãëèòå äî ñîòûõ.

21.34. Òåëåôîí ïåðåäà¼ò sms-ñîîáùåíèå. Â ñëó÷àå íåóäà÷è òåëåôîí äåëàåò
ñëåäóþùóþ ïîïûòêó. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñîîáùåíèå óäàñòñÿ ïåðåäàòü áåç
îøèáîê â êàæäîé îòäåëüíîé ïîïûòêå, ðàâíà 0,4. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî äëÿ ïåðåäà÷è ñîîáùåíèÿ ïîòðåáóåòñÿ íå áîëüøå äâóõ ïîïûòîê.
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Óðîê � 22. Ñòåðåîìåòðèÿ. Ñðàâíåíèå îáú¼ìîâ

äâóõ òåë. Ñå÷åíèÿ. Äðóãèå âèäû çàäà÷.

Ñðàâíåíèå îáú¼ìîâ (èëè ïëîùàäåé ïîâåðõíîñòè) äâóõ òåë

Ïèøåì âûðàæåíèÿ äëÿ V1 è V2 (èëè S1 è S2), çàòåì èùåì èõ îòíîøåíèå.

Äëÿ ïîäîáíûõ ôèãóð
V2

V1
= k3

(
S2

S1
= k2

)
, ãäå k � êîýôôèöèåíò ïîäîáèÿ.

Çàäà÷è íà äåòàëü â âîäå

Vä = ∆Vâîäû � îáú¼ì äåòàëè ðàâåí èçìåíåíèþ îáú¼ìà âîäû.

Çàäàíèÿ

22.1. Â ñîñóä â âèäå êîíóñà (âåðøèíîé âíèç) íàëèòà æèäêîñòü äî 2/3 âûñî-
òû. Îáú¼ì íàëèòîé æèäêîñòè 64 ìë. Ñêîëüêî ìèëëèëèòðîâ æèäêîñòè íóæíî
äîëèòü, ÷òîáû íàïîëíèòü ñîñóä äîâåðõó?

22.2. Îêîëî êîíóñà îïèñàíà ñôåðà (ñôåðà ñîäåðæèò îêðóæíîñòü îñíîâàíèÿ
êîíóñà è åãî âåðøèíó). Öåíòð ñôåðû íàõîäèòñÿ â öåíòðå îñíîâàíèÿ êîíóñà.
Ðàäèóñ ñôåðû ðàâåí 28

√
2. Íàéäèòå îáðàçóþùóþ êîíóñà.

22.3. Â ïðÿìîóãîëüíîì ïàðàëëåëåïèïåäå ABCDA1B1C1D1 ðåáðî AB = 2,
ðåáðî AD =

√
5, ðåáðî AA1 = 2. Òî÷êà K � ñåðåäèíà ðåáðà BB1. Íàéäèòå

ïëîùàäü ñå÷åíèÿ, ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç òî÷êè A1, D1 è K.

22.4. Â ïðÿìîóãîëüíîì ïàðàëëåëåïèïåäå ABCDA1B1C1D1 èçâåñòíû äëèíû
ð¼áåð: AB = 24, AD = 10, AA1 = 22. Íàéäèòå ïëîùàäü ñå÷åíèÿ, ïðîõîäÿùåãî
÷åðåç âåðøèíû A, A1 è C.

22.5. Â îñíîâàíèè ïðÿìîé ïðèçìû ëåæèò êâàäðàò ñî ñòîðîíîé 3. Áîêîâûå
ðåáðà ðàâíû 7/π. Íàéäèòå îáú¼ì öèëèíäðà, îïèñàííîãî îêîëî ýòîé ïðèçìû.

22.6. Â öèëèíäðè÷åñêèé ñîñóä íàëèëè 3000 ñì3 âîäû. Óðîâåíü âîäû ïðè ýòîì
äîñòèã 20 ñì. Â æèäêîñòü ïîëíîñòüþ ïîãðóçèëè äåòàëü. Ïðè ýòîì óðîâåíü
æèäêîñòè â ñîñóäå ïîäíÿëñÿ íà 3 ñì. ×åìó ðàâåí îáú¼ì äåòàëè? Îòâåò âûðà-
çèòå â ñì3.

22.7. Îò òðåóãîëüíîé ïèðàìèäû, îáú¼ì êîòîðîé ðàâåí 12, îòñå÷åíà òðåóãîëü-
íàÿ ïèðàìèäà ïëîñêîñòüþ, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç âåðøèíó ïèðàìèäû è ñðåäíþþ
ëèíèþ îñíîâàíèÿ. Íàéäèòå îáú¼ì îòñå÷åííîé òðåóãîëüíîé ïèðàìèäû.

135



22.8. Ïëîùàäü îñåâîãî ñå÷åíèÿ öèëèíäðà ðàâíà 4. Íàéäèòå ïëîùàäü áîêîâîé
ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà, äåëåííóþ íà π.

22.9. Îáú¼ì òðåóãîëüíîé ïèðàìèäû ðàâåí 15. Ïëîñêîñòü ïðîõîäèò ÷åðåç ñòî-
ðîíó îñíîâàíèÿ ýòîé ïèðàìèäû è ïåðåñåêàåò ïðîòèâîïîëîæíîå áîêîâîå ðåáðî
â òî÷êå, äåëÿùåé åãî â îòíîøåíèè 1 : 2, ñ÷èòàÿ îò âåðøèíû ïèðàìèäû. Íàé-
äèòå áîëüøèé èç îáú¼ìîâ ïèðàìèä, íà êîòîðûå ïëîñêîñòü ðàçáèâàåò èñõîäíóþ
ïèðàìèäó.

22.10. Îêîëî øàðà îïèñàí öèëèíäð, ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè êîòîðîãî ðàâíà 18.
Íàéäèòå ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè øàðà.

22.11. Îäíà öèëèíäðè÷åñêàÿ êðóæêà âäâîå âûøå âòîðîé, çàòî âòîðàÿ â ïîë-
òîðà ðàçà øèðå. Íàéäèòå îòíîøåíèå îáú¼ìà âòîðîé êðóæêè ê îáú¼ìó ïåðâîé.

22.12. Â öèëèíäðè÷åñêîì ñîñóäå óðîâåíü æèäêîñòè äîñòèãàåò 16 ñì. Íà êà-
êîé âûñîòå áóäåò íàõîäèòüñÿ óðîâåíü æèäêîñòè, åñëè åå ïåðåëèòü âî âòîðîé
öèëèíäðè÷åñêèé ñîñóä, äèàìåòð êîòîðîãî â 2 ðàçà áîëüøå äèàìåòðà ïåðâîãî?
Îòâåò âûðàçèòå â ñàíòèìåòðàõ.

22.13. Âî ñêîëüêî ðàç îáú¼ì êîíóñà, îïèñàííîãî îêîëî ïðàâèëüíîé ÷åòûðåõ-
óãîëüíîé ïèðàìèäû, áîëüøå îáú¼ìà êîíóñà, âïèñàííîãî â íåå?

22.14. Â ñîñóä, èìåþùèé ôîðìó ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ïðèçìû, íàëèëè
âîäó. Óðîâåíü âîäû äîñòèãàåò 80 ñì. Íà êàêîé âûñîòå (â ñì) áóäåò íàõîäèòüñÿ
óðîâåíü âîäû, åñëè åå ïåðåëèòü â äðóãîé òàêîé æå ñîñóä, ó êîòîðîãî ñòîðîíà
îñíîâàíèÿ â 4 ðàçà áîëüøå, ÷åì ó ïåðâîãî?

22.15. Â îñíîâàíèè ïðÿìîé ïðèçìû ëåæèò ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ñ êà-

òåòàìè 6 è 8. Áîêîâûå ð¼áðà ðàâíû
5

π
. Íàéäèòå îáú¼ì öèëèíäðà, îïèñàííîãî

îêîëî ýòîé ïðèçìû.

22.16. Âåðøèíà A êóáà ABCDA1B1C1D1 ñî ñòîðîíîé 1,6 ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì
ñôåðû, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó A1. Íàéäèòå ïëîùàäü S ÷àñòè ñôåðû, ñîäåð-

æàùåéñÿ âíóòðè êóáà. Â îòâåòå çàïèøèòå âåëè÷èíó
S

π
.

22.17. Ñåðåäèíà ðåáðà êóáà ñî ñòîðîíîé 1,9 ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì øàðà ðàäèóñà
0,95. Íàéäèòå ïëîùàäü S ÷àñòè ïîâåðõíîñòè øàðà, ëåæàùåé âíóòðè êóáà. Â

îòâåòå çàïèøèòå
S

π
.

22.18. Íàéäèòå îáú¼ì ìíîãîãðàííèêà, âåðøèíàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ òî÷êè
A, B, C, A1, C1 ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ïðèçìû ABCA1B1C1, ïëîùàäü îñ-
íîâàíèÿ êîòîðîé ðàâíà 3, à áîêîâîå ðåáðî ðàâíî 2.

22.19. Öèëèíäð îïèñàí îêîëî øàðà. Îáú¼ì øàðà ðàâåí 24. Íàéäèòå îáú¼ì
öèëèíäðà.
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22.20. Êîíóñ âïèñàí â øàð. Ðàäèóñ îñíîâàíèÿ êîíóñà ðàâåí ðàäèóñó øàðà.
Îáú¼ì øàðà ðàâåí 28. Íàéäèòå îáú¼ì êîíóñà.

22.21. Îáú¼ì îäíîãî øàðà â 27 ðàç áîëüøå îáú¼ìà âòîðîãî. Âî ñêîëüêî ðàç
ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè ïåðâîãî øàðà áîëüøå ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè âòîðîãî?

22.22. Ðàäèóñû äâóõ øàðîâ ðàâíû 6 è 8. Íàéäèòå ðàäèóñ øàðà, ïëîùàäü
ïîâåðõíîñòè êîòîðîãî ðàâíà ñóììå ïëîùàäåé èõ ïîâåðõíîñòåé.

22.23. Ïðàâèëüíàÿ ÷åòûð¼õóãîëüíàÿ ïðèçìà îïèñàíà îêîëî öèëèíäðà, ðàäèóñ
îñíîâàíèÿ êîòîðîãî ðàâåí 2. Ïëîùàäü áîêîâîé ïîâåðõíîñòè ïðèçìû ðàâíà 48.
Íàéäèòå âûñîòó öèëèíäðà.

22.24. Íàéäèòå ïëîùàäü áîêîâîé ïîâåðõíîñòè ïðàâèëüíîé øåñòèóãîëüíîé
ïðèçìû, îïèñàííîé îêîëî öèëèíäðà, ðàäèóñ îñíîâàíèÿ êîòîðîãî ðàâåí

√
3,

à âûñîòà ðàâíà 2.

22.25. ×åðåç ñðåäíþþ ëèíèþ îñíîâàíèÿ òðåóãîëüíîé ïðèçìû, ïëîùàäü áîêî-
âîé ïîâåðõíîñòè êîòîðîé ðàâíà 24, ïðîâåäåíà ïëîñêîñòü, ïàðàëëåëüíàÿ áîêî-
âîìó ðåáðó. Íàéäèòå ïëîùàäü áîêîâîé ïîâåðõíîñòè îòñå÷åííîé òðåóãîëüíîé
ïðèçìû.

22.26. Ïëîùàäü îñíîâàíèÿ êîíóñà ðàâíà 18. Ïëîñêîñòü, ïàðàëëåëüíàÿ ïëîñ-
êîñòè îñíîâàíèÿ êîíóñà, äåëèò åãî âûñîòó íà îòðåçêè äëèíîé 3 è 6, ñ÷èòàÿ îò
âåðøèíû. Íàéäèòå ïëîùàäü ñå÷åíèÿ êîíóñà ýòîé ïëîñêîñòüþ.

22.27. Âûñîòà êîíóñà ðàâíà 8, à äëèíà îáðàçóþùåé � 10. Íàéäèòå ïëîùàäü
îñåâîãî ñå÷åíèÿ ýòîãî êîíóñà.

22.28. Â ïðàâèëüíîé ÷åòûð¼õóãîëüíîé ïðèçìå ABCDA1B1C1D1 ðåáðî AA1

ðàâíî 15, à äèàãîíàëü BD1 ðàâíà 17. Íàéäèòå ïëîùàäü ñå÷åíèÿ ïðèçìû ïëîñ-
êîñòüþ, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè A, A1 è C.

Äîìàøíåå çàäàíèå

22.29. Ð¼áðà òåòðàýäðà ðàâíû 1. Íàéäèòå ïëîùàäü ñå÷åíèÿ, ïðîõîäÿùåãî ÷å-
ðåç ñåðåäèíû ÷åòûðåõ åãî ð¼áåð.
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22.30. Ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä îïèñàí îêîëî ñôåðû ðàäèóñîì 17.
Íàéäèòå åãî îáú¼ì.

22.31. Ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä îïèñàí îêîëî öèëèíäðà, ðàäèóñ îñíî-
âàíèÿ êîòîðîãî ðàâåí 4. Îáú¼ì ïàðàëëåëåïèïåäà ðàâåí 16. Íàéäèòå âûñîòó
öèëèíäðà.

22.32. Êîíóñ îïèñàí îêîëî ïðàâèëüíîé ÷åòûð¼õóãîëüíîé ïèðàìèäû ñî ñòîðî-
íîé îñíîâàíèÿ 4 è âûñîòîé 6. Íàéäèòå åãî îáú¼ì, äåëåííûé íà π.

22.33. Â ñîñóä, èìåþùèé ôîðìó ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ïðèçìû, íàëèëè
2300 ñì3 âîäû è ïîëíîñòüþ â íåå ïîãðóçèëè äåòàëü. Ïðè ýòîì óðîâåíü æèä-
êîñòè â ñîñóäå ïîäíÿëñÿ ñ îòìåòêè 25 ñì äî îòìåòêè 27 ñì. ×åìó ðàâåí îáú¼ì
äåòàëè? Îòâåò âûðàçèòå â ñì3.

22.34. Ðàäèóñû òðåõ øàðîâ ðàâíû 6, 8 è 10. Íàéäèòå ðàäèóñ øàðà, îáú¼ì
êîòîðîãî ðàâåí ñóììå èõ îáú¼ìîâ.

22.35. Öèëèíäð è êîíóñ èìåþò îáùåå îñíîâàíèå è îáùóþ âûñîòó. Âû÷èñëèòå
îáú¼ì öèëèíäðà, åñëè îáú¼ì êîíóñà ðàâåí 20.

22.36. Â êóá ñ ðåáðîì 3 âïèñàí øàð. Íàéäèòå îáú¼ì ýòîãî øàðà, äåë¼ííûé
íà π.

22.37. Â îñíîâàíèè ïðÿìîé ïðèçìû ëåæèò êâàäðàò ñî ñòîðîíîé 2. Áîêîâûå

ðåáðà ðàâíû
2

π
. Íàéäèòå îáú¼ì öèëèíäðà, îïèñàííîãî îêîëî ýòîé ïðèçìû.

22.38. Â öèëèíäðè÷åñêèé ñîñóä, â êîòîðîì íàõîäèòñÿ 6 ëèòðîâ âîäû, îïóùåíà
äåòàëü. Ïðè ýòîì óðîâåíü æèäêîñòè â ñîñóäå ïîäíÿëñÿ â 1,5 ðàçà. ×åìó ðàâåí
îáú¼ì äåòàëè? Îòâåò âûðàçèòå â ëèòðàõ.

22.39. Âî ñêîëüêî ðàç óìåíüøèòñÿ ïëîùàäü áîêîâîé ïîâåðõíîñòè êîíóñà, åñëè
ðàäèóñ åãî îñíîâàíèÿ óìåíüøèòü â 1,5 ðàçà?

22.40. Îáú¼ì ïåðâîãî öèëèíäðà ðàâåí 12ì3. Ó âòîðîãî öèëèíäðà âûñîòà â
òðè ðàçà áîëüøå, à ðàäèóñ îñíîâàíèÿ � â äâà ðàçà ìåíüøå, ÷åì ó ïåðâîãî.
Íàéäèòå îáú¼ì (â ì3) âòîðîãî öèëèíäðà.

22.41. Îáú¼ì êîíóñà ðàâåí 32. ×åðåç ñåðåäèíó âûñîòû ïàðàëëåëüíî îñíîâà-
íèþ êîíóñà ïðîâåäåíî ñå÷åíèå, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ îñíîâàíèåì ìåíüøåãî êîíóñà
ñ òîé æå âåðøèíîé. Íàéäèòå îáú¼ì ìåíüøåãî êîíóñà.

22.42. Ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä îïèñàí îêîëî öèëèíäðà, ðàäèóñ îñíî-
âàíèÿ è âûñîòà êîòîðîãî ðàâíû 5,5. Íàéäèòå îáú¼ì ïàðàëëåëåïèïåäà.

22.43. Âî ñêîëüêî ðàç óâåëè÷èòñÿ ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè îêòàýäðà, åñëè âñå
åãî ð¼áðà óâåëè÷èòü â 3 ðàçà?
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22.44. Êîíóñ âïèñàí â öèëèíäð. Îáúåì êîíóñà ðàâåí 5. Íàéäèòå îáú¼ì öè-
ëèíäðà.

22.45. Ïðàâèëüíàÿ ÷åòûðåõóãîëüíàÿ ïðèçìà îïèñàíà îêîëî öèëèíäðà, ðàäèóñ
îñíîâàíèÿ è âûñîòà êîòîðîãî ðàâíû 1. Íàéäèòå ïëîùàäü áîêîâîé ïîâåðõíîñòè
ïðèçìû.

22.46. Íàéäèòå ïëîùàäü áîêîâîé ïîâåðõíîñòè ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ïðèç-
ìû, îïèñàííîé îêîëî öèëèíäðà, ðàäèóñ îñíîâàíèÿ êîòîðîãî ðàâåí

√
3, à âûñîòà

ðàâíà 2.

22.47. Îáú¼ì îäíîãî êóáà â 8 ðàç áîëüøå îáú¼ìà äðóãîãî êóáà. Âî ñêîëüêî
ðàç ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè ïåðâîãî êóáà áîëüøå ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè âòîðîãî
êóáà?

22.48. Íàéäèòå ïëîùàäü áîêîâîé ïîâåðõíîñòè ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ïðèç-
ìû, âïèñàííîé â öèëèíäð, ðàäèóñ îñíîâàíèÿ êîòîðîãî ðàâåí 2

√
3, à âûñîòà

ðàâíà 2.

22.49. Öèëèíäð è êîíóñ èìåþò îáùèå îñíîâàíèå è âûñîòó. Âûñîòà öèëèíäðà
ðàâíà ðàäèóñó îñíîâàíèÿ. Ïëîùàäü áîêîâîé ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà ðàâíà 3

√
2.

Íàéäèòå ïëîùàäü áîêîâîé ïîâåðõíîñòè êîíóñà.
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Óðîê �23. Êîìáèíàòîðèêà. Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé.

×àñòü 2.

Çàäàíèÿ

23.1. Äâå ôàáðèêè âûïóñêàþò îäèíàêîâûå ñòåêëà äëÿ àâòîìîáèëüíûõ ôàð.
Ïåðâàÿ ôàáðèêà âûïóñêàåò 45% ýòèõ ñò¼êîë, âòîðàÿ � 55%. Ïåðâàÿ ôàáðèêà
âûïóñêàåò 3% áðàêîâàííûõ ñò¼êîë, à âòîðàÿ � 1%. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî ñëó÷àéíî êóïëåííîå â ìàãàçèíå ñòåêëî îêàæåòñÿ áðàêîâàííûì.

23.2. Êîâáîé Äæîí ïîïàäàåò â ìóõó íà ñòåíå ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,9, åñëè ñòðåëÿ-
åò èç ïðèñòðåëÿííîãî ðåâîëüâåðà. Åñëè Äæîí ñòðåëÿåò èç íåïðèñòðåëÿííîãî
ðåâîëüâåðà, òî îí ïîïàäàåò â ìóõó íà ñòåíå ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,2. Íà ñòîëå ëå-
æèò 10 ðåâîëüâåðîâ, èç íèõ òîëüêî 4 ïðèñòðåëÿííûå. Êîâáîé Äæîí âèäèò íà
ñòåíå ìóõó, íàóäà÷ó õâàòàåò ïåðâûé ïîïàâøèéñÿ ðåâîëüâåð è ñòðåëÿåò â ìóõó,
Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî Äæîí ïðîìàõí¼òñÿ.

23.3. Â òîðãîâîì öåíòðå äâà îäèíàêîâûõ àâòîìàòà ïðîäàþò êîôå. Âåðîÿò-
íîñòü òîãî, ÷òî ê êîíöó äíÿ â àâòîìàòå çàêîí÷èòñÿ êîôå, ðàâíà 0,3. Âåðî-
ÿòíîñòü òîãî, ÷òî êîôå çàêîí÷èòñÿ â îáîèõ àâòîìàòàõ, ðàâíà 0,12. Íàéäèòå
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ê êîíöó äíÿ êîôå îñòàíåòñÿ â îáîèõ àâòîìàòàõ.

23.4. Ïîìåùåíèå îñâåùàåòñÿ ôîíàð¼ì ñ äâóìÿ ëàìïàìè. Âåðîÿòíîñòü ïåðåãî-
ðàíèÿ îäíîé ëàìïû â òå÷åíèå ãîäà ðàâíà 0,3. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
â òå÷åíèå ãîäà õîòÿ áû îäíà ëàìïà íå ïåðåãîðèò.

23.5. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íîâûé ýëåêòðè÷åñêèé ÷àéíèê ïðîñëóæèò áîëüøå
ãîäà, ðàâíà 0,97. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îí ïðîñëóæèò áîëüøå äâóõ ëåò, ðàâíà
0,89. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îí ïðîñëóæèò ìåíüøå äâóõ ëåò, íî áîëüøå
ãîäà.

23.6. Àãðîôèðìà çàêóïàåò êóðèíûå ÿéöà â äâóõ äîìàøíèõ õîçÿéñòâàõ. 40%
ÿèö èç ïåðâîãî õîçÿéñòâà � ÿéöà âûñøåé êàòåãîðèè, à èç âòîðîãî õîçÿéñòâà
� 20% ÿèö âûñøåé êàòåãîðèè. Âñåãî âûñøóþ êàòåãîðèþ ïîëó÷àåò 35% ÿèö.
Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ÿéöî, êóïëåííîå ó ýòîé àãðîôèðìû, îêàæåòñÿ
èç ïåðâîãî õîçÿéñòâà.

23.7. Àâòîìàòè÷åñêàÿ ëèíèÿ èçãîòàâëèâàåò áàòàðåéêè. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
ãîòîâàÿ áàòàðåéêà íåèñïðàâíà, ðàâíà 0,02. Ïåðåä óïàêîâêîé êàæäàÿ áàòàðåé-
êà ïðîõîäèò ñèñòåìó êîíòðîëÿ. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñèñòåìà çàáðàêóåò íåèñ-
ïðàâíóþ áàòàðåéêó, ðàâíà 0,99. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñèñòåìà ïî îøèáêå çà-
áðàêóåò èñïðàâíóþ áàòàðåéêó, ðàâíà 0,01. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñëó-
÷àéíî âûáðàííàÿ èçãîòîâëåííàÿ áàòàðåéêà áóäåò çàáðàêîâàíà ñèñòåìîé êîí-
òðîëÿ.

140



23.8. Ïåðåä íà÷àëîì ïåðâîãî òóðà ÷åìïèîíàòà ïî áàäìèíòîíó ó÷àñòíèêîâ
ðàçáèâàþò íà èãðîâûå ïàðû ñëó÷àéíûì îáðàçîì ñ ïîìîùüþ æðåáèÿ. Âñåãî
â ÷åìïèîíàòå ó÷àñòâóåò 26 áàäìèíòîíèñòîâ, ñðåäè êîòîðûõ 10 ó÷àñòíèêîâ èç
Ðîññèè, â òîì ÷èñëå Ðóñëàí Îðëîâ. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ïåðâîì
òóðå Ðóñëàí Îðëîâ áóäåò èãðàòü ñ êàêèì-ëèáî áàäìèíòîíèñòîì èç Ðîññèè?

23.9. Ìåõàíè÷åñêèå ÷àñû ñ äâåíàäöàòè÷àñîâûì öèôåðáëàòîì â êàêîé-òî ìî-
ìåíò ñëîìàëèñü è ïåðåñòàëè õîäèòü. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ÷àñîâàÿ
ñòðåëêà çàñòûëà, äîñòèãíóâ îòìåòêè 10, íî íå äîéäÿ äî îòìåòêè 1 ÷àñ.

23.10. Âñåì ïàöèåíòàì ñ ïîäîçðåíèåì íà ãåïàòèò äåëàþò àíàëèç êðîâè. Åñ-
ëè àíàëèç âûÿâëÿåò ãåïàòèò, òî ðåçóëüòàò àíàëèçà íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëü-
íûì. Ó áîëüíûõ ãåïàòèòîì ïàöèåíòîâ àíàëèç äà¼ò ïîëîæèòåëüíûé ðåçóëü-
òàò ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,9. Åñëè ïàöèåíò íå áîëåí ãåïàòèòîì, òî àíàëèç ìîæåò
äàòü ëîæíûé ïîëîæèòåëüíûé ðåçóëüòàò ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,01. Èçâåñòíî, ÷òî
5% ïàöèåíòîâ, ïîñòóïàþùèõ ñ ïîäîçðåíèåì íà ãåïàòèò, äåéñòâèòåëüíî áîëü-
íû ãåïàòèòîì. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ðåçóëüòàò àíàëèçà ó ïàöèåíòà,
ïîñòóïèâøåãî â êëèíèêó ñ ïîäîçðåíèåì íà ãåïàòèò, áóäåò ïîëîæèòåëüíûì.

23.11. Â Âîëøåáíîé ñòðàíå áûâàåò äâà òèïà ïîãîäû: õîðîøàÿ è îòëè÷íàÿ,
ïðè÷¼ì ïîãîäà, óñòàíîâèâøèñü óòðîì, äåðæèòñÿ íåèçìåííîé âåñü äåíü. Èç-
âåñòíî, ÷òî ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,8 ïîãîäà çàâòðà áóäåò òàêîé æå, êàê è ñåãîäíÿ.
Ñåãîäíÿ 3 èþëÿ, ïîãîäà â Âîëøåáíîé ñòðàíå õîðîøàÿ. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî 6 èþëÿ â Âîëøåáíîé ñòðàíå áóäåò îòëè÷íàÿ ïîãîäà.

23.12. Ïåðåä íà÷àëîì ôóòáîëüíîãî ìàò÷à ñóäüÿ áðîñàåò ìîíåòó, ÷òîáû îïðå-
äåëèòü êàêàÿ èç êîìàíä áóäåò ïåðâàÿ âëàäåòü ìÿ÷îì. ÊîìàíäàÌ ïî î÷åðåäè
èãðàåò ñ êîìàíäàìè À, Â, Ñ. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â äâóõ ïåðâûõ
ìàò÷àõ ïðàâî ïåðâîé âëàäåòü ìÿ÷îì âûèãðàåò êîìàíäàÌ, à â òðåòüåì êîìàí-
äà C? Ðåçóëüòàò îêðóãëèòå äî ñîòûõ.

23.13. Èç ðàéîííîãî öåíòðà â äåðåâíþ åæåäíåâíî õîäèò àâòîáóñ. Âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî â ïîíåäåëüíèê â àâòîáóñå îêàæåòñÿ ìåíüøå 20 ïàññàæèðîâ, ðàâíà
0,94. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îêàæåòñÿ ìåíüøå 15 ïàññàæèðîâ, ðàâíà 0,56. Íàé-
äèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ÷èñëî ïàññàæèðîâ áóäåò îò 15 äî 19.

23.14. Ôàáðèêà âûïóñêàåò ñóìêè. Â ñðåäíåì íà 100 êà÷åñòâåííûõ ñóìîê ïðè-
õîäèòñÿ âîñåìü ñóìîê ñî ñêðûòûìè äåôåêòàìè. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî êóïëåííàÿ ñóìêà îêàæåòñÿ êà÷åñòâåííîé. Ðåçóëüòàò îêðóãëèòå äî ñîòûõ.

23.15. Ïî îòçûâàì ïîêóïàòåëåé Èâàí Èâàíîâè÷ îöåíèë íàä¼æíîñòü äâóõ
èíòåðíåò-ìàãàçèíîâ. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íóæíûé òîâàð äîñòàâÿò èç ìàãà-
çèíà À, ðàâíà 0,8. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ýòîò òîâàð äîñòàâÿò èç ìàãàçèíà Á,
ðàâíà 0,9. Èâàí Èâàíîâè÷ çàêàçàë òîâàð ñðàçó â îáîèõ ìàãàçèíàõ. Ñ÷èòàÿ, ÷òî
èíòåðíåò-ìàãàçèíû ðàáîòàþò íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà, íàéäèòå âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî íè îäèí ìàãàçèí íå äîñòàâèò òîâàð.
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23.16. ×òîáû ïîñòóïèòü â èíñòèòóò íà ñïåöèàëüíîñòü ¾Ëèíãâèñòèêà¿, àáè-
òóðèåíò äîëæåí íàáðàòü íà ÅÃÝ íå ìåíåå 70 áàëëîâ ïî êàæäîìó èç òð¼õ
ïðåäìåòîâ � ìàòåìàòèêà, ðóññêèé ÿçûê è èíîñòðàííûé ÿçûê. ×òîáû ïîñòó-
ïèòü íà íà ñïåöèàëüíîñòü ¾Êîììåðöèÿ¿, íóæíî íàáðàòü íå ìåíåå 70 áàëëîâ ïî
êàæäîìó èç òð¼õ ïðåäìåòîâ � ìàòåìàòèêà, ðóññêèé ÿçûê è îáùåñòâîçíàíèå.
Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî àáèòóðèåíò Ç ïîëó÷èò íå ìåíåå 70 áàëëîâ ïî ìàòåìà-
òèêå, ðàâíà 0,6, ïî ðóññêîìó ÿçûêó � 0,8, ïî èíîñòðàííîìó ÿçûêó � 0,7 è ïî
îáùåñòâîçíàíèþ � 0,5. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî Ç ñìîæåò ïîñòóïèòü
õîòÿ áû íà îäíó èç äâóõ óïîìÿíóòûõ ñïåöèàëüíîñòåé.

23.17. Êàòÿ äâàæäû áðîñàåò èãðàëüíûé êóáèê. Â ñóììå ó íå¼ âûïàëî 6 î÷êîâ.
Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðè îäíîì èç áðîñêîâ âûïàëî 5 î÷êîâ.

23.18. Ëåíà äâàæäû áðîñàåò èãðàëüíûé êóáèê. Â ñóììå ó íå¼ âûïàëî 11
î÷êîâ. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðè âòîðîì áðîñêå âûïàëî 6.

23.19. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íà òåñòå ïî áèîëîãèè ó÷àùèéñÿ Î âåðíî ðåøèò
áîëüøå 11 çàäà÷, ðàâíà 0,67. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî Î âåðíî ðåøèò áîëüøå
10 çàäà÷, ðàâíà 0,74. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî Î âåðíî ðåøèò ðîâíî 11
çàäà÷.

23.20. Ïðè èçãîòîâëåíèè ïîäøèïíèêîâ äèàìåòðîì 67ìì âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî äèàìåòð áóäåò îòëè÷àòüñÿ îò çàäàííîãî ìåíüøå, ÷åì íà 0,01ìì, ðàâíà
0,965. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñëó÷àéíûé ïîäøèïíèê áóäåò èìåòü äèà-
ìåòð ìåíüøå ÷åì 66,99ìì èëè áîëüøå ÷åì 67,01ìì.

23.21. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íîâûé DVD-ïðîèãðûâàòåëü â òå÷åíèå ãîäà ïî-
ñòóïèò â ãàðàíòèéíûé ðåìîíò, ðàâíà 0,045. Â íåêîòîðîì ãîðîäå èç 1000 ïðîäàí-
íûõ DVD-ïðîèãðûâàòåëåé â òå÷åíèå ãîäà â ãàðàíòèéíóþ ìàñòåðñêóþ ïîñòóïè-
ëà 51 øòóêà. Íà ñêîëüêî îòëè÷àåòñÿ ÷àñòîòà ñîáûòèÿ ¾ãàðàíòèéíûé ðåìîíò¿
îò åãî âåðîÿòíîñòè â ýòîì ãîðîäå?

23.22. Â êàðìàíå ó Ïåòè áûëî 4 ìîíåòû ïî ðóáëþ è 2 ìîíåòû ïî 2 ðóáëÿ.
Ïåòÿ, íå ãëÿäÿ, ïåðåëîæèë êàêèå-òî òðè ìîíåòû â äðóãîé êàðìàí. Íàéäèòå
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îáå äâóõðóáë¼âûå ìîíåòû ëåæàò â îäíîì êàðìàíå.

23.23. Í è Â èãðàþò â êîñòè. Îíè áðîñàþò êîñòü ïî îäíîìó ðàçó. Âûèãðûâàåò
òîò, êòî âûáðîñèë áîëüøå î÷êîâ. Åñëè î÷êîâ âûïàëî ïîðîâíó òî íàñòóïàåò
íè÷üÿ. Â ñóììå âûïàëî 9 î÷êîâ. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî Í ïðîèãðàëà.

23.24. Â êëàññå 26 ÷åëîâåê, ñðåäè íèõ äâà áëèçíåöà � Àíäðåé è Ñåðãåé. Êëàññ
ñëó÷àéíûì îáðàçîì äåëÿò íà äâå ãðóïïû ïî 13 ÷åëîâåê â êàæäîé. Íàéäèòå
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî Àíäðåé è Ñåðãåé îêàæóòñÿ â îäíîé ãðóïïå.

23.25. Í è Â èãðàþò â êîñòè. Îíè áðîñàþò êîñòü ïî îäíîìó ðàçó. Âûèãðûâàåò
òîò, êòî âûáðîñèë áîëüøå î÷êîâ. Åñëè î÷êîâ âûïàëî ïîðîâíó òî íàñòóïàåò
íè÷üÿ. Ïåðâûì áðîñèë Í, ó íåãî âûïàëî 2 î÷êà, Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî Â íå âûèãðàåò. Îòâåò îêðóãëèòå äî ñîòûõ.
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23.26. ×òîáû ïðîéòè â ñëåäóþùèé êðóã ñîðåâíîâàíèé, ôóòáîëüíîé êîìàíäå
íóæíî íàáðàòü õîòÿ áû 4 î÷êà â äâóõ èãðàõ. Åñëè êîìàíäà âûèãðûâàåò, îíà
ïîëó÷àåò 3 î÷êà, â ñëó÷àå íè÷üåé � 1 î÷êî, åñëè ïðîèãðûâàåò � 0 î÷êîâ. Íàé-
äèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî êîìàíäå óäàñòñÿ âûéòè â ñëåäóþùèé êðóã ñîðåâ-
íîâàíèé. Ñ÷èòàéòå, ÷òî â êàæäîé èãðå âåðîÿòíîñòè âûèãðûøà è ïðîèãðûøà
îäèíàêîâû è ðàâíû 0,4.

23.27. Ïðè àðòèëëåðèéñêîé ñòðåëüáå àâòîìàòè÷åñêàÿ ñèñòåìà äåëàåò âûñòðåë
ïî öåëè. Åñëè öåëü íå óíè÷òîæåíà, òî ñèñòåìà äåëàåò ïîâòîðíûé âûñòðåë. Âû-
ñòðåëû ïîâòîðÿþòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà öåëü íå áóäåò óíè÷òîæåíà. Âåðîÿòíîñòü
óíè÷òîæåíèÿ íåêîòîðîé öåëè ïðè ïåðâîì âûñòðåëå ðàâíà 0,4, à ïðè êàæäîì
ïîñëåäóþùåì � 0,6. Ñêîëüêî âûñòðåëîâ ïîòðåáóåòñÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû âåðîÿò-
íîñòü óíè÷òîæåíèÿ öåëè áûëà íå ìåíåå 0,98?

23.28. Íà ðîê-ôåñòèâàëå âûñòóïàþò ãðóïïû � ïî îäíîé îò êàæäîé èç çàÿâ-
ëåííûõ ñòðàí. Ïîðÿäîê âûñòóïëåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ æðåáèåì. Êàêîâà âåðîÿò-
íîñòü òîãî, ÷òî ãðóïïà èç Äàíèè áóäåò âûñòóïàòü ïîñëå ãðóïïû èç Øâåöèè è
ïîñëå ãðóïïû èç Íîðâåãèè? Ðåçóëüòàò îêðóãëèòå äî ñîòûõ.

23.29. Ïåðåä íà÷àëîì ôóòáîëüíîãî ìàò÷à ñóäüÿ áðîñàåò ìîíåòêó, ÷òîáû îïðå-
äåëèòü, êàêàÿ èç êîìàíä íà÷í¼ò èãðó ñ ìÿ÷îì. Êîìàíäà ¾Ôèçèê¿ èãðàåò òðè
ìàò÷à ñ ðàçíûìè êîìàíäàìè. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ýòèõ èãðàõ
¾Ôèçèê¿ âûèãðàåò æðåáèé ðîâíî äâà ðàçà.

23.30. Â êàðìàíå ó Ïåòè áûëî 2 ìîíåòû ïî 5 ðóáëåé è 4 ìîíåòû ïî 10 ðóá-
ëåé. Ïåòÿ, íå ãëÿäÿ, ïåðåëîæèë êàêèå-òî 3 ìîíåòû â äðóãîé êàðìàí. Íàéäèòå
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïÿòèðóáë¼âûå ìîíåòû ëåæàò òåïåðü â ðàçíûõ êàðìàíàõ.

23.31. Â ìàãàçèíå ñòîÿò äâà ïëàò¼æíûõ àâòîìàòà. Êàæäûé èç íèõ ìîæåò
áûòü íåèñïðàâåí ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,05 íåçàâèñèìî îò äðóãîãî àâòîìàòà. Íàé-
äèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî õîòÿ áû îäèí àâòîìàò èñïðàâåí.

23.32. Â ìàãàçèíå òðè ïðîäàâöà. Êàæäûé èç íèõ çàíÿò ñ êëèåíòîì ñ âåðîÿòíî-
ñòüþ 0,3. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ñëó÷àéíûé ìîìåíò âðåìåíè âñå òðè
ïðîäàâöà çàíÿòû îäíîâðåìåííî (ñ÷èòàéòå, ÷òî êëèåíòû çàõîäÿò íåçàâèñèìî
äðóã îò äðóãà).

23.33. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî áàòàðåéêà áðàêîâàííàÿ, ðàâíà 0,06. Ïîêóïàòåëü
â ìàãàçèíå âûáèðàåò ñëó÷àéíóþ óïàêîâêó, â êîòîðîé äâå òàêèõ áàòàðåéêè.
Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îáå áàòàðåéêè îêàæóòñÿ èñïðàâíûìè.
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23.34. Ñèììåòðè÷íóþ èãðàëüíóþ êîñòü áðîñèëè òðè ðàçà. Èçâåñòíî, ÷òî â
ñóììå âûïàëî 6 î÷êîâ. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ ¾õîòÿ áû ðàç âûïàëî òðè
î÷êà¿?

23.35. Â ãîðîäå 48% âçðîñëîãî íàñåëåíèÿ ìóæ÷èíû. Ïåíñèîíåðû îññòàâëÿþò
12,6% âçðîñëîãî íàñåëåíèÿ, ïðè÷¼ì äîëÿ ïåíñèîíåðîâ ñðåäè æåíùèí ðàâíà
15%. Äëÿ ïðîâåäåíèÿ èññëåäîâàíèÿ ñîöèîëîãè ñëó÷àéíûì îáðàçîì âûáðàëè
âçðîñëîãî ìóæ÷èíó, ïðîæèâàþùåãî â ýòîì ãîðîäå. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü ñî-
áûòèÿ ¾âûáðàííûé ìóæ÷èíà ÿâëÿåòñÿ ïåíñèîíåðîì¿.

23.36. Íà ôàáðèêå êåðàìè÷åñêîé ïîñóäû 10% ïðîèçâåä¼ííûõ òàðåëîê èìåþò
äåôåêò. Ïðè êîíòðîëå êà÷åñòâà ïðîäóêöèè âûÿâëÿåòñÿ 80% äåôåêòíûõ òà-
ðåëîê. Îñòàëüíûå òàðåëêè ïîñòóïàþò â ïðîäàæó. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî ñëó÷àéíî âûáðàííàÿ ïðè ïîêóïêå òàðåëêà íå èìååò äåôåêòîâ. Ðåçóëüòàò
îêðóãëèòå äî ñîòûõ.

23.37. Ïðè ïîäîçðåíèè íà íàëè÷èå íåêîòîðîãî çàáîëåâàíèÿ ïàöèåíòà íàïðàâ-
ëÿþò íà ÏÖÐ-òåñò. Åñëè çàáîëåâàíèå äåéñòâèòåëüíî åñòü, òî òåñò ïîäòâåð-
æäàåò åãî â 86% ñëó÷àåâ. Åñëè çàáîëåâàíèÿ íåò, òî òåñò âûÿâëÿåò îòñóòñòâèå
çàáîëåâàíèÿ â 94% ñëó÷àåâ. Èçâåñòíî, ÷òî â ñðåäíåì òåñò îêàçûâàåòñÿ ïîëîæè-
òåëüíûì ó 10% ïàöèåíòîâ, íàïðàâëåííûõ íà òåñòèðîâàíèå. Ïðè îáñëåäîâàíèè
íåêîòîðîãî ïàöèåíòà âðà÷ íàïðàâèë åãî íà ÏÖÐ-òåñò, êîòîðûé îêàçàëñÿ ïîëî-
æèòåëüíûì. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïàöèåíò äåéñòâèòåëüíî èìååò ýòî
çàáîëåâàíèå?

23.38. Ñòðåëîê â òèðå ñòðåëÿåò ïî ìèøåíè äî òåõ ïîð, ïîêà íå ïîðàçèò å¼.
Èçâåñòíî, ÷òî îí ïîïàäàåò â öåëü ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,2 ïðè êàæäîì îòäåëüíîì
âûñòðåëå. Ñêîëüêî ïàòðîíîâ íóæíî äàòü ñòðåëêó, ÷òîáû îí ïîðàçèë öåëü ñ
âåðîÿòíîñòüþ íå ìåíåå 0,6?

23.39. Â ÿùèêå ÷åòûðå êðàñíûõ è äâà ñèíèõ ôëîìàñòåðà. Ôëîìàñòðåðû âû-
òàñêèâàþò ïî î÷åðåäè â ñëó÷àéíîì ïîðÿäêå. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
ïåðâûé ðàç ñèíèé ôëîìàñòåð ïîÿâèòñÿ òðåòüèì ïî ñ÷¼òó?

23.40. Ñòðåëîê ñòðåëÿåò ïî ïÿòè îäèíàêîâûì ìèøåíÿì. Íà êàæäóþ ìèøåíü
äà¼òñÿ íå áîëåå äâóõ âûñòðåëîâ, è èçâåñòíî, ÷òî âåðîÿòíîñòü ïîðàçèòü ìèøåíü
êàæäûì îòäåëüíûì âûñòðåëîì ðàâíà 0,6. Âî ñêîëüêî ðàç âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ
¾ñòðåëîê ïîðàçèò ðîâíî ïÿòü ìèøåíåé¿ áîëüøå âåðîÿòíîñòè ñîáûòèÿ ¾ñòðåëîê
ïîðàçèò ðîâíî ÷åòûðå ìèøåíè¿?

23.41. Â êîðîáêå 10 ñèíèõ, 9 êðàñíûõ è 6 çåë¼íûõ ôëîìàñòåðîâ. Ñëó÷àéíûì
îáðàçîì âûáèðàþò äâà ôëîìàñòåðà. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îêàæóòñÿ
âûáðàíû îäèí ñèíèé è îäèí êðàñíûé ôëîìàñòåðû?

23.42. Â âèêòîðèíå ó÷àñòâóþò 6 êîìàíä. Âñå êîìàíäû ðàçíîé ñèëû, è â êàæ-
äîé âñòðå÷å âûèãðûâàåò òà êîìàíäà, êîòîðàÿ ñèëüíåå. Â ïåðâîì ðàóíäå âñòðå-
÷àþòñÿ äâå ñëó÷àéíî âûáðàííûå êîìàíäû. Íè÷üÿ íåâîçìîæíà. Ïðîèãðàâøàÿ
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êîìàíäà âûáûâàåò èç âèêòîðèíû, à ïîáåäèâøàÿ êîìàíäà èãðàåò ñî ñëåäóþùèì
ñëó÷àéíî âûáðàííûì ñîïåðíèêîì. Èçâåñòíî, ÷òî â ïåðâûõ òð¼õ èãðàõ ïîáåäè-
ëà êîìàíäà À. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ýòà êîìàíäà âûèãðàåò ÷åòâ¼ðòûé
ðàóíä?

23.43. Òóðíèð ïî íàñòîëüíîìó òåííèñó ïðîâîäèòñÿ ïî îëèìïèéñêîé ñèñòå-
ìå: èãðîêè ñëó÷àéíûì îáðàçîì ðàçáèâàþòñÿ íà èãðîâûå ïàðû; ïðîèãðàâøèé
â êàæäîé ïàðå âûáûâàåò èç òóðíèðà, à ïîáåäèòåëü âûõîäèò â ñëåäóþùèé òóð,
ãäå âñòðå÷àåòñÿ ñî ñëåäóþùèì ïðîòèâíèêîì, êîòîðûé îïðåäåë¼í æðåáèåì.
Âñåãî â òóðíèðå ó÷àñòâóåò 16 èãðîêîâ, âñå îíè èãðàþò îäèíàêîâî õîðîøî,
ïîýòîìó â êàæäîé âñòðå÷å âåðîÿòíîñòü âûèãðûøà è ïðîèãðûøà ó êàæäîãî
èãðîêà ðàâíà 0,5. Ñðåäè èãðîêîâ äâà äðóãà � Èâàí è Àëåêñåé. Êàêîâà âåðî-
ÿòíîñòü òîãî, ÷òî ýòèì äâîèì â êàêîì òî òóðíèðå ïðèä¼òñÿ ñûãðàòü äðóã ñ
äðóãîì?

23.44. Èãðàëüíóþ êîñòü áðîñèëè îäèí èëè íåñêîëüêî ðàç. Îêàçàëîñü, ÷òî ñóì-
ìà âñåõ âûïàâøèõ î÷êîâ ðàâíà 4. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî áûë ñäåëàí
îäèí áðîñîê? Îòâåò îêðóãëèòå äî ñîòûõ.

23.45. Èãðàëüíóþ êîñòü áðîñàëè äî òåõ ïîð, ïîêà ñóììà âñåõ âûïàâøèõ î÷êîâ
íå ïðåâûñèëà ÷èñëî 3. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî äëÿ ýòîãî ïîòðåáîâàëîñü
äâà áðîñêà? Îòâåò îêðóãëèòå äî ñîòûõ.

23.46. Ñèììåòðè÷íóþ ìîíåòó áðîñàþò 10 ðàç. Âî ñêîëüêî ðàç âåðîÿòíîñòü ñî-
áûòèÿ ¾âûïàäåò ðîâíî 5 îðëîâ¿ áîëüøå âåðîÿòíîñòè ñîáûòèÿ ¾âûïàäåò ðîâíî
4 îðëà¿?

23.47. Ïåðâûé ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè öåëûõ ÷èñåë ðàâåí 0. Êàæäûé ñëå-
äóþùèé ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ âåðîÿòíîñòüþ p = 0,8 íà åäèíèöó áîëüøå
ïðåäûäóùåãî è ñ âåðîÿòíîñòüþ 1−p íà åäèíèöó ìåíüøå ïðåäûäóùåãî. Êàêîâà
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî êàêîé-òî ÷ëåí ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îêàæåòñÿ ðàâåí
−1?

23.48. Ïåðâûé èãðàëüíûé êóáèê îáû÷íûé, à íà ãðàíÿõ âòîðîãî êóáèêà íåò
÷¼òíûõ ÷èñåë, à íå÷¼òíûå ÷èñëà 1, 3 è 5 âñòðå÷àþòñÿ ïî äâà ðàçà. Â îñòàëüíîì
êóáèêè îäèíàêîâûå. Îäèí ñëó÷àéíî âûáðàííûé êóáèê áðîñàþò äâà ðàçà. Èç-
âåñòíî, ÷òî â êàêîì-òî ïîðÿäêå âûïàëè 3 è 5 î÷êîâ. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî áðîñàëè âòîðîé êóáèê?
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Óðîê �24. Ñòåðåîìåòðèÿ. Ïàðàëëåëüíîñòü, ïåð-

ïåíäèêóëÿðíîñòü ïðÿìûõ è ïëîñêîñòåé. Óãîë

ìåæäó ñêðåùèâàþùèìèñÿ ïðÿìûìè.

Ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå, ïëîñêîñòè, ïðÿìàÿ è ïëîñêîñòü

b

a

α

Åñëè b ⊂ α è a ‖ b, òî a ‖ α

b

a

α

β
Åñëè a ⊂ β, a ‖ α è b = α ∩ β,
òî a ‖ b

a

a1

b

b1

O

O1

α

β

Ïðèçíàê ïàðàëëåëüíîñòè
äâóõ ïëîñêîñòåé:
åñëè a ⊂ α, b ⊂ α è a ∩ b = O
a1 ⊂ β, b1 ⊂ β è a1 ∩ b1 = O1,
a ‖ a1 è b ‖ b1,
òî α ‖ β
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a

b

α

β

γ Åñëè a = α ∩ γ, b = β ∩ γ è α ‖ β
òî a ‖ b

α

β

γ

Åñëè α ‖ γ è β ‖ γ,
òî α ‖ β

Ïåðïåíäèêóëÿðíûå ïëîñêîñòè, ïðÿìàÿ è ïëîñêîñòü

a

bO

α

c

Åñëè a ⊂ α, b ⊂ α è a ∩ b = O
c ⊥ a è c ⊥ b, òî c ⊥ α
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α

ba

Åñëè a ⊥ α è b ⊥ α, òî a ‖ b
îáðàòíîå óòâåðæäåíèå
åñëè a ‖ b è a ⊥ α, òî b ⊥ α

β

α

a

Åñëè α ⊥ a è β ⊥ a, òî α ‖ β
îáðàòíîå óòâåðæäåíèå
åñëè α ‖ β è α ⊥ a, òî β ⊥ a

α

a

A

B C

Òåîðåìà î òð¼õ ïåðïåíäèêóëÿðàõ:
åñëè AB ⊥ α, BC ⊂ α, a ⊂ α, a ⊥ BC,
òî a ⊥ AC
îáðàòíîå óòâåðæäåíèå
åñëè AB ⊥ α, BC ⊂ α, a ⊂ α, a ⊥ AC
òî a ⊥ BC

β

α

b

a Ïðèçíàê ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè
äâóõ ïëîñêîñòåé:
åñëè a ⊂ α è a ⊥ β, òî α ⊥ β
îáðàòíîå óòâåðæäåíèå
åñëè α ⊥ β, b = α ∩ β, a ⊂ α, a ⊥ b
òî a ⊥ β
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Óãîë ìåæäó äâóìÿ ïðÿìûìè

Óãëîì ìåæäó äâóìÿ ïåðåñåêàþùèìèñÿ ïðÿìûìè íàçûâàåòñÿ íàèìåíü-
øèé èç óãëîâ, îáðàçîâàííûõ ïðè ïåðåñå÷åíèè ýòèõ ïðÿìûõ: 0◦ < ∠(a, b) 6 90◦.
Óãëîì ìåæäó ñêðåùèâàþùèìèñÿ ïðÿìûìè íàçûâàåòñÿ óãîë ìåæäó ïå-
ðåñåêàþùèìèñÿ ïðÿìûìè, ñîîòâåòñòâåííî ïàðàëëåëüíûìè äàííûì ñêðåùèâà-
þùèìñÿ.

α

a

a1

b

b1

T
ϕ = ∠(a, b) = ∠(a1, b1), ãäå
a1 ∩ b1 = T, a1 ‖ a, b1 ‖ b

Äâå ïðÿìûå íàçûâàþòñÿ ïåðïåíäèêóëÿðíûìè, åñëè óãîë ìåæäó íèìè ðàâåí
90◦. Óãîë ìåæäó ïàðàëëåëüíûìè ïðÿìûìè ðàâåí íóëþ.

Ïðèçíàê ñêðåùèâàþùèõñÿ ïðÿìûõ. Åñëè îäíà èç äâóõ ïðÿìûõ ëåæèò
â ïëîñêîñòè, à äðóãàÿ ïåðåñåêàåò ýòó ïëîñêîñòü â òî÷êå, íå ïðèíàäëåæàùåé
ïåðâîé ïðÿìîé, òî äàííûå ïðÿìûå ñêðåùèâàþòñÿ.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ óãëà ìåæäó ñêðåùèâàþùèìèñÿ ïðÿìûìè ñòðîèì
òðåóãîëüíèê, ñòîðîíû êîòîðîãî ïàðàëëåëüíû äàííûì ïðÿìûì. Íàõîäèì èñ-
êîìûé óãîë, èñïîëüçóÿ òåîðåìó êîñèíóñîâ è/èëè ó÷èòûâàÿ ðàâíîñòîðîííîñòü,
ðàâíîáåäðåííîñòü èëè ïðÿìîóãîëüíîñòü òðåóãîëüíèêà.

Îáñóæäåíèå òåìû

Äîêàçàòü òåîðåìó î òð¼õ ïåðïåíäèêóëÿðàõ.

Çàäàíèÿ

24.1. Â ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ïðèçìå ABCA1B1C1, âñå ð¼áðà êîòîðîé ðàâ-
íû 1, òî÷êè D, E � ñåðåäèíû ð¼áåð ñîîòâåòñòâåííî A1B1 è B1C1. Íàéäèòå
êîñèíóñ óãëà ìåæäó ïðÿìûìè AD è BE.

24.2. Â åäèíè÷íîì êóáå ABCDA1B1C1D1 íàéäèòå óãîë ìåæäó ïðÿìûìè DA1

è BD1.

149



24.3. Â ïðàâèëüíîé øåñòèóãîëüíîé ïðèçìå ABCDEFA1B1C1D1E1F1, âñå
ð¼áðà êîòîðîé ðàâíû 1, íàéäèòå êîñèíóñ óãëà ìåæäó ïðÿìûìè AB1 è BD1.

24.4. Â ïðàâèëüíîé ÷åòûð¼õóãîëüíîé ïèðàìèäå SABCD, âñå ð¼áðà êîòîðîé
ðàâíû 1, òî÷êà E � ñåðåäèíà ðåáðà SC. Íàéäèòå òàíãåíñ óãëà ìåæäó ïðÿìûìè
SA è BE.

24.5. Â ïðàâèëüíîé øåñòèóãîëüíîé ïèðàìèäå SABCDEF , ñòîðîíû îñíîâà-
íèÿ êîòîðîé ðàâíû 1, à áîêîâûå ð¼áðà ðàâíû 2, íàéäèòå ñèíóñ óãëà ìåæäó
ïðÿìûìè AL è BM , ãäå M � ñåðåäèíà ðåáðà SC, L � ñåðåäèíà ðåáðà SB.

24.6. Â îñíîâàíèè ïèðàìèäû SABCD ëåæèò ïðÿìîóãîëüíèê ABCD ñî ñòî-
ðîíîé AB = 4 è äèàãîíàëüþ BD = 7. Âñå áîêîâûå ð¼áðà ïèðàìèäû ðàâíû
4. Íà äèàãîíàëè BD îñíîâàíèÿ ABCD îòìå÷åíà òî÷êà E, à íà ðåáðå AS �
òî÷êà F òàê, ÷òî SF = BE = 3.

à) Äîêàæèòå, ÷òî ïëîñêîñòü CEF ïàðàëëåëüíà ðåáðó SB.

á) Ïëîñêîñòü CEF ïåðåñåêàåò ðåáðî SD â òî÷êå Q. Íàéäèòå ðàññòîÿíèå îò
òî÷êè Q äî ïëîñêîñòè ABC.

24.7. PH � âûñîòà ïðàâèëüíîé ÷åòûð¼õóãîëüíîé ïèðàìèäû PABCD, O �
òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí òðåóãîëüíèêà BCP .

à) Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå PH è AO íå èìåþò îáùèõ òî÷åê.

á) Íàéäèòå óãîë ìåæäó ïðÿìûìè PH è AO åñëè èçâåñòíî, ÷òî AB = PH.

24.8. Íà îêðóæíîñòè îñíîâàíèÿ êîíóñà ñ âåðøèíîé S îòìå÷åíû òî÷êè A,B,C
òàê, ÷òî AB = BC. Ìåäèàíà AM òðåóãîëüíèêà ACS ïåðåñåêàåò âûñîòó êîíó-
ñà.

à) Òî÷êà N � ñåðåäèíà îòðåçêà AC. Äîêàæèòå, ÷òî óãîë MNB � ïðÿìîé.

á) Íàéäèòå óãîë ìåæäó ïðÿìûìè AM è SB, åñëè AS = 2, AC =
√

6.

Äîìàøíåå çàäàíèå

24.9. Â ïðàâèëüíîé øåñòèóãîëüíîé ïèðàìèäå SABCDEF , ñòîðîíû îñíîâà-
íèÿ êîòîðîé ðàâíû 1, à áîêîâûå ð¼áðà ðàâíû 2, íàéäèòå óãîë ìåæäó ïðÿìûìè
SF è BM , ãäå M � ñåðåäèíà ðåáðà SC.

24.10. Â ïðàâèëüíîé ÷åòûð¼õóãîëüíîé ïèðàìèäå SABCD (ñ âåðøèíîé S) áî-
êîâîå ðåáðî ðàâíî ñòîðîíå îñíîâàíèÿ. Òî÷êàM � ñåðåäèíà ðåáðà SB. Íàéäèòå
óãîë ìåæäó ïðÿìûìè CM è SO, ãäå O � öåíòð îñíîâàíèÿ ïèðàìèäû.

24.11. Â ïðàâèëüíîì òåòðàýäðå ABCD òî÷êà K � ñåðåäèíà BD, òî÷êà M �
ñåðåäèíà BC. Íàéäèòå óãîë ìåæäó ïðÿìûìè AK è DM .
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Óðîê �25. Ôóíêöèè. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ. Ïðåîá-

ðàçîâàíèå ãðàôèêîâ.

Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ

×èñëîâîé ôóíêöèåé ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ D íàçûâàåòñÿ ñîîòâåòñòâèå,
ïðè êîòîðîì êàæäîìó ÷èñëó x èç ìíîæåñòâà D ñîïîñòàâëÿåòñÿ ïî íåêîòîðîìó
ïðàâèëó åäèíñòâåííîå ÷èñëî y, çàâèñÿùåå îò x. Îáîçíà÷åíèå: y = f(x).
Íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ x � àðãóìåíò ôóíêöèè f .
×èñëî y, ñîîòâåòñòâóþùåå x, � çíà÷åíèå ôóíêöèè f â òî÷êå x.

Ãðàôèê ôóíêöèè f � ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê (x; y) êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè,
ãäå y = f(x), à x ¾ïðîáåãàåò¿ âñþ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè f .

Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè f(x) � ìíîæåñòâî çíà÷åíèé x, äëÿ êîòî-
ðûõ âûïîëíèìû äåéñòâèÿ, óêàçàííûå â ïðàâèëå f . Îáîçíà÷àåòñÿ: D(f).

Îáëàñòü çíà÷åíèé ôóíêöèè f(x) � ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè f(x),
êîòîðûå îíà ïðèíèìàåò ïðè èçìåíåíèè x íà D(f). Îáîçíà÷àåòñÿ: E(f).

×¼òíîñòü è íå÷¼òíîñòü ôóíêöèé

Ôóíêöèþ y = f(x), x ∈ X, íàçûâàþò ÷¼òíîé, åñëè äëÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ x èç
ìíîæåñòâà X âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî f(−x) = f(x).

Ôóíêöèþ y = f(x), x ∈ X, íàçûâàþò íå÷¼òíîé, åñëè äëÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ x
èç ìíîæåñòâà X âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî f(−x) = −f(x).

Åñëè ÷èñëîâîå ìíîæåñòâî X âìåñòå ñ êàæäûì ñâîèì ýëåìåíòîì x ñîäåðæèò
è ïðîòèâîïîëîæíûé ýëåìåíò −x, òî X íàçûâàþò ñèììåòðè÷íûì ìíîæå-
ñòâîì.

Åñëè ôóíêöèÿ y = f(x) � ÷¼òíàÿ èëè íå÷¼òíàÿ, òî åå îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ �
ñèììåòðè÷íîå ìíîæåñòâî.

Ãðàôèê ÷¼òíîé ôóíêöèè ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî îñè y.

Ãðàôèê íå÷¼òíîé ôóíêöèè ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò.

Âåðíû è îáðàòíûå óòâåðæäåíèÿ:

Åñëè ãðàôèê ôóíêöèè y = f(x) ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî îñè y, òî y = f(x)
� ÷¼òíàÿ ôóíêöèÿ.

Åñëè ãðàôèê ôóíêöèè y = f(x) ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò,
òî y = f(x) � íå÷¼òíàÿ ôóíêöèÿ.
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Ïåðèîäè÷íîñòü ôóíêöèé

Ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ñ ïåðèîäîì T > 0, åñëè äëÿ ëþáîãî x èç
D(f) âûïîëíÿåòñÿ f(x + T ) = f(x) = f(x − T ), ïðè÷¼ì x − T è x + T òàêæå
âõîäÿò â îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ.
Íàèìåíüøèé ïåðèîä íàçûâàþò îñíîâíûì (ãëàâíûì) ïåðèîäîì ôóíêöèè. Íà-
ïðèìåð, ó ôóíêöèè y = sin(x), îñíîâíîé ïåðèîä T = 2π.

Íåêîòîðûå ñâîéñòâà ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé:

� Åñëè ÷èñëî T ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäîì ôóíêöèè y = f(x), òî è ëþáîå ÷èñëî
âèäà nT , ãäå n ∈ N, òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäîì ýòîé ôóíêöèè.

� Åñëè ÷èñëî T ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäîì ôóíêöèè y = f(x), òî ÷èñëî T/k ÿâëÿ-
åòñÿ ïåðèîäîì ôóíêöèè y = f(kx+ b), ãäå k 6= 0.

Ìîíîòîííîñòü è îãðàíè÷åííîñòü ôóíêöèé

Ôóíêöèÿ f âîçðàñòàåò íà ìíîæåñòâå P , åñëè äëÿ ëþáûõ x1 è x2 èç ìíîæå-
ñòâà P , òàêèõ, ÷òî x2 > x1, âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî f(x2) > f(x1). Íàïðèìåð,
ôóíêöèÿ y = x2 âîçðàñòàåò íà èíòåðâàëå [0; +∞).

Ôóíêöèÿ f óáûâàåò íà ìíîæåñòâå P , åñëè äëÿ ëþáûõ x1 è x2 èç ìíîæåñòâà
P , òàêèõ, ÷òî x2 > x1, âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî f(x2) < f(x1).

Îáû÷íî òåðìèíû ¾âîçðàñòàþùàÿ¿, ¾óáûâàþùàÿ¿ îáúåäèíÿþò îáùèì íàçâà-
íèåì ìîíîòîííàÿ.

Ôóíêöèþ y = f(x) íàçûâàþò îãðàíè÷åííîé ñíèçó íà ìíîæåñòâå X ⊂ D(f),
åñëè âñå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè íà ìíîæåñòâå X áîëüøå íåêîòîðîãî ÷èñëà (èíûìè
ñëîâàìè, åñëè ñóùåñòâóåò ÷èñëî m òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ x ∈ X
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî f(x) > m).

Ôóíêöèþ y = f(x) íàçûâàþò îãðàíè÷åííîé ñâåðõó íà ìíîæåñòâåX ⊂ D(f),
åñëè âñå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè íà ìíîæåñòâå X ìåíüøå íåêîòîðîãî ÷èñëà (èíûìè
ñëîâàìè, åñëè ñóùåñòâóåò ÷èñëî M òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ x ∈ X
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî f(x) < M).

Åñëè ôóíêöèÿ îãðàíè÷åíà è ñâåðõó, è ñíèçó, òî åå íàçûâàþò îãðàíè÷åííîé.
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Ïðèìåðû îñíîâíûõ ôóíêöèé
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Ïðåîáðàçîâàíèÿ ãðàôèêîâ ôóíêöèé

Ðàññìîòðèì ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ôóíêöèè y = f(x) èëè å¼ àðãóìåíòà x
ê âèäó y = af(kx+ b) +m, à òàêæå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìîäóëÿ.

f(x)→ f(x+ a)
Ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ ãðàôèêà âäîëü îñè àáñöèññ íà |a| åäèíèö âëåâî, åñëè
a > 0, âïðàâî, åñëè a < 0.

f(x)→ f(x) + b
Ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ ãðàôèêà âäîëü îñè îðäèíàò íà |b| åäèíèö ââåðõ, åñëè
b > 0, âíèç, åñëè b < 0.

f(x)→ f(−x)
Ñèììåòðè÷íîå îòðàæåíèå ãðàôèêà îòíîñèòåëüíî îñè îðäèíàò.

f(x)→ −f(x)
Ñèììåòðè÷íîå îòðàæåíèå ãðàôèêà îòíîñèòåëüíî îñè àáñöèññ.

f(x)→ f(ax)
Ïðè a > 1 � ñæàòèå ãðàôèêà ê îñè îðäèíàò â a ðàç.
Ïðè 0 < a < 1 � ðàñòÿæåíèå ãðàôèêà îò îñè îðäèíàò â 1/a ðàç (1/a > 1).

f(x)→ bf(x)
Ïðè b > 1 � ðàñòÿæåíèå ãðàôèêà îò îñè àáñöèññ â b ðàç.
Ïðè 0 < b < 1 � ñæàòèå ãðàôèêà ê îñè àáñöèññ â 1/b ðàç (1/b > 1).

f(x)→ |f(x)|
Ïðè f(x) > 0 � ãðàôèê îñòà¼òñÿ áåç èçìåíåíèé.
Ïðè f(x) < 0 � ãðàôèê ñèììåòðè÷íî îòðàæàåòñÿ îòíîñèòåëüíî îñè àáñöèññ.

f(x)→ f(|x|)
Îòáðàñûâàåì ÷àñòü ãðàôèêà ôóíêöèè f(x), ëåæàùóþ ëåâåå îñè OY .
Îáâîäèì òó ÷àñòü ãðàôèêà ôóíêöèè y = f(x), êîòîðàÿ ëåæèò ïðàâåå îñè OY ,
è îòðàæàåì å¼ ñèììåòðè÷íî îñè OY .
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y = f(x) è y = bf(x) y = f(x) è y = f(ax)
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y = f(x) è y = f(|x|) y = f(x) è y = |f(x)|

Ïîñòðîåíèå ãðàôèêà ôóíêöèè y = f(kx+ a)

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãðàôèêà ïðåæäå âñåãî íóæíî çàïèñàòü ôóíêöèþ â âèäå y =

f
(
k
(
x+

a

k

))
. Çàòåì ïîñòðîèòü ãðàôèê y = f(kx) è ñäâèíóòü åãî íà

a

k
ïî îñè

OX.
Ïîðÿäîê äåéñòâèÿ âàæåí! Ñíà÷àëà ðàñòÿæåíèå èëè ñæàòèå, ëèøü ïîòîì
ñäâèã.

Ïðèìåð: y = sin
(

2x+
π

2

)
= sin 2

(
x+

π

4

)
.

Ñòðîèì ãðàôèê sinx è ñæèìàåì åãî â 2 ðàçà ïî îñè OX, ÷òîáû ïîëó÷èòü
ãðàôèê y = sin(2x).

Ïåðåíîñèì ãðàôèê ïàðàëëåëüíî îñè OX âëåâî íà
π

4
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Îáñóæäåíèå òåìû

Âñïîìíèòü îñíîâíûå âèäû ãðàôèêîâ ñòåïåííûõ ôóíêöèé. Ïîñòðîèòü ãðàôè-
êè ôóíêöèé ìîäóëÿ, öåëîé è äðîáíîé ÷àñòè ÷èñëà. Ïîñòðîèòü ãðàôèêè òðèãî-
íîìåòðè÷åñêèõ è îáðàòíûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé. Ïðîàíàëèçèðîâàòü
âñå ãðàôèêè íà ìîíîòîííîñòü, îãðàíè÷åííîñòü, ïåðèîäè÷íîñòü, ÷¼òíîñòü, íàé-
òè îáëàñòè îïðåäåëåíèé è ìíîæåñòâà çíà÷åíèé.

Ðàññìîòðåòü ïîñòðîåíèå ãðàôèêà êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè y = ax2 + bx+ c ïî
êîîðäèíàòàì òð¼õ òî÷åê. Ïðîàíàëèçèðîâàòü ãðàôèê ïðè ðàçëè÷íûõ çíàêàõ
a, b è c.

Èññëåäîâàòü íà ÷¼òíîñòü ôóíêöèè: y =
x+ 2

x2 − 16
; y = 2x3 · sinx; y = 3

√
x− tg x;

y =
√

sinx; y =
cos 5x+ 1

|x|
.

Çàäàíèÿ

25.1. [ÎÌÌÎ 2018, çàî÷íûé òóð]. Íàéäèòå íàèìåíüøèé ïåðèîä ôóíêöèè
cos(sinx).

25.2. Ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ ãðàôèêà ôóíêöèè y = sinx ïîñòðîèòü

y = −3 sin

(
1

2
x− 3

2

)
− 2.

25.3. Ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ ãðàôèêà ôóíêöèè y = arccosx ïîñòðîèòü

y = 2 arcsin

(
1

3
(x− 1)

)
.

Äîìàøíåå çàäàíèå

25.4. Ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ ãðàôèêà ôóíêöèè y = x
2
3 ïîñòðîèòü

y = −1

2
(8x− 4)

2
3 + 3.

25.5. Ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ ãðàôèêà ôóíêöèè y = cosx ïîñòðîèòü

y =
3

2
cos(2− 2x) + 1.

25.6. Èçâåñòíî, ÷òî f(x) � ÷¼òíàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ñ íàèìåíüøèì
ïîëîæèòåëüíûì ïåðèîäîì, ðàâíûì 4. Íà ðèñóíêå èçîáðàæ¼í å¼ ãðàôèê íà
îòðåçêå [0; 2]. Âû÷èñëèòå f(11)− 3f(−6).
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25.7. Íà ðèñóíêå èçîáðàæ¼í ãðàôèê ôóíêöèè âèäà f(x) = ax2 + bx + c, ãäå
÷èñëà a, b è c � öåëûå. Íàéäèòå çíà÷åíèå f(−12).
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25.8. Íà ðèñóíêå èçîáðàæ¼í ãðàôèê ôóíêöèè f (x) = kx+ b. Íàéäèòå f (−5).
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25.9. Íà ðèñóíêå èçîáðàæ¼í ãðàôèê ôóíêöèè f (x) =
k

x
+ a. Íàéäèòå, ïðè

êàêîì çíà÷åíèè x çíà÷åíèå ôóíêöèè ðàâíî 0,8.
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25.10. Íà ðèñóíêå èçîáðàæ¼í ãðàôèê ôóíêöèè f (x) =
k

x+ a
. Íàéäèòå f (19).

160



0 1

1

x

y

25.11. Íà ðèñóíêå èçîáðàæ¼í ãðàôèê ôóíêöèè f (x) =
kx+ a

x+ b
. Íàéäèòå k.
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25.12. Íà ðèñóíêå èçîáðàæ¼í ãðàôèê ôóíêöèè f (x) = b + loga x. Íàéäèòå
çíà÷åíèå x, ïðè êîòîðîì f (x) = 1.

161



0 1

1

x

y

25.13. Íà ðèñóíêå èçîáðàæ¼í ãðàôèê ôóíêöèè f (x) = loga (x+ b). Íàéäèòå
f (11).
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Óðîê �26. Ñòåðåîìåòðèÿ. Ðàññòîÿíèå îò òî÷êè äî

ïðÿìîé. Ðàññòîÿíèå îò òî÷êè äî ïëîñêîñòè.

Ðàññòîÿíèå îò òî÷êè äî ïðÿìîé

Ðàññòîÿíèå îò òî÷êè äî ïðÿìîé, íå ñîäåðæàùåé ýòî òî÷êó, åñòü äëèíà
îòðåçêà ïåðïåíäèêóëÿðà, ïðîâåä¼ííîãî èç ýòîé òî÷êè íà ïðÿìóþ.
Ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ ïàðàëëåëüíûìè ïðÿìûìè ðàâíî äëèíå îò-
ðåçêà èõ îáùåãî ïåðïåíäèêóëÿðà.
Ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ ïàðàëëåëüíûìè ïðÿìûìè ðàâíî ðàññòîÿíèþ
îò ëþáîé òî÷êè îäíîé èç ýòèõ ïðÿìûõ äî äðóãîé ïðÿìîé.

U
VH

T

q

Ïëàí âû÷èñëåíèÿ ρ(T, q)
1) Íà ïðÿìîé q âûáðàòü òî÷êè U è V
2) Âû÷èñëèòü ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà TUV
3) Íàéòè âûñîòó TH òðåóãîëüíèêà TUV
TH � èñêîìîå ðàññòîÿíèå

×àñòíûé ñëó÷àé � èùåì ðàññòîÿíèå äî ïðÿìîé q îò ïðîèçâîëüíîé òî÷êè
M , ëåæàùåé íà ïðÿìîé p, êîòîðàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó T è ïàðàëëåëüíà
ïðÿìîé q. Òðåóãîëüíèê MUV ïðè ýòîì ¾áîëåå óäîáíûé¿ (ïðÿìîóãîëüíûé,
ðàâíîñòîðîííèé, ðàâíîáåäðåííûé), ÷åì òðåóãîëüíèê TUV.

T

M

U

V q

p
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Ðàññòîÿíèå îò òî÷êè äî ïëîñêîñòè

α

A

HHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHH
ρ(A,α) = AH

Ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðÿìîé è ïàðàëëåëüíîé åé ïëîñêîñòüþ ðàâíî äëèíå
îòðåçêà èõ îáùåãî ïåðïåíäèêóëÿðà.
Ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðÿìîé è ïàðàëëåëüíîé åé ïëîñêîñòüþ ðàâíî ðàñ-
ñòîÿíèþ îò ëþáîé òî÷êè ýòîé ïðÿìîé äî ïëîñêîñòè.
Ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ ïàðàëëåëüíûìè ïëîñêîñòÿìè ðàâíî ðàññòî-
ÿíèþ ìåæäó òî÷êîé îäíîé èç ïëîñêîñòåé è äðóãîé ïëîñêîñòüþ.

Ñïîñîáû íàõîæäåíèÿ ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè M äî ïëîñêîñòè α

1. Ìåòîä îáú¼ìîâ.

ρ(M,α) = ρ(M,ABC) =
3VABCM
SABC

,

ãäå 4ABC ⊂ α, VABCM � îáú¼ì ïèðàìèäû ABCM.
Ñïîñîá óäîáåí, êîãäà îáú¼ì ïèðàìèäû âû÷èñëÿåòñÿ ëåãêî. Íàïðèìåð,
êàêèå-òî òðè âåðøèíû ïèðàìèäû ëåæàò â ãîðèçîíòàëüíîé èëè âåðòè-
êàëüíîé ïëîñêîñòè.

×àñòíûé ñëó÷àé � ïåðåíîñ òî÷êè ïî ïàðàëëåëüíîé ïëîñêîñòè:

α

β
M P

ρ(M,α) = ρ(P, α),
ãäå P ∈ β, M ∈ β, β ‖ α
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2. Èñïîëüçóåì òåîðåìó î òð¼õ ïåðïåíäèêóëÿðàõ.

α

q

T

H RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

m

Ïëàí âû÷èñëåíèÿ ρ(T, α)
1) q : q ⊂ α
2) TR : TR ⊥ q, ãäå R ∈ q
3) m : m ⊂ α, R ∈ m, m ⊥ q
4) ρ(T, α) = TH, ãäå TH = ρ(T,m)
TH � èñêîìîå ðàññòîÿíèå

Çàäà÷à ñâåëàñü ê ïîèñêó ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè äî ïðÿìîé.
Ñïîñîá óäîáåí, êîãäà ïðÿìàÿ q ãîðèçîíòàëüíàÿ èëè âåðòèêàëüíàÿ.

×àñòíûé ñëó÷àé: ¾ìåòîä çàáîð÷èêà¿

K

K1 K2

α

β

l

l1

α � ãîðèçîíòàëüíàÿ ïðîåêöèÿ β
l1 � ãîðèçîíòàëüíàÿ ïðîåêöèÿ l
K1 � ïðîåêöèÿ K íà α
K1 ∈ l1
ρ(K,β) = ρ(K, l) = KK2

Îáñóæäåíèå òåìû

Ñïîñîáû íàõîæäåíèÿ âûñîòû òðåóãîëüíèêà ñ çàäàííûìè ñòîðîíàìè: ÷åðåç
ïëîùàäü, ÷åðåç òåîðåìó Ïèôàãîðà, ÷åðåç óãîë.

Çàäàíèÿ

26.1. Â åäèíè÷íîì êóáå ABCDA1B1C1D1 íàéäèòå ðàññòîÿíèå îò òî÷êè A äî
ïðÿìîé BD1.

26.2. Â ïðàâèëüíîé øåñòèóãîëüíîé ïðèçìå ABCDEFA1B1C1D1E1F1, âñå
ð¼áðà êîòîðîé ðàâíû 2, íàéäèòå ðàññòîÿíèå îò òî÷êè B äî ïðÿìîé A1F1.

26.3. Â ïðàâèëüíîé øåñòèóãîëüíîé ïðèçìå ABCDEFA1B1C1D1E1F1, âñå
ð¼áðà êîòîðîé ðàâíû 1, íàéäèòå ðàññòîÿíèå îò òî÷êè A äî ïëîñêîñòè BFA1.
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26.4. Â ïðàâèëüíîé øåñòèóãîëüíîé ïèðàìèäå SABCDEF , ñòîðîíû îñíîâà-
íèÿ êîòîðîé ðàâíû 1, à áîêîâûå ð¼áðà ðàâíû 2, íàéäèòå ðàññòîÿíèå îò òî÷êè
A äî ïëîñêîñòè SCE.

26.5. Äàíà ïðàâèëüíàÿ øåñòèóãîëüíàÿ ïðèçìà ABCDEFA1B1C1D1E1F1. Íà
ðåáðå AA1 îòìå÷åíà òî÷êà M òàê, ÷òî A1M : AM = 1 : 3. ×åðåç òî÷êè M è
B1 ïàðàëëåëüíî AD1 ïðîâåäåíà ïëîñêîñòü α.

à) Äîêàæèòå, ÷òî ïëîñêîñòü α ïðîõîäèò ÷åðåç âåðøèíó F1.

á) Íàéäèòå ðàññòîÿíèå îò òî÷êè A äî ïëîñêîñòè α, åñëè AB = 2, AA1 = 4.

26.6. Â ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ïèðàìèäå SABC ñ âåðøèíîé S, âñå ð¼áðà
êîòîðîé ðàâíû 4, òî÷êà N � ñåðåäèíà ðåáðà AC, òî÷êà O � öåíòð îñíîâàíèÿ
ïèðàìèäû, à òî÷êà P äåëèò îòðåçîê SO â îòíîøåíèè 3 : 1, ñ÷èòàÿ îò âåðøèíû
ïèðàìèäû.

à) Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ NP ïåðïåíäèêóëÿðíà ïðÿìîé BS.

á) Íàéäèòå ðàññòîÿíèå îò òî÷êè B äî ïðÿìîé NP.

26.7. Â êîíóñå ñ âåðøèíîé â òî÷êå P âûñîòà PO =
√

7. Â åãî îñíîâàíèè ïðî-
âåäåíà õîðäà AB, îòñòîÿùàÿ îò òî÷êè O íà ðàññòîÿíèè, ðàâíîì 3. Èçâåñòíî,
÷òî ðàäèóñ îñíîâàíèÿ êîíóñà ðàâåí 5.

à) Äîêàæèòå, ÷òî ðàññòîÿíèå îò òî÷êè P äî ïðÿìîé AB âäâîå ìåíüøå äëèíû
îòðåçêà AB.

á) Íàéäèòå ðàäèóñ ñôåðû, îïèñàííîé îêîëî ïèðàìèäû POAB.

Äîìàøíåå çàäàíèå

26.8. Â òåòðàýäðå ABCD, âñå ð¼áðà êîòîðîãî ðàâíû 1, íàéäèòå ðàññòîÿíèå îò
òî÷êè A äî ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó B è ñåðåäèíó E ðåáðà CD.

26.9. Â ïðàâèëüíîé øåñòèóãîëüíîé ïðèçìå ABCDEFA1B1C1D1E1F1, âñå
ð¼áðà êîòîðîé ðàâíû 1, íàéäèòå ðàññòîÿíèå îò òî÷êè A äî ïëîñêîñòè BFE1.

26.10. Äàí êóá ABCDA1B1C1D1. Äëèíà ðåáðà êóáà ðàâíà 1. Íàéäèòå ðàñ-
ñòîÿíèå îò ñåðåäèíû îòðåçêà BC1 äî ïëîñêîñòè AB1D1.

26.11. Â îñíîâàíèè ÷åòûð¼õóãîëüíîé ïèðàìèäû SKLMN ëåæèò ðàâíîáåä-
ðåííàÿ òðàïåöèÿ KLMN , îïèñàííàÿ îêîëî îêðóæíîñòè è òàêàÿ, ÷òî KN =
LM = 4, MN > KL è óãîë ìåæäó ïðÿìûìè KN è LM ðàâåí 60◦. Äâå ïðîòè-
âîïîëîæíûå ãðàíè ýòîé ïèðàìèäû ïåðïåðäèêóëÿðíû îñíîâàíèþ è SM = 12.

à) Íàéäèòå îáú¼ì ïèðàìèäû SKLMN .

á) Íàéäèòå ðàññòîÿíèå îò òî÷êè M äî ïëîñêîñòè SKL.
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Óðîê �27. Ïðîñòåéøèå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå

óðàâíåíèÿ è íåðàâåíñòâà.

Ïðîñòåéøèå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ

sinx = a, x = (−1)n arcsin a+ πn, n ∈ Z (|a| 6 1)

Îáû÷íî óäîáíåå ïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëàìè:

sinx = a,

[
x1 = arcsin a+ 2πn,
x2 = π − arcsin a+ 2πn, n ∈ Z

cosx = a, x = ± arccos a+ 2πn, n ∈ Z (|a| 6 1)

tg x = a, x = arctg a+ πn, n ∈ Z (a ∈ R)

ctg x = a, x = arcctg a+ πn, n ∈ Z (a ∈ R)

×àñòíûå ñëó÷àè:

sinx = 0, x = πn, n ∈ Z

sinx = 1, x = π/2 + 2πn, n ∈ Z

sinx = −1, x = −π/2 + 2πn, n ∈ Z

cosx = 0, x = π/2 + πn, n ∈ Z

cosx = 1, x = 2πn, n ∈ Z

cosx = −1, x = π + 2πn, n ∈ Z

Ïðîñòåéøèå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå íåðàâåíñòâà

Äëÿ âñåõ ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé ïðèíèìàåì k ∈ Z.

Óòâåðæäåíèå 1. Ìíîæåñòâî ðåøåíèé íåðàâåíñòâà sinx > a
1) R, åñëè a < −1;
2) (arcsin a+ 2πk;π − arcsin a+ 2πk), åñëè −1 6 a < 1;
3) ïóñòîå ìíîæåñòâî, åñëè a > 1.
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xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx

yyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyy

arcsin a+ 2πkπ − arcsin a+ 2πk

1

−1

a

0

Óòâåðæäåíèå 2. Ìíîæåñòâî ðåøåíèé íåðàâåíñòâà sinx < a
1) R, åñëè a > 1;
2) (−π − arcsin a+ 2πk; arcsin a+ 2πk), åñëè −1 < a 6 1;
3) ïóñòîå ìíîæåñòâî, åñëè a 6 −1.

xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx

yyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyy

arcsin a+ 2πk−π − arcsin a+ 2πk

1

−1

a

0

Óòâåðæäåíèå 3. Ìíîæåñòâî ðåøåíèé íåðàâåíñòâà cosx > a
1) R, åñëè a < −1;
2) (2πk − arccos a; 2πk + arccos a), åñëè −1 6 a < 1;
3) ïóñòîå ìíîæåñòâî, åñëè a > 1.

xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx

yyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyy

arccos a+ 2πk

− arccos a+ 2πk

1−1
a0

Óòâåðæäåíèå 4. Ìíîæåñòâî ðåøåíèé íåðàâåíñòâà cosx < a
1) R, åñëè a > 1;
2) (2πk + arccos a; 2π(k + 1)− arccos a), åñëè −1 < a 6 1;
3) ïóñòîå ìíîæåñòâî, åñëè a 6 −1.

168



xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx

yyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyy

arccos a+ 2πk

− arccos a+ 2π(k + 1)

1−1
a0

Óòâåðæäåíèå 5. Ìíîæåñòâî ðåøåíèé íåðàâåíñòâà tg x > a

(arctg a+ πk;
π

2
+ πk)

xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx

yyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyy

arctg a+ πk

π
2 + πk

−π2 + πk

a

0

Óòâåðæäåíèå 6. Ìíîæåñòâî ðåøåíèé íåðàâåíñòâà tg x < a

(−π
2

+ πk; arctg a+ πk)

xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx

yyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyy

arctg a+ πk

π
2 + πk

−π2 + πk

a

0

Óòâåðæäåíèå 7. Ìíîæåñòâî ðåøåíèé íåðàâåíñòâà ctg x > a
(πk; arcctg a+ πk)
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xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx

yyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyy

arcctg a+ πk

πkπ + πk

a

0

Óòâåðæäåíèå 8. Ìíîæåñòâî ðåøåíèé íåðàâåíñòâà ctg x < a
(arcctg a+ πk;π(k + 1))

xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx

yyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyy

arcctg a+ πk

πkπ + πk

a

0

Îáñóæäåíèå òåìû

Óñòíî ïðîðåøàòü âñå ñëó÷àè ïðîñòåéøèõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ óðàâíåíèé è
íåðàâåíñòâ.

Çàäàíèÿ

27.1. Ðåøèòå óðàâíåíèå: cos
π(2x− 3)

6
=

√
3

2
.

Â îòâåòå íàïèøèòå íàèáîëüøèé îòðèöàòåëüíûé êîðåíü.

27.2. Ðåøèòå óðàâíåíèå: tg
πx

4
= −1.

Â îòâåòå íàïèøèòå íàèáîëüøèé îòðèöàòåëüíûé êîðåíü.

27.3. Ðåøèòå óðàâíåíèå: sin
πx

3
= 0,5.

Â îòâåòå íàïèøèòå íàèìåíüøèé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü.
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27.4. Ìÿ÷ áðîñèëè ïîä óãëîì α ê ïëîñêîé ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòè çåìëè.

Âðåìÿ ïîë¼òà ìÿ÷à (â ñåêóíäàõ) îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå t =
2v0 sinα

g
. Ïðè

êàêîì íàèìåíüøåì çíà÷åíèè óãëà α (â ãðàäóñàõ) âðåìÿ ïîë¼òà áóäåò íå ìåíüøå
3 ñåêóíä, åñëè ìÿ÷ áðîñàþò ñ íà÷àëüíîé ñêîðîñòüþ v0 = 30ì/ñ? Ñ÷èòàéòå, ÷òî
óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ g = 10ì/ñ2.

27.5. Äåòàëüþ íåêîòîðîãî ïðèáîðà ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòíàÿ ðàìêà ñ íàìîòàí-
íûì íà íå¼ ïðîâîäîì, ÷åðåç êîòîðûé ïðîïóùåí ïîñòîÿííûé òîê. Ðàìêà ïî-
ìåùåíà â îäíîðîäíîå ìàãíèòíîå ïîëå òàê, ÷òî îíà ìîæåò âðàùàòüñÿ. Ìîìåíò
ñèëû Àìïåðà, ñòðåìÿùåéñÿ ïîâåðíóòü ðàìêó, (â Í ·ì) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé
M = NIBl2 sinα, ãäå I = 2A � ñèëà òîêà â ðàìêå, B = 3 · 10−3 Òë � çíà÷å-
íèå èíäóêöèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ, l = 0,5ì � ðàçìåð ðàìêè, N = 1000 � ÷èñëî
âèòêîâ ïðîâîäà â ðàìêå, α � îñòðûé óãîë ìåæäó ïåðïåíäèêóëÿðîì ê ðàìêå
è âåêòîðîì èíäóêöèè. Ïðè êàêîì íàèìåíüøåì çíà÷åíèè óãëà α (â ãðàäóñàõ)
ðàìêà ìîæåò íà÷àòü âðàùàòüñÿ, åñëè äëÿ ýòîãî íóæíî, ÷òîáû ðàñêðó÷èâàþ-
ùèé ìîìåíò M áûë íå ìåíüøå 0,75Í·ì?
27.6. Äàò÷èê ñêîíñòðóèðîâàí òàêèì îáðàçîì, ÷òî åãî àíòåííà ëîâèò ðàäèî-
ñèãíàë, êîòîðûé çàòåì ïðåîáðàçóåòñÿ â ýëåêòðè÷åñêèé ñèãíàë, èçìåíÿþùèéñÿ
ñî âðåìåíåì ïî çàêîíó U = U0 sin(ωt + ϕ), ãäå t � âðåìÿ â ñåêóíäàõ, àìïëè-
òóäà U0 = 2Â, ÷àñòîòà ω = 120◦/ñ, ôàçà ϕ = −30◦. Äàò÷èê íàñòðîåí òàê, ÷òî
åñëè íàïðÿæåíèå â í¼ì íå íèæå ÷åì 1Â, çàãîðàåòñÿ ëàìïî÷êà. Êàêóþ ÷àñòü
âðåìåíè (â ïðîöåíòàõ) íà ïðîòÿæåíèè ïåðâîé ñåêóíäû ïîñëå íà÷àëà ðàáîòû
ëàìïî÷êà áóäåò ãîðåòü?

27.7. Î÷åíü ë¼ãêèé çàðÿæåííûé ìåòàëëè÷åñêèé øàðèê çàðÿäîì q = 2·10−6 Êë
ñêàòûâàåòñÿ ïî ãëàäêîé íàêëîííîé ïëîñêîñòè. Â ìîìåíò, êîãäà åãî ñêîðîñòü
ñîñòàâëÿåò v = 5ì/ñ, íà íåãî íà÷èíàåò äåéñòâîâàòü ïîñòîÿííîå ìàãíèòíîå ïî-
ëå, âåêòîð èíäóêöèè B êîòîðîãî ëåæèò â òîé æå ïëîñêîñòè è ñîñòàâëÿåò óãîë
α ñ íàïðàâëåíèåì äâèæåíèÿ øàðèêà. Çíà÷åíèå èíäóêöèè ïîëÿ B = 4 ·10−3 Òë.
Ïðè ýòîì íà øàðèê äåéñòâóåò ñèëà Ëîðåíöà, ðàâíàÿ Fë = qvB sinα (Í) è íà-
ïðàâëåííàÿ ââåðõ ïåðïåíäèêóëÿðíî ïëîñêîñòè. Ïðè êàêîì íàèìåíüøåì çíà÷å-
íèè óãëà α ∈ [0◦; 180◦] øàðèê îòîðâ¼òñÿ îò ïîâåðõíîñòè, åñëè äëÿ ýòîãî íóæíî,
÷òîáû ñèëà Fë áûëà íå ìåíåå ÷åì 2 · 10−8 Í? Îòâåò äàéòå â ãðàäóñàõ.

27.8. Íåáîëüøîé ìÿ÷èê áðîñàþò ïîä îñòðûì óãëîì α ê ïëîñêîé ãîðèçîíòàëü-
íîé ïîâåðõíîñòè çåìëè. Ìàêñèìàëüíàÿ âûñîòà ïîë¼òà ìÿ÷èêà, âûðàæåííàÿ

â ìåòðàõ, îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé H =
v2

0

4g
(1 − cos 2α), ãäå v0 = 20ì/ñ �

íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü ìÿ÷èêà, à g � óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ (ñ÷èòàéòå
g = 10ì/ñ2). Ïðè êàêîì íàèìåíüøåì çíà÷åíèè óãëà α (â ãðàäóñàõ) ìÿ÷èê
ïðîëåòèò íàä ñòåíîé âûñîòîé 4ì íà ðàññòîÿíèè 1ì?

27.9. Íåáîëüøîé ìÿ÷èê áðîñàþò ïîä îñòðûì óãëîì α ê ïëîñêîé ãîðèçîíòàëü-
íîé ïîâåðõíîñòè çåìëè. Ðàññòîÿíèå, êîòîðîå ïðîëåòàåò ìÿ÷èê, âû÷èñëÿåòñÿ
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ïî ôîðìóëå L =
v2

0

g
sin 2α (ì), ãäå v0 = 20ì/ñ � íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü ìÿ÷è-

êà, à g � óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ (ñ÷èòàéòå g = 10ì/ñ2). Ïðè êàêîì
íàèìåíüøåì çíà÷åíèè óãëà (â ãðàäóñàõ) ìÿ÷èê ïåðåëåòèò ðåêó øèðèíîé 20ì?

27.10. Ïëîñêèé çàìêíóòûé êîíòóð ïëîùàäüþ S = 0,5ì2 íàõîäèòñÿ â ìàã-
íèòíîì ïîëå, èíäóêöèÿ êîòîðîãî ðàâíîìåðíî âîçðàñòàåò. Ïðè ýòîì ñîãëàñ-
íî çàêîíó ýëåêòðîìàãíèòíîé èíäóêöèè Ôàðàäåÿ â êîíòóðå ïîÿâëÿåòñÿ ÝÄÑ
èíäóêöèè, çíà÷åíèå êîòîðîé, âûðàæåííîå â âîëüòàõ, îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé
εi = aS cosα, ãäå α � îñòðûé óãîë ìåæäó íàïðàâëåíèåì ìàãíèòíîãî ïîëÿ è
ïåðïåíäèêóëÿðîì ê êîíòóðó, a = 4 · 10−4 Òë/ñ � ïîñòîÿííàÿ, S � ïëîùàäü
çàìêíóòîãî êîíòóðà, íàõîäÿùåãîñÿ â ìàãíèòíîì ïîëå (â ì2). Ïðè êàêîì ìè-
íèìàëüíîì óãëå α (â ãðàäóñàõ) ÝÄÑ èíäóêöèè íå áóäåò ïðåâûøàòü 10−4 Â?

27.11. Òðàêòîð òàùèò ñàíè ñ ñèëîé F = 80 êÍ, íàïðàâëåííîé ïîä îñòðûì
óãëîì α ê ãîðèçîíòó. Ðàáîòà òðàêòîðà (â êèëîäæîóëÿõ) íà ó÷àñòêå äëèíîé
S = 50ì âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå A = FS cosα. Ïðè êàêîì ìàêñèìàëüíîì
óãëå α (â ãðàäóñàõ) ñîâåðø¼ííàÿ ðàáîòà áóäåò íå ìåíåå 2000 êÄæ?

27.12. Äâèãàÿñü ñî ñêîðîñòüþ v = 3ì/ñ, òðàêòîð òàùèò ñàíè ñ ñèëîé F =
50 êÍ, íàïðàâëåííîé ïîä îñòðûì óãëîì α ê ãîðèçîíòó. Ìîùíîñòü, ðàçâèâàå-
ìàÿ òðàêòîðîì, âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå N = Fv cosα. Íàéäèòå, ïðè êàêîì
íàèáîëüøåì óãëå α (â ãðàäóñàõ) ýòà ìîùíîñòü áóäåò íå ìåíåå 75 êÂò (êÂò �

ýòî
êÍ · ì
ñ

).

27.13. Ïðè íîðìàëüíîì ïàäåíèè ñâåòà ñ äëèíîé âîëíû λ = 400íì íà äèôðàê-
öèîííóþ ðåø¼òêó ñ ïåðèîäîì d íì íàáëþäàþò ñåðèþ äèôðàêöèîííûõ ìàêñè-
ìóìîâ. Ïðè ýòîì óãîë ϕ (îòñ÷èòûâàåìûé îò ïåðïåíäèêóëÿðà ê ðåø¼òêå), ïîä
êîòîðûì íàáëþäàåòñÿ ìàêñèìóì, è íîìåð ìàêñèìóìà k ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì
d sinϕ = kλ. Ïîä êàêèì ìèíèìàëüíûì óãëîì ϕ (â ãðàäóñàõ) ìîæíî íàáëþäàòü
âòîðîé ìàêñèìóì íà ðåø¼òêå ñ ïåðèîäîì, íå ïðåâîñõîäÿùèì 1600 íì?

27.14. Äâà òåëà, ìàññîé m = 2êã êàæäîå, äâèæóòñÿ ñ îäèíàêîâîé ñêîðî-
ñòüþ v = 10ì/ñ ïîä óãëîì 2α äðóã ê äðóãó. Ýíåðãèÿ (â äæîóëÿõ), âûäåëÿ-
þùàÿñÿ ïðè èõ àáñîëþòíî íåóïðóãîì ñîóäàðåíèè, âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå
Q = mv2 sin2 α, ãäå m � ìàññà â êèëîãðàììàõ, v � ñêîðîñòü â ì/ñ. Íàéäèòå,
ïîä êàêèì íàèìåíüøèì óãëîì 2α (â ãðàäóñàõ) äîëæíû äâèãàòüñÿ òåëà, ÷òîáû
â ðåçóëüòàòå ñîóäàðåíèÿ âûäåëèëîñü ýíåðãèè íå ìåíåå 50 äæîóëåé.

27.15. Êàòåð äîëæåí ïåðåñå÷ü ðåêó øèðèíîé L = 100ì è ñî ñêîðîñòüþ òå-
÷åíèÿ u = 0,5ì/ñ òàê, ÷òîáû ïðè÷àëèòü òî÷íî íàïðîòèâ ìåñòà îòïðàâëåíèÿ.
Îí ìîæåò äâèãàòüñÿ ñ ðàçíûìè ñêîðîñòÿìè, ïðè ýòîì âðåìÿ â ïóòè, èçìåðÿ-

åìîå â ñåêóíäàõ, îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì t =
L

u
ctgα, ãäå α � îñòðûé óãîë,

çàäàþùèé íàïðàâëåíèå åãî äâèæåíèÿ (îòñ÷èòûâàåòñÿ îò áåðåãà). Ïîä êàêèì
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ìèíèìàëüíûì óãëîì α (â ãðàäóñàõ) íóæíî ïëûòü, ÷òîáû âðåìÿ â ïóòè áûëî
íå áîëüøå 200 ñ?

27.16. Ñêåéòáîðäèñò ïðûãàåò íà ñòîÿùóþ íà ðåëüñàõ ïëàòôîðìó, ñî ñêîðî-
ñòüþ v = 3ì/ñ ïîä îñòðûì óãëîì α ê ðåëüñàì. Îò òîë÷êà ïëàòôîðìà íà÷èíàåò

åõàòü ñî ñêîðîñòüþ u =
m

m+M
v cosα (ì/ñ), ãäåm = 80êã � ìàññà ñêåéòáîðäè-

ñòà ñî ñêåéòîì, à M = 400êã � ìàññà ïëàòôîðìû. Ïîä êàêèì ìàêñèìàëüíûì
óãëîì α (â ãðàäóñàõ) íóæíî ïðûãàòü, ÷òîáû ðàçîãíàòü ïëàòôîðìó íå ìåíåå
÷åì äî 0,25ì/ñ?

27.17. Ãðóç ìàññîé 0,08 êã êîëåáëåòñÿ íà ïðóæèíå ñî ñêîðîñòüþ, ìåíÿþùåéñÿ

ïî çàêîíó v = v0 sin
2πt

T
, ãäå t � âðåìÿ ñ ìîìåíòà íà÷àëà êîëåáàíèé, T = 12 ñ

� ïåðèîä êîëåáàíèé, v0 = 0,5ì/ñ. Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ E (â äæîóëÿõ) ãðóçà

âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå E =
mv2

2
, ãäå m � ìàññà ãðóçà â êèëîãðàììàõ, v �

ñêîðîñòü ãðóçà (â ì/ñ). Íàéäèòå êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ ãðóçà ÷åðåç 1 ñåêóíäó
ïîñëå íà÷àëà êîëåáàíèé. Îòâåò äàéòå â äæîóëÿõ.

27.18. Ñêîðîñòü êîëåáëþùåãîñÿ íà ïðóæèíå ãðóçà ìåíÿåòñÿ ïî çàêîíó v(t) =
5 sinπt (ñì/ñ), ãäå t � âðåìÿ â ñåêóíäàõ. Êàêóþ äîëþ âðåìåíè èç ïåðâîé ñå-
êóíäû ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ïðåâûøàëà 2,5 ñì/ñ? Îòâåò âûðàçèòå äåñÿòè÷íîé
äðîáüþ, åñëè íóæíî, îêðóãëèòå äî ñîòûõ.
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Óðîê �28. Ñòåðåîìåòðèÿ. Óãîë ìåæäó ïëîñêîñòÿ-

ìè.

Óãîë ìåæäó ïëîñêîñòÿìè

Äâóãðàííûé óãîë, îáðàçîâàííûé ïîëóïëîñêîñòÿìè, èçìåðÿåòñÿ âåëè-
÷èíîé åãî ëèíåéíîãî óãëà, ïîëó÷àåìîãî ïðè ïåðåñå÷åíèè äâóãðàííîãî óãëà
ïëîñêîñòüþ, ïåðïåíäèêóëÿðíîé åãî ðåáðó. Âåëè÷èíà äâóãðàííîãî óãëà ïðè-
íàäëåæèò ïðîìåæóòêó [0◦, 180◦).

Âåëè÷èíà óãëà ìåæäó äâóìÿ ïåðåñåêàþùèìèñÿ ïëîñêîñòÿìè ïðèíàäëåæèò
ïðîìåæóòêó (0◦, 90◦].

Óãîë ìåæäó äâóìÿ ïàðàëëåëüíûìè ïëîñêîñòÿìè ñ÷èòàåòñÿ ðàâíûì 0◦.

P

QB

A

C

α

β

γ

γ ⊥ PQ

BA = α ∩ γ; BC = β ∩ γ

P

QBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB

A

C

α

β

BA ⊥ PQ; BA ⊂ α

BC ⊥ PQ; BC ⊂ β

Ñïîñîáû íàõîæäåíèÿ óãëà ìåæäó ïëîñêîñòÿìè

1. Èùåì óãîë ìåæäó ïðÿìûìè, ëåæàùèìè â ýòèõ ïëîñêîñòÿõ è ïåðïåíäè-
êóëÿðíûìè ê ëèíèè èõ ïåðåñå÷åíèÿ.

×àñòíûé ñëó÷àé 1. Åñëè ëåãêî íàõîäèòñÿ ïëîñêîñòü, ïåðïåíäèêóëÿð-
íàÿ äàííûì ïåðåñåêàþùèìñÿ ïëîñêîñòÿì, òî èùåì äâóãðàííûé óãîë, îá-
ðàçîâàííûé ïîëóïëîñêîñòÿìè, è ó÷èòûâàåì, ÷òî óãîë ìåæäó ïëîñêîñòÿ-
ìè âñåãäà ëåæèò â èíòåðâàëå (0◦, 90◦].
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×àñòíûé ñëó÷àé 2: ¾ìåòîä êëþâèêà¿. Îáùèé îòðåçîê ïëîñêîñòåé PQ
� îñíîâàíèÿ ðàâíîáåäðåííûõ èëè ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ â çà-
äàííûõ ïëîñêîñòÿõ.

O

P

Q

S1

S2

PS1 = QS1

PS2 = QS2

Òîãäà ∠(PQS1, PQS2) = ∠S1OS2

O

P

Q

S1

S3

T
PS1 = QS1

4PS3Q � ïðÿìîóãîëüíûé
T � ñåðåäèíà QS3

Òîãäà ∠(PQS1, PQS3) = ∠TOS1

2. Èñïîëüçóåì ôîðìóëó

cos∠(α, β) =
S′

S
,

ãäå S � ïëîùàäü ôèãóðû Φ, ðàñïîëîæåííîé â ïëîñêîñòè α, S′ � ïëîùàäü
ôèãóðû Φ′, ïðîåêöèè ôèãóðû Φ íà ïëîñêîñòü β.

3. Èùåì óãîë ìåæäó íîðìàëÿìè (ïåðïåíäèêóëÿðàìè) ê ïëîñêîñòÿì.

Îáñóæäåíèå òåìû

Îòäåëüíî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè ïëîñêîñòåé.
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Çàäàíèÿ

28.1. Â ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ïðèçìå ABCA1B1C1, âñå ð¼áðà êîòîðîé 1,
íàéäèòå êîñèíóñ óãëà ìåæäó ïëîñêîñòÿìè ACB1 è BA1C1.

28.2. Â ïðÿìîóãîëüíîì ïàðàëëåëåïèïåäå ABCDA1B1C1D1, ó êîòîðîãî AB =
4, BC = 6, CC1 = 4, íàéäèòå òàíãåíñ óãëà ìåæäó ïëîñêîñòÿìè CDD1 è BDA1.

28.3. Â êóáå ABCDA1B1C1D1 íàéäèòå êîñèíóñ óãëà ìåæäó ïëîñêîñòÿìè
BA1C1 è BA1D1.

28.4. Äàíà ïðÿìàÿ ïðèçìà ABCDA1B1C1D1. Îñíîâàíèå ïðèçìû � ðîìá ñî
ñòîðîíîé 4 è îñòðûì óãëîì 60◦. Âûñîòà ïðèçìû ðàâíà 5. Íàéäèòå óãîë ìåæäó
ïëîñêîñòüþ AC1B è ïëîñêîñòüþ ABD.

28.5. Â êóáå ABCDA1B1C1D1 íàéäèòå òàíãåíñ óãëà ìåæäó A1BD è ïëîñ-
êîñòüþ, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ñåðåäèíû åãî ð¼áåð AB, BB1, B1C1, C1D1, D1D,
DA.

28.6. Â ïðàâèëüíîé ÷åòûð¼õóãîëüíîé ïèðàìèäå SABCD, âñå ð¼áðà êîòîðîé
ðàâíû 1, íàéäèòå ñèíóñ óãëà ìåæäó ïëîñêîñòüþ SAD è ïëîñêîñòüþ, ïðîõîäÿ-
ùåé ÷åðåç òî÷êó A ïåðïåíäèêóëÿðíî ïðÿìîé BD.

28.7. Â ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ïèðàìèäå SABC ñòîðîíà îñíîâàíèÿ ðàâíà
6, à áîêîâîå ðåáðî � 5. Íà ðåáðå SC îòìå÷åíà òî÷êà M òàê, ÷òî SM : MC =
7 : 18.

à) Äîêàæèòå, ÷òî ïëîñêîñòè SBC è ABM ïåðïåíäèêóëÿðíû.

á) Íàéäèòå îáú¼ì ìåíüøåé ÷àñòè ïèðàìèäû SABC, íà êîòîðûå å¼ ðàçáèâàåò
ïëîñêîñòü ABM.

28.8. Â ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ïèðàìèäå PABC ñòîðîíà îñíîâàíèÿ ðàâíà
6, à áîêîâîå ðåáðî � 5. Íà ïðîäîëæåíèè ðåáðà PA îòìå÷åíà òî÷êàM òàê, ÷òî
MA : MP = 9 : 16.

à) Äîêàæèòå, ÷òî ïëîñêîñòè PBC è MBC ïåðïåíäèêóëÿðíû.

á) Íàéäèòå îáú¼ì ïèðàìèäû MABC.

28.9. Âñå ð¼áðà ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ïðèçìû ABCA1B1C1 èìåþò äëèíó
6. Òî÷êè M è N � ñåðåäèíû ð¼áåð AA1 è A1C1 ñîîòâåòñòâåííî.

à) Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå BM è MN ïåðïåíäèêóëÿðíû.

á) Íàéäèòå óãîë ìåæäó ïëîñêîñòÿìè BMN è ABB1.
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28.10. Äàíà ïðàâèëüíàÿ òðåóãîëüíàÿ ïðèçìà ABCA1B1C1.

à) Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ B1C1 ïåðïåíäèêóëÿðíà ëèíèè ïåðåñå÷åíèÿ ïëîñêî-
ñòåé ABC1 è ACB1.

á) Íàéäèòå óãîë ìåæäó ïëîñêîñòÿìè ABC1 è ACB1, åñëè èçâåñòíî, ÷òî AB =
2, AA1 = 2.

28.11. Â ïðàâèëüíîé øåñòèóãîëüíîé ïèðàìèäå PABCDEF áîêîâîå ðåáðî íà-

êëîíåíî ê îñíîâàíèþ ïîä óãëîì α = arctg

√
3

2
.

à) Äîêàæèòå, ÷òî ïëîñêîñòè APB è DPE ïåðïåíäèêóëÿðíû.

á) Íàéäèòå îòíîøåíèå ðàäèóñà ñôåðû, êàñàþùåéñÿ âñåõ ãðàíåé ïèðàìèäû, ê
ðàäèóñó ñôåðû, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç âñå âåðøèíû ïèðàìèäû.

Äîìàøíåå çàäàíèå

28.12. Â ïðàâèëüíîé ÷åòûð¼õóãîëüíîé ïèðàìèäå SABCD, âñå ð¼áðà êîòîðîé
ðàâíû 1, íàéäèòå òàíãåíñ óãëà ìåæäó ïëîñêîñòÿìè SAD è SBD.

28.13. Â ïðàâèëüíîé ÷åòûð¼õóãîëüíîé ïèðàìèäå SABCD, âñå ð¼áðà êîòîðîé
ðàâíû 1, íàéäèòå óãîë ìåæäó ïëîñêîñòüþ SAD è ïëîñêîñòüþ, ïðîõîäÿùåé
÷åðåç òî÷êó B ïåðïåíäèêóëÿðíî ïðÿìîé AS.

28.14. Â ïðàâèëüíîé ÷åòûð¼õóãîëüíîé ïèðàìèäå SABCD, âñå ð¼áðà êîòîðîé
ðàâíû 1, íàéäèòå êîñèíóñ óãëà ìåæäó ïëîñêîñòÿìè SAD è BCF , ãäå F �
ñåðåäèíà ðåáðà AS.

28.15. Â ïðàâèëüíîé ÷åòûð¼õóãîëüíîé ïèðàìèäå SABCD, âñå ð¼áðà êîòîðîé
ðàâíû 1, íàéäèòå êîñèíóñ óãëà ìåæäó ïëîñêîñòÿìè ABG è CDF , ãäå F �
ñåðåäèíà ðåáðà SB, G � ñåðåäèíà ðåáðà SC.

28.16. Â ïðàâèëüíîé øåñòèóãîëüíîé ïèðàìèäå SABCDEF , ñòîðîíû îñíîâà-
íèÿ êîòîðîé ðàâíû 1, à áîêîâûå ð¼áðà ðàâíû 2, íàéäèòå êîñèíóñ óãëà ìåæäó
ïëîñêîñòÿìè SBC è SEF .
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Óðîê �29. Ðàöèîíàëüíûå óðàâíåíèÿ. Óðàâíåíèÿ

ñ ìîäóëåì. Èððàöèîíàëüíûå óðàâíåíèÿ.

Ìåòîäû ðåøåíèÿ ðàöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé

1 Èñïîëüçîâàíèå óñëîâèÿ ðàâåíñòâà ñòåïåíåé.

(g(x))2n+1 = (p(x))2n+1 ⇔ g(x) = p(x), n ∈ N

(g(x))2n = (p(x))2n ⇔
[
g(x) = p(x),
g(x) = −p(x), n ∈ N

29.1. Ðåøèòå óðàâíåíèå: (x− 3)6 + (x2 − 2x− 1)3 = 0.

2 Ðàçëîæåíèå íà ìíîæèòåëè.

29.2. Ðåøèòå óðàâíåíèå: x4 − 2x3 + x2 − 9 = 0.

29.3. Ðåøèòå óðàâíåíèå: 5x3 − 21x2 − 21x+ 5 = 0.

3 Çàìåíà ïåðåìåííîé.

3.1 Âîçâðàòíûå óðàâíåíèÿ è ê íèì ñâîäÿùèåñÿ.
a0x

n + a1x
n−1 + a2x

n−2 + · · ·+ an−1x+ an = 0.
Óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ âîçâðàòíûì, åñëè â í¼ì êîýôôèöèåíòû, ðàâíîóäàë¼í-
íûå îò êîíöîâ, ñîâïàäàþò, ò.å. a0 = an, a1 = an−1, a2 = an−2, . . .

3.1.1. Âîçâðàòíûå óðàâíåíèÿ ÷¼òíîé ñòåïåíè.

29.4. Ðåøèòå óðàâíåíèå: 2x4 + 9x3 − x2 + 9x+ 2 = 0.
Òàê êàê x = 0 íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì óðàâíåíèÿ, òî ðàçäåëèì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ
íà x2 6= 0.

2x2 + 9x− 1 +
9

x
+

2

x2
= 0 ⇒ 2

(
x2 +

1

x2

)
+ 9

(
x+

1

x

)
− 1 = 0.

Ââåä¼ì çàìåíó:

x+
1

x
= y ⇒ x2 +

1

x2
= y2 − 2,

òåì ñàìûì ñâåäÿ èñõîäíîå óðàâíåíèå ê êâàäðàòíîìó.
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3.1.2. Âîçâðàòíûå óðàâíåíèÿ íå÷¼òíîé ñòåïåíè.

Ëþáîå âîçâðàòíîå óðàâíåíèå íå÷¼òíîé ñòåïåíè ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ ÷¼òíîé
ñòåïåíè, ò.ê. ó ëþáîãî âîçâðàòíîãî óðàâíåíèÿ íå÷¼òíîé ñòåïåíè îäèí èç êîðíåé
âñåãäà ðàâåí −1.

29.5. Ðåøèòå óðàâíåíèå: x7 + 2x6 − 5x5 − 13x4 − 13x3 − 5x2 + 2x+ 1 = 0 ⇔
⇔ (x+ 1)(x6 + x5 − 6x4 − 7x3 − 6x2 + x+ 1) = 0
x = −1 èëè x6 + x5 − 6x4 − 7x3 − 6x2 + x+ 1 = 0.
Òàê êàê x = 0 íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì óðàâíåíèÿ, òî ðàçäåëèì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ
íà x3 6= 0.

Ââåä¼ì çàìåíó: x+
1

x
= y; x2 +

1

x2
= y2 − 2; x3 +

1

x3
= y3 − 3y.

3.2 Óðàâíåíèÿ âèäà ax4 + bx3 + cx2 + dx + e = 0, ãäå
a

e
=
b2

d2
ðåøàþòñÿ êàê

âîçâðàòíûå.

3.3 Èñïîëüçîâàíèå îäíîðîäíîñòè.
Óðàâíåíèå âèäà a · f2(x) + b · f(x) · g(x) + c · g2(x) = 0 íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíûì
óðàâíåíèåì âòîðîãî ïîðÿäêà. Îíî ñâîäèòñÿ ê êâàäðàòíîìó óðàâíåíèþ ïîñëå
äåëåíèÿ îáåèõ ÷àñòåé íà g2(x) è ââåäåíèÿ íîâîé ïåðåìåííîé t = f(x)/g(x).
Ïðè äåëåíèè íà g2(x) ìîæåò ïðîèçîéòè ïîòåðÿ êîðíåé óðàâíåíèÿ, ïîýòîìó
îáÿçàòåëüíîé ÿâëÿåòñÿ ïðîâåðêà òåõ çíà÷åíèé x, ïðè êîòîðûõ g2(x) = 0. Åñëè
ýòè çíà÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ, òî èõ òàêæå ñëåäóåò
âêëþ÷èòü â îòâåò. Äðóãîé ñïîñîá ðåøåíèÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ñîñòîèò â
ðàññìîòðåíèè åãî êàê êâàäðàòíîãî îòíîñèòåëüíî îäíîé èç ôóíêöèé f(x) èëè
g(x).

29.6. Ðåøèòå óðàâíåíèå: 5

(
x− 2

x+ 1

)2

− 44

(
x+ 2

x− 1

)2

+ 12
x2 − 4

x2 − 1
= 0.

Ââåä¼ì çàìåíó: Ïóñòü
x− 2

x+ 1
= U ,

x+ 2

x− 1
= V , òîãäà 5U2 − 44V 2 + 12UV = 0.

a) Åñëè V = 0, òîãäà U = 0, ðåøàåì ñèñòåìó. Çäåñü îíà íå èìååò ðåøåíèÿ.

á) Ðàçäåëèì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ íà V 2 6= 0, ïîëó÷èì 5

(
U

V

)2

+12

(
U

V

)
−44 = 0.

3.4 Óðàâíåíèÿ âèäà (x− a)(x− b)(x− c)(x− d) = k, ãäå a+ b = c+ d
ýôôåêòèâíî ðåøàòü, ãðóïïèðóÿ ïåðâóþ ñêîáêó ñî âòîðîé è òðåòüþ ñ ÷åò-
â¼ðòîé: (x − a)(x − b) è (x − c)(x − d), à çàòåì äåëàòü çàìåíó, íàïðèìåð
t = (x− a)(x− b).
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29.7. Ðåøèòå óðàâíåíèå: (x+ 2)(x+ 4)(x+ 6)(x+ 8) = 105.

3.5 Â óðàâíåíèÿõ âèäà
Ax

ax2 + b1x+ c
+

Bx

ax2 + b2x+ c
= k

è â óðàâíåíèÿõ, ê íèì ñâîäÿùèìñÿ, â çíàìåíàòåëÿõ îáîèõ äðîáåé íåîáõîäèìî
âûíåñòè x çà ñêîáêè è ñäåëàòü çàìåíó, íàïðèìåð t = ax+ c/x.

3.6 Â óðàâíåíèÿõ âèäà (ax2 + b1x+ c)(ax2 + b2x+ c) = kx2

îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ äåëÿòñÿ íà x2 6= 0, à çàòåì äåëàåòñÿ çàìåíà, íàïðèìåð
t = ax+ c/x.

29.8. Ðåøèòå óðàâíåíèå: (x2 + x+ 16)(x2 − 20x+ 16) + 54x2 = 0.

4 Ïðèìåíåíèå ñâîéñòâ ôóíêöèé (ìîíîòîííîñòü, îãðàíè÷åííîñòü,
îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ).

29.9. Ðåøèòå óðàâíåíèå: x5 + 3x3 + 8x− 12 = 0.

29.10. Ðåøèòå óðàâíåíèå: (x4 − 2x2 + 2)4 + (x2 + 2x+ 5)2 = 17.

5 Óðàâíåíèÿ, ñîäåðæàùèå áîëåå îäíîé ïåðåìåííîé.

Åñëè óðàâíåíèå êâàäðàòíîå îòíîñèòåëüíî îäíîé èç ïåðåìåííûõ, òî èññëåäóåì
D óðàâíåíèÿ: èç óñëîâèÿ åãî íåîòðèöàòåëüíîñòè íàõîäÿòñÿ äîïóñòèìûå çíà-
÷åíèÿ âòîðîé ïåðåìåííîé.

29.11. Ðåøèòå óðàâíåíèå: 5x2 − 4xy + y2 − 8x+ 2y + 5 = 0.

Ìåòîäû ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ñ ìîäóëÿìè

1 Óðàâíåíèÿ âèäà |f(x)| = A, A ∈ R ðåøàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Åñëè A < 0, òî êîðíåé íåò.
Åñëè A = 0, òî óðàâíåíèþ |f(x)| = A ñîîòâåòñòâóåò óðàâíåíèå f(x) = 0.
Åñëè A > 0, òî óðàâíåíèþ |f(x)| = A ñîîòâåòñòâóåò ðàâíîñèëüíàÿ ñîâîêóï-
íîñòü [

f(x) = A,
f(x) = −A.
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2 Óðàâíåíèÿ âèäà |f(x)| = g(x) ðåøàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.
1 ñïîñîá � ðàñêðûòèå ìîäóëÿ ïî îïðåäåëåíèþ (îáû÷íî ïðèìåíÿåòñÿ â òîì
ñëó÷àå, êîãäà ôóíêöèÿ f(x) ïðîùå, ÷åì g(x)).
2 ñïîñîá (îáû÷íî ïðèìåíÿåòñÿ â òîì ñëó÷àå, êîãäà ôóíêöèÿ g(x) ïðîùå, ÷åì
f(x))

|f(x)| = g(x)⇔

 g(x) > 0,[
f(x) = g(x),
f(x) = −g(x).

29.12. Ðåøèòå óðàâíåíèå: |x3 + x− 1| = x+ 1.

3 Óðàâíåíèÿ âèäà |f(x)| = |g(x)| ðåøàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.
1 ñïîñîá. |f(x)| = |g(x)| ⇔ f2(x) = g2(x).

29.13. Ðåøèòå óðàâíåíèå: ||3− 2x| − 1| = 2|x|.

2 ñïîñîá.

|f(x)| = |g(x)| ⇔
[
f(x) = g(x),
f(x) = −g(x).

29.14. Ðåøèòå óðàâíåíèå: |x2 − 10| = |x2 − 22|.

4 |f(x)| = −f(x)⇔ f(x) 6 0.

|f(x)| = f(x)⇔ f(x) > 0.

5 Èñïîëüçîâàíèå çàìåíû |f(x)|2 = f2(x).

29.15. Ðåøèòå óðàâíåíèå: (x− 1)2 − 3|x− 1| − 4 = 0.

6 Óðàâíåíèå âèäà

|f(x)|+ |g(x)| = |f(x) + g(x)| ⇔ f(x)g(x) > 0.

29.16. Ðåøèòå óðàâíåíèå: |x2 + x− 20|+ |x2 − 11x− 28| = 2|x2 − 5x− 24|.

7 Óðàâíåíèå âèäà

|f(x)|+ |g(x)| = f(x) + g(x) ⇔
{
f(x) > 0,
g(x) > 0.

29.17. Ðåøèòå óðàâíåíèå: |x2 − 9|+ |x+ 3| = x2 + x− 6.
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8 Ìåòîä ïðîìåæóòêîâ (èíòåðâàëîâ).

29.18. Ðåøèòå óðàâíåíèå: |2− x| − |x− 5| = x+ 1− |7− 2x|.
Îïðåäåëèì ïðîìåæóòêè çíàêîïîñòîÿíñòâà êàæäîãî èç âûðàæåíèé ïîä çíàêà-
ìè ìîäóëÿ, äëÿ íàãëÿäíîñòè è óäîáñòâà èçîáðàçèâ èõ íà îäíîé ñõåìå (æèð-
íûìè òî÷êàìè îòìå÷åíû íóëè ñîîòâåòñòâóþùèõ âûðàæåíèé). Ðàññìîòðèì 4
ñëó÷àÿ, ¾ðàñêðûâàÿ¿ ìîäóëè ñîãëàñíî çíàêàì â êàæäîì èç ñòîëáöîâ.

2− x

x− 5

7− 2x

+

−

+

−

−

+

−

−

−

−

+

−

2 3, 5 5

{
x > 5,
−2 + x− x+ 5 = x+ 1 + 7− 2x,

⇒
{
x > 5,
x = 5.

⇒ x = 5. .

{
3,5 6 x < 5,
−2 + x+ x− 5 = x+ 1 + 7− 2x,

⇒
{

3,5 6 x < 5,
x = 5.

⇒ Ðåøåíèé íåò.

{
2 6 x < 3,5,
−2 + x+ x− 5 = x+ 1− 7 + 2x,

⇒
{

2 6 x < 3,5,
x = −1.

⇒ Ðåøåíèé íåò.

{
x < 2,
2− x+ x− 5 = x+ 1− 7 + 2x,

⇒
{
x < 2,
x = 1.

⇒ x = 1 .

Îòâåò: x = 1; 5.

Ìåòîäû ðåøåíèÿ èððàöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé

1 Ìåòîä âîçâåäåíèÿ â ÷¼òíûå ñòåïåíè (íåðàâíîñèëüíûé ïåðåõîä, íóæíà ïðî-
âåðêà) è íå÷¼òíûå ñòåïåíè (ðàâíîñèëüíûé ïåðåõîä).

29.19. Ðåøèòå óðàâíåíèå: 3
√
x2 + 8x− 8 = 3

√
2x− 1.

29.20. Ðåøèòå óðàâíåíèå: 6
√
x2 − 2 = 6

√
x.

29.21. Ðåøèòå óðàâíåíèå:
√
x+ 2 +

√
x− 1 = 3.
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2

2n
√
f(x) = g(x)⇔

{
g(x) > 0,
f(x) = g2n(x).

29.22. Ðåøèòå óðàâíåíèå:
√

4 + 2x− x2 = x− 2.

3

2n
√
f(x) · g(x) = 0⇔


{
f(x) = 0,
g(x) � îïðåäåëåíà (èìååò ñìûñë),{
g(x) = 0,
f(x) > 0.

29.23. Ðåøèòå óðàâíåíèå: (x2 + 3x− 10)
√
x+ 4 = 0.

29.24. Ðåøèòå óðàâíåíèå: (x+ 2)
√
x− 1 =

√
x− 1.

4 Çàìåíà ïåðåìåííîé.

29.25. Ðåøèòå óðàâíåíèå: 3 6
√

2x2 + 3x− 8 = 4 3
√

2x2 + 3x− 8− 1.

29.26. Ðåøèòå óðàâíåíèå: 3
√

(x+ 1)2 + 2 3
√

(x− 1)2 = 3 3
√
x2 − 1.

Ïóñòü U = 3
√
x+ 1; V = 3

√
x− 1, òîãäà: U2 + 2V 2 − 3UV = 0.

5 Ïðèìåíåíèå ñâîéñòâ ôóíêöèè.

29.27. Ðåøèòå óðàâíåíèå: 3
√
x− 2 +

√
3x− 5 = 3.

29.28. Ðåøèòå óðàâíåíèå:
√
x2 + 3x− 4 +

√
x4 + 12x2 − 11x− 2 = 0.

Òèïè÷íûå îøèáêè ïðè ðåøåíèè èððàöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé

1) Íåâåðíîå ïðåîáðàçîâàíèå êîðíÿ èç ïðîèçâåäåíèÿ (÷àñòíîãî) äâóõ ôóíêöèé
â ïðîèçâåäåíèå (÷àñòíîå) êîðíåé ýòèõ ôóíêöèé è îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå. Â
ïåðâîì ñëó÷àå ìîæíî ïîòåðÿòü ðåøåíèÿ, à âî âòîðîì âîçìîæíî ïðèîáðåòåíèå
ïîñòîðîííèõ ðåøåíèé.
2) Íåïðàâèëüíîå íàïèñàíèå ôîðìóëû 2n

√
f2n(x) = |f(x)|. ×àñòî çàáûâàþò ïðî

ìîäóëü.
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Äîìàøíåå çàäàíèå

29.29. Ðåøèòå óðàâíåíèå: |||5x− 1| − 2| − 3| = 4.

29.30. Ðåøèòå óðàâíåíèå: |5x− 3|+ |3x− 5| = 9x− 10.

29.31. Ðåøèòå óðàâíåíèå:

4x2(2x+ 1)2 − 2x(4x2 − 1) = 30(2x− 1)2.

29.32. a) Ðåøèòå óðàâíåíèå: x
√
x− 3x+ 2

√
x = 3x− 9

√
x+ 6.

á) Íàéäèòå âñå êîðíè ýòîãî óðàâíåíèÿ, ïðèíàäëåæàùèå îòðåçêó
[√

5; 4
√

5
]
.

29.33. Ðåøèòå óðàâíåíèå:
√
x+ 4

√
x− 4 +

√
x− 4

√
x− 4 = 4.
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Óðîê �30. Ñòåðåîìåòðèÿ. Óãîë ìåæäó ïðÿìîé è

ïëîñêîñòüþ.

Óãëîì ìåæäó ïëîñêîñòüþ è íå ïåðïåíäèêóëÿðíîé åé ïðÿìîé íà-
çûâàåòñÿ óãîë ìåæäó ýòîé ïðÿìîé è å¼ ïðîåêöèåé íà äàííóþ ïëîñêîñòü:
0◦ < ∠(a, α) < 90◦.

R T1

T

p1

p

α

ϕ = ∠(p, p1) = ∠TRT1

T1

T

p1

p

α

p ‖ α ⇒ ϕ = 0◦

p1 � ïðîåêöèÿ ïðÿìîé p íà ïëîñêîñòü α

α

T

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

p ⊥ α ⇒ ϕ = 90◦

Ñïîñîáû íàõîæäåíèÿ óãëà ìåæäó ïðÿìîé è ïëîñêîñòüþ:

1. Ïóò¼ì ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà ïðÿìîé è/èëè ïëîñêîñòè ïðèâîäèì çà-
äà÷ó ê ñëó÷àþ, êîãäà ïðÿìàÿ è ïëîñêîñòü ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå. Çàòåì
îïóñêàåì ïåðïåíäèêóëÿð èç âòîðîé òî÷êè ïðÿìîé íà ïëîñêîñòü. Â ïîëó-
÷èâøåìñÿ ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå èùåì óãîë ìåæäó ïðÿìîé è å¼
ïðîåêöèåé íà ïëîñêîñòü.

×àñòíûé ñëó÷àé 1 � ëåãêî íàõîäèòñÿ ðàññòîÿíèå îò âòîðîé òî÷êè
ïðÿìîé äî ïëîñêîñòè.

×àñòíûé ñëó÷àé 2 � åñëè ïðÿìàÿ ëåæèò â ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêó-
ëÿðíîé äàííîé ïëîñêîñòè, òî èñêîìûé óãîë ðàâåí óãëó ìåæäó ïðÿìîé è
ëèíèåé ïåðåñå÷åíèÿ ïëîñêîñòåé.

A B

C

D

EF

A1

B1 C1

D1E1

F1

∠(BB1, A1E1DB) = ∠(BB1, A1B)

185



2. Èùåì íîðìàëü ê ïëîñêîñòè. Òîãäà óãîë ìåæäó ïðÿìîé è ïëîñêîñòüþ
ðàâåí ϕ = 90◦− γ, ãäå γ � óãîë ìåæäó ïðÿìîé è íîðìàëüþ ê ïëîñêîñòè.

Íîðìàëü (ïåðïåíäèêóëÿð) ê ïëîñêîñòè ìîæíî íàõîäèòü íåñêîëüêèìè
ñïîñîáàìè:
1) Íîðìàëü çàäàíà èëè ïàðàëëåëüíà êîîðäèíàòíîé îñè.
2) Èùåì âåêòîð íîðìàëè ÷åðåç íàõîæäåíèå óðàâíåíèÿ ïëîñêîñòè
Ax+By + Cz +D = 0. Òîãäà âåêòîð íîðìàëè � ~n(A,B,C).
3) Èùåì âåêòîð íîðìàëè, èñïîëüçóÿ åãî ïåðïåíäèêóëÿðíîñòü äâóì ïåðå-
ñåêàþùèìñÿ ïðÿìûì ïëîñêîñòè.

Îáñóæäåíèå òåìû

Îòäåëüíî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè ïðÿìîé è ïëîñêîñòè.

Çàäàíèÿ

30.1. Îñíîâàíèåì ïðÿìîé ïðèçìû ABCA1B1C1 ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîóãîëüíûé òðå-
óãîëüíèê ABC, óãîë C = 90◦, AB = 5, BC =

√
5. Âûñîòà ïðèçìû ðàâíà

√
3.

Íàéäèòå óãîë ìåæäó ïðÿìîé C1B è ïëîñêîñòüþ ABB1.

30.2. Â ïðàâèëüíîé øåñòèóãîëüíîé ïðèçìå ABCDEFA1B1C1D1E1F1, âñå
ð¼áðà êîòîðîé ðàâíû 1, íàéäèòå ñèíóñ óãëà ìåæäó BC1 è ïëîñêîñòüþ BCE1.

30.3. Â îñíîâàíèè ïðÿìîé ïðèçìûMNKM1N1K1 ëåæèò ïðÿìîóãîëüíûé òðå-
óãîëüíèê MNK, ó êîòîðîãî óãîë N ðàâåí 90◦, à óãîë M ðàâåí 60◦, NK = 18.
Äèàãîíàëü áîêîâîé ãðàíè M1N ñîñòàâëÿåò óãîë 30◦ c ïëîñêîñòüþ MM1K1.
Íàéäèòå âûñîòó ïðèçìû.

30.4. Â ïðàâèëüíîé øåñòèóãîëüíîé ïèðàìèäå SABCDEF , ñòîðîíû îñíîâà-
íèÿ êîòîðîé ðàâíû 1, à áîêîâûå ð¼áðà ðàâíû 2, íàéäèòå ñèíóñ óãëà ìåæäó
ïðÿìîé SA è ïëîñêîñòüþ SBC.

30.5. Â îñíîâàíèè ïðÿìîé ïðèçìû ABCDA1B1C1D1 ëåæèò ðîìá ABCD ñ
äèàãîíàëÿìè AC = 8 è BD = 6. Áîêîâîå ðåáðî BB1 = 12. Íà ðåáðå BB1

îòìå÷åíà òî÷êà M òàê, ÷òî BM : B1M = 1 : 7.

à) Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ MD ïåðïåíäèêóëÿðíà ïëîñêîñòè ACD1.

á) Íàéäèòå îáú¼ì ïèðàìèäû MACD1.
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30.6. Â îñíîâàíèè ÷åòûð¼õóãîëüíîé ïèðàìèäû SABCD ëåæèò ïðÿìîóãîëü-
íèê ABCD ñî ñòîðîíàìè AB = 4 è BC = 3. Äëèíû áîêîâûõ ð¼áåð ïèðàìèäû
SA =

√
11, SB = 3

√
3, SD = 2

√
5.

à) Äîêàæèòå, ÷òî SA � âûñîòà ïèðàìèäû.

á) Íàéäèòå óãîë ìåæäó ïðÿìîé SC è ïëîñêîñòüþ ASB.

Äîìàøíåå çàäàíèå

30.7. Â ïðàâèëüíîé øåñòèóãîëüíîé ïðèçìå ABCDEFA1B1C1D1E1F1, âñå
ð¼áðà êîòîðîé ðàâíû 1, íàéäèòå óãîë ìåæäó ïðÿìîé CC1 è ïëîñêîñòüþ BDE1.

30.8. Â ïðàâèëüíîé øåñòèóãîëüíîé ïèðàìèäå SABCDEF , ñòîðîíû îñíîâà-
íèÿ êîòîðîé ðàâíû 1, à áîêîâûå ð¼áðà ðàâíû 2, íàéäèòå ñèíóñ óãëà ìåæäó
ïðÿìîé AF è ïëîñêîñòüþ SBC.

30.9. Â ïðàâèëüíîé øåñòèóãîëüíîé ïèðàìèäå SABCDEF , ñòîðîíû îñíîâà-
íèÿ êîòîðîé ðàâíû 1, à áîêîâûå ð¼áðà ðàâíû 2, íàéäèòå ñèíóñ óãëà ìåæäó
ïðÿìîé AB è ïëîñêîñòüþ SBC.

30.10. Ðàäèóñ îñíîâàíèÿ êîíóñà ñ âåðøèíîé S è öåíòðîì îñíîâàíèÿ O ðàâåí 6,
à åãî âûñîòà ðàâíà

√
33. Òî÷êàM � ñåðåäèíà îáðàçóþùåé SA êîíóñà, à òî÷êè

N è B ëåæàò íà îñíîâàíèè êîíóñà, ïðè÷¼ì MN ïàðàëëåëüíà îáðàçóþùåé
êîíóñà SB.

à) Äîêàæèòå, ÷òî ON � áèññåêòðèñà óãëà AOB.

á) Íàéäèòå óãîë ìåæäó ïðÿìîé BM è ïëîñêîñòüþ îñíîâàíèÿ êîíóñà, åñëè
AB = 4

√
3.
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Óðîê �31. Ïîêàçàòåëüíàÿ è ëîãàðèôìè÷åñêàÿ

ôóíêöèè. Ñâîéñòâà ëîãàðèôìîâ.

Ïîêàçàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ

x

y

2x 0,5x

1

11111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111

1. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè � âñÿ ÷èñëîâàÿ ïðÿìàÿ.
2. Îáëàñòü çíà÷åíèé ôóíêöèè � ïðîìåæóòîê (0; +∞).
3. Ïðè a > 1 ôóíêöèÿ ñòðîãî ìîíîòîííî âîçðàñòàåò íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé,
à ïðè 0 < a < 1 ôóíêöèÿ ñòðîãî ìîíîòîííî óáûâàåò íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé.

Ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ

x

y

log2 x

log 1
2
x

1

11111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111

Íà ïðîìåæóòêå (0; +∞) îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ, îáðàòíàÿ ê ïîêàçàòåëüíîé
ôóíêöèè ax (a > 0, a 6= 1).
Ýòà ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ëîãàðèôìè÷åñêîé: y = loga x.
Ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà è ñòðîãî âîçðàñòàåò (åñëè îñíîâàíèå
a > 1) èëè ñòðîãî óáûâàåò (åñëè 0 < a < 1) íà âñåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ.
Ìíîæåñòâî åå çíà÷åíèé � âñå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà.
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Ñâîéñòâà ëîãàðèôìîâ

ax = b⇔ x = loga b (b > 0, a > 0, a 6= 1)

Äëÿ a > 0, a 6= 1, b > 0, b 6= 1, x > 0, y > 0, q 6= 0:

loga 1 = 0, loga a = 1

aloga x = x � îñíîâíîå ëîãàðèôìè÷åñêîå òîæäåñòâî

loga x+ loga y = loga(xy) � ëîãàðèôì ïðîèçâåäåíèÿ

loga x− loga y = loga

(
x

y

)
� ëîãàðèôì ÷àñòíîãî

p loga x = loga(xp) � ëîãàðèôì ñòåïåíè

1

q
loga x = log(aq)(x)

loga x =
logb x

logb a
� ôîðìóëà ïåðåõîäà ê íîâîìó îñíîâàíèþ

loga b =
1

logb a

Ëîãàðèôì ïî îñíîâàíèþ e íàçûâàåòñÿ íàòóðàëüíûì è îáîçíà÷àåòñÿ lnx.
Ëîãàðèôì ïî îñíîâàíèþ 10 íàçûâàåòñÿ äåñÿòè÷íûì è îáîçíà÷àåòñÿ lg x.

Îáñóæäåíèå òåìû

Ïîñòðîèòü ãðàôèêè ôóíêöèé. Ïîêàçàòü ãðàôè÷åñêè è àíàëèòè÷åñêè òî, ÷òî
äàííûå ôóíêöèè âçàèìíî îáðàòíû. Ïðîàíàëèçèðîâàòü èçìåíåíèå âèäîâ ãðà-
ôèêîâ ïðè óâåëè÷åíèè/óìåíüøåíèè îñíîâàíèÿ. Ïîðàáîòàòü ñ ïðåîáðàçîâàíè-
ÿìè ãðàôèêîâ. Âûâåñòè ôîðìóëû ëîãàðèôìà îò ïðîèçâåäåíèÿ, ÷àñòíîãî è
ñòåïåíè èç ñâîéñòâ ñòåïåíåé.

Çàäàíèÿ

31.1. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ 72+log7 6.

31.2. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ log0,25 2.

31.3. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ log5 0,2 + log0,5 4.

31.4. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ
log7 13

log49 13
.
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31.5. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ log5 9 · log3 25.

31.6. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ
9log5 50

9log5 2
.

31.7. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ (1− log2 12)(1− log6 12).

31.8. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ 25log5

√
6.

31.9. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ
log3 18

2 + log3 2
.

31.10. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ
log3 5

log3 7
+ log7 0,2.

31.11. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ log0,8 3 · log3 1,25.

31.12. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ
g(x− 9)

g(x− 11)
, åñëè g(x) = 8x.

31.13. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ 72x−1 : 49x : x ïðè x =
1

14
.

31.14. Íàéäèòå loga
a

b3
, åñëè loga b = 5.

31.15. Âû÷èñëèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ
(
3log2 3

)log3 2
.
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Óðîê �32. Ñòåðåîìåòðèÿ. Ðàññòîÿíèå ìåæäó

ñêðåùèâàþùèìèñÿ ïðÿìûìè.

α

q

p

V

S

d
Ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ ñêðåùèâàþùè-
ìèñÿ ïðÿìûìè ðàâíî äëèíå
îòðåçêà èõ îáùåãî ïåðïåíäèêóëÿðà.
ρ(p, q) = SV

Ïðèçíàê ñêðåùèâàþùèõñÿ ïðÿìûõ. Åñëè îäíà èç äâóõ ïðÿìûõ ëåæèò
â ïëîñêîñòè, à äðóãàÿ ïåðåñåêàåò ýòó ïëîñêîñòü â òî÷êå, íå ïðèíàäëåæàùåé
ïåðâîé ïðÿìîé, òî äàííûå ïðÿìûå ñêðåùèâàþòñÿ.

Ñïîñîáû íàõîæäåíèÿ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ñêðåùèâàþùèìèñÿ ïðÿìû-
ìè:

1.

α

q

p

V

S
T

H

p

Èùåì ðàññòîÿíèå ìåæäó
ïàðàëëåëüíûìè ïëîñêîñòÿìè,
ñîäåðæàùèìè ýòè ïðÿìûå
SV = ρ(p, q) = TH

2. Åñëè ïåðâàÿ ïðÿìàÿ ïåðïåíäèêóëÿðíà ïëîñêîñòè, à âòîðàÿ ïðÿìàÿ ëå-
æèò â ýòîé ïëîñêîñòè, òî ðàññòîÿíèå ìåæäó ñêðåùèâàþùèìèñÿ ïðÿìûìè
ðàâíî ðàññòîÿíèþ îò òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïåðâîé ïðÿìîé è ïëîñêîñòè äî
âòîðîé ïðÿìîé.

A

B C

D

A1

B1 C1

D1

O

ABCDA1B1C1D1 � êóá
ρ(B1D1, C1C) = C1O
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3. Èñïîëüçóåì ëåììó: ðàññòîÿíèå ìåæäó ñêðåùèâàþùèìèñÿ ïðÿìûìè ðàâ-
íî ðàññòîÿíèþ îò òî÷êè, ÿâëÿþùåéñÿ ïðîåêöèåé îäíîé èç äàííûõ ïðÿ-
ìûõ íà ïåðïåíäèêóëÿðíóþ åé ïëîñêîñòü, äî ïðîåêöèè äðóãîé ïðÿìîé íà
ýòó ïëîñêîñòü.

A

B

C

D
H

α

a b

a ⊥ α a ∩ α = A
DB � ïðîåêöèÿ b íà α
ρ(a, b) = ρ(A,DB) = AH

4. Èùåì ðàññòîÿíèå îò ëþáîé òî÷êè îäíîé èç ýòèõ ïðÿìûõ äî ïëîñêîñòè,
ïðîõîäÿùåé ÷åðåç âòîðóþ ïðÿìóþ, ïàðàëëåëüíî ïåðâîé ïðÿìîé.

A B

C
D

S

E FO

H

ABCDS � ïðàâèëüíàÿ ïèðàìèäà
ρ(SA,BC) = ρ(F, SAD) = ρ(F, SE)
= FH, ãäå AE = ED = BF = FC
FH ⊥ SE

5. Âû÷èñëÿåì îáú¼ì ïèðàìèäû, âåðøèíû êîòîðîé � 2 òî÷êè ïåðâîé è 2
òî÷êè âòîðîé ïðÿìîé. Òîãäà

ρ(AB,CD) =
6VABCD

AB · CD · sinϕ
,

ãäå A è B � òî÷êè íà îäíîé ïðÿìîé, C è D � òî÷êè íà äðóãîé ïðÿìîé,
ϕ � óãîë ìåæäó äàííûìè ïðÿìûìè.
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6. Èùåì îáùèé ïåðïåíäèêóëÿð ê ñêðåùèâàþùèìñÿ ïðÿìûì.

A

B
C

M

E

F

MABC � ïðàâèëüíûé òåòðàýäð
EF = ρ(AB,MC)

Çàäàíèÿ

32.1. Â ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ïðèçìå ABCA1B1C1, âñå ð¼áðà êîòîðîé ðàâ-
íû 1, íàéäèòå ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðÿìûìè AA1 è BC.

32.2. Â ïðÿìîóãîëüíîì ïàðàëëåëåïèïåäåABCDA1B1C1D1 AD = 12,AB = 5,
AA1 = 8. Íàéäèòå îáúåì ïèðàìèäû MB1C1D, åñëè M � òî÷êà íà ðåáðå AA1

è AM = 5.

32.3. Â ïðàâèëüíîì òåòðàýäðå SABC, âñå ð¼áðà êîòîðîãî ðàâíû 1, òî÷êè K,
M è N � ñåðåäèíû ð¼áåð AB, BC è SB ñîîòâåòñòâåííî. Íàéäèòå ðàññòîÿíèå
ìåæäó ïðÿìûìè KM è AN .

32.4. Â ïðàâèëüíîé øåñòèóãîëüíîé ïðèçìå ABCDEFA1B1C1D1E1F1, âñå
ð¼áðà êîòîðîé ðàâíû 1, íàéäèòå ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðÿìûìè BB1 è EF1.

32.5. Äàíà ïðàâèëüíàÿ øåñòèóãîëüíàÿ ïðèçìà ABCDEFA1B1C1D1E1F1. O
� òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ A1D è AD1.

à) Äîêàæèòå, ÷òî ïëîñêîñòè OB1C1 è CEE1 ïåðïåíäèêóëÿðíû.

á) Íàéäèòå ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðÿìûìè B1C1 è CE1, åñëè èçâåñòíî, ÷òî AB =
1, AA1 = 3.

32.6. Â ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ïðèçìå ABCA1B1C1 âñå ð¼áðà ðàâíû ìåæäó
ñîáîé. Òî÷êà K � ñåðåäèíà ð¼áðà CC1.

à) Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå AB1 è BK ïåðïåíäèêóëÿðíû.

á) Íàéäèòå ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðÿìûìè AB1 è BK, åñëè ðåáðî ïðèçìû ðàâ-
íî 6.
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32.7. Äàí êóá ABCDA1B1C1D1. Ïóñòü l � ëèíèÿ ïåðåñå÷åíèÿ ïëîñêîñòåé
ACD1 è BDC1.

à) Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå DB1 è l ïåðïåíäèêóëÿðíû.

á) Íàéäèòå ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðÿìûìè DB1 è l, åñëè ðåáðî êóáà ðàâíî 2.

Äîìàøíåå çàäàíèå

32.8. Â åäèíè÷íîì êóáå ABCDA1B1C1D1 íàéäèòå ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðÿìû-
ìè AB1 è BD1.

32.9. Â ïðàâèëüíîé ÷åòûð¼õóãîëüíîé ïèðàìèäå SABCD, âñå ð¼áðà êîòîðîé
ðàâíû 1, íàéäèòå ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðÿìûìè SA è BC.

32.10. Â ïðàâèëüíîé øåñòèóãîëüíîé ïðèçìå ABCDEFA1B1C1D1E1F1, âñå
ð¼áðà êîòîðîé ðàâíû 1, íàéäèòå ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðÿìûìè AA1 è CF1.

32.11. Â ïðàâèëüíîì òåòðàýäðå ABCD ñ ðåáðîì, ðàâíûì 6, òî÷êè M è N �
ñåðåäèíû ð¼áåð AB è CD.

à) Äîêàæèòå, ÷òî óãîë ìåæäó ïðÿìûìè MN è BC ðàâåí 45◦.

á) Íàéäèòå ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðÿìûìè MN è AD.

32.12. Â ïðàâèëüíîé ÷åòûð¼õóãîëüíîé ïðèçìå ABCDA1B1C1D1 ñòîðîíà îñ-
íîâàíèÿ â äâà ðàçà ìåíüøå âûñîòû ïðèçìû.

à) Äîêàæèòå, ÷òî ðàññòîÿíèå îò òî÷êè O1 � ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé îñíîâà-
íèÿ A1B1C1D1 äî ïëîñêîñòè BDC1 â òðè ðàçà ìåíüøå âûñîòû ïðèçìû.

á) Íàéäèòå ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðÿìûìè C1O è AB, åñëè ñòîðîíà îñíîâàíèÿ
ïðèçìû ðàâíà 1, ãäå O � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé îñíîâàíèÿ ABCD.
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Óðîê �33. Ïîêàçàòåëüíûå óðàâíåíèÿ è íåðàâåí-

ñòâà.

Ïðîñòåéøèå ïîêàçàòåëüíûå óðàâíåíèÿ

Ñàìîå ïðîñòîå ïîêàçàòåëüíîå óðàâíåíèå èìååò âèä:

ax = b, ãäå a > 0, a 6= 1 (1).

Óòâåðæäåíèå 1. Óðàâíåíèå (1) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x = loga b ïðè
b > 0 è íå èìååò ðåøåíèé ïðè b 6 0.

Ïðèìåðû. Ðåøèòü óðàâíåíèÿ:
à) 2x = −4, á) 2x = 4, â) 2x = 5.
Ðåøåíèå. à) Ìíîæåñòâî ðåøåíèé äàííîãî óðàâíåíèÿ ïóñòî, òàê êàê ëåâàÿ
÷àñòü óðàâíåíèÿ ïîëîæèòåëüíà ïðè ëþáîì x ∈ R (ñì. ñâîéñòâà ïîêàçàòåëüíîé
ôóíêöèè), à ïðàâàÿ ÷àñòü åñòü îòðèöàòåëüíîå ÷èñëî.
á) Èñïîëüçóÿ óòâåðæäåíèå 1, ïîëó÷èì x = log2 4, òî åñòü x = 2.
â) Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïðèìåðó ïîëó÷èì x = log2 5.

Çàìå÷àíèå. Èç óòâåðæäåíèÿ 1 ñëåäóåò, ÷òî ïîêàçàòåëüíîå óðàâíåíèå âèäà
af(x) = b, ãäå a > 0, a 6= 1 è b > 0 ðàâíîñèëüíî óðàâíåíèþ f(x) = loga b.

Óòâåðæäåíèå 2. Ïðè a > 0, a 6= 1, óðàâíåíèÿ af(x) = ag(x) è f(x) = g(x)
ðàâíîñèëüíû.

Ïðîñòåéøèå ïîêàçàòåëüíûå íåðàâåíñòâà

Ïðè ðåøåíèè ïîêàçàòåëüíûõ íåðàâåíñòâ èñïîëüçóåì ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1 Åñëè a > 1, íåðàâåíñòâî af(x) > ag(x) ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó f(x) > g(x).
Àíàëîãè÷íî, af(x) < ag(x) ⇔ f(x) < g(x).

2 Åñëè 0 < a < 1, íåðàâåíñòâî af(x) > ag(x) ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó f(x) <

g(x). Àíàëîãè÷íî, af(x) < ag(x) ⇔ f(x) > g(x).

3 Íåðàâåíñòâî [h(x)]f(x) > [h(x)]g(x) ðàâíîñèëüíî ñîâîêóïíîñòè ñèñòåì íåðà-
âåíñòâ 

{
h(x) > 1,
f(x) > g(x),{
0 < h(x) < 1,
f(x) < g(x).
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4 Åñëè b 6 0, íåðàâåíñòâî af(x) < b íå èìååò ðåøåíèé (ñëåäóåò èç ñâîéñòâ
ïîêàçàòåëüíîé ôóíêöèè).

5 Åñëè b 6 0, ìíîæåñòâîì ðåøåíèé íåðàâåíñòâà af(x) > b ÿâëÿåòñÿ x ∈ D(f).

6 Åñëè a > 1, b > 0, íåðàâåíñòâî af(x) > b ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó f(x) >

loga b. Àíàëîãè÷íî, a
f(x) < b⇔ f(x) < loga b.

7 Åñëè 0 < a < 1, b > 0, íåðàâåíñòâî af(x) > b ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó
f(x) < loga b. Àíàëîãè÷íî, a

f(x) < b⇔ f(x) > loga b.

Ìåòîäû ðåøåíèÿ ïîêàçàòåëüíûõ óðàâíåíèé

1 Óðàâíåíèå af(x) = bg(x), a > 0, b > 0, a 6= 1 ðàâíîñèëüíî êàæäîìó èç
óðàâíåíèé af(x) = ag(x) loga b, f(x) = g(x) loga b.

33.1. Ðåøèòü óðàâíåíèå: 3x+1 = 2x.

2 Âûíåñåíèå îáùåãî ìíîæèòåëÿ. Ìåòîä ïðèìåíÿåòñÿ, êîãäà ïîêàçàòåëè ñòå-
ïåíåé ðàçëè÷àþòñÿ íà êîíñòàíòó.

33.2. Ðåøèòü óðàâíåíèå: 4x
2−2x+1 + 4x

2−2x = 20.

3 Äðóãèå ñïîñîáû ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè.

33.3. Ðåøèòü óðàâíåíèå: 8x − 7 · 4x − 2x+4 + 112 = 0.

4 Çàìåíà ïåðåìåííîé. Íå çàáûâàòü ïðè ýòîì ïðî ïîëîæèòåëüíîñòü ïîêàçà-
òåëüíîé ôóíêöèè! ×àñòî óðàâíåíèå ïðè ýòîì ñâîäèòñÿ ê êâàäðàòíîìó. Ìåòîä
ïðèìåíÿåòñÿ êîãäà:

a Ïåðåìåííûå â ïîêàçàòåëÿõ ñòåïåíåé ïðîòèâîïîëîæíû.

33.4. Ðåøèòü óðàâíåíèå: 2x + 2−x = 12.

b Ïåðåìåííûå â ïîêàçàòåëÿõ ñòåïåíåé ðàçëè÷àþòñÿ â 2 ðàçà.

33.5. Ðåøèòü óðàâíåíèå: 3 · 4x − 4 · 2x + 1 = 0.

c Ïðè ðåøåíèè îäíîðîäíîãî ïîêàçàòåëüíîãî óðàâíåíèÿ.

33.6. Ðåøèòü óðàâíåíèå: 3 · 9x− 1
2 − 7 · 6x + 3 · 4x+1 = 0.

d Ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèÿ âèäà (a+
√
b)f(x)±(a−

√
b)f(x) = k, ãäå (a+

√
b)(a−√

b) = 1, èñïîëüçóåì çàìåíó (a+
√
b)f(x) = y.
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33.7. Ðåøèòü óðàâíåíèå: (2 +
√

3)x − 2 = (2−
√

3)x.

5 Ïðèìåíåíèå ñâîéñòâ ôóíêöèè (ìîíîòîííîñòü, îãðàíè÷åííîñòü, îáëàñòü
îïðåäåëåíèÿ).

33.8. Ðåøèòü óðàâíåíèå: 2x
2+1 + |x| = 2.

33.9. Ðåøèòü óðàâíåíèå: 3x−1 + 5x−1 = 34.

Ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèé, ñîäåðæàùèõ ôóíêöèè âèäà f(x)g(x), ñëåäóåò èìåòü
â âèäó, ÷òî:
à) åñëè f(x) < 0, òî âûðàæåíèå f(x)g(x) íå èìååò ñìûñëà;
á) åñëè f(x) = 0, òî ýòî âûðàæåíèå ñ÷èòàåòñÿ ðàâíûì íóëþ ïðè g(x) > 0 è íå
èìåþùèì ñìûñëà ïðè g(x) 6 0;
â) ïðè f(x) > 0 ôóíêöèÿ f(x)g(x) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé f(x)g(x) =
ag(x) loga f(x), ãäå a � ëþáîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, íå ðàâíîå åäèíèöå.

Çàäàíèÿ

33.10. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî:

2x+1
√

2x+1 − 1

2x − 15
6

√
2x+1 − 1

2x − 8
.

33.11. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî: |2x− 6|x+1 + |2x− 6|−x−1 6 2.

33.12. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî: 25x + 5x+1 + 51−x + 25−x 6 12.

33.13. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî:

2|x| − 6− 9 · 2|x| − 37

12 + 4|x| − 7 · 2|x|
6

1

2|x| − 4
.

33.14. à) Ðåøèòå óðàâíåíèå: 2015x + 2016 · 20151−x − 4031 = 0.

á) Íàéäèòå âñå êîðíè ýòîãî óðàâíåíèÿ, ïðèíàäëåæàùèå îòðåçêó
[log2017 2016; log2016 2017] .

33.15. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî: 32x2

+ 3x
2+2x+5 > 10 · 34x+6.

Äîìàøíåå çàäàíèå

33.16. Ðåøèòü óðàâíåíèÿ:

a) 9x−24 = −3.
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á) 9x−24 = 0.

â) 9x−24 = 729.

ã) 9x−24 = 25.

ä) 0,4x−24 = 25.

å) 0,4x−24 = 0,16.

æ) 813−x =
1

3
.

ç) 2x+3 = 0,4 · 5x+3.

33.17. Ðåøèòü íåðàâåíñòâà:

à) 9x−24 < −3.

á) 9x−24 > −3.

â) 9x−24 6 0.

ã) 9x−24 > 0.

ä) 9x−24 < 729.

å) 9x−24 < 25.

æ) 0,4x−24 > 0,16.

33.18. Óðàâíåíèå ïðîöåññà, â êîòîðîì ó÷àñòâîâàë ãàç, çàïèñûâàåòñÿ â âèäå
pV a = const, ãäå p (Ïà) � äàâëåíèå â ãàçå, V (ì3) � îáú¼ì ãàçà, a � ïîëîæè-
òåëüíàÿ êîíñòàíòà. Ïðè êàêîì íàèìåíüøåì çíà÷åíèè êîíñòàíòû a óìåíüøåíèå
â 2 ðàçà îáú¼ìà ãàçà ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ äàâëåíèÿ íå ìåíåå, ÷åì â 4 ðàçà?

33.19. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî:
(
2 +
√

3
)x

+ 2 <
(
2−
√

3
)x
.
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Óðîê �34. Ñòåðåîìåòðèÿ. Ïîñòðîåíèå ñå÷åíèé.

Îáú¼ì.

Ñåêóùàÿ ïëîñêîñòü ìíîãîãðàííèêà � ëþáàÿ ïëîñêîñòü, ïî îáå ñòîðîíû îò
êîòîðîé èìåþòñÿ òî÷êè äàííîãî ìíîãîãðàííèêà.

Ñå÷åíèå ìíîãîãðàííèêà � ýòî ìíîãîóãîëüíèê, ñòîðîíàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ
îòðåçêè, ïî êîòîðûì ñåêóùàÿ ïëîñêîñòü ïåðåñåêàåò ãðàíè ìíîãîãðàííèêà.

Ñëåä ñå÷åíèÿ � ïðÿìàÿ ïåðåñå÷åíèÿ ïëîñêîñòè ñå÷åíèÿ è ïëîñêîñòè êàêîé-
ëèáî ãðàíè ìíîãîãðàííèêà.

P

Q

R

S

T

U
α

α � ñåêóùàÿ ïëîñêîñòü.

Ìíîãîóãîëüíèê PQRSTU � ñå÷åíèå ìíîãîãðàííèêà.

Ïðÿìûå PQ, QR, RS, ST , TU , UP � ñëåäû ñå÷åíèÿ.

Ïðè ïîñòðîåíèè ñå÷åíèé âàæíî çíàòü:

1. Åñëè â ïëîñêîñòè êàêîé-òî ãðàíè åñòü äâå òî÷êè ñåêóùåé ïëîñêîñòè, òî
÷åðåç ýòè òî÷êè ïðîâîäèì ïðÿìóþ.

A

B
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2. Åñëè â îäíîé èç ïàðàëëåëüíûõ ãðàíåé åñòü ñëåä ñå÷åíèÿ, à â äðóãîé
åñòü òî÷êà ñå÷åíèÿ, òî ÷åðåç ýòó òî÷êó ïðîâîäèì ïðÿìóþ, ïàðàëëåëüíóþ
ñëåäó.

C

A

B

D

α

β

3. Åñëè â îäíîé èç ñìåæíûõ ãðàíåé åñòü ñëåä ñå÷åíèÿ, ïàðàëëåëüíûé îáùå-
ìó ðåáðó, à â äðóãîé åñòü òî÷êà ñå÷åíèÿ, òî ñëåä ñå÷åíèÿ, ïðîâåä¼ííûé
÷åðåç ýòó òî÷êó, áóäåò òàêæå ïàðàëëåëåí îáùåìó ðåáðó.

A

B

D

C
P

Q

RS

Ïóñòü: AB = ACB ∩ADB;PR ⊂ ABC;PR ‖ AB;Q ∈ ABD.
Òîãäà: SQ ‖ AB � èñêîìûé ñëåä.

4. Åñëè â îäíîé èç ñìåæíûõ ãðàíåé åñòü ñëåä ñå÷åíèÿ, íåïàðàëëåëüíûé îá-
ùåìó ðåáðó, à â äðóãîé åñòü òî÷êà ñå÷åíèÿ, òî íàõîäèì òî÷êó ïåðåñå÷å-
íèÿ ñëåäà è ïðÿìîé, ñîäåðæàùåé îáùåå ðåáðî ãðàíåé, à çàòåì ñîåäèíÿåì
ýòó òî÷êó ñ òî÷êîé ñå÷åíèÿ â äðóãîé ãðàíè.

A B

C
D

E FP

Q

R

S

T
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Ïóñòü: DC = ADC ∩ EDC;SQ ⊂ ADC;SQ ∦ DC;P ∈ DEC.
Òîãäà: T = DC ∩ SQ;R = TP ∩ FC; PR � èñêîìûé ñëåä.

Îáñóæäåíèå òåìû

Ðàññìîòðåòü ñëó÷àè ïîñòðîåíèÿ ñå÷åíèÿ: ïî òð¼ì òî÷êàì; ïî äâóì òî÷êàì,
êîãäà ñåêóùàÿ ïëîñêîñòü ïàðàëëåëüíà çàäàííîé ïðÿìîé; ïî îäíîé òî÷êå, êîãäà
ñåêóùàÿ ïëîñêîñòü ïåðïåíäèêóëÿðíà çàäàííîé ïðÿìîé.

Çàäàíèÿ

34.1. Â ïðàâèëüíîé ÷åòûð¼õóãîëüíîé ïèðàìèäå SABCD ñ îñíîâàíèåì ABCD
ïðîâåäåíî ñå÷åíèå ÷åðåç ñåðåäèíû ð¼áåð AB è BC è âåðøèíó S. Íàéäèòå
ïëîùàäü ýòîãî ñå÷åíèÿ, åñëè âñå ð¼áðà ïèðàìèäû ðàâíû 8.

34.2. Èçîáðàçèòå ñå÷åíèå åäèíè÷íîãî òåòðàýäðà ABCD, ïðîõîäÿùåå ÷åðåç
ñåðåäèíû ð¼áåð AD, BD è BC. Íàéäèòå åãî ïëîùàäü.

34.3. Èçîáðàçèòå ñå÷åíèå åäèíè÷íîãî êóáà ABCDA1B1C1D1, ïðîõîäÿùåå ÷å-
ðåç ñåðåäèíû ð¼áåð AA1, CC1 è òî÷êó íà ðåáðå AB, îòñòîÿùóþ îò âåðøèíû
A íà 0,25. Íàéäèòå åãî ïëîùàäü.

34.4. Èçîáðàçèòå ñå÷åíèå åäèíè÷íîãî êóáà ABCDA1B1C1D1, ïðîõîäÿùåå ÷å-
ðåç âåðøèíó B1 è ñåðåäèíû ð¼áåð AD, CD. Íàéäèòå åãî ïëîùàäü.

34.5. Èçîáðàçèòå ñå÷åíèå ïðàâèëüíîé ÷åòûð¼õóãîëüíîé ïèðàìèäû SABCD,
ïðîõîäÿùåå ÷åðåç ñåðåäèíû ð¼áåð AD, BC è SD. Âñå ð¼áðà ïèðàìèäû ðàâíû
1. Íàéäèòå åãî ïëîùàäü.

34.6. Íàéäèòå îáú¼ì òåëà âðàùåíèÿ åäèíè÷íîãî òåòðàýäðà ABCD âîêðóã ðåá-
ðà AB.

34.7. Íàéäèòå îáú¼ì òðåóãîëüíîé ïèðàìèäû ñ ð¼áðàìè 6, 8, 10, 13, 13, 13.

34.8. Âñå ð¼áðà ïðàâèëüíîé øåñòèóãîëüíîé ïðèçìû A . . . F1 ðàâíû
√

133.

à) Ïîñòðîèòü ñå÷åíèå ïðèçìû ïëîñêîñòüþ AFC1.

á) Íàéòè ïëîùàäü ýòîãî ñå÷åíèÿ.

34.9. Â îäíîì îñíîâàíèè ïðÿìîãî êðóãîâîãî öèëèíäðà ñ âûñîòîé 9 è ðàäèóñîì
îñíîâàíèÿ 2 ïðîâåäåíà õîðäà AB, ðàâíàÿ ðàäèóñó îñíîâàíèÿ, à â äðóãîì åãî
îñíîâàíèè ïðîâåä¼í äèàìåòð CD, ïåðïåíäèêóëÿðíûé AB. Ïîñòðîåíî ñå÷åíèå
ABMN , ïðîõîäÿùåå ÷åðåç ïðÿìóþ AB ïåðïåíäèêóëÿðíî ïðÿìîé CD òàê, ÷òî
òî÷êà C è öåíòð îñíîâàíèÿ öèëèíäðà, â êîòîðîì ïðîâåä¼í äèàìåòð CD, ëåæàò
ñ îäíîé ñòîðîíû ñå÷åíèÿ.
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à) Äîêàæèòå, ÷òî äèàãîíàëè ýòîãî ñå÷åíèÿ ðàâíû ìåæäó ñîáîé.

á) Íàéäèòå îáú¼ì ïèðàìèäû CABNM .

34.10. Âñå ð¼áðà ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ïðèçìû ABCA1B1C1 ðàâíû 4.

à) Ïîñòðîéòå ñå÷åíèå ïðèçìû, ïðîõîäÿùåå ÷åðåç ñåðåäèíû ð¼áåð BC, CC1 è
A1C1.

á) Íàéäèòå ïëîùàäü ýòîãî ñå÷åíèÿ.

34.11. Ïëîñêîñòü α ïåðåñåêàåò äâà øàðà, èìåþùèõ îáùèé öåíòð. Ïëîùàäü
ñå÷åíèÿ ìåíüøåãî øàðà ýòîé ïëîñêîñòüþ ðàâíà 7. Ïëîñêîñòü β, ïàðàëëåëüíàÿ
ïëîñêîñòè α, êàñàåòñÿ ìåíüøåãî øàðà, à ïëîùàäü ñå÷åíèÿ ýòîé ïëîñêîñòüþ
áîëüøåãî øàðà ðàâíà 5. Íàéòè ïëîùàäü ñå÷åíèÿ áîëüøåãî øàðà ïëîñêîñòüþ
α.

34.12. Â ïðàâèëüíîé øåñòèóãîëüíîé ïðèçìå ABCDEFA1B1C1D1E1F1 íà
ðåáðå CC1 îòìå÷åíà òî÷êà M òàê, ÷òî CM : C1M = 1 : 3. Ïëîñêîñòü AEM
ïåðåñåêàåò ðåáðî BB1 â òî÷êå K.

à) Äîêàæèòå, ÷òî BK : B1K = 1 : 5.

á) Íàéäèòå ïëîùàäü ñå÷åíèÿ ïðèçìû ïëîñêîñòüþ AEM , åñëè AB = 3, CC1 =
8.

34.13. Îòðåçîê AB � äèàìåòð âåðõíåãî îñíîâàíèÿ öèëèíäðà, CD � äèàìåòð
íèæíåãî, ïðè÷¼ì îòðåçêè AB è CD íå ëåæàò íà ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ.

à) Äîêàæèòå, ÷òî ó òåòðàýäðà ABCD ñêðåùèâàþùèåñÿ ð¼áðà ïîïàðíî ðàâíû.

á) Íàéäèòå îáú¼ì ýòîãî òåòðàýäðà, åñëè AC = 7, AD = 6, à ðàäèóñ öèëèíäðà
ðàâåí 2,5.

34.14. Â îñíîâàíèè ïðàâèëüíîé ïèðàìèäû PABCD ëåæèò êâàäðàò ABCD ñî
ñòîðîíîé 6. Ñå÷åíèå ïèðàìèäû ïðîõîäèò ÷åðåç âåðøèíó B è ñåðåäèíó ðåáðà
PD ïåðïåíäèêóëÿðíî ýòîìó ðåáðó.

à) Äîêàæèòå, ÷òî óãîë íàêëîíà áîêîâîãî ðåáðà ïèðàìèäû ê å¼ îñíîâàíèþ
ðàâåí 60◦.

á) Íàéäèòå ïëîùàäü ñå÷åíèÿ ïèðàìèäû.

34.15. Â ïðàâèëüíîé ÷åòûð¼õóãîëüíîé ïèðàìèäå SABCD ñ âåðøèíîé S ñòî-
ðîíà îñíîâàíèÿ ðàâíà 6. Òî÷êà L � ñåðåäèíà ðåáðà SC. Òàíãåíñ óãëà íàêëîíà

ìåæäó ïðÿìûìè BL è SA ðàâåí
2

5
. Íàéäèòå ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè ïèðàìèäû.

34.16. Â ïðÿìîóãîëüíîì ïàðàëëåëåïèïåäå ABCDA1B1C1D1 èçâåñòíû ð¼áðà
AB = 6, AD = 12, AA1 = 10. Òî÷êà E ïðèíàäëåæèò îòðåçêó BD, ïðè÷¼ì
BE : ED = 1 : 2. Ïëîñêîñòü α ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè A, E è ñåðåäèíó ðåáðà
BB1.
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a) Äîêàæèòå, ÷òî ñå÷åíèå ïàðàëëåëåïèïåäà ïëîñêîñòüþ α ÿâëÿåòñÿ ðàâíîáåä-
ðåííûì òðåóãîëüíèêîì.

á) Íàéäèòå ðàññòîÿíèå îò òî÷êè B1 äî ïëîñêîñòè ñå÷åíèÿ.

Äîìàøíåå çàäàíèå

34.17. Èçîáðàçèòå ñå÷åíèå ïðàâèëüíîé ÷åòûð¼õóãîëüíîé ïèðàìèäû SABCD,
ïðîõîäÿùåå ÷åðåç âåðøèíû B, C è ñåðåäèíó ðåáðà SA. Âñå ð¼áðà ïèðàìèäû
ðàâíû 1. Íàéäèòå åãî ïëîùàäü.

34.18. Èçîáðàçèòå ñå÷åíèå åäèíè÷íîãî êóáà ABCDA1B1C1D1, ïðîõîäÿùåå
÷åðåç ñåðåäèíû ð¼áåð AA1, CC1 è òî÷êó íà ðåáðå BB1, îòñòîÿùóþ îò âåðøèíû
B íà 0,25. Íàéäèòå åãî ïëîùàäü.

34.19. Âûñîòà öèëèíäðà ðàâíà 5, à ðàäèóñ îñíîâàíèÿ ðàâåí 26. Ïëîùàäü ñå÷å-
íèÿ öèëèíäðà ïëîñêîñòüþ, ïðîõîäÿùåé ïàðàëëåëüíî îñè öèëèíäðà, ðàâíà 100.
Íàéäèòå ðàññòîÿíèå îò ïëîñêîñòè ñå÷åíèÿ äî öåíòðà îñíîâàíèÿ öèëèíäðà.

34.20. Íàéäèòå ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ ÷åòâåðòè êðóãà ðàäèóñà 2
âîêðóã ïðÿìîé OA.

O

A

B

34.21. Íàéäèòå îáú¼ì òåëà, ïîëó÷åííîãî ïðè âðàùåíèè ïðàâèëüíîãî øåñòè-
óãîëüíèêà ABCDEF ñî ñòîðîíîé 1 âîêðóã ïðÿìîé AD.

34.22. Â ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ïðèçìå ABCA1B1C1 AB = 4, AA1 =
√

6.
Íà ð¼áðàõ AB è B1C1 îñíîâàíèé âçÿòû ñîîòâåòñòâåííî òî÷êè M è N òàê,
÷òî BM : AB = B1N : B1C1 = 1 : 4. ×åðåç ñåðåäèíó P áîêîâîãî ðåáðà BB1

ïðîâåäåíî ñå÷åíèå ïðèçìû, ïåðïåíäèêóëÿðíîå ïðÿìîé MN.

à) Â êàêîì îòíîøåíèè ïëîñêîñòü ñå÷åíèÿ äåëèò ðåáðî AA1?

á) Íàéäèòå ïëîùàäü ñå÷åíèÿ.
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Óðîê �35. Ëîãàðèôìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ è íåðà-

âåíñòâà. ×àñòü 1.

Ïðîñòåéøèå ëîãàðèôìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ

Óðàâíåíèå, ñîäåðæàùåå íåèçâåñòíîå ïîä çíàêîì ëîãàðèôìà èëè (è) â åãî îñ-
íîâàíèè, íàçûâàåòñÿ ëîãàðèôìè÷åñêèì óðàâíåíèåì.
Ïðîñòåéøèì ëîãàðèôìè÷åñêèì óðàâíåíèåì ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå âèäà

loga x = b. (1)

Óòâåðæäåíèå 1. Åñëè a > 0, a 6= 1, óðàâíåíèå (1) ïðè ëþáîì äåéñòâèòåëüíîì
b èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x = ab.

Óòâåðæäåíèå 2. Óðàâíåíèå loga f(x) = loga g(x) (a > 0, a 6= 1) ðàâíîñèëü-
íî îäíîé èç ñèñòåì (î÷åâèäíî, âûáèðàåòñÿ òà ñèñòåìà, íåðàâåíñòâî êîòîðîé
ðåøàåòñÿ ïðîùå) {

f(x) = g(x),
f(x) > 0,

{
f(x) = g(x),
g(x) > 0.

Óòâåðæäåíèå 3. Óðàâíåíèå logh(x) f(x) = logh(x) g(x) ðàâíîñèëüíî îäíîé èç
ñèñòåì 

f(x) = g(x),
h(x) > 0,
h(x) 6= 1,
f(x) > 0,


f(x) = g(x),
h(x) > 0,
h(x) 6= 1,
g(x) > 0.

Ïðîñòåéøèå ëîãàðèôìè÷åñêèå íåðàâåíñòâà

Íåðàâåíñòâî, ñîäåðæàùåå íåèçâåñòíîå ïîä çíàêîì ëîãàðèôìà èëè (è) â åãî
îñíîâàíèè íàçûâàåòñÿ ëîãàðèôìè÷åñêèì íåðàâåíñòâîì.
Â ïðîöåññå ðåøåíèÿ ëîãàðèôìè÷åñêèõ íåðàâåíñòâ ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ ñëåäó-
þùèå óòâåðæäåíèÿ îòíîñèòåëüíî ðàâíîñèëüíîñòè íåðàâåíñòâ è ó÷èòûâàþòñÿ
ñâîéñòâà ìîíîòîííîñòè ëîãàðèôìè÷åñêîé ôóíêöèè.

Óòâåðæäåíèå 1. Åñëè a > 1, òî íåðàâåíñòâî loga f(x) > loga g(x) ðàâíîñèëü-
íî ñèñòåìå íåðàâåíñòâ {

f(x) > g(x),
g(x) > 0.
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Óòâåðæäåíèå 2. Åñëè 0 < a < 1, òî íåðàâåíñòâî loga f(x) > loga g(x) ðàâíî-
ñèëüíî ñèñòåìå íåðàâåíñòâ {

f(x) < g(x),
f(x) > 0.

Óòâåðæäåíèå 3. Íåðàâåíñòâî logh(x) f(x) > logh(x) g(x) ðàâíîñèëüíî ñîâî-
êóïíîñòè ñèñòåì íåðàâåíñòâ

{
h(x) > 1,
f(x) > g(x) > 0,{
0 < h(x) < 1,
0 < f(x) < g(x).

Â ñëó÷àå ëîãàðèôìè÷åñêèõ íåðàâåíñòâ, êîòîðûå íå èìåþò âèä íåðàâåíñòâ,
âõîäÿùèõ â óòâåðæäåíèÿ 1-3, îïðåäåëÿåòñÿ ÎÄÇ, è ñ ïîìîùüþ ðàâíîñèëü-
íûõ ïðåîáðàçîâàíèé èñõîäíûå íåðàâåíñòâà ñâîäÿòñÿ ê íåðàâåíñòâàì, êîòîðûå
ðåøàþòñÿ ñ ïîìîùüþ óòâåðæäåíèé 1-3.

Ìåòîäû ðåøåíèÿ ëîãàðèôìè÷åñêèõ óðàâíåíèé

1 Ðàâíîñèëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Ïðèìåð:

log2(3x− 6) = log2(2x− 3) ⇔
{

3x− 6 = 2x− 3,
2x− 3 > 0.

35.1. Ðåøèòü óðàâíåíèå: log2 (log 1
2
(log625(x2 + x− 1))) = 1.

2 Ìåòîä ââåäåíèÿ íîâîé ïåðåìåííîé.

35.2. Ðåøèòü óðàâíåíèå: log2 x
2 + logx 4 = 5.

35.3. Ðåøèòü óðàâíåíèå: 3
log23 x

4 = x
log3 x

3

3 .

Ââåä¼ì ïåðåìåííóþ t = log3 x, òîãäà x = 3t.

3 Ìåòîä ëîãàðèôìèðîâàíèÿ.

35.4. Ðåøèòü óðàâíåíèå: xlg x = 100x.
Ëîãàðèôìèðóåì ïî îñíîâàíèþ 10: lg2 x = 2 + lg x.

4 Ðàçëîæåíèå íà ìíîæèòåëè.
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35.5. Ðåøèòü óðàâíåíèå lg x− x+ x lg x− 1 = 0.

5 Èñïîëüçîâàíèå ñâîéñòâ ôóíêöèé (ìîíîòîííîñòü, îãðàíè÷åííîñòü, îáëàñòü
îïðåäåëåíèÿ).

35.6. Ðåøèòü óðàâíåíèå: 2x = 9− 3 log3 x.

35.7. Ðåøèòü óðàâíåíèå: log2(6x− x2 − 5) = x2 − 6x+ 11.

35.8. Ðåøèòü óðàâíåíèå: log3(x2 − 6x+ 12) = cos 2πx.

6 Èñïîëüçîâàíèå òîæäåñòâà alogb c = clogb a.

Íå çàáûâàòü î âîçìîæíîé ïîòåðå êîðíåé èç-çà ñóæåíèÿ ÎÄÇ � íàïðèìåð, ïðè
èñïîëüçîâàíèè íåêîòîðûõ ôîðìóë ïåðåõîäà èñïîëüçîâàòü ìîäóëè.

loga(f(x) · g(x)) = loga |f(x)|+ loga |g(x)|.
loga(f(x)/g(x)) = loga |f(x)| − loga |g(x)|.
loga x

2k = 2k loga |x|, k ∈ N.

Ïîòåíöèðîâàíèå ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì ïðåîáðàçîâàíèåì, à ëîãàðèôìèðîâàíèå
ìîæåò ïðèâåñòè ê ïîòåðå êîðíåé.

Çàäàíèÿ

35.9. Ðåøèòü óðàâíåíèå: log17(x2 − 24) = log6−x 1.

35.10. à) Ðåøèòü óðàâíåíèå:

(
log3

3

x

)
· log2 x− log3

x3

√
3

=
1

2
+ log2

√
x.

á) Íàéòè êîðíè, ïðèíàäëåæàùèå îòðåçêó
[
0; 1

5

]
.

35.11. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî:
log9x−6(x+ 2)

log9x−6 x2
< 1.

35.12. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî: log(√
8−2
√

7+1−
√

3
)(4x− x2 − 2) > 0.

35.13. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî: 9
log 1

9
log5 x

2

6 5
log 1

5
log9 x

2

.

35.14. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî: logx+3(9− x2)− 1
16 log2

x+3(x− 3)2 > 2.

35.15. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî:
log0,2

(
1

2x− 1

)
+ log5(2− x)

log5(2x− 1) + log0,2

(
1

3− 2x

) > 0.

35.16. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî: log2(5− x) log2(x+ 1) 6 log2

(x2 − 4x− 5)2

16
.
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Äîìàøíåå çàäàíèå

35.17. Ðåøèòü óðàâíåíèÿ:

à) log2(x+ 8) = 5.

á) log5(7− x) = log5 3.

â) log15(3x− 9) = log15(x− 17).

ã) log2(4− 4x) = 4 log2 3.

ä) log5(7− x) = log5(3− x) + 2.

å) log8 28x−4 = 4.

æ) logx−5 49 = 2.

ç) 3log9(5x−5) = 5.

35.18. Ðåøèòü íåðàâåíñòâà:

à) log2(x+ 8) < 5.

á) log0,5(7− x) > log0,5 3.

â) log15(3x− 9) > log15(x− 17).

ã) logx−5 49 6 2.

35.19. à) Ðåøèòü óðàâíåíèå: log2 x
2 + logx 4 = 5.

á) Íàéòè âñå êîðíè ýòîãî óðàâíåíèÿ, ïðèíàäëåæàùèå îòðåçêó
[

3
√

3; 3
√

65
]
.

35.20. �ìêîñòü âûñîêîâîëüòíîãî êîíäåíñàòîðà â òåëåâèçîðå C = 2 · 10−6 Ô.
Ïàðàëëåëüíî ñ êîíäåíñàòîðîì ïîäêëþ÷¼í ðåçèñòîð ñ ñîïðîòèâëåíèåì R =
5 · 106 Îì. Âî âðåìÿ ðàáîòû òåëåâèçîðà íàïðÿæåíèå íà êîíäåíñàòîðå U0 =
16 êÂ. Ïîñëå âûêëþ÷åíèÿ òåëåâèçîðà íàïðÿæåíèå íà êîíäåíñàòîðå óáûâàåò

äî çíà÷åíèÿ U (êÂ) çà âðåìÿ, îïðåäåëÿåìîå âûðàæåíèåì t = αRC log2

U0

U
(ñ),

ãäå α = 0,7 � ïîñòîÿííàÿ. Îïðåäåëèòå íàèáîëüøåå âîçìîæíîå íàïðÿæåíèå íà
êîíäåíñàòîðå, åñëè ïîñëå âûêëþ÷åíèÿ òåëåâèçîðà ïðîøëî íå ìåíåå 21 ñ. Îòâåò
äàéòå â êÂ (êèëîâîëüòàõ).

35.21. Äëÿ îáîãðåâà ïîìåùåíèÿ, òåìïåðàòóðà â êîòîðîì ïîääåðæèâàåòñÿ
íà óðîâíå Tï = 20◦C, ÷åðåç ðàäèàòîð îòîïëåíèÿ ïðîïóñêàþò ãîðÿ÷óþ âîäó
òåìïåðàòóðîé Tâ = 60◦C. Ðàñõîä ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òðóáó ðàäèàòîðà âîäû
m = 0,3 êã/ñ. Ïðîõîäÿ ïî òðóáå ðàññòîÿíèå x, âîäà îõëàæäàåòñÿ äî òåìïåðà-

òóðû T , ïðè÷¼ì x = α
cm

γ
log2

Tâ − Tï
T − Tï

, ãäå c = 4200
Âò · ñ
êã ·◦C

� òåïëî¼ìêîñòü

âîäû, γ = 21
Âò

ì ·◦C
� êîýôôèöèåíò òåïëîîáìåíà, à α = 0,7 � ïîñòîÿííàÿ.
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Íàéäèòå, äî êàêîé òåìïåðàòóðû (â ãðàäóñàõ Öåëüñèÿ) îõëàäèòñÿ âîäà, åñëè
äëèíà òðóáû ðàäèàòîðà ðàâíà 84ì.

35.22. Âîäîëàçíûé êîëîêîë, ñîäåðæàùèé â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè υ = 3
ìîëÿ âîçäóõà îáú¼ìîì V1 = 8ë, ìåäëåííî îïóñêàþò íà äíî âîäî¼ìà. Ïðè
ýòîì ïðîèñõîäèò èçîòåðìè÷åñêîå ñæàòèå âîçäóõà äî êîíå÷íîãî îáú¼ìà V2.
Ðàáîòà, ñîâåðøàåìàÿ âîäîé ïðè ñæàòèè âîçäóõà, îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

A = αυT log2

V1

V2
, ãäå α = 5,75

Äæ
ìîëü ·Ê

� ïîñòîÿííàÿ, à T = 300Ê � òåìïå-

ðàòóðà âîçäóõà. Íàéäèòå, êàêîé îáú¼ì V2 (â ëèòðàõ) ñòàíåò çàíèìàòü âîçäóõ,
åñëè ïðè ñæàòèè âîçäóõà áûëà ñîâåðøåíà ðàáîòà â 10 350Äæ.
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Óðîê �36. Îñíîâû àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè è

âåêòîðíîé àëãåáðû. ×àñòü 1.

Êîîðäèíàòû. Ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè

Ñèñòåìà êîîðäèíàò â ïðîñòðàíñòâå � òðè âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûå îñè x,
y è z.
Ïóñòü òî÷êàM � ñåðåäèíà îòðåçêà AB. Å¼ êîîðäèíàòû íàõîäÿòñÿ ïî ôîðìóëå:

xM =
xA + xB

2
; yM =

yA + yB
2

; zM =
zA + zB

2
.

Êîîðäèíàòû òî÷êè M(x; y; z), äåëÿùåé îòðåçîê M1M2 ìåæäó M1(x1; y1; z1) è
M2(x2; y2; z2) â îòíîøåíèè M1M : MM2 = λ, îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè:

x =
x1 + λx2

1 + λ
; y =

y1 + λy2

1 + λ
; z =

z1 + λz2

1 + λ
.

Ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè A(x1; y1; z1) è B(x2; y2; z2) îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîð-
ìóëå:

ρ(A,B) =
√

(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2 + (z2 − z1)2.

Âåêòîðû

Êîîðäèíàòû âåêòîðà ~a =
−−→
AB(xB − xA; yB − yA; zB − zA).

Äëèíà âåêòîðà |~a| =
√
x2
a + y2

a + z2
a =

√
(xB − xA)2 + (yB − yA)2 + (zB − zA)2.

Ñëîæåíèå âåêòîðîâ ïî ïðàâèëó òðåóãîëüíèêà è ïðàâèëó ïàðàëëåëîãðàììà:

~a
~c

~b

~a
~c

~b

Ñóììà âåêòîðîâ, èõ ðàçíîñòü, ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà íà ÷èñëî è ñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå îïðåäåëÿþòñÿ òàê æå, êàê è íà ïëîñêîñòè. Òîëüêî êîîðäèíàò íå
äâå, à òðè. Âîçüì¼ì âåêòîðû ~a(xa; ya; za) è ~b(xb; yb; zb).
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Ñóììà âåêòîðîâ:
~a+~b = ~c(xa + xb; ya + yb; za + zb).

Ðàçíîñòü âåêòîðîâ:

~a−~b = ~d(xa − xb; ya − yb; za − zb).

Ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà íà ÷èñëî:

λ~a = ~p(λxa;λya;λza).

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ

~a ·~b = |~a| · |~b| · cosϕ = xa · xb + ya · yb + za · zb.

Êîñèíóñ óãëà ìåæäó âåêòîðàìè:

cosϕ =
~a ·~b
|~a| · |~b|

=
xa · xb + ya · yb + za · zb√
x2
a + y2

a + z2
a ·
√
x2
b + y2

b + z2
b

.

Âåêòîðà ~a è ~b îðòîãîíàëüíû, åñëè ~a · ~b = 0. Êîñèíóñ óãëà, îáðàçîâàííûé
íåíóëåâûìè îðòîãîíàëüíûìè âåêòîðàìè, ðàâåí 0, òî åñòü ñàì óãîë åñòü ±90◦.

Ðàáîòà ñ îïðåäåëèòåëÿìè

a b
c d

= ad− cb

a1 a2 a3

b1 b2 b3
c1 c2 c3

= a1 ·
b2 b3
c2 c3

− a2 ·
b1 b3
c1 c3

+ a3 ·
b1 b2
c1 c2

Âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ

~c = ~a×~b ⇔ |~c| = |~a| ·~b · sin∠(~a,~b); ~c ⊥ ~a; ~c ⊥ ~b

~a×~b =

~i ~j ~k
xa ya za
xb yb zb

~a×~b ïî ìîäóëþ ðàâåí ïëîùàäè ïàðàëëåëîãðàììà, ïîñòðîåííîãî íà âåêòîðàõ
~a è ~b, îðòîãîíàëåí âåêòîðàì ~a è ~b è îðèåíòèðîâàí ïî ïðàâèëó áóðàâ÷èêà (ïðà-
âîãî âèíòà).
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~b

~a

~a×~b

SABC =
1

2

∣∣∣−−→AB ×−→AC∣∣∣ � ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ABC.

Ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ

(~a,~b,~c) = (~a, ~b× ~c) =
xa ya za
xb yb zb
xc yc zc

(~a,~b,~c) ðàâíî îáú¼ìó ïàðàëëåëåïèïåäà, ïîñòðîåííîãî íà âåêòîðàõ ~a, ~b è ~c.

VABCD =
1

6

∣∣∣(−−→AB,−→AC,−−→AD)
∣∣∣ � îáú¼ì òðåóãîëüíîé ïèðàìèäû ABCD.

Óðàâíåíèå ïëîñêîñòè è âåêòîð íîðìàëè

Ax+By + Cz +D = 0,

ãäå A, B è C � êîîðäèíàòû âåêòîðà, ïåðïåíäèêóëÿðíîãî ýòîé ïëîñêîñòè. Åãî
íàçûâàþò íîðìàëüþ ê ïëîñêîñòè � ~n(A,B,C).

~n(A,B,C)
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Íàéòè óðàâíåíèå ïëîñêîñòè ìîæíî äâóìÿ ñïîñîáàìè:

� Ïîäñòàâëÿåì â óðàâíåíèå ïëîñêîñòè êîîðäèíàòû ëþáûõ òð¼õ òî÷åê. Ïî-
ëó÷àåì ñèñòåìó òð¼õ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ ÷åòûðüìÿ íåèçâåñòíûìè
(A,B,C è D). Âìåñòî îäíîé èç ïåðåìåííûõ ïîäñòàâëÿåì ëþáîå ÷èñëî,
îòëè÷íîå îò íóëÿ. Ðåøàÿ ñèñòåìó, íàõîäèì îñòàëüíûå òðè íåèçâåñòíûå.
(Ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî ñèñòåìà íå èìååò ðåøåíèÿ, òîãäà íàäî ïîìåíÿòü
îäíó èç òî÷åê, ëèáî âîñïîëüçîâàòüñÿ âòîðûì ñïîñîáîì)

� Óðàâíåíèå ïëîñêîñòè èùåì â âèäå:

x− x1 y − y1 z − z1

x2 − x1 y2 − y1 z2 − z1

x3 − x1 y3 − y1 z3 − z1

= 0.

Äàëåå, ðàñêðûâàÿ îïðåäåëèòåëü, ïðèâîäèì åãî ê âèäó Ax+By+Cz+D =
0.

Óãîë ìåæäó äâóìÿ ïðÿìûìè

Äëÿ íàõîæäåíèÿ óãëà ìåæäó âåêòîðàìè ~v1 è ~v2, ïàðàëëåëüíûìè äàííûì ïðÿ-
ìûì, èñïîëüçóåì ôîðìóëó

cos∠(~v1, ~v2) =
|~v1 · ~v2|
|~v1| · |~v2|

=
|x1x2 + y1y2 + z1z2|√

x2
1 + y2

1 + z2
1 ·
√
x2

2 + y2
2 + z2

2

.

Óãîë ìåæäó äâóìÿ ïëîñêîñòÿìè

Óãîë ìåæäó ïëîñêîñòÿìè ðàâåí óãëó ìåæäó íîðìàëÿìè ê ýòèì ïëîñêîñòÿì.

Óãîë ìåæäó ïðÿìîé è ïëîñêîñòüþ

Óãîë ìåæäó ïðÿìîé è ïëîñêîñòüþ ðàâåí ϕ = 90◦ − γ, ãäå γ � óãîë ìåæäó
ïðÿìîé è íîðìàëüþ ê ïëîñêîñòè.

Îáñóæäåíèå òåìû

Îòäåëüíî ðàññìîòðåòü ñëó÷àè ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè ïðÿìûõ, ïðÿìîé è ïëîñ-
êîñòè, äâóõ ïëîñêîñòåé.
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Çàäàíèÿ

36.1. Â ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ïðèçìå ABCA1B1C1, âñå ð¼áðà êîòîðîé ðàâ-
íû 1, òî÷êè D, E � ñåðåäèíû ð¼áåð ñîîòâåòñòâåííî A1B1 è B1C1. Íàéäèòå
êîñèíóñ óãëà ìåæäó ïðÿìûìè AD è BE.

36.2. Â ïðàâèëüíîé øåñòèóãîëüíîé ïèðàìèäå SABCDEF , ñòîðîíû îñíîâà-
íèÿ êîòîðîé ðàâíû 1, à áîêîâûå ð¼áðà ðàâíû 2, íàéäèòå ñèíóñ óãëà ìåæäó
ïðÿìûìè AL è BM , ãäå M � ñåðåäèíà ðåáðà SC, L � ñåðåäèíà ðåáðà SB.

36.3. Â ïðàâèëüíîì òåòðàýäðå ABCD òî÷êà K � ñåðåäèíà BD, òî÷êà M �
ñåðåäèíà BC. Íàéäèòå óãîë ìåæäó ïðÿìûìè AK è DM .

36.4. Â ïðàâèëüíîé ÷åòûð¼õóãîëüíîé ïðèçìå ABCDA1B1C1D1 ñòîðîíû îñ-
íîâàíèÿ ðàâíû 2, à áîêîâûå ð¼áðà ðàâíû 5. Íà ðåáðå AA1 îòìå÷åíà òî÷êà E
òàê, ÷òî AE : EA1 = 3 : 2. Íàéäèòå óãîë ìåæäó ïëîñêîñòÿìè ABC è BED1.

36.5. Â êóáå ABCDA1B1C1D1 íàéòè òàíãåíñ óãëà ìåæäó A1BD è ïëîñêî-
ñòüþ, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ñåðåäèíû åãî ð¼áåð AB, BB1, B1C1, C1D1, D1D, DA.

36.6. Â ïðàâèëüíîé ÷åòûð¼õóãîëüíîé ïèðàìèäå SABCD, âñå ð¼áðà êîòîðîé
ðàâíû 1, íàéäèòå ñèíóñ óãëà ìåæäó ïëîñêîñòüþ SAD è ïëîñêîñòüþ, ïðîõîäÿ-
ùåé ÷åðåç òî÷êó A ïåðïåíäèêóëÿðíî ïðÿìîé BD.

36.7. Â ïðàâèëüíîé øåñòèóãîëüíîé ïðèçìå ABCDEFA1B1C1D1E1F1, âñå
ð¼áðà êîòîðîé ðàâíû 1, íàéäèòå ñèíóñ óãëà ìåæäó BC1 è ïëîñêîñòüþ BCE1.

Äîìàøíåå çàäàíèå

36.8. Â ïðàâèëüíîé øåñòèóãîëüíîé ïðèçìå ABCDEFA1B1C1D1E1F1, âñå
ð¼áðà êîòîðîé ðàâíû 1, íàéäèòå êîñèíóñ óãëà ìåæäó ïðÿìûìè AB1 è BD1.

36.9. Â ïðàâèëüíîé ÷åòûð¼õóãîëüíîé ïèðàìèäå DABCD (ñ âåðøèíîé S) áî-
êîâîå ðåáðî ðàâíî ñòîðîíå îñíîâàíèÿ. Òî÷êàM � ñåðåäèíà ðåáðà SB. Íàéäèòå
óãîë ìåæäó ïðÿìûìè CM è SO, ãäå O � öåíòð îñíîâàíèÿ ïèðàìèäû.

36.10. Â êóáå ABCDA1B1C1D1 íàéäèòå êîñèíóñ óãëà ìåæäó ïëîñêîñòÿìè
BA1C1 è BA1D1.

36.11. Â ïðàâèëüíîé ÷åòûð¼õóãîëüíîé ïèðàìèäå SABCD, âñå ð¼áðà êîòîðîé
ðàâíû 1, íàéäèòå òàíãåíñ óãëà ìåæäó ïëîñêîñòÿìè SAD è SBD.

36.12. Â ïðàâèëüíîé øåñòèóãîëüíîé ïèðàìèäå SABCDEF , ñòîðîíû îñíîâà-
íèÿ êîòîðîé ðàâíû 1, à áîêîâûå ð¼áðà ðàâíû 2, íàéäèòå êîñèíóñ óãëà ìåæäó
ïëîñêîñòÿìè SBC è SEF .

36.13. Â ïðàâèëüíîé øåñòèóãîëüíîé ïèðàìèäå SABCDEF , ñòîðîíû îñíîâà-
íèÿ êîòîðîé ðàâíû 1, à áîêîâûå ð¼áðà ðàâíû 2, íàéäèòå ñèíóñ óãëà ìåæäó
ïðÿìîé SA è ïëîñêîñòüþ SBC.

213



Óðîê �37. Äðîáíî-ðàöèîíàëüíûå íåðàâåíñòâà.

Íåðàâåíñòâà ñ ìîäóëÿìè. Èððàöèîíàëüíûå íåðà-

âåíñòâà.

Äðîáíî-ðàöèîíàëüíûå íåðàâåíñòâà

Äëÿ ðåøåíèÿ íåðàâåíñòâà
p(x)

q(x)

∨
0 ìåòîäîì èíòåðâàëîâ íåîáõîäèìî:

à) Ðàçëîæèòü p(x) è q(x) íà ìíîæèòåëè.

á) Îòìåòèòü íà ÷èñëîâîé îñè êîðíè óðàâíåíèé p(x) = 0 è q(x) = 0 â ïîðÿäêå
âîçðàñòàíèÿ. Ýòè ÷èñëà ðàçáèâàþò ÷èñëîâóþ îñü íà èíòåðâàëû, íà êàæäîì
èç êîòîðûõ âûðàæåíèå ñîõðàíÿåò çíàê, à, ïåðåõîäÿ ÷åðåç îòìå÷åííûå òî÷êè
ìåíÿåò çíàê íà ïðîòèâîïîëîæíûé (çà èñêëþ÷åíèåì êîðíÿ ÷¼òíîé êðàòíîñòè).

â) Ðàññòàâèòü çíàêè íà èíòåðâàëàõ.

ã) Âûïèñàòü îòâåòû íåðàâåíñòâà â âèäå èíòåðâàëîâ, ó÷èòûâàÿ, ÷òî êîðíè çíà-
ìåíàòåëÿ íå âõîäÿò â ðåøåíèå (¾âûêîëîòûå¿ òî÷êè íà îñè), à êîðíè ÷èñëèòåëÿ
íå âîéäóò â ðåøåíèå â ñëó÷àå ñòðîãîãî íåðàâåíñòâà.

Ïîìíèì î çíàêîïîñòîÿíñòâå êâàäðàòíûõ òð¼õ÷ëåíîâ ñ îòðèöàòåëüíûì äèñ-
êðèìèíàíòîì è î íåîòðèöàòåëüíîñòè âûðàæåíèé â ÷¼òíûõ ñòåïåíÿõ.

Ïåðåä ïðèìåíåíèåì ìåòîäà èíòåðâàëîâ ïðè íåîáõîäèìîñòè:

1. Âûäåëÿåì öåëûå ÷àñòè äðîáåé.

37.1. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî:
x2 − 2x− 1

x− 2
+
x3 − 3x2 + 2

x− 3
6 x+ x2.

2. Ñîêðàùàåì äðîáè.

37.2. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî:
x2 − 3x+ 2

(x− 1)(x− 4)
6 0.

3. Âûíîñèì çà ñêîáêè îáùèå ìíîæèòåëè.

37.3. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî:
3(x+ 2)2

7− 2x
> (x+ 2)2.

Íåðàâåíñòâà ñ ìîäóëÿìè

1 |f(x)| < g(x)⇔
{
f(x) < g(x),
f(x) > −g(x).
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2 |f(x)| 6 g(x)⇔
{
f(x) 6 g(x),
f(x) > −g(x).

37.4. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî: |x2 − 4x− 8| 6 x− 2.

3 |f(x)| > g(x) ⇔
[
f(x) > g(x),
f(x) < −g(x).

4 |f(x)| > g(x) ⇔
[
f(x) > g(x),
f(x) 6 −g(x).

37.5. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî: |x3 − 4x+ 8| > x3 + 2x2 − 8.

5
|f(x)| > |g(x)| ⇔ f2(x) > g2(x)

|f(x)| 6 |g(x)| ⇔ f2(x) 6 g2(x)

37.6. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî: ||3− 2x| − 1| 6 2|x|

6 Íåêîòîðûå ÷àñòíûå ñëó÷àè:

|f(x)| > f(x) ⇔ f(x) < 0 |f(x)| > f(x) : âñå x èç ÎÄÇ � ðåøåíèÿ
|f(x)| 6 f(x) ⇔ f(x) > 0 |f(x)| < f(x) : ðåøåíèÿ íåò.

37.7. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî: |5x− 7| 6 5x− 7.

7 Íåðàâåíñòâà, ñîäåðæàùèå íåñêîëüêî ìîäóëåé, îáû÷íî ðåøàþòñÿ ìåòîäîì
ïðîìåæóòêîâ (èíòåðâàëîâ).

37.8. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî: |x+ 2| − |x+ 5| < 1− x− 2|3x+ 1|.

Èððàöèîíàëüíûå íåðàâåíñòâà

Íåêîòîðûå ñòàíäàðòíûå ñõåìû äëÿ ðåøåíèÿ èððàöèîíàëüíûõ íåðàâåíñòâ:

2n
√
f(x) > 2n

√
g(x) ⇔

{
f(x) > g(x),
g(x) > 0.

2n
√
f(x) > 2n

√
g(x) ⇔

{
f(x) > g(x),
g(x) > 0.

37.9. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî:
√

2x2 − x− 1 >
√

5x2 − 11x+ 2.

2n
√
f(x) < g(x) ⇔

 f(x) < g2n(x),
f(x) > 0,
g(x) > 0.

2n
√
f(x) 6 g(x) ⇔

 f(x) 6 g2n(x),
f(x) > 0,
g(x) > 0.
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37.10. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî:
√

6x2 − x− 1 6 x+ 1.

2n
√
f(x) > g(x)⇔


{
f(x) > g2n(x),
g(x) > 0,{
f(x) > 0,
g(x) < 0.

2n
√
f(x) > g(x)⇔


{
f(x) > g2n(x),
g(x) > 0,{
f(x) > 0,
g(x) 6 0.

37.11. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî:
√

5− 2x > 7− 3x.

37.12. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî: 4
√
x2 + 2x− 8 > 5x− 4.

2n+1
√
f(x)

∨
2n+1
√
g(x) ⇔ f(x)

∨
g(x) 2n+1

√
f(x)

∨
g(x) ⇔ f(x)

∨
g2n+1(x),

ãäå ñèìâîë
∨

çàìåíÿåò îäèí èç çíàêîâ: > , < , > , 6 .

37.13. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî: 3
√
x− 1 > 3

√
x2 + 5x+ 3.

37.14. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî: 3
√
x4 − 2x3 − x2 + 3x− 1 6 x− 1.

Äîìàøíåå çàäàíèå

Ðåøèòå íåðàâåíñòâî:

37.15.
√

2x+ 63 < −x

37.16.
√

2x2 + 7 > x− 4

37.17. 3
√
x2 + 8x− 8 > 3

√
2x− 1

37.18. 6
√
x2 − 2 > 6

√
x

37.19. |2x− 3| > 5x− 2

37.20. |2x− 3| < 5x− 2

37.21. |5x− 7| > 7− 5x

37.22. |x2 − 3| > |x2 − 5|

37.23. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî: 2 6 |x− 1| < 3.

37.24. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî:
5(x− 6

√
x+ 8)

x− 16
6
√
x− 2.

37.25. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî: 1− 2

|x|
6

23

x2
.

37.26. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî: (x2 − x− 6)
√

8− x 6 0.
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Óðîê �38. Îñíîâû àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè è

âåêòîðíîé àëãåáðû. ×àñòü 2.

Ðàññòîÿíèå îò òî÷êè äî ïðÿìîé

U
V

T

q

ρ(T, q) =
|
−→
UT ×

−−→
UV |

|
−−→
UV |

Íàõîæäåíèå ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè M äî ïëîñêîñòè α

Íàõîäèì óðàâíåíèå ïëîñêîñòè. Òîãäà èñêîìîå ðàññòîÿíèå ðàâíî:

ρ(M,α) =
|Ax0 +By0 + Cz0 +D|√

A2 +B2 + C2
,

ãäå M(x0; y0; z0), à ïëîñêîñòü α çàäàíà óðàâíåíèåì Ax+By + Cz +D = 0.

Ðàññòîÿíèå ìåæäó ñêðåùèâàþùèìèñÿ ïðÿìûìè

Âû÷èñëÿåì îáú¼ì ïèðàìèäû, âåðøèíû êîòîðîé � 2 òî÷êè ïåðâîé è 2 òî÷êè
âòîðîé ïðÿìîé. Òîãäà

ρ(AB,CD) =
6VABCD

AB · CD · sinϕ
,

ãäå A è B � òî÷êè íà îäíîé ïðÿìîé, C è D � òî÷êè íà äðóãîé ïðÿìîé, ϕ �
óãîë ìåæäó äàííûìè ïðÿìûìè.
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Ïðèìåð. Èìååòñÿ ïðàâèëüíàÿ ÷åòûð¼õóãîëüíàÿ ïèðàìèäà ABCDS, â êîòî-
ðîé AB = 4, BS = 6, K ∈ AS, AK = KS, M ∈ DS, MD = 1,5.

A

B
C

D

S

S′

Y

X

Z

Íàéòè:

� óãîë ìåæäó ïðÿìûìè KM è CS;

� ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðÿìûìè KM è CS;

� ðàññòîÿíèå îò òî÷êè K äî ïðÿìîé MC;

� ðàññòîÿíèå îò òî÷êè K äî ïëîñêîñòè SMC;

� óãîë ìåæäó ïðÿìîé KM è ïëîñêîñòüþ SMC;

� óãîë ìåæäó ïëîñêîñòÿìè KMC è SMC.

Ðåøåíèå:

� Íàéä¼ì êîîðäèíàòû òî÷åê K, M , C, S.

C(0; 0; 0) S(2; 2; 2
√

7), K(3; 3;
√

7), M( 1
2 ; 7

2 ;
√

7
2 ).

� Âåêòîð
−−→
KM(− 5

2 ; 1
2 ;−

√
7

2 );

Âåêòîð
−→
CS(2; 2; 2

√
7);

Ïóñòü α � óãîë ìåæäó ïðÿìûìè KM è CS.

cosα =

∣∣∣− 5
2 · 2 + 1

2 · 2−
√

7
2 · 2

√
7
∣∣∣√

25
4 + 1

4 + 7
4 ·
√

4 + 4 + 28
=

√
33

9
,
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α = arccos

√
33

9
.

� Óãîë ìåæäó ïëîñêîñòÿìè KMC è SMC ðàâåí óãëó ìåæäó íîðìàëÿìè
äàííûõ ïëîñêîñòåé −→n1 è −→n2.

Óðàâíåíèå ïëîñêîñòè KMC:∣∣∣∣∣∣
x y z

3 3
√

7
1
2

7
2

√
7

2

∣∣∣∣∣∣ = 0.

Ðàñêðûâàåì:

x

(
3
√

7

2
− 7
√

7

2

)
− y

(
3
√

7

2
−
√

7

2

)
+ z

(
3 · 7

2
− 3

2

)
= 0.

2
√

7x+
√

7y − 9z = 0.

Òîãäà −→n1(2
√

7;
√

7;−9).

Óðàâíåíèå ïëîñêîñòè SMC:∣∣∣∣∣∣
x y z

2 2 2
√

7
1
2

7
2

√
7

2

∣∣∣∣∣∣ = 0.

Ðàñêðûâàåì:

x
(√

7− 7
√

7
)
− y

(√
7−
√

7
)

+ z (7− 1) = 0.

−
√

7x+ z = 0.

Òîãäà −→n2(−
√

7; 0; 1).

Ïóñòü β � óãîë ìåæäó âåêòîðàìè −→n1 è −→n2. Òîãäà

cosβ =

∣∣−2
√

7 ·
√

7 +
√

7 · 0− 9 · 1
∣∣

√
28 + 7 + 81 ·

√
7 + 0 + 1

=
23
√

58

232
,

β = arccos
23
√

58

232
.
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� Ïóñòü γ � óãîë ìåæäó ïðÿìîé KM è ïëîñêîñòüþ SMC.

sin γ = cos(−→n2,
−−→
KM) =

∣∣∣− 5
2 · (−

√
7) + 1

2 · 0−
√

7
2 · 1

∣∣∣√
25
4 + 1

4 + 7
4 ·
√

7 + 0 + 1
=

√
462

33
,

γ = arcsin

√
462

33
.

� Ðàññòîÿíèå îò òî÷êè K äî ïëîñêîñòè: SMC

KQ = ρ(K,SMC) =

∣∣−√7 · 3 + 0 · 3 + 1 ·
√

7
∣∣√√

7
2

+ 02 + 12

=

√
14

2
.

� Ðàññòîÿíèå îò òî÷êè K äî ïðÿìîé MC:

ρ(K,MC) =

∣∣∣−−→CK ×−−→CM ∣∣∣∣∣∣−−→CM ∣∣∣ ,

−−→
CK ×

−−→
CM =

∣∣∣∣∣∣∣
−→
i
−→
j
−→
k

3 3
√

7
1
2

7
2

√
7

2

∣∣∣∣∣∣∣ =

=
−→
i ·
(

3 ·
√

7
2 −

7
√

7
2

)
−−→j ·

(
3
√

7
2 −

√
7

2

)
+
−→
k ·
(

3·7
2 −

3
2

)
=

= −2
√

7
−→
i −
√

7
−→
j + 9

−→
k ,

∣∣∣−−→CK ×−−→CM ∣∣∣ =
√

28 + 7 + 81 = 2
√

29,

∣∣∣−−→CM ∣∣∣ =

√
1

4
+

49

4
+

7

4
=

√
57

2
,

ρ(K,MC) =
2
√

29
√

57
2

=
4
√

1653

57
.
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C(0; 0; 0)

K(3; 3;
√

7)

M
(

1
2 ; 7

2 ;
√

7
2

)

� Ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðÿìûìè KM è CS

ρ(KM,CS) =
6VKMCS

|
−−→
KM | · |

−→
CS| · sinα

.

VKMCS =
1

6

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
2 2 2

√
7

3 3
√

7
1
2

7
2

√
7

2

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣ =

1

6

∣∣∣2 · (−2
√

7)− 2 ·
√

7 + 2
√

7 · 9
∣∣∣ = 2

√
7.

ρ(KM,CS) =
6 · 2
√

7
√

33
2 · 6 ·

4
√

3
9

= 3

√
7

11
.

Çàäàíèÿ

38.1. Â åäèíè÷íîì êóáå ABCDA1B1C1D1 íàéäèòå ðàññòîÿíèå îò òî÷êè A äî
ïðÿìîé BD1.

38.2. Â ïðàâèëüíîé øåñòèóãîëüíîé ïðèçìå ABCDEFA1B1C1D1E1F1, âñå
ð¼áðà êîòîðîé ðàâíû 1, íàéäèòå ðàññòîÿíèå îò òî÷êè A äî ïëîñêîñòè BFA1.

38.3. Â ïðàâèëüíîé øåñòèóãîëüíîé ïèðàìèäå SABCDEF , ñòîðîíû îñíîâà-
íèÿ êîòîðîé ðàâíû 1, à áîêîâûå ð¼áðà ðàâíû 2, íàéäèòå ðàññòîÿíèå îò òî÷êè
A äî ïëîñêîñòè SCE.

38.4. Â ïðàâèëüíîé ÷åòûð¼õóãîëüíîé ïèðàìèäå SABCD, âñå ð¼áðà êîòîðîé
ðàâíû 1, íàéäèòå ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðÿìûìè SA è BC.

38.5. Â ïðÿìîóãîëüíîì ïàðàëëåëåïèïåäåABCDA1B1C1D1 AD = 12,AB = 5,
AA1 = 8. Íàéäèòå îáú¼ì ïèðàìèäû MB1C1D, åñëè M � òî÷êà íà ðåáðå AA1

è AM = 5.

38.6. Â ïðàâèëüíîì òåòðàýäðå SABC, âñå ð¼áðà êîòîðîãî ðàâíû 1, òî÷êè K,
M è N � ñåðåäèíû ð¼áåð AB, BC è SB ñîîòâåòñòâåííî. Íàéäèòå ðàññòîÿíèå
ìåæäó ïðÿìûìè KM è AN .
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Äîìàøíåå çàäàíèå

38.7. Â òåòðàýäðå ABCD, âñå ð¼áðà êîòîðîãî ðàâíû 1, íàéäèòå ðàññòîÿíèå îò
òî÷êè A äî ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó B è ñåðåäèíó E ðåáðà CD.

38.8. Â ïðàâèëüíîé øåñòèóãîëüíîé ïðèçìå ABCDEFA1B1C1D1E1F1, âñå
ð¼áðà êîòîðîé ðàâíû 1, íàéäèòå ðàññòîÿíèå îò òî÷êè A äî ïëîñêîñòè BFE1.

38.9. Äàí êóá ABCDA1B1C1D1. Äëèíà ðåáðà êóáà ðàâíà 1. Íàéäèòå ðàññòî-
ÿíèå îò ñåðåäèíû îòðåçêà BC1 äî ïëîñêîñòè AB1D1.

38.10. Â åäèíè÷íîì êóáå ABCDA1B1C1D1 íàéäèòå ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðÿ-
ìûìè AB1 è BD1.

38.11. Â êóáå ABCDA1B1C1D1 òî÷êà O1 � öåíòð êâàäðàòà ABCD, òî÷êà O2

� öåíòð êâàäðàòà CC1DD1.

à) Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå A1O1 è B1O2 � ñêðåùèâàþùèåñÿ.

á) Íàéäèòå ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðÿìûìè A1O1 è B1O2, åñëè ðåáðî êóáà ðàâíî 2.

222



Óðîê �39. Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ.

×àñòü 1.

Ìåòîäû ðåøåíèÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ óðàâíåíèé

1 Èñïîëüçîâàòü ðàçëîæåíèå íà ìíîæèòåëè.

39.1. Ðåøèòå óðàâíåíèå: sin 2x− 2
√

3 cos2 x− 4 sinx+ 4
√

3 cosx = 0.

39.2. Ðåøèòå óðàâíåíèå: cos3 x− sin3 x = cos 2x.

2 Åñëè àðãóìåíòû ôóíêöèé îäèíàêîâûå, ïîïðîáîâàòü ïîëó÷èòü îäèíàêîâûå
ôóíêöèè, èñïîëüçóÿ ôîðìóëû îäíîãî àðãóìåíòà.

39.3. Ðåøèòå óðàâíåíèå: 2 cos3 x− 2 cosx+ sin2 x = 0.

3 Åñëè àðãóìåíòû ôóíêöèé îòëè÷àþòñÿ â äâà ðàçà, ïîïðîáîâàòü ïîëó÷èòü
îäèíàêîâûå àðãóìåíòû, èñïîëüçóÿ ôîðìóëû äâîéíîãî àðãóìåíòà.

39.4. Ðåøèòå óðàâíåíèå: (cos 2x− 1)2 = 10 sin2 x− 4.

4 Åñëè àðãóìåíòû ôóíêöèé îòëè÷àþòñÿ â ÷åòûðå ðàçà, ïîïðîáîâàòü èõ ïðè-
âåñòè ê ïðîìåæóòî÷íîìó äâîéíîìó àðãóìåíòó.

39.5. Ðåøèòå óðàâíåíèå: sin2 x

2
− cos2 x

2
= cos 2x.

5 Åñëè åñòü ñóììà îäíîèì¼ííûõ ôóíêöèé ïåðâîé ñòåïåíè ñ ðàçíûìè àð-
ãóìåíòàìè, ïîïðîáîâàòü ïðåîáðàçîâàòü ñóììó â ïðîèçâåäåíèå äëÿ ïîÿâëåíèÿ
îáùåãî ìíîæèòåëÿ.

39.6. Ðåøèòå óðàâíåíèå: cos 3x =
√

3 sin 4x+ cos 5x.

6 Åñëè åñòü ñóììà ðàçíîèì¼ííûõ ôóíêöèé ïåðâîé ñòåïåíè ñ ðàçíûìè àð-
ãóìåíòàìè, ïîïðîáîâàòü èñïîëüçîâàòü ôîðìóëû ïðèâåäåíèÿ, ÷òîáû ïîëó÷èòü
ñëó÷àé 5.

39.7. Ðåøèòå óðàâíåíèå: cos 3x+ sin 2x = 0.

7 Óðàâíåíèå âèäà F (sinx± cosx, sinx cosx) = 0 ðåøàåì ñ ïîìîùüþ çàìåíû
t = sinx± cosx.
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39.8. Ðåøèòå óðàâíåíèå: 2 sin 2x− 5 cosx− 5 sinx+ 5 = 0.

8 Îäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ ðåøàåì ââåäåíèåì ïåðåìåííîé t = tg x
ïîñëå îïåðàöèè äåëåíèÿ íà cosn x, ãäå n � ïîðÿäîê îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ.

Íàïðèìåð, äëÿ îäíîðîäíîãî òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ âòîðîé ñòåïåíè
a sin2 x + b sinx cosx + c cos2 x = 0 âûïîëíÿåòñÿ ïî÷ëåííîå äåëåíèå íà cos2 x
ïîñëå ïðåäâàðèòåëüíîãî äîêàçàòåëüñòâà, ÷òî cosx 6= 0.

Íåêîòîðûå óðàâíåíèÿ ìîæíî ñâåñòè ê îäíîðîäíûì.

39.9. Ðåøèòå óðàâíåíèå: 2 cos2 x+ 2 sin 2x = 3.

Äîìíîæèì ïðàâóþ ÷àñòü íà òðèãîíîìåòðè÷åñêóþ åäèíèöó.

39.10. Ðåøèòå óðàâíåíèå: 3 sinx+ 4 cosx = 5.

Ïåðåéä¼ì ê ïîëîâèííîìó óãëó, ñâåäÿ çàäà÷ó ê ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ.

39.11. Ðåøèòå óðàâíåíèå: sin3 x+ 13 cos3 x− cosx = 0.
Äîìíîæèì cosx íà òðèãîíîìåòðè÷åñêóþ åäèíèöó.

9 Èñïîëüçîâàòü óñëîâèÿ ðàâåíñòâà äâóõ îäíîèì¼ííûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ
ôóíêöèé:

à) sinα = sinβ, åñëè

[
α− β = 2πn,
α+ β = (2n+ 1)π

, n ∈ Z

á) cosα = cosβ, åñëè

[
α− β = 2πn,
α+ β = 2πn

, n ∈ Z

â) tgα = tg β, åñëè

 α− β = πn,
α 6= (2n+ 1)π/2
β 6= (2n+ 1)π/2

, n ∈ Z

Â ñëó÷àå ðàâåíñòâà ðàçíîèì¼ííûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé ìîæíî ñâå-
ñòè èõ ê îäíîèì¼ííûì.

sin(f(x)) = cos(g(x)) = sin
(π

2
− g(x)

)
tg(f(x)) = ctg(g(x)) = tg

(π
2
− g(x)

)
39.12. Ðåøèòå óðàâíåíèå: tg 3x = tg x.
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10 Èñïîëüçîâàòü óíèâåðñàëüíóþ òðèãîíîìåòðè÷åñêóþ ïîäñòàíîâêó t = tg
x

2
.

39.13. Ðåøèòå óðàâíåíèå: sinx+ ctg
x

2
= 2.

11 Óðàâíåíèÿ âèäà a cosx+ b sinx = c

1) åñëè c = 0, òî óðàâíåíèå îäíîðîäíîå.
2) åñëè c 6= 0 è a2 + b2 6= 0 (òî åñòü õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë a èëè b íå ðàâíî 0),
òî ðàçäåëèì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ íà

√
a2 + b2 , ïîëó÷èì:

a√
a2 + b2

cosx+
b√

a2 + b2
sinx =

c√
a2 + b2

⇒ sin(x+ ϕ) =
c√

a2 + b2

a) åñëè

∣∣∣∣ c√
a2 + b2

∣∣∣∣ > 1, òî êîðíåé íåò.

á) åñëè

∣∣∣∣ c√
a2 + b2

∣∣∣∣ 6 1, òîãäà x+ ϕ = (−1)k arcsin
c√

a2 + b2
+ πk, k ∈ Z ⇒

x = − arcsin
a√

a2 + b2
+ (−1)k arcsin

c√
a2 + b2

+ πk, k ∈ Z.

39.14. Ðåøèòå óðàâíåíèå: 3 sinx+ 4 cosx = 5.

39.15. Ðåøèòå óðàâíåíèå: 3 sinx− 4 cosx = 5 cos 15x.

12 Ïðèìåíåíèå ñâîéñòâ ôóíêöèé (ìîíîòîííîñòü, îãðàíè÷åííîñòü, îáëàñòü
îïðåäåëåíèÿ).

39.16. Ðåøèòå óðàâíåíèå: sin100 x+ cos100 x = 1.

39.17. Ðåøèòå óðàâíåíèå: sin
5πx

4
= x2 − 4x+ 5.

Îáñóæäåíèå òåìû

Îáúÿñíèòü îòáîð êîðíåé ïî ÷èñëîâîé îêðóæíîñòè.

Äîìàøíåå çàäàíèå

39.18. à) Ðåøèòå óðàâíåíèå: 9sin x + 9− sin x =
10

3
.

á) Óêàæèòå êîðíè ýòîãî óðàâíåíèÿ, ïðèíàäëåæàùèå îòðåçêó

[
−7π

2
;−2π

]
.
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39.19. à) Ðåøèòå óðàâíåíèå:
5 cosx+ 4

4 tg x− 3
= 0.

á) Íàéäèòå âñå êîðíè ýòîãî óðàâíåíèÿ, ïðèíàäëåæàùèå îòðåçêó

[
−4π;

−5π

2

]
.

39.20. Ðåøèòå óðàâíåíèå:
√

1− 4 cosx− cos2 x = sinx.

39.21. à) Ðåøèòå óðàâíåíèå: 16sin x−0,25 − 3 · 4sin x−0,5 + 1 = 0.

á) Óêàæèòå âñå êîðíè ýòîãî óðàâíåíèÿ, ïðèíàäëåæàùèå îòðåçêó

[
2π;

7π

2

]
.

39.22. Ðåøèòå óðàâíåíèå: 2sin2 x + 2cos2 x = 3.

39.23. Ðåøèòå óðàâíåíèå:
2 sin2 x− 5 sinx− 3√

x+ π
6

= 0.

39.24. Ðåøèòå óðàâíåíèå:
(2 cosx+ 1)(log13(3 tg2 x))

log31(2 sinx)
= 0.

39.25. à) Ðåøèòå óðàâíåíèå: 2 cos3 x = sin

(
5π

2
− x
)
.

á) Óêàæèòå âñå êîðíè ýòîãî óðàâíåíèÿ, ïðèíàäëåæàùèå èíòåðâàëó [−2π;−π] .
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Óðîê �40. Ñòåðåîìåòðèÿ. Çàäà÷è íà ðàçíûå òå-

ìû.

Çàäàíèÿ

40.1. Â ïðÿìîóãîëüíîì ïàðàëëåëåïèïåäå ABCDA1B1C1D1 AB = AA1 = 6,
BC = 4. Òî÷êà P � ñåðåäèíà ðåáðà AB, òî÷êà M ëåæèò íà ðåáðå DD1, òàê,
÷òî DM : D1D = 2 : 3.

à) Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ BD1 ïàðàëëåëüíà ïëîñêîñòè MPC.

á) Íàéäèòå ïëîùàäü ñå÷åíèÿ ïàðàëëåëåïèïåäà ïëîñêîñòüþ MPC.

40.2. Â ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ïèðàìèäå SABC ñ îñíîâàíèåì ABC èçâåñò-
íû ð¼áðà: AB = 8

√
3, SC = 17.

à) Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå AB è SC ïåðïåíäèêóëÿðíû.

á) Íàéäèòå ïëîùàäü ñå÷åíèÿ ïèðàìèäû ïëîñêîñòüþ, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè
A,B è ñåðåäèíó âûñîòû ïèðàìèäû, ïðîâåä¼ííîé èç âåðøèíû S.

40.3. Â ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ïðèçìå ABCA1B1C1 âñå ð¼áðà ðàâíû ìåæäó
ñîáîé. ×åðåç öåíòð âåðõíåãî îñíîâàíèÿ ïðèçìû è ñåðåäèíû äâóõ ð¼áåð íèæ-
íåãî îñíîâàíèÿ ïðîâåäåíà ïëîñêîñòü β.

à) Íàéäèòå óãîë, êîòîðûé îáðàçóåò ïëîñêîñòü β ñ ïëîñêîñòüþ ABC.

á) Íàéäèòå ïëîùàäü ñå÷åíèÿ ïðèçìû ABCA1B1C1 ïëîñêîñòüþ β, åñëè èçâåñò-
íî, ÷òî ðåáðî ïðèçìû ðàâíî 6.

40.4. Îñíîâàíèåì ïðÿìîé òðåóãîëüíîé ïðèçìû ABCA1B1C1 ÿâëÿåòñÿ ïðÿìî-
óãîëüíûé òðåóãîëüíèê ABC ñ ïðÿìûì óãëîì C. Äèàãîíàëè áîêîâûõ ãðàíåé
AA1B1B è BB1C1C ðàâíû 15 è 9 ñîîòâåòñòâåííî, AB = 13.

à) Äîêàæèòå, ÷òî òðåóãîëüíèê BA1C1 � ïðÿìîóãîëüíûé.

á) Íàéäèòå îáú¼ì ïèðàìèäû AA1C1B.

40.5. Â ïðàâèëüíîé ÷åòûð¼õóãîëüíîé ïèðàìèäå PABCD âûñîòà PO â ïîëòî-
ðà ðàçà áîëüøå, ÷åì ñòîðîíà îñíîâàíèÿ.

à) Äîêàæèòå, ÷òî ÷åðåç òî÷êó O ìîæíî ïðîâåñòè òàêîé îòðåçîê KM , ñ êîíöà-
ìè íà ñòîðîíàõ AD è BC ñîîòâåòñòâåííî, ÷òî ñå÷åíèå PKM ïèðàìèäû áóäåò
ðàâíîâåëèêî îñíîâàíèþ ïèðàìèäû.

á) Íàéäèòå îòíîøåíèå ïëîùàäè ïîëíîé ïîâåðõíîñòè ïèðàìèäû PABMK ê
ïëîùàäè ïîëíîé ïîâåðõíîñòè ïèðàìèäû PABCD.
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40.6. ×åðåç ðåáðî BC ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ïðèçìû ABCA1B1C1 ïîä óã-
ëîì 60◦ ê ïëîñêîñòè ABC ïðîâåäåíà ïëîñêîñòü α. Èçâåñòíî, ÷òî ïëîùàäü
ñå÷åíèÿ ïðèçìû ïëîñêîñòüþ α ðàâíà 14

√
3, à âûñîòà ïðèçìû ðàâíà 3.

à) Äîêàæèòå, ÷òî ïëîñêîñòü α äåëèò ðåáðî A1B1 â îòíîøåíèè 1 : 3, ñ÷èòàÿ îò
òî÷êè B1.

á) Íàéäèòå îáú¼ì ìåíüøåé ÷àñòè, îòñåêàåìîé îò ïðèçìû ABCA1B1C1 ïëîñ-
êîñòüþ α.

40.7. Â ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ïèðàìèäå PABC òî÷êà K � ñåðåäèíà AB,
òî÷êà M � ñåðåäèíà BC, òî÷êà N ëåæèò íà ðåáðå AP , ïðè÷¼ì AN : NP =
1 : 3.

à) Äîêàæèòå, ÷òî ñå÷åíèåì ïèðàìèäû ïëîñêîñòüþ, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè
N,K,M ÿâëÿåòñÿ ðàâíîáåäðåííàÿ òðàïåöèÿ.

á) Íàéäèòå óãîë ìåæäó ïëîñêîñòÿìè NKM è ABC, åñëè èçâåñòíî, ÷òî AB =
6, AP = 8.

40.8. Â ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ïèðàìèäå PABC ê îñíîâàíèþ ABC ïðîâå-
äåíà âûñîòà PO. Òî÷êà K � ñåðåäèíà CO.

à) Äîêàæèòå, ÷òî ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êè A,P è K äåëèò ðåáðî
BC â îòíîøåíèè 1 : 4.

á) Íàéäèòå îáú¼ì áîëüøåé ÷àñòè ïèðàìèäû PABC, íà êîòîðûå å¼ äåëèò ïëîñ-
êîñòü APK, åñëè èçâåñòíî, ÷òî AB = 2

√
3, PC = 2

√
5.

40.9. Äàíà ïðàâèëüíàÿ øåñòèóãîëüíàÿ ïðèçìà ABCDEFA1B1C1D1E1F1. ×å-
ðåç òî÷êè B,D1, F1 ïðîâåäåíà ïëîñêîñòü α.

à) Äîêàæèòå, ÷òî ïëîñêîñòü α ïåðåñåêàåò ðåáðî CC1 â òàêîé òî÷êå M, ÷òî
MC : MC1 = 1 : 2.

á) Íàéäèòå îòíîøåíèå îáú¼ìîâ ìíîãîãðàííèêîâ, íà êîòîðûå êîòîðûå äàííóþ
ïðèçìó äåëèò ïëîñêîñòü α.

40.10. Öèëèíäð è êîíóñ èìåþò îáùåå îñíîâàíèå. Âåðøèíà êîíóñà ÿâëÿåòñÿ
öåíòðîì äðóãîãî îñíîâàíèÿ öèëèíäðà. Êàæäàÿ îáðàçóþùàÿ êîíóñà íàêëîíåíà
ê ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ ïîä óãëîì 30◦.

à) Äîêàæèòå, ÷òî ïëîùàäè áîêîâûõ ïîâåðõíîñòåé öèëèíäðà è êîíóñà ðàâíû.

á) Íàéäèòå ðàäèóñ ñôåðû, êàñàþùåéñÿ áîêîâûõ ïîâåðõíîñòåé öèëèíäðà è êî-
íóñà, à òàê æå îäíîãî èç îñíîâàíèé öèëèíäðà, åñëè èçâåñòíî, ÷òî îáú¼ì êîíóñà
ðàâåí (6

√
3 + 10) · π.
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40.11. Â ïðàâèëüíîé ïèðàìèäå PABC òî÷êè E,F,K,M,N � ñåðåäèíû ð¼áåð
AC,BC,PA, PB è PC ñîîòâåòñòâåííî.

a) Äîêàæèòå, ÷òî îáú¼ì ïèðàìèäû NEFMK ñîñòàâëÿåò ÷åòâåðòü îáú¼ìà ïè-
ðàìèäû PABC.

á) Íàéäèòå ðàäèóñ ñôåðû, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè E,F,K,M,N , åñëè èçâåñò-
íî, ÷òî AB = 8, AP = 6.

40.12. Â îñíîâàíèè òðåóãîëüíîé ïèðàìèäû ABCD ëåæèò òðåóãîëüíèê ABC,
ãäå AB = BC = 5, à AC = 6. Áîêîâûå ð¼áðà íàêëîíåíû ê ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ

ïîä óãëîì, ñèíóñ êîòîðîãî ðàâåí
3

4
.

à) Ïîñòðîéòå ñå÷åíèå, ïðîõîäÿùåå ÷åðåç öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè îñíî-
âàíèÿ è ïåðïåíäèêóëÿðíîå ïðÿìîé BD.

á) Íàéäèòå ðàññòîÿíèå îò ïðÿìîé BD äî ïðÿìîé AC.

40.13. Â ïðÿìîóãîëüíîì ïàðàëëåëåïèïåäå ABCDA1B1C1D1 AB = 5, AD =√
33, ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðÿìûìè D1B1 è AC ðàâíî

√
3. Ïëîñêîñòü α ïðîõîäèò

÷åðåç ñåðåäèíó ðåáðà DC ïåðïåíäèêóëÿðíî DB1.

à) Äîêàçàòü, ÷òî óãîë ìåæäó ïëîñêîñòüþ α è ïëîñêîñòüþ ADD1 ðàâåí óãëó
ìåæäó ïðÿìûìè AB è DB1.

á) Íàéäèòå òàíãåíñ óãëà ìåæäó ïëîñêîñòÿìè α è ADD1.

40.14. Ðàäèóñ îñíîâàíèÿ êîíóñà ñ âåðøèíîé S è öåíòðîì îñíîâàíèÿ O ðàâåí
5, à åãî âûñîòà ðàâíà

√
51. Òî÷êà M � ñåðåäèíà îáðàçóþùåé SA êîíóñà, à

òî÷êè N è B ëåæàò íà îñíîâàíèè êîíóñà, ïðè÷¼ì ïðÿìàÿ MN ïàðàëëåëüíà
îáðàçóþùåé êîíóñà SB.

à) Äîêàæèòå, ÷òî ∠ANO � ïðÿìîé.

á) Íàéäèòå óãîë ìåæäó ïðÿìîé BM è ïëîñêîñòüþ îñíîâàíèÿ êîíóñà, åñëè
AB = 8.

40.15. Â ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ïèðàìèäå SABC ñòîðîíà îñíîâàíèÿ AB =
6, à áîêîâîå ðåáðî SA = 5. Íà ð¼áðàõ AB è SC îòìå÷åíû òî÷êè K è M
ñîîòâåòñòâåííî, ïðè÷¼ì AK : KB = SM : MC = 5 : 1. Ïëîñêîñòü α ñîäåðæèò
ïðÿìóþ KM è ïàðàëëåëüíà ïðÿìîé SA.

à) Äîêàæèòå, ÷òî ñå÷åíèå ïèðàìèäû SABC ïëîñêîñòüþ α � ïðÿìîóãîëüíèê.

á) Íàéäèòå îáú¼ì ïèðàìèäû, âåðøèíîé êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ òî÷êà A, à îñíîâà-
íèåì � ñå÷åíèå ïèðàìèäû SABC ïëîñêîñòüþ α.
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Óðîê �41. Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ.

×àñòü 2.

Óðàâíåíèÿ, ñîäåðæàùèå îáðàòíûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå

ôóíêöèè

Îñíîâíûå ñâîéñòâà:

à) Ôóíêöèÿ y = arcsinx îïðåäåëåíà è ìîíîòîííî âîçðàñòàåò íà îòðåçêå [−1; 1];
arcsin(−x) = − arcsinx; E(arcsin) =

[
−π2 ; π2

]
.

á) Ôóíêöèÿ y = arccosx îïðåäåëåíà è ìîíîòîííî óáûâàåò íà îòðåçêå [−1; 1];
arccos(−x) = π − arccosx; E(arccos) = [0;π].

â) Ôóíêöèÿ y = arctg îïðåäåëåíà è ìîíîòîííî âîçðàñòàåò íà R;

arctg(−x) = − arctg x; E(arctg) =
(
−π

2
,
π

2

)
.

ã) Ôóíêöèÿ y = arcctg îïðåäåëåíà è ìîíîòîííî óáûâàåò íà R;
arcctg(−x) = π − arcctg x; E(arcctg) = (0, π).

ä) arcsinx+ arccosx =
π

2
; arctg x+ arcctg x =

π

2
.

Óðàâíåíèÿ, ëåâàÿ è ïðàâàÿ ÷àñòè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ îäíîèì¼ííûìè
îáðàòíûìè òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè

arcsin f(x) = arcsin g(x)⇔
{
f(x) = g(x),
|f(x)| 6 1,

⇔
{
f(x) = g(x),
|g(x)| 6 1,

arccos f(x) = arccos g(x)⇔
{
f(x) = g(x),
|f(x)| 6 1,

⇔
{
f(x) = g(x),
|g(x)| 6 1,

arctg f(x) = arctg g(x) ⇔ f(x) = g(x).

arcctg f(x) = arcctg g(x) ⇔ f(x) = g(x).

Óðàâíåíèÿ, ëåâàÿ è ïðàâàÿ ÷àñòè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ðàçíîèì¼ííûìè
îáðàòíûìè òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè

arcsin f(x) = arccos g(x) ⇒ f2(x) + g2(x) = 1.

arctg f(x) = arcctg g(x) ⇒ f(x)g(x) = 1.

arcsin f(x) = arcctg g(x) ⇒ f2(x) =
1

g2(x) + 1
.
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arctg f(x) = arccos g(x) ⇒ 1

f2(x) + 1
= g2(x).

arccos f(x) = arcctg g(x) ⇒ f2(x) =
g2(x)

g2(x) + 1
.

arcsin f(x) = arctg g(x) ⇒ f2(x) =
g2(x)

g2(x) + 1
.

Óêàçàíèå. Êîðíåì êàæäîãî èç ïåðâûõ ÷åòûð¼õ óðàâíåíèé ìîæåò áûòü òîëü-
êî òàêîå ÷èñëî x0, äëÿ êîòîðîãî f(x0) > 0 è g(x0) > 0. Èíà÷å ìíîæåñòâî
çíà÷åíèé ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé íå ïåðåñåêàþòñÿ.

41.1. Ðåøèòü óðàâíåíèå: arctg(2 sinx) = arcctg(cosx).

Çàìåíà ïåðåìåííîé

Ïîìíèòü î åñòåñòâåííûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ââîäèìóþ ïåðåìåííóþ, ñâÿçàííûõ
ñ îãðàíè÷åííîñòüþ îáðàòíûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé.

41.2. Ðåøèòü óðàâíåíèå: arcsinx · arccosx =
π2

18
.

Çàäàíèÿ

41.3. à) Ðåøèòå óðàâíåíèå: cos 2x− 2 sin 2x = 2.

á) Íàéäèòå âñå êîðíè ýòîãî óðàâíåíèÿ, ïðèíàäëåæàùèå îòðåçêó

[
3π

2
; 2π

]
.

41.4. à) Ðåøèòå óðàâíåíèå: |cosx| = −
√

3 sinx.

á) Íàéäèòå âñå êîðíè ýòîãî óðàâíåíèÿ, ïðèíàäëåæàùèå îòðåçêó

[
2π;

7π

2

]
.

41.5. Ðåøèòå óðàâíåíèå: sin

(
3πx

2
− π

3

)
= cos

(π
6
− πx

)
.

41.6. Ðåøèòå óðàâíåíèå: sin
x

3
=
(√

25− x2
)2

+ x2 − 25.

41.7. Ðåøèòå óðàâíåíèå: sin 3x+ sin 4x+ sin 5x = 0.

41.8 (ÎÌÌÎ 2008 �8). Íàéäèòå ñóììó âñåõ êîðíåé óðàâíåíèÿ:

2 cos 3x+ 8| sinx| − 7 = 0,

ïðèíàäëåæàùèõ îòðåçêó

[
−2π

3
;

3π

4

]
.
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41.9. Ðåøèòå óðàâíåíèå:
(2y + 9π)(4y − 9π)(13y − 9π)

√
cos y

= 0.

41.10. Ðåøèòå óðàâíåíèå:
(
2 cos2 x+

√
3 cosx

)
· log3 (tg x) = 0.

41.11. a) Ðåøèòå óðàâíåíèå: 3 · 16sin x cos x = 2 · 9sin 2x.

á) Íàéäèòå âñå êîðíè ýòîãî óðàâíåíèÿ, ïðèíàäëåæàùèå îòðåçêó

[
π

4
;

3π

2

]
.

41.12. à) Ðåøèòå óðàâíåíèå: log− cos x(1− 0,5 sinx) = 2.

á) Íàéäèòå âñå êîðíè ýòîãî óðàâíåíèÿ, ïðèíàäëåæàùèå îòðåçêó [14π; 16π] .

41.13. à) Ðåøèòå óðàâíåíèå: sin 2x = 1 +
√

2 cosx+ cos 2x.

á) Íàéäèòå âñå êîðíè ýòîãî óðàâíåíèÿ, ïðèíàäëåæàùèå îòðåçêó [0;π].

41.14. à) Ðåøèòå óðàâíåíèå: sin
(π

3
− 2x

)
= −2 cos2

( π
12

+ x
)
− 1.

á) Íàéäèòå âñå êîðíè ýòîãî óðàâíåíèÿ, ïðèíàäëåæàùèå îòðåçêó

[
π

2
;

7π

2

]
.

41.15. Ðåøèòå óðàâíåíèå:
√

2 sin 2x · sin
(
x− π

4

)
= 2 sin

π

4
.

41.16. Äàíî óðàâíåíèå sin 2x+
√

3(cosx− sinx) = 1,5.
à) Ðåøèòå óðàâíåíèå.

á) Óêàæèòå êîðíè ýòîãî óðàâíåíèÿ, ïðèíàäëåæàùèå ïðîìåæóòêó

[
−7π

2
;−2π

]
.

41.17. à) Ðåøèòå óðàâíåíèå

√
2 sin2 x

2
· (1− cosx) = − sin(−x)− 5 cosx.

á) Óêàæèòå êîðíè ýòîãî óðàâíåíèÿ, ïðèíàäëåæàùèå îòðåçêó
[
−π

3
; 2π
]
.
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Óðîê �42. Ëîãàðèôìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ è íåðà-

âåíñòâà. ×àñòü 2.

Çàäàíèÿ

42.1. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî:
log4(2x − 1)

x− 1
6 1.

42.2. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî: logx2

(
4x− 5

|x− 2|

)
>

1

2
.

42.3. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî: 2 <
∣∣∣log 1

2
(3x+ 1)

∣∣∣ 6 3.

42.4. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî: log 1
2

(
51+lg x − 1

21+lg x

)
> −1 + lg x.

42.5. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî:
log3

√
28 · 3x − 3

x+ 1
> 1.

42.6. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî:
( x

10

)lg x−2

< 100.

42.7. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî: logx(log9(3x − 9)) < 1.

42.8. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî: log4(x+ 2) · logx 2 6 1.

Äîìàøíåå çàäàíèå

42.9. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî: log√2x2−7x+6

(x
3

)
> 0.

42.10. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî: log9x 27 6
1

log3 x
.

42.11. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî: log2+x

1

3
+ log2−x 3 6 0.

42.12. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî: log2(2x − 1) · log 1
2
(2x+1 − 2) > −2.

42.13. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî:
log9 x− log18 x

log18(2− x)− log36(2− x)
6 log36 9.

42.14. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî:

log7−x(2x+ 3) · log2x+3(3x2) 6 log7−x(3x+ 4) · log3x+4(10x+ 25).
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Óðîê �43. Óðàâíåíèÿ: îñíîâíûå ïîíÿòèÿ, ëèø-

íèå êîðíè, ïîòåðÿ êîðíåé, îáùèå ìåòîäû ðåøå-

íèÿ. Ñèñòåìû è ñîâîêóïíîñòè óðàâíåíèé.

Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ

Îïðåäåëåíèå. Äâà óðàâíåíèÿ ñ îäíîé ïåðåìåííîé f(x) = g(x) è p(x) = h(x)
íàçûâàþò ðàâíîñèëüíûìè, åñëè ìíîæåñòâà èõ êîðíåé ñîâïàäàþò (ò.å. åñëè
óðàâíåíèÿ èìåþò îäèíàêîâûå êîðíè èëè åñëè îáà óðàâíåíèÿ íå èìåþò êîðíåé).

Îïðåäåëåíèå. Åñëè êàæäûé êîðåíü óðàâíåíèÿ f(x) = g(x) ÿâëÿåòñÿ â òîæå
âðåìÿ êîðíåì óðàâíåíèÿ p(x) = h(x), òî óðàâíåíèå p(x) = h(x) íàçûâàþò
ñëåäñòâèåì óðàâíåíèÿ f(x) = g(x). Íàïðèìåð, óðàâíåíèå (x − 2)2 = 9 �
ñëåäñòâèå óðàâíåíèÿ x− 2 = 3.

Äâà óðàâíåíèÿ ðàâíîñèëüíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êàæäîå èç íèõ
ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì äðóãîãî.

Îïðåäåëåíèå. Îáëàñòüþ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé (ÎÄÇ) óðàâíåíèÿ f(x) = g(x)
íàçûâàþò ìíîæåñòâî òåõ çíà÷åíèé ïåðåìåííîé x, ïðè êîòîðûõ îäíîâðåìåííî
èìåþò ñìûñë âûðàæåíèÿ f(x) è g(x).

Òåîðåìà 1. Åñëè êàêîé-ëèáî ÷ëåí óðàâíåíèÿ ïåðåíåñòè èç îäíîé ÷àñòè óðàâ-
íåíèÿ â äðóãóþ ñ ïðîòèâîïîëîæíûì çíàêîì, òî ïîëó÷èòñÿ óðàâíåíèå, ðàâíî-
ñèëüíîå äàííîìó.

Òåîðåìà 2. Åñëè îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ f(x) = g(x) óìíîæèòü íà îäíî è òî æå
âûðàæåíèå h(x), êîòîðîå:
à) èìååò ñìûñë âñþäó â ÎÄÇ óðàâíåíèÿ f(x) = g(x);
á) íèãäå â ýòîé îáëàñòè íå îáðàùàåòñÿ â 0,
òî ïîëó÷èòñÿ óðàâíåíèå f(x)h(x) = g(x)h(x), ðàâíîñèëüíîå äàííîìó.

Òåîðåìà 3. Åñëè îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ âîçâåñòè â îäíó è òó æå íå÷¼òíóþ
ñòåïåíü, òî ïîëó÷èòñÿ óðàâíåíèå, ðàâíîñèëüíîå äàííîìó.

Òåîðåìà 4. Åñëè îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ f(x) = g(x) íåîòðèöàòåëüíû â ÎÄÇ
óðàâíåíèÿ, òî ïîñëå âîçâåäåíèÿ îáåèõ åãî ÷àñòåé â îäíó è òó æå ÷¼òíóþ ñòå-
ïåíü 2n ïîëó÷èòñÿ óðàâíåíèå f2n(x) = g2n(x), ðàâíîñèëüíîå äàííîìó.
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Îñíîâíûå ïðè÷èíû ïîÿâëåíèÿ ëèøíèõ êîðíåé

1. Ïðîèçîøëî ðàñøèðåíèå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ óðàâíåíèÿ (íàïðèìåð, ïðè
îñâîáîæäåíèè îò çíàêîâ ëîãàðèôìîâ).

2. Îñóùåñòâëÿëîñü âîçâåäåíèå îáåèõ ÷àñòåé óðàâíåíèÿ â îäíó è òó æå ÷¼ò-
íóþ ñòåïåíü.

3. Âûïîëíÿëîñü óìíîæåíèå ÷àñòåé óðàâíåíèÿ íà îäíî è òî æå âûðàæåíèå
ñ ïåðåìåííîé (ðàçóìååòñÿ, èìåþùåå ñìûñë âî âñåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ
óðàâíåíèÿ).

Îñíîâíûå ïðè÷èíû ïîòåðè êîðíåé

1. Äåëåíèå îáåèõ ÷àñòåé óðàâíåíèÿ íà îäíî è òî æå âûðàæåíèå h(x) (êðîìå
òåõ ñëó÷àåâ, êîãäà òî÷íî èçâåñòíî, ÷òî âñþäó â ÎÄÇ óðàâíåíèÿ âûïîë-
íÿåòñÿ óñëîâèå h(x) 6= 0).

2. Ñóæåíèå ÎÄÇ â ïðîöåññå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (íàïðèìåð, ïðè íåâåðíîì
ïåðåõîäå îò ëîãàðèôìà ïðîèçâåäåíèÿ ê ñóììå ëîãàðèôìîâ).

Îáùèå ìåòîäû ðåøåíèÿ óðàâíåíèé

1 Ìåòîä ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè
Óðàâíåíèå f(x)g(x)h(x) = 0 çàìåíÿåòñÿ ñîâîêóïíîñòüþ óðàâíåíèé
f(x) = 0; g(x) = 0; h(x) = 0. Ðåøèâ óðàâíåíèÿ ýòîé ñîâîêóïíîñòè, íóæíî
âçÿòü òå èõ êîðíè, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò ÎÄÇ èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ, à îñòàëü-
íûå îòáðîñèòü êàê ïîñòîðîííèå.

2 Ìåòîä ââåäåíèÿ íîâîé ïåðåìåííîé
Ââîäèì íîâóþ ïåðåìåííóþ u = g(x), ðåøàåì ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå p(u) = 0
îòíîñèòåëüíî u. À çàòåì ðåøàåì ñîâîêóïíîñòü óðàâíåíèé g(x) = u1, g(x) =
u2, . . . , g(x) = un, ãäå u1, u2, . . . , un � êîðíè óðàâíåíèÿ p(u) = 0.
Èíîãäà óäîáíî ââåñòè äâå ïåðåìåííûå.

3 Çàìåíà óðàâíåíèÿ h(f(x)) = h(g(x)) óðàâíåíèåì f(x) = g(x)
Ýòîò ìåòîä ìîæíî ïðèìåíÿòü òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà y = h(x) � ìîíî-
òîííàÿ ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ êàæäîå ñâî¼ çíà÷åíèå ïðèíèìàåò ïî îäíîìó ðàçó.
Íàïðèìåð, y = x7 � âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ, ïîýòîìó îò óðàâíåíèÿ (2x+2)7 =
(5x− 9)7 ìîæíî ïåðåéòè ê óðàâíåíèþ 2x+ 2 = 5x− 9.
Ïîêàçàòåëüíîå óðàâíåíèå af(x) = ag(x) (ãäå a > 0, a 6= 1) ðàâíîñèëüíî óðàâíå-
íèþ f(x) = g(x).
Åñëè f(x) > 0 è g(x) > 0, òî ëîãàðèôìè÷åñêîå óðàâíåíèå loga f(x) = loga g(x),
ãäå a > 0, a 6= 1, ðàâíîñèëüíî óðàâíåíèþ f(x) = g(x).
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4 Ïðèìåíåíèå ñâîéñòâ ôóíêöèé

à) Åñëè ôóíêöèÿ y = f(x) ìîíîòîííà, òî óðàâíåíèå f(x) = c (c = const) èìååò
íå áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ.
Åñëè ôóíêöèÿ y = f(x) ìîíîòîííî âîçðàñòàåò, à ôóíêöèÿ y = g(x) ìîíîòîííî
óáûâàåò, òî óðàâíåíèå f(x) = g(x) èìååò íå áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ.
á) Åñëè min

x∈X
f(x) = c = max

x∈X
g(x) , òî íà ìíîæåñòâå X óðàâíåíèå f(x) = g(x)

ðàâíîñèëüíî ñèñòåìå: {
f(x) = c,
g(x) = c.

â) Ó÷¼ò îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé èíîãäà ñóùåñòâåííî óïðîùàåò ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ.

Åñëè â óðàâíåíèè èëè íåðàâåíñòâå ïðèñóòñòâóþò êîðíè ÷¼òíûõ ñòåïåíåé, äðî-
áè, ëîãàðèôìû, îáðàòíûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè arccosx, arcsinx � òî
â ðåøåíèè íóæíî ó÷èòûâàòü îáëàñòü äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé.

Îïðåäåëåíèå. Åñëè ïîñòàâëåíà çàäà÷à � íàéòè òàêèå ïàðû çíà÷åíèé (x; y),
êîòîðûå îäíîâðåìåííî óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ p(x, y) = 0 è óðàâíåíèþ
q(x, y) = 0, òî ãîâîðÿò, ÷òî äàííûå óðàâíåíèÿ îáðàçóþò ñèñòåìó óðàâíå-
íèé: {

p(x, y) = 0,
q(x, y) = 0.

Ïàðó çíà÷åíèé (x; y), êîòîðàÿ îäíîâðåìåííî ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì è ïåðâîãî,
è âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû, íàçûâàþò ðåøåíèåì ñèñòåìû óðàâíåíèé. Ðå-
øèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé � ýòî çíà÷èò íàéòè âñå åå ðåøåíèÿ èëè óñòàíî-
âèòü, ÷òî ðåøåíèé íåò.

Îïðåäåëåíèå.Äâå ñèñòåìû óðàâíåíèé íàçûâàþò ðàâíîñèëüíûìè, åñëè îíè
èìåþò îäíè è òå æå ðåøåíèÿ èëè åñëè îáå ñèñòåìû íå èìåþò ðåøåíèé.

Ìåòîä ïîäñòàíîâêè, ìåòîä àëãåáðàè÷åñêîãî ñëîæåíèÿ è ìåòîä ââåäåíèÿ íîâûõ
ïåðåìåííûõ àáñîëþòíî êîððåêòíû ñ òî÷êè çðåíèÿ ðàâíîñèëüíîñòè.

Ñðåäè ñèñòåì íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé ìîæíî âûäåëèòü ñèñòåìû ñèììåòðè÷å-
ñêèõ óðàâíåíèé. Ê íèì îòíîñÿò ñèñòåìû âèäà{

f(x, y) = 0,
g(x, y) = 0,

ãäå f(x, y) = f(y, x); g(x, y) = g(y, x) (òàêèå ìíîãî÷ëåíû íàçûâàþò ñèììåòðè-
÷åñêèìè).

236



Ìíîãî÷ëåíû u = x+y è v = xy � ýëåìåíòàðíûå ñèììåòðè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû.
Ðåøåíèå ñèñòåì ñèììåòðè÷åñêèõ óðàâíåíèé îñíîâàíî íà òîì, ÷òî ëþáîé ñèì-
ìåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå. Íàïðèìåð,
x2 + y2 = (x+ y)2 − 2xy = u2 − 2v; x3 + y3 = (x+ y)3 − 3xy(x+ y) = u3 − 3uv.

Îáñóæäåíèå òåìû

Êàêèå âèäû óðàâíåíèé è ñèñòåì óðàâíåíèé ìîãóò âñòðåòèòüñÿ â íîìåðå 13
ÅÃÝ? Îáñóäèòü îñíîâíûå îøèáêè â ðåøåíèè è îôîðìëåíèè.

Çàäàíèÿ

43.1. Ðåøèòü óðàâíåíèå: 2− 3
√
x+ 6 =

√
2− x+ 6

√
3x− 6.

43.2. Ðåøèòü óðàâíåíèå:
√
x5 + 3x4 + 4x3 + x2 + 7x = 0.

43.3. Ðåøèòü óðàâíåíèå:
√
−x5 + x2 + 1 = x+ 1.

43.4. Ðåøèòü óðàâíåíèå:
√
x2 − 5x+ 6 +

√
9− x2 + 1 =

√
x− 2.

43.5. Ðåøèòü óðàâíåíèå: 4 arcsin(2x− 1) + (x− 1)
7
9 = 2π.

43.6. Ðåøèòü óðàâíåíèå: 3(6x2 − 13x+ 6)2 − 10(6x2 − 13x) = 53.

43.7. Ðåøèòü óðàâíåíèå: (x− 3)
√
x2 − 5x+ 4 = 2x− 6.

43.8. Ðåøèòü óðàâíåíèå:

√
3− x
x− 1

+ 3

√
x− 1

3− x
= 4.

43.9. Ðåøèòü óðàâíåíèå: sin 3x+ sin 4x+ sin 5x = 0.

43.10. Ðåøèòü óðàâíåíèå:

1

(x2 − 2x)2 + 1
+

2

(x− 2)2 + 2
+

3

(x2 − 3x+ 2)2 + 3
= 3.

43.11. Íàéäèòå êîðíè óðàâíåíèÿ f(x) = 2, åñëè x 6= 0, 3f(x) + f

(
1

x

)
= 8x.

43.12. Ðåøèòå óðàâíåíèå: 4x + 5x = 9x.

43.13. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé:{
xy + x+ y = 11,

x2y + xy2 = 30.
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43.14. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé:{
x2 − 3xy + 2y2 = 0,

x2 + y2 = 20.

43.15. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé:{
3 · 3tg y + 2 = 3− tg y,√
x− 2 + 6 cos y = 0.

43.16. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé:{
x2 = 8 sin y + 1,
x+ 1 = 2 sin y.

43.17. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé:{ √
cos y

√
6x− x2 − 8 = 0,√

sinx
√

2− y − y2 = 0.

43.18. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé:{
cos(x+ y) = −1

2
,

sinx+ sin y =
√

3

43.19. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé: sinx+ sin y = 1,

|x− y| = 2π

3
.

43.20. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé:{
cosx = y + 1,

sinx =
√

3y2 + 2y.

43.21. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé:{
8 log9(xy) = log9 x

8,
5x+ 2y + 22 = 0.
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Äîìàøíåå çàäàíèå

43.22. Ðåøèòü óðàâíåíèå: log3(x2 − 12) + 0,5 log 1
3
x2 = 0.

43.23. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé:{
x2 + y2 = z,

x+ y + z = −0,5.

43.24. Ðåøèòå óðàâíåíèå: (2x2 − x− 30)2 = x4.

43.25. à) Ðåøèòå óðàâíåíèå: log7(2 cos2 x+ 3 cosx− 1) = 0.

á) Íàéäèòå âñå êîðíè ýòîãî óðàâíåíèÿ, ïðèíàäëåæàùèå îòðåçêó

[
−7π

2
;−2π

]
.

43.26. à) Ðåøèòå óðàâíåíèå: 1− 4 cos2(x− 5π

12
) =
√

3 cos 2x.

á) Íàéäèòå âñå êîðíè ýòîãî óðàâíåíèÿ, ïðèíàäëåæàùèå îòðåçêó

[
−9π

2
;−3π

]
.
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Óðîê �44. Íåðàâåíñòâà: îñíîâíûå ñâîéñòâà è ìå-

òîäû ðåøåíèé.

Îñíîâíûå ñâîéñòâà

Ñâîéñòâà ÷èñëîâûõ íåðàâåíñòâ

åñëè a > b, b > c, òî a > c

åñëè a > b, òî a+ c > b+ c

åñëè a > b, m > 0, òî am > bm

åñëè a > b, m < 0, òî am < bm

åñëè a > b, òî − a < −b

åñëè a > b, c > d, òî a+ c > b+ d

åñëè a > b > 0, n ∈ N, òî an > bn

åñëè a > b > 0, òî
1

a
<

1

b

a2n > b2n ⇔ |a| > |b|

åñëè a > b è n � íå÷¼òíîå ÷èñëî, òî an > bn

Îïðåäåëåíèå. Äâà íåðàâåíñòâà ñ îäíîé ïåðåìåííîé f(x) > g(x) è p(x) >
h(x) íàçûâàþò ðàâíîñèëüíûìè, åñëè èõ ðåøåíèÿ (ò.å. ìíîæåñòâà ÷àñòíûõ
ðåøåíèé) ñîâïàäàþò.

Îïðåäåëåíèå. Åñëè ðåøåíèå íåðàâåíñòâà f(x) > g(x) ñîäåðæèòñÿ â íåðàâåí-
ñòâå p(x) > h(x), òî íåðàâåíñòâî p(x) > h(x) íàçûâàþò ñëåäñòâèåì íåðà-
âåíñòâà f(x) > g(x).

Òåîðåìà 1. Åñëè êàêîé-ëèáî ÷ëåí íåðàâåíñòâà ïåðåíåñòè èç îäíîé ÷àñòè íåðà-
âåíñòâà â äðóãóþ ñ ïðîòèâîïîëîæíûì çíàêîì, îñòàâèâ çíàê íåðàâåíñòâà áåç
èçìåíåíèÿ, òî ïîëó÷èòñÿ íåðàâåíñòâî, ðàâíîñèëüíîå äàííîìó.

Òåîðåìà 2. a) Åñëè îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâà f(x) > g(x) óìíîæèòü íà îäíî
è òî æå âûðàæåíèå h(x), ïîëîæèòåëüíîå ïðè âñåõ x èç îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ
íåðàâåíñòâà f(x) > g(x), îñòàâèâ ïðè ýòîì çíàê íåðàâåíñòâà áåç èçìåíåíèÿ,
òî ïîëó÷èòñÿ íåðàâåíñòâî f(x)h(x) > g(x)h(x), ðàâíîñèëüíîå äàííîìó.
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á) Åñëè îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâà f(x) > g(x) óìíîæèòü íà îäíî è òî æå âûðà-
æåíèå h(x), îòðèöàòåëüíîå ïðè âñåõ x èç îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ íåðàâåíñòâà
f(x) > g(x), èçìåíèâ ïðè ýòîì çíàê íåðàâåíñòâà íà ïðîòèâîïîëîæíûé, òî
ïîëó÷èòñÿ íåðàâåíñòâî f(x)h(x) < g(x)h(x), ðàâíîñèëüíîå äàííîìó.

Òåîðåìà 3. Åñëè îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâà âîçâåñòè â îäíó è òó æå íå÷¼òíóþ
ñòåïåíü, îñòàâèâ çíàê íåðàâåíñòâà áåç èçìåíåíèÿ, òî ïîëó÷èòñÿ íåðàâåíñòâî,
ðàâíîñèëüíîå äàííîìó.

Òåîðåìà 4. Åñëè îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâà f(x) > g(x) íåîòðèöàòåëüíû â îá-
ëàñòè åãî îïðåäåëåíèÿ, òî ïîñëå âîçâåäåíèÿ îáåèõ åãî ÷àñòåé â îäíó è òó æå
÷¼òíóþ ñòåïåíü 2n ïîëó÷èòñÿ íåðàâåíñòâî òîãî æå ñìûñëà f(x)2n > g(x)2n,
ðàâíîñèëüíîå äàííîìó.

Òåîðåìà 5. Ïîêàçàòåëüíîå íåðàâåíñòâî af(x) > ag(x) (ãäå a > 0, a 6= 1) ðàâíî-
ñèëüíî:
à) íåðàâåíñòâó f(x) > g(x), åñëè a > 1;
á) íåðàâåíñòâó f(x) < g(x), åñëè 0 < a < 1.

Òåîðåìà 6. Åñëè f(x) > 0 è g(x) > 0, òî ëîãàðèôìè÷åñêîå íåðàâåíñòâî
loga f(x) > loga g(x), ãäå a > 0, a 6= 1, ðàâíîñèëüíî:
à) íåðàâåíñòâó f(x) > g(x) òîãî æå ñìûñëà, åñëè a > 1;
á) íåðàâåíñòâó f(x) < g(x) ïðîòèâîïîëîæíîãî ñìûñëà, åñëè 0 < a < 1.

Îïðåäåëåíèå. Ãîâîðÿò, ÷òî íåñêîëüêî íåðàâåíñòâ ñ îäíîé ïåðåìåííîé îá-
ðàçóþò ñèñòåìó íåðàâåíñòâ, åñëè ñòàâèòñÿ çàäà÷à íàéòè âñå îáùèå ðåøåíèÿ
çàäàííûõ íåðàâåíñòâ.
Çíà÷åíèå ïåðåìåííîé, ïðè êîòîðîì êàæäîå èç íåðàâåíñòâ ñèñòåìû îáðàùàåòñÿ
â âåðíîå ÷èñëîâîå íåðàâåíñòâî, íàçûâàþò ÷àñòíûì ðåøåíèåì ñèñòåìû íåðà-
âåíñòâ.
Ìíîæåñòâî âñåõ ÷àñòíûõ ðåøåíèé ñèñòåìû íåðàâåíñòâ � îáùåå ðåøåíèå ñè-
ñòåìû íåðàâåíñòâ.
Ðåøèòü ñèñòåìó íåðàâåíñòâ � çíà÷èò íàéòè âñå åå ÷àñòíûå ðåøåíèÿ.
Ðåøåíèå ñèñòåìû íåðàâåíñòâ � ïåðåñå÷åíèå ðåøåíèé íåðàâåíñòâ, îáðàçó-
þùèõ ñèñòåìó.

Îïðåäåëåíèå. Ãîâîðÿò, ÷òî íåñêîëüêî íåðàâåíñòâ ñ îäíîé ïåðåìåííîé îáðà-
çóþò ñîâîêóïíîñòü íåðàâåíñòâ, åñëè ñòàâèòñÿ çàäà÷à íàéòè âñå òàêèå çíà-
÷åíèÿ ïåðåìåííîé, êàæäîå èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì õîòÿ áû îäíîãî èç
çàäàííûõ íåðàâåíñòâ.
Êàæäîå òàêîå çíà÷åíèå ïåðåìåííîé íàçûâàþò ÷àñòíûì ðåøåíèåì ñîâîêóïíî-
ñòè íåðàâåíñòâ.
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Ìíîæåñòâî âñåõ ÷àñòíûõ ðåøåíèé ñîâîêóïíîñòè íåðàâåíñòâ � ðåøåíèå ñîâî-
êóïíîñòè íåðàâåíñòâ.
Ðåøåíèå ñîâîêóïíîñòè íåðàâåíñòâ � îáúåäèíåíèå ðåøåíèé íåðàâåíñòâ,
îáðàçóþùèõ ñèñòåìó.

Íåðàâåíñòâà, îáðàçóþùèå ñèñòåìó, îáúåäèíÿþòñÿ ôèãóðíîé ñêîáêîé, à íåðà-
âåíñòâà, îáðàçóþùèå ñîâîêóïíîñòü � êâàäðàòíîé ñêîáêîé (èëè â ñòðî÷êó ÷å-
ðåç òî÷êó ñ çàïÿòîé).

Îñíîâíûå ìåòîäû ðåøåíèÿ íåðàâåíñòâ

1 Ìåòîä èíòåðâàëîâ

Ïóñòü F (x) = f1(x)f2(x) . . . fk(x)
∨

0.
à) Íàéä¼ì ÎÄÇ ôóíêöèè F (x) : D(F ) = D(f1) ∩D(f2) ∩ . . . ∩D(fk).
á) Íàéä¼ì íóëè ôóíêöèè F (x) : N(F ) = N(f1) ∪N(f2) ∪ . . . ∪N(fk).
â) Íà ÷èñëîâóþ ïðÿìóþ íàíåñ¼ì îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ è íóëè ôóíêöèè.
Íóëè ôóíêöèè ðàçáèâàþò åå îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ íà ïðîìåæóòêè çíàêîïîñòî-
ÿíñòâà F (x) : O(F ) = D(F )\N(F ) = O1 ∪O2 ∪ . . . ∪Om.
ã) Îïðåäåëèì çíàê ôóíêöèè F (x) íà êàæäîì ïðîìåæóòêå O1, O2, . . . , Om, âû-
÷èñëèâ çíà÷åíèå ôóíêöèè â êàêîé-ëèáî îäíîé òî÷êå èç êàæäîãî ïðîìåæóòêà.
ä) Âûáåðåì íóæíûå èíòåðâàëû â ñîîòâåòñòâèè ñî çíàêîì ðåøàåìîãî íåðàâåí-
ñòâà.

44.1. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî:
(x+ 3)2(|x− 4|+ 5x− 8)

5x− 3|x+ 2|+ 2
6 0.

44.2. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî: log2
2 x−

10

x logx 2
+

16

x2
6 0.

2 Ìåòîä ââåäåíèÿ îäíîé èëè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ

44.3. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî:
4 lg(2x− 1)− 1

lg (2x− 1)− 1
6 1.

44.4. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî: (4x − 9 · 2x)2 + 4x+1 < 9 · 2x+2 + 140.

3 Ïåðåáîð ñëó÷àåâ. Íàïðèìåð, êîãäà ÎÄÇ ñîñòîèò èç íåñêîëüêèõ èíòåð-
âàëîâ, èëè ïðè ðåøåíèè ìîäóëüíûõ íåðàâåíñòâ.
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44.5. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî: |x+ 2| − |x+ 5| < 1− x− 2|3x+ 1|.

44.6. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî: −3 logx−1

1

3
+ log 1

3
(x− 1) > 2

∣∣∣log 1
3
(x− 1)

∣∣∣ .
4 Èñïîëüçîâàíèå ñâîéñòâ ôóíêöèè (îãðàíè÷åííîñòü, ìîíîòîííîñòü, îá-
ëàñòü îïðåäåëåíèÿ).

44.7. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî: 7x7 + 5x5 + 3x3 + x+ 16 < 0.

44.8. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî: 3
√
x3 − 19 > log2(7− 2x) + 2.

44.9. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî:
4

x
<
√
x+ 2.

44.10. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî: 104x−5 + lg(4x− 3) 6 102x+3 + lg(2x+ 5).

44.11. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî: sin9 x+ cos11 x > 1.

5 Ìåòîä ðàöèîíàëèçàöèè çàêëþ÷àåòñÿ â çàìåíå ñëîæíîãî âûðàæåíèÿ
F (x) íà áîëåå ïðîñòîå âûðàæåíèå G(x), ïðè êîòîðîé íåðàâåíñòâî G(x)

∨
0

ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó F (x)
∨

0 â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ âûðàæåíèÿ F (x).
f, g, h � âûðàæåíèÿ ñ ïåðåìåííîé x (h > 0, h 6= 1) èëè ÷èñëà.

� Âûðàæåíèå F Âûðàæåíèå G

1 logh f − logh g (f > 0, g > 0) (h− 1)(f − g)

2 hf − hg (h− 1)(f − g)

3 fh − gh (f > 0, g > 0, h ∈ R) (f − g)h

4 |f | − |g| (f − g)(f + g)

5
√
f −√g (f > 0, g > 0) f − g

44.12. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî:

(
√
x− 2)(5x − 25)(|x| − 1)(logx 3− 2)(logx 3 + 1)(3x − 7x) 6 0.

44.13. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî: log12x2−41x+35(3− x) > log2x2−5x+3(3− x).
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6 Ìåòîä ðàñùåïëåíèÿ íåðàâåíñòâ

f(x) · g(x) > 0 ⇔


{
f(x) > 0,
g(x) > 0,{
f(x) 6 0,
g(x) 6 0.

f(x)

g(x)
> 0 ⇔


{
f(x) > 0,
g(x) > 0,{
f(x) 6 0,
g(x) < 0.

f(x) · g(x) 6 0 ⇔


{
f(x) > 0,
g(x) 6 0,{
f(x) 6 0,
g(x) > 0.

f(x)

g(x)
6 0 ⇔


{
f(x) > 0,
g(x) < 0,{
f(x) 6 0,
g(x) > 0.

Åñëè â íåðàâåíñòâå ïðèñóòñòâóþò êîðíè ÷¼òíîé ñòåïåíè, äðîáè, ëîãàðèôìû,
îáðàòíûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè arcsinx è arccosx, òî íåîáõîäèìî ó÷è-
òûâàòü ÎÄÇ.

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ íà ÅÃÝ ñòàëè ñòðîæå îòíîñèòüñÿ ê íåâåðíîìó èñïîëüçîâà-
íèþ àáèòóðèåíòàìè òåðìèíà ÎÄÇ.

Íåîáõîäèìî âêëþ÷àòü â ÎÄÇ òå è òîëüêî òå óñëîâèÿ äëÿ ïåðåìåííîé, ïðè
êîòîðûõ îïðåäåëåíû ïðàâàÿ è ëåâàÿ ÷àñòè óðàâíåíèÿ (íåðàâåíñòâà), íå áîëüøå
è íå ìåíüøå.

Íàïðèìåð, åñëè â ÎÄÇ ê ñëåäóþùåìó íåðàâåíñòâó:√
5(log2(x+ 2)− 1)

log2(x+ 2) + 1
6 log2

(x
2

+ 1
)

ÎÄÇ:



x+ 2 > 0,
x

2
+ 1 > 0,

log2(x+ 2) + 1 6= 0,
5(log2(x+ 2)− 1)

log2(x+ 2) + 1
> 0.

çàáûòü íàïèñàòü óñëîâèå, ÷òî çíàìåíàòåëü íå ðàâåí 0, òî ÎÄÇ â èòîãå áóäåò
íå ïîëíûì, è ïðîâåðÿþùèå ìîãóò ïîñòàâèòü çà ðåøåíèå íåðàâåíñòâà 0 áàëëîâ.

Åñëè â ÎÄÇ âêëþ÷èòü óñëîâèå íåîòðèöàòåëüíîñòè ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà
(à ýòî óæå íå ÎÄÇ, à ÷àñòü ðåøåíèÿ), òî ÎÄÇ îïÿòü ïîëó÷èòñÿ íåâåðíûì.

Åñëè Âû íå óâåðåíû, ÷òî âêëþ÷èëè â ÎÄÇ âñå óñëîâèÿ è íå âêëþ÷èëè ëèøíèå,
òî ëó÷øå íå èñïîëüçóéòå ýòîò òåðìèí, à ïðè ðåøåíèè ïðîñòî ó÷èòûâàéòå óñëî-
âèÿ, ïðè êîòîðûõ ëåâàÿ è ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (íåðàâåíñòâà) îïðåäåëåíû
(èìåþò ñìûñë).
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Çàäàíèÿ

44.14. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî: log 4
3
(
√
x+ 3−

√
x) + log 4

9

(
2

3

)
> 0.

44.15. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî: x222x+9(x+2)2x+8x2 6 (x+2)22x+9x22x+8x+16.

44.16. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî:
2cos x − 1

3 · 2cos x − 1
6 21+cos x − 2.

44.17. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî:

√
log2(x2 − 3)−

√
log2(x+ 9)

log2(x2 − 6x+ 9)
> 0.

44.18. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî: log5 x 6
√

1− x4.

44.19. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî:
(|2x+ 1| − x− 2)(log 1

2
(x+ 4) + 1)

2x2+1 − 2|x|
> 0.

44.20. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî:
√
xlog2

√
x > 2.

44.21. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî: 7−|x−3| · log2(6x− x2 − 7) > 1.

Äîìàøíåå çàäàíèå

44.22. Ðåøèòå ñèñòåìó íåðàâåíñòâ:{
loglogx 2x(5x− 2) > 0,

15x − 9 · 5x − 3x + 9 6 0.

44.23. Ðåøèòå ñèñòåìó íåðàâåíñòâ:
x2 log16 x > log16 x

5 + x log2 x,

4x + 4−x >
10

3
.

44.24. Ðåøèòå ñèñòåìó íåðàâåíñòâ:
2x

2+|x| · 3−|x| 6 1,

|x− 1| 6 9x2

2
+ 2,5x.

44.25. Ðåøèòå ñèñòåìó íåðàâåíñòâ:
1− 2

|x|
6

23

x2
,

2− (x− 5)−1

2(x− 5)−1 − 1
6 −0,5.

245



44.26. Ðåøèòå ñèñòåìó íåðàâåíñòâ:
1

5x− 12
+

2x2 − 6x+ 1

x− 3
> 2x,

logx+1(2x+ 7) · logx+1

2x2 + 9x+ 7

(x+ 1)4
6 −2.

44.27. Ðåøèòå ñèñòåìó íåðàâåíñòâ:


x2 +

(
1−
√

10
)
x−
√

10 6 0,

3|x
2−2x−1| − 9

x
> 0.

44.28. Ðåøèòå ñèñòåìó íåðàâåíñòâ:{
|x+ 2| − x|x| 6 0,

(x2 − x− 6)
√

8− x 6 0.

44.29. Ðåøèòå ñèñòåìó íåðàâåíñòâ:
(x− 1)2 + 4(x+ 1)2

2
6

(3x+ 1)2

4
,

x3 + 37

(x+ 4)3
> 1 +

1

(x+ 4)2
.

44.30. Ðåøèòå ñèñòåìó íåðàâåíñòâ:
log3−x(x+ 1) · logx+5(4− x) > 0,∣∣∣∣23x− 2

3

∣∣∣∣x−1,2

+

∣∣∣∣23x− 2

3

∣∣∣∣1,2−x 6 2.

44.31. Ðåøèòå ñèñòåìó íåðàâåíñòâ:
(
x+ 5

4 + x
− 1

x2 + 9x+ 20

)√
−7x− x2 > 0,

x
√

8− 7x+ 14
√

8 > 57.

44.32. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî:
x3 − 18x2 + 89x− 132

(
√
x− 2)(5x − 25)(|x| − 1)

6 0.
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Óðîê �45. Äèôôåðåíöèðîâàíèå è èíòåãðèðîâà-

íèå. ×àñòü 1.

Äèôôåðåíöèðîâàíèå

Îïðåäåëåíèå ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè â òî÷êå x0:

f ′(x0) = lim
∆x→0

f(x0 + ∆x)− f(x0)

∆x
.

Ôèçè÷åñêèé ñìûñë ïðîèçâîäíîé: ïðîèçâîäíàÿ â òî÷êå x0 ðàâíà ìãíîâåí-
íîé ñêîðîñòè èçìåíåíèÿ ôóíêöèè â ýòîé òî÷êå. f ′(x0) = Vìãí.(x0).
x′(t) = v(t); v′(t) = a(t).

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ïðîèçâîäíîé: ïðîèçâîäíàÿ â òî÷êå x0 ðàâíà óã-
ëîâîìó êîýôôèöèåíòó êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè f(x) â ýòîé òî÷êå.
f ′(x0) = tgα, ãäå α � óãîë íàêëîíà êàñàòåëüíîé ê ïîëîæèòåëüíîìó íàïðàâ-
ëåíèþ îñè OX.

Óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé: y = f(x0) + f ′(x0)· (x− x0).

xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx

yyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyy
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x0

f ′(x0) = tgα > 0

xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx

yyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyy

x0

f ′(x0) = tgα = 0

xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx

yyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyy

α

x0

f ′(x0) = tgα < 0

Äëÿ f ′(x0) < 0 óäîáíåå íàéòè òàíãåíñ ñìåæíîãî îñòðîãî óãëà, à çàòåì ïîäñòà-
âèòü ïåðåä íèì ìèíóñ.

Åñëè g(x) = kf(x) + b, òî g′(x0) = kf ′(x0).

×òî ìîæíî óâèäåòü ïî ãðàôèêó ôóíêöèè?

Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ D(f) : x ∈ (−∞;∞).
Ìíîæåñòâî çíà÷åíèé E(f) : y ∈ (−∞; f(c)).
Êîðíè ôóíêöèè: x1, x2, x3, x4.
Òî÷êè ýêñòðåìóìà: x = a;x = b;x = c,
îíè æå � òî÷êè, â êîòîðûõ ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà 0;
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îíè æå � òî÷êè, â êîòîðûõ êàñàòåëüíàÿ ïàðàëëåëüíà ãîðèçîíòàëüíîé ïðÿìîé
(íàïðèìåð îñè OX èëè y = 6).
x = a è x = c � òî÷êè ìàêñèìóìà; x = b � òî÷êà ìèíèìóìà.
Ðàçëè÷àòü òî÷êè ýêñòðåìóìà (ìàêñèìóìà, ìèíèìóìà) è ýêñòðåìóìû (ìàêñè-
ìóìû, ìèíèìóìû). Íàïðèìåð f(c) � ìàêñèìóì.
Ðàçëè÷àòü ñóììó è êîëè÷åñòâî òî÷åê ýêñòðåìóìà.
Ïðîìåæóòêè âîçðàñòàíèÿ: x ∈ (−∞; a] ∪ [b; c].
Ïðîìåæóòêè óáûâàíèÿ: x ∈ [a; b] ∪ [c;∞).

xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx

yyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyy

xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx

yyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyy

a b cx1

x2 x3

x4

f ′(x)

f(x)
f(c)

×òî ìîæíî óâèäåòü ïî ãðàôèêó ïðîèçâîäíîé îò ôóíêöèè?

Òî÷êè ýêñòðåìóìà (ìàêñèìóìà, ìèíèìóìà) ôóíêöèè ìîãóò íàõîäèòüñÿ â òî÷-
êàõ, â êîòîðûõ ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà íóëþ èëè íå îïðåäåëåíà.

Ïðîìåæóòêè âîçðàñòàíèÿ/óáûâàíèÿ ôóíêöèè � ïðîìåæóòêè, íà êîòîðûõ
çíàê ïðîèçâîäíîé íå ìåíÿåòñÿ.

Òî÷êè, â êîòîðûõ êàñàòåëüíàÿ ïàðàëëåëüíà íåêîòîðîé ïðÿìîé ñ óãëîâûì êî-
ýôôèöèåíòîì k � ýòî òî÷êè, â êîòîðûõ ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà k.

Åñëè òðåáóåòñÿ íàéòè àáñöèññû òî÷åê êàñàíèÿ, â êîòîðîé êàñàòåëüíàÿ ê ãðà-
ôèêó ôóíêöèè f(x) ïàðàëëåëüíà çàäàííîé ïðÿìîé y(x) = kx+ b, òî èç óðàâ-
íåíèÿ f ′(xi) = k íàõîäèì xi.
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Åñëè òðåáóåòñÿ íàéòè àáñöèññó òî÷êè êàñàíèÿ, â êîòîðîé êàñàòåëüíàÿ ê ãðà-
ôèêó ôóíêöèè f(x) ñîâïàäàåò ñ çàäàííîé ïðÿìîé y(x) = kx + b, òî èç óðàâ-
íåíèé f ′(xi) = k íàõîäèì xi. Èñêîìîå xi äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü ðàâåíñòâó
f(xi) = y(xi).

Îáñóæäåíèå òåìû

Âûâåñòè óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé èç óðàâíåíèÿ ïðÿìîé, çàäàííîé óãëîâûì êî-
ýôôèöèåíòîì, è ãåîìåòðè÷åñêîãî ñìûñëà ïðîèçâîäíîé.

Çàäàíèÿ

45.1. Íà ðèñóíêå èçîáðàæ¼í ãðàôèê ôóíêöèè y = f(x) è êàñàòåëüíàÿ ê ýòî-
ìó ãðàôèêó, ïðîâåä¼ííàÿ â òî÷êå x0. Óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ïîêàçàíî íà ðè-

ñóíêå. Íàéäèòå çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè y = −1

4
f(x) + 5 â òî÷êå x0.

x

y

0

y = f(x)

y = −2x− 15

x0

45.2. Íà ðèñóíêå èçîáðàæ¼í ãðàôèê ôóíêöèè y = f(x) è îòìå÷åíû òî÷êè −2,
−1, 1, 4. Â êàêîé èç ýòèõ òî÷åê çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé íàèìåíüøåå? Â îòâåòå
óêàæèòå ýòó òî÷êó.

x

y

−2

−1 1

4
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45.3. Ïðÿìàÿ y = −4x − 11 ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè y =
x3 + 7x2 + 7x− 6. Íàéäèòå àáñöèññó òî÷êè êàñàíèÿ.

45.4. Íà ðèñóíêå èçîáðàæ¼í ãðàôèê ôóíêöèè y = f(x), îïðåäåë¼ííîé íà
èíòåðâàëå (−2; 12). Íàéäèòå ñóììó òî÷åê ýêñòðåìóìà ôóíêöèè f(x).
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45.5. Íà ðèñóíêå èçîáðàæ¼í ãðàôèê y = f ′(x) � ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f(x),
îïðåäåë¼ííîé íà èíòåðâàëå (−8; 3). Â êàêîé òî÷êå îòðåçêà [−3; 2] ôóíêöèÿ
f(x) ïðèíèìàåò íàèáîëüøåå çíà÷åíèå?
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45.6. Íà ðèñóíêå èçîáðàæ¼í ãðàôèê y = f ′(x) � ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f(x),
îïðåäåë¼ííîé íà èíòåðâàëå (−18; 6). Íàéäèòå êîëè÷åñòâî òî÷åê ìèíèìóìà
ôóíêöèè f(x), ïðèíàäëåæàùèõ îòðåçêó [−13; 1].
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45.7. Ôóíêöèÿ y = f(x) îïðåäåëåíà íà èíòåðâàëå (−4; 4). Íà ðèñóíêå èçîáðà-
æ¼í ãðàôèê åå ïðîèçâîäíîé. Îïðåäåëèòå, ñêîëüêî ñóùåñòâóåò êàñàòåëüíûõ ê
ãðàôèêó ôóíêöèè f(x), êîòîðûå ïàðàëëåëüíû ïðÿìîé y = −2x+ 4 èëè ñîâïà-
äàþò ñ íåé.

xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx

yyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyy

44444444444444444444444444444444444444444444444444444444444444444−4−4−4−4−4−4−4−4−4−4−4−4−4−4−4−4−4−4−4−4−4−4−4−4−4−4−4−4−4−4−4−4−4−4−4−4−4−4−4−4−4−4−4−4−4−4−4−4−4−4−4−4−4−4−4−4−4−4−4−4−4−4−4−4−4 11111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111

11111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111

00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

y = f ′(x)y = f ′(x)y = f ′(x)y = f ′(x)y = f ′(x)y = f ′(x)y = f ′(x)y = f ′(x)y = f ′(x)y = f ′(x)y = f ′(x)y = f ′(x)y = f ′(x)y = f ′(x)y = f ′(x)y = f ′(x)y = f ′(x)y = f ′(x)y = f ′(x)y = f ′(x)y = f ′(x)y = f ′(x)y = f ′(x)y = f ′(x)y = f ′(x)y = f ′(x)y = f ′(x)y = f ′(x)y = f ′(x)y = f ′(x)y = f ′(x)y = f ′(x)y = f ′(x)y = f ′(x)y = f ′(x)y = f ′(x)y = f ′(x)y = f ′(x)y = f ′(x)y = f ′(x)y = f ′(x)y = f ′(x)y = f ′(x)y = f ′(x)y = f ′(x)y = f ′(x)y = f ′(x)y = f ′(x)y = f ′(x)y = f ′(x)y = f ′(x)y = f ′(x)y = f ′(x)y = f ′(x)y = f ′(x)y = f ′(x)y = f ′(x)y = f ′(x)y = f ′(x)y = f ′(x)y = f ′(x)y = f ′(x)y = f ′(x)y = f ′(x)y = f ′(x)

45.8. Íà ðèñóíêå èçîáðàæåíû ãðàôèê ôóíêöèè y = f(x) è êàñàòåëüíàÿ ê
íåìó â òî÷êå ñ àáñöèññîé x0. Íàéäèòå çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f(x) â
òî÷êå x0.
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45.9. Íà ðèñóíêå èçîáðàæ¼í ãðàôèê y = f ′(x) � ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f(x).
Íàéäèòå àáñöèññó òî÷êè, â êîòîðîé êàñàòåëüíàÿ ê ãðàôèêó y = f(x) ïàðàë-
ëåëüíà îñè àáñöèññ èëè ñîâïàäàåò ñ íåé.
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45.10. Ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà äâèæåòñÿ ïðÿìîëèíåéíî ïî çàêîíó x(t) = 1
3 t

3 −
3t2− 5t+ 3, ãäå x � ðàññòîÿíèå îò òî÷êè îòñ÷¼òà â ìåòðàõ, t � âðåìÿ â ñåêóí-
äàõ, èçìåðåííîå ñ íà÷àëà äâèæåíèÿ. Â êàêîé ìîìåíò âðåìåíè (â ñåêóíäàõ) å¼
ñêîðîñòü áûëà ðàâíà 2ì/ñ?

45.11. Ïðÿìàÿ y = −5x + 8 ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè y =
28x2 + bx+ 15. Íàéäèòå b, ó÷èòûâàÿ, ÷òî àáñöèññà òî÷êè êàñàíèÿ áîëüøå 0.

Äîìàøíåå çàäàíèå

45.12. Íà ðèñóíêå èçîáðàæ¼í ãðàôèê ôóíêöèè y = f(x). Íàéäèòå ñðåäè îòìå-
÷åííûõ òî÷åê òå òî÷êè, â êîòîðûõ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè f(x) îòðèöàòåëüíà.
Â îòâåò çàïèøèòå êîëè÷åñòâî íàéäåííûõ òî÷åê.

x

y

0x1

x2 x3

x4

x5

x6 x7

y = f(x)

45.13. Ïðÿìàÿ y = 7x− 5 ïàðàëëåëüíà êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè y =
x2 + 6x− 8. Íàéäèòå àáñöèññó òî÷êè êàñàíèÿ.

45.14. Íà ðèñóíêå èçîáðàæ¼í ãðàôèê ôóíêöèè y = f(x), îïðåäåë¼ííîé íà èí-
òåðâàëå (−5; 5). Íàéäèòå êîëè÷åñòâî òî÷åê, â êîòîðûõ êàñàòåëüíàÿ ê ãðàôèêó
ôóíêöèè ïàðàëëåëüíà ïðÿìîé y = 6 èëè ñîâïàäàåò ñ íåé.
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45.15. Ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êàÌ íà÷èíàåò äâèæåíèå èç òî÷êè À è äâèæåòñÿ ïî
ïðÿìîé íà ïðîòÿæåíèè 10 ñåêóíä. Ãðàôèê ïîêàçûâàåò, êàê ìåíÿëîñü ðàññòîÿ-
íèå îò òî÷êè À äî òî÷êèÌ ñî âðåìåíåì. Íà îñè àáñöèññ îòêëàäûâàåòñÿ âðåìÿ
t â ñåêóíäàõ, íà îñè îðäèíàò � ðàññòîÿíèå S â ìåòðàõ. Îïðåäåëèòå, ñêîëüêî
ðàç çà âðåìÿ äâèæåíèÿ ñêîðîñòü òî÷êèÌ îáðàùàëàñü â íîëü (íà÷àëî è êîíåö
äâèæåíèÿ íå ó÷èòûâàéòå).

t

S

0 1 10

S = S(t)

45.16. Íà ðèñóíêå èçîáðàæ¼í ãðàôèê y = f ′(x) � ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f(x),
îïðåäåë¼ííîé íà èíòåðâàëå (−5; 7). Íàéäèòå ïðîìåæóòêè óáûâàíèÿ ôóíêöèè
f(x). Â îòâåòå óêàæèòå ñóììó öåëûõ òî÷åê, âõîäÿùèõ â ýòè ïðîìåæóòêè.
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45.17. Ôóíêöèÿ y = f(x) îïðåäåëåíà íà èíòåðâàëå (−1; 10). Íà ðèñóíêå èçîá-
ðàæ¼í ãðàôèê ôóíêöèè y = f(x). Íàéäèòå ñðåäè òî÷åê x1, x2, . . . , x7 òå òî÷êè,
â êîòîðûõ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè f(x) ðàâíà 0. Â îòâåò çàïèøèòå êîëè÷åñòâî
íàéäåííûõ òî÷åê.

x

y

0

−1 x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 10

y = f(x)

45.18. Íà ðèñóíêå èçîáðàæ¼í ãðàôèê y = f ′(x) ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f(x) è
âîñåìü òî÷åê íà îñè àáñöèññ: x1, x2, . . . , x8. Â ñêîëüêèõ èç ýòèõ òî÷åê ôóíêöèÿ
f(x) âîçðàñòàåò?

x

y

0x1 x2 x3

x4 x5 x6

x7 x8

y = f ′(x)

45.19. Íà ðèñóíêå èçîáðàæåíû ãðàôèê ôóíêöèè y = f(x) è êàñàòåëüíàÿ ê
íåìó â òî÷êå ñ àáñöèññîé x0. Íàéäèòå çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f(x) â
òî÷êå x0.
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45.20. Íà ðèñóíêå èçîáðàæ¼í ãðàôèê ôóíêöèè y = f(x). Ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ
÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò, êàñàåòñÿ ãðàôèêà ýòîé ôóíêöèè â òî÷êå ñ àáñöèññîé
8. Íàéäèòå çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè â òî÷êå x0 = 8.
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45.21. Íà ðèñóíêå èçîáðàæ¼í ãðàôèê ôóíêöèè y = f(x), îïðåäåë¼ííîé íà
èíòåðâàëå (−9; 4). Íàéäèòå ñóììó àáñöèññ òî÷åê ýêñòðåìóìà ôóíêöèè f(x).
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45.22. Ïðÿìàÿ y = 3x + 1 ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè y =
ax2 + 2x+ 3. Íàéäèòå a.

45.23. Ïðÿìàÿ y = 3x + 4 ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè 3x2 −
3x+ c. Íàéäèòå c.

45.24. Íà ðèñóíêå èçîáðàæ¼í ãðàôèê ôóíêöèè y = f(x), îïðåäåë¼ííîé íà
èíòåðâàëå (1; 11). Ïî ðèñóíêó íàéäèòå êîðåíü óðàâíåíèÿ f ′(x) = 0, ïðèíàäëå-
æàùèé èíòåðâàëó (5; 11).
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45.25. Ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà äâèæåòñÿ ïðÿìîëèíåéíî ïî çàêîíó x(t) =
1

2
t3 −

3t2 + 2t, ãäå x � ðàññòîÿíèå îò òî÷êè îòñ÷¼òà â ìåòðàõ, t � âðåìÿ â ñåêóíäàõ,
èçìåðåííîå ñ íà÷àëà äâèæåíèÿ. Íàéäèòå å¼ ñêîðîñòü (â ìåòðàõ â ñåêóíäó) â
ìîìåíò âðåìåíè t = 6 ñ.

45.26. Íà ðèñóíêå èçîáðàæ¼í ãðàôèê ôóíêöèè y = f(x), îïðåäåë¼ííîé íà èí-
òåðâàëå (−6; 8). Îïðåäåëèòå êîëè÷åñòâî öåëûõ òî÷åê, â êîòîðûõ ïðîèçâîäíàÿ
ôóíêöèè f(x) ïîëîæèòåëüíà.
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Óðîê �46. Äèôôåðåíöèðîâàíèå è èíòåãðèðîâà-

íèå. ×àñòü 2.

Ïðàâèëà âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ

(f ± g)′ = f ′ ± g′

(f · g)′ = f ′g + g′f(
f

g

)′
=
f ′g − g′f

g2

(c · f)′ = c · f ′

(g(f(x)))′ = g′(f(x)) · f ′(x)

Òàáëèöà ïðîèçâîäíûõ

const xα ex ax lnx loga x sinx cosx tg x ctg x

0 αxα−1 ex ax ln a
1

x

1

x ln a
cosx − sinx

1

cos2 x
− 1

sin2 x

Àëãîðèòì èññëåäîâàíèÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèè y = f(x) íà ìîíîòîí-
íîñòü è ýêñòðåìóìû

1) Íàéòè ïðîèçâîäíóþ f ′(x).
2) Íàéòè ñòàöèîíàðíûå è êðèòè÷åñêèå òî÷êè. Îáû÷íî âíóòðåííèå òî÷êè

îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè, â êîòîðûõ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè ðàâíà
íóëþ, íàçûâàþò ñòàöèîíàðíûìè, à âíóòðåííèå òî÷êè îáëàñòè îïðå-
äåëåíèÿ ôóíêöèè, â êîòîðûõ ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà, íî ïðîèçâîäíàÿ
ôóíêöèè íå ñóùåñòâóåò, � êðèòè÷åñêèìè.

3) Îòìåòèòü ñòàöèîíàðíûå è êðèòè÷åñêèå òî÷êè íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé è
îïðåäåëèòü çíàêè ïðîèçâîäíîé íà ïîëó÷èâøèõñÿ ïðîìåæóòêàõ.

4) Ñäåëàòü âûâîäû î ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè è î å¼ òî÷êàõ ýêñòðåìóìà.

Àëãîðèòì îòûñêàíèÿ íàèáîëüøåãî è íàèìåíüøåãî çíà÷åíèé íåïðå-
ðûâíîé ôóíêöèè y = f(x) íà îòðåçêå [a; b]

1) Íàéòè ïðîèçâîäíóþ f ′(x).
2) Íàéòè ñòàöèîíàðíûå è êðèòè÷åñêèå òî÷êè ôóíêöèè, ëåæàùèå âíóòðè

îòðåçêà [a; b].
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3) Âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ ôóíêöèè y = f(x) â òî÷êàõ, îòîáðàííûõ íà âòîðîì
øàãå, è â òî÷êàõ a è b.

4) Âûáðàòü ñðåäè ýòèõ çíà÷åíèé íàèìåíüøåå çíà÷åíèå (yíàèì.) è íàèáîëü-
øåå çíà÷åíèå (yíàèá.).

Òåîðåìà. Ïóñòü ôóíêöèÿ y = f(x) íåïðåðûâíà íà ïðîìåæóòêå X è èìååò
âíóòðè íåãî åäèíñòâåííóþ ñòàöèîíàðíóþ èëè êðèòè÷åñêóþ òî÷êó x = x0. Òî-
ãäà:
à) åñëè x = x0 � òî÷êà ìàêñèìóìà, òî yíàèá. = f(x0);
á) åñëè x = x0 � òî÷êà ìèíèìóìà, òî yíàèì. = f(x0).

Èíòåãðèðîâàíèå

Ïðàâèëî 1. Èíòåãðàë îò ñóììû ôóíêöèé ðàâåí ñóììå èíòåãðàëîâ ýòèõ ôóíê-
öèé: ∫

(f(x) + g(x))dx =

∫
f(x)dx+

∫
g(x)dx

Ïðàâèëî 2. Ïîñòîÿííûé ìíîæèòåëü ìîæíî âûíåñòè çà çíàê èíòåãðàëà:∫
kf(x)dx = k

∫
f(x)dx

Ïðàâèëî 3. Åñëè
∫
f(x)dx = F (x) + C, òî

∫
f(kx+m)dx =

F (kx+m)

k
+ C.

Îïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë

Òåîðåìà. Åñëè ôóíêöèÿ y = f(x) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a; b], òî ñïðàâåäëèâà

ôîðìóëà

b∫
a

f(x)dx = F (b)− F (a), ãäå F (x) � ïåðâîîáðàçíàÿ äëÿ f(x).

Ñâîéñòâî 1. Èíòåãðàë îò ñóììû ôóíêöèé ðàâåí ñóììå èíòåãðàëîâ ýòèõ ôóíê-

öèé:

b∫
a

(f(x) + g(x))dx =

b∫
a

f(x)dx+

b∫
a

g(x)dx
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Ñâîéñòâî 2. Ïîñòîÿííûé ìíîæèòåëü ìîæíî âûíåñòè çà çíàê èíòåãðàëà:
b∫
a

kf(x)dx = k

b∫
a

f(x)dx

Ñâîéñòâî 3. Åñëè a < c < b, òî

b∫
a

f(x)dx =

c∫
a

f(x)dx+

b∫
c

f(x)dx

Òàáëèöà èíòåãðàëîâ

1
∫

0 · dx = C

2
∫
xαdx =

xα+1

α+ 1
+ c, ∀α 6= −1

3
∫
dx

x
= ln |x|+ C

4
∫
axdx =

ax

ln a
+ C, ∀a > 0, a 6= 1

5
∫
exdx = ex + C

6
∫

cosxdx = sinx+ C

7
∫

sinxdx = − cosx+ C

8
∫

dx

cos2 x
= tg x+ C

9
∫

dx

sin2 x
= − ctg x+ C

10
∫

tg xdx = − ln | cosx|+ C

11
∫

ctg xdx = ln | sinx|+ C

12
∫

dx

x2 + a2
=

1

a
arctg

x

a
+ C

13
∫

dx√
a2 − x2

= arcsin
x

a
+ C
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Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë îïðåäåë¼ííîãî èíòåãðàëà

Ïëîùàäü S ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé ïðÿìûìè x = a, x = b è ãðàôèêàìè ôóíê-
öèé y = f(x), y = g(x), íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå [a; b] è òàêèõ, ÷òî g(x) 6 f(x)

äëÿ âñåõ x èç îòðåçêà [a; b], âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå: S =

b∫
a

(f(x)− g(x))dx.

Çàäàíèÿ

46.1. Íà ðèñóíêå èçîáðàæ¼í ãðàôèê ôóíêöèè y = F (x) � îäíîé èç ïåðâîîá-
ðàçíûõ íåêîòîðîé ôóíêöèè f(x), îïðåäåë¼ííîé íà èíòåðâàëå (−3; 5). Ïîëüçó-
ÿñü ðèñóíêîì, îïðåäåëèòå êîëè÷åñòâî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ f(x) = 0 íà îòðåçêå
[−2; 4].

xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx

yyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyy

55555555555555555555555555555555555555555555555555555555555555555−3−3−3−3−3−3−3−3−3−3−3−3−3−3−3−3−3−3−3−3−3−3−3−3−3−3−3−3−3−3−3−3−3−3−3−3−3−3−3−3−3−3−3−3−3−3−3−3−3−3−3−3−3−3−3−3−3−3−3−3−3−3−3−3−3
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46.2. Íà ðèñóíêå èçîáðàæ¼í ãðàôèê íåêîòîðîé ôóíêöèè y = f(x) (äâà ëó÷à
ñ îáùåé íà÷àëüíîé òî÷êîé). Ïîëüçóÿñü ðèñóíêîì, âû÷èñëèòå F (8)− F (2), ãäå
F (x) � îäíà èç ïåðâîîáðàçíûõ ôóíêöèè f(x).

xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx

yyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyy

22222222222222222222222222222222222222222222222222222222222222222 33333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333 88888888888888888888888888888888888888888888888888888888888888888

22222222222222222222222222222222222222222222222222222222222222222

0

260



46.3. Íà ðèñóíêå èçîáðàæ¼í ãðàôèê íåêîòîðîé ôóíêöèè y = f(x). Ôóíêöèÿ
F (x) = x3 +30x2 +302x− 15

8 � îäíà èç ïåðâîîáðàçíûõ ôóíêöèè f(x). Íàéäèòå
ïëîùàäü çàêðàøåííîé ôèãóðû.

xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx

yyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyy

−11−11−11−11−11−11−11−11−11−11−11−11−11−11−11−11−11−11−11−11−11−11−11−11−11−11−11−11−11−11−11−11−11−11−11−11−11−11−11−11−11−11−11−11−11−11−11−11−11−11−11−11−11−11−11−11−11−11−11−11−11−11−11−11−11 −9−9−9−9−9−9−9−9−9−9−9−9−9−9−9−9−9−9−9−9−9−9−9−9−9−9−9−9−9−9−9−9−9−9−9−9−9−9−9−9−9−9−9−9−9−9−9−9−9−9−9−9−9−9−9−9−9−9−9−9−9−9−9−9−9 0

46.4. Íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè y = (x − 12)ex−11 íà îòðåçêå
[10; 12].

46.5. Íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè y = 5 cosx− 6x+ 4 íà îòðåçêå[
− 3π

2
; 0
]
.

46.6. Íàéäèòå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè y = 14x − 7 tg x − 3,5π + 11 íà

îòðåçêå
[
− π

3
;
π

3

]
.

46.7. Íàéäèòå òî÷êó ìàêñèìóìà ôóíêöèè y = (2x − 3) cosx − 2 sinx + 10,

ïðèíàäëåæàùóþ ïðîìåæóòêó
(

0;
π

2

)
.

46.8. Íàéäèòå òî÷êó ìàêñèìóìà ôóíêöèè y = (x+ 16)e16−x.

46.9. Íàéäèòå òî÷êó ìàêñèìóìà ôóíêöèè y = (x− 2)2(x− 4) + 5.

46.10. Íàéäèòå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè y = ln(11x)−11x+9 íà îòðåçêå[ 1

22
;

5

22

]
.

46.11. Íàéäèòå òî÷êó ìàêñèìóìà ôóíêöèè y = ln(x+ 5)− 2x+ 9.

46.12. Íàéäèòå òî÷êó ìèíèìóìà ôóíêöèè y = (3x2 − 36x+ 36)ex−36.

46.13. Íàéäèòå òî÷êó ìèíèìóìà ôóíêöèè y = (x+ 3)2e2−x.

46.14. Íàéäèòå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè y = −
√
x2 − 6x+ 10.

46.15. Íàéäèòå òî÷êó ìèíèìóìà ôóíêöèè y = −x
2 + 100

x
.

46.16. Íàéäèòå òî÷êó ìàêñèìóìà ôóíêöèè y = −2

3
x
√
x+ 3x+ 1.
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46.17. Íàéäèòå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè y = x+
9

x
íà îòðåçêå [−4;−1].

46.18. Íàéäèòå òî÷êó ìàêñèìóìà ôóíêöèè y = ln(x+ 5)5 − 5x.

46.19. Íàéäèòå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè y = 3−7−6x−x2

.

46.20. Íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè y = e2x − 2ex + 8 íà îòðåçêå
[−2; 1].

46.21. Íàéäèòå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè y = log5(4− 2x− x2) + 3.

46.22. Íàéäèòå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè x5−5x3−20x íà îòðåçêå [−6; 1].

Äîìàøíåå çàäàíèå

46.23. Íàéäèòå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè y = log 1
2
(x2 + 4x+ 8).

46.24. Íàéäèòå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè y = 2x2 − 13x + 9 lnx + 8 íà

îòðåçêå
[13

14
;

15

14

]
.

46.25. Íàéäèòå òî÷êó ìèíèìóìà ôóíêöèè y = 18 + 4x− x3

3
.

46.26. Íàéäèòå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè y = 11+24x−2x
√
x íà îòðåçêå

[63; 65].

46.27. Íàéäèòå òî÷êó ìàêñèìóìà ôóíêöèè y = 7 + 6x− 2x
3
2 .

46.28. Íàéäèòå òî÷êó ìàêñèìóìà ôóíêöèè y = − x

x2 + 289
.

46.29. Íàéäèòå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè y = ln(x+ 6)8 − 8x íà îòðåçêå
[−5,5; 0].

46.30. Íàéäèòå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè y =
√

3− 2x− x2.

46.31. Íàéäèòå òî÷êó ìèíèìóìà ôóíêöèè y =
√
x2 − 6x+ 11.

46.32. Íàéäèòå òî÷êó ìàêñèìóìà ôóíêöèè y = 116x−x2

.
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Óðîê �47. Ýêîíîìè÷åñêàÿ çàäà÷à. Áàíêîâñêèå

çàäà÷è íà èçâåñòíûé çàêîí âûïëàò.

×àùå âñåãî áàíêîâñêèå çàäà÷è íà êðåäèòû îòíîñÿòñÿ ê îäíîìó èç äâóõ õàðàê-
òåðíûõ òèïîâ:

Ïåðâûé òèï. Âûïëàòû êðåäèòà ïðîèçâîäÿòñÿ ðàâíûìè ïëàòåæàìè. Ýòà ñõåìà
åù¼ íàçûâàåòñÿ ¾àííóèòåò¿.

Âòîðîé òèï. Âûïëàòû êðåäèòà ïîäáèðàþòñÿ òàê, ÷òî ñóììà äîëãà óìåíüøà-
åòñÿ ðàâíîìåðíî. Ýòî òàê íàçûâàåìàÿ ¾ñõåìà ñ äèôôåðåíöèðîâàííûìè ïëà-
òåæàìè¿.

Ðàññìîòðèì ïåðâûé òèï çàäà÷. Ïóñòü S � ñóììà êðåäèòà, n � êîëè÷åñòâî
ïëàò¼æíûõ ïåðèîäîâ, X � î÷åðåäíàÿ âûïëàòà, r � ïðîöåíò ïî êðåäèòó.

Êîýôôèöèåíò k = 1 + r/100 ïîêàçûâàåò âî ñêîëüêî ðàç óâåëè÷èâàåòñÿ ñóììà
äîëãà ïîñëå íà÷èñëåíèÿ ïðîöåíòîâ.

Òîãäà ñõåìà ïîãàøåíèÿ êðåäèòà:((
(S · k −X) · k −X

)
· k −X

)
· . . . · k −X = 0.

Ðàñêðîåì ñêîáêè:

S · kn −X(kn−1 + kn−2 + · · ·+ k2 + k + 1) = 0.

Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó ñóììû ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè, ïîëó÷àåì:

S · kn −X · k
n − 1

k − 1
= 0.

Â áîëåå îáùåì ñëó÷àå ïëàòåæè ìîãóò áûòü íåðàâíûìè, íî î íèõ åñòü íåêîòî-
ðàÿ èíôîðìàöèÿ, êîòîðóþ íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü.

Òàêæå âñòðå÷àþòñÿ çàäà÷è íå íà ïëàòåæè, à íà ïîïîëíåíèå ñ÷¼òà.
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Çàäàíèÿ

47.1. Â èþëå ïëàíèðóåòñÿ âçÿòü êðåäèò íà ñóììó 4 026 000 ðóáëåé. Óñëîâèÿ
åãî âîçâðàòà òàêîâû:

1. Êàæäûé ÿíâàðü äîëã âîçðàñòàåò íà 20% ïî ñðàâíåíèþ ñ êîíöîì ïðåäû-
äóùåãî ãîäà.

2. Ñ ôåâðàëÿ ïî èþíü êàæäîãî ãîäà íåîáõîäèìî âûïëàòèòü íåêîòîðóþ
÷àñòü äîëãà.

Íà ñêîëüêî ðóáëåé áîëüøå ïðèä¼òñÿ îòäàòü â ñëó÷àå, åñëè êðåäèò áóäåò ïîëíî-
ñòüþ âûïëà÷åí ðàâíûìè ïëàòåæàìè çà ÷åòûðå ãîäà, ïî ñðàâíåíèþ ñî ñëó÷àåì,
åñëè êðåäèò áóäåò ïîëíîñòüþ âûïëà÷åí ðàâíûìè ïëàòåæàìè çà äâà ãîäà?

47.2. Îëÿ õî÷åò âçÿòü êðåäèò íà 100 000 ðóáëåé. Ïîãàøåíèå êðåäèòà ïðî-
èñõîäèò ðàç â ãîä ðàâíûìè ñóììàìè (êðîìå, áûòü ìîæåò, ïîñëåäíåé) ïîñëå
íà÷èñëåíèÿ ïðîöåíòîâ. Ñòàâêà 10% ãîäîâûõ. Íà êàêîå ìèíèìàëüíîå êîëè÷å-
ñòâî ëåò Îëÿ ìîæåò âçÿòü êðåäèò, ÷òîáû åæåãîäíûå âûïëàòû áûëè íå áîëåå
24 000 ðóáëåé?

47.3. Ôåðìåð ïîëó÷èë êðåäèò â áàíêå ïîä îïðåäåë¼ííûé ïðîöåíò ãîäîâûõ.
×åðåç ãîä ôåðìåð â ñ÷¼ò ïîãàøåíèÿ êðåäèòà âåðíóë â áàíê òðè ÷åòâåðòè îò
âñåé ñóììû, êîòîðóþ îí äîëæåí áàíêó ê ýòîìó âðåìåíè. À åù¼ ÷åðåç ãîä â
ñ÷¼ò ïîëíîãî ïîãàøåíèÿ êðåäèòà îí âí¼ñ â áàíê ñóììó, íà 21% ïðåâûøàþùóþ
âåëè÷èíó ïîëó÷åííîãî êðåäèòà. Êàêîâ ïðîöåíò ãîäîâûõ ïî êðåäèòó â äàííîì
áàíêå?

47.4. Ïåðâîãî äåêàáðÿ 2016 ãîäà Âàëåðèé âçÿë â áàíêå êðåäèò 523 òûñ. ðóá.
ïîä 10% ãîäîâûõ ñðîêîì íà 3 ãîäà. Ñõåìà âûïëàòû êðåäèòà ñëåäóþùàÿ: 30
íîÿáðÿ êàæäîãî ñëåäóþùåãî ãîäà áàíê íà÷èñëÿåò ïðîöåíòû íà îñòàâøóþñÿ
ñóììó äîëãà, çàòåì ñ 1 ïî 30 äåêàáðÿ Âàëåðèé âûïëà÷èâàåò áàíêó ÷àñòü äîëãà.
Ïî äîãîâîð¼ííîñòè ñ áàíêîì áûëî îïðåäåëåíî, ÷òî âòîðîé ïëàò¼æ áóäåò â òðè
ðàçà ìåíüøå ïåðâîãî, à òðåòèé � â äâà ðàçà ìåíüøå âòîðîãî. Ñêîëüêî ðóáëåé
äîëæåí áóäåò âûïëàòèòü áàíêó Âàëåðèé â äåêàáðå 2018 ãîäà?

47.5. Â áàíê áûë ïîëîæåí âêëàä ïîä áàíêîâñêèé ïðîöåíò 10%. ×åðåç ãîä
õîçÿèí âêëàäà ñíÿë ñî ñ÷¼òà 2000 ðóáëåé, à åù¼ ÷åðåç ãîä âí¼ñ 2000 ðóáëåé.
Îäíàêî, âñëåäñòâèå ýòèõ äåéñòâèé ÷åðåç òðè ãîäà ñî âðåìåíè ïåðâîíà÷àëüíîãî
âëîæåíèÿ âêëàäà îí ïîëó÷èë ñóììó ìåíüøå çàïëàíèðîâàííîé. Íà ñêîëüêî
ðóáëåé ìåíüøå çàïëàíèðîâàííîé ñóììû ïîëó÷èë â èòîãå âêëàä÷èê?
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47.6. Ðóñëàí âëîæèë 1 ìèëëèîí ðóáëåé â áàíê ïîä 14% ãîäîâûõ (íà÷èñëåíèå â
êîíöå ãîäà íà îáùóþ ñóììó). Ïðè ýòîì êàæäûé ìåñÿö îí ñíèìàåò ïî x òûñÿ÷
ðóáëåé íà ïðîæèâàíèå (íà÷èíàÿ ñî âòîðîãî ãîäà) â òå÷åíèè ÷åòûð¼õ ëåò, è
â êîíöå ïÿòîãî ãîäà ïîñëå íà÷èñëåíèÿ ïðîöåíòîâ ñóììà îêàçàëàñü íå ìåíåå
îäíîãî ìèëëèîíà. Îïðåäåëèòå, êàêóþ ìàêñèìàëüíóþ ñóììó îí ìîã ñíèìàòü
åæåìåñÿ÷íî. Â îòâåòå óêàæèòå öåëî÷èñëåííîå çíà÷åíèå â òûñÿ÷àõ ðóáëåé.

47.7. Âêëàä â ðàçìåðå 12 ìèëëèîíîâ ðóáëåé ïëàíèðóåòñÿ îòêðûòü íà 4 ãîäà.
Â êîíöå êàæäîãî ãîäà áàíê óâåëè÷èâàåò âêëàä íà 20% ïî ñðàâíåíèþ ñ åãî
ðàçìåðîì â íà÷àëå ãîäà. Êðîìå òîãî, â íà÷àëå òðåòüåãî è ÷åòâ¼ðòîãî ãîäîâ
âêëàä÷èê åæåãîäíî ïîïîëíÿåò âêëàä íà x ìèëëèîíîâ ðóáëåé, ãäå x � öåëîå
÷èñëî. Íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå x, ïðè êîòîðîì áàíê çà 4 ãîäà íà÷èñëèò
íà âêëàä áîëåå 15 ìèëëèîíîâ ðóáëåé.

Äîìàøíåå çàäàíèå

47.8. Â èþëå ïëàíèðóåòñÿ âçÿòü êðåäèò â áàíêå íà ñóììó â 100 000 ðóáëåé.
Óñëîâèÿ åãî âîçâðàòà òàêîâû:

1. Êàæäûé ÿíâàðü äîëã âîçðàñòàåò íà a% ïî ñðàâíåíèþ ñ êîíöîì ïðåäû-
äóùåãî ãîäà,

2. ñ ôåâðàëÿ ïî èþíü êàæäîãî ãîäà íåîáõîäèìî âûïëàòèòü ÷àñòü äîëãà.

Íàéäèòå ÷èñëî a, åñëè èçâåñòíî, ÷òî êðåäèò áûë ïîëíîñòüþ ïîãàøåí çà 2 ãîäà,
ïðè÷¼ì â ïåðâûé ãîä áûëî ïåðåâåäåíî 55 000 ðóáëåé, à âî âòîðîé � 69 000
ðóáëåé.

47.9. Â èþëå 2016 ãîäà ïëàíèðîâàëîñü âçÿòü êðåäèò â ðàçìåðå 4,2 ìëí ðóáëåé.
Óñëîâèÿ åãî âîçâðàòà òàêîâû:

� êàæäûé ÿíâàðü äîëã âîçðàñòàåò íà r% ïî ñðàâíåíèþ ñ êîíöîì ïðåäûäó-
ùåãî ãîäà;

� ñ ôåâðàëÿ ïî èþíü íåîáõîäèìî âûïëàòèòü ÷àñòü äîëãà;

� â èþëå 2017, 2018 è 2019 ãîäîâ äîëã îñòà¼òñÿ ðàâíûì 4,2 ìëí ðóáëåé;

� ñóììû âûïëàò 2020 è 2021 ãîäîâ ðàâíû.

Íàéäèòå r, åñëè äîëã âûïëà÷åí ïîëíîñòüþ è îáùèå âûïëàòû ñîñòàâèëè 6,1
ìëí ðóáëåé.
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47.10. Ïî âêëàäó À áàíê â êîíöå êàæäîãî ãîäà ïëàíèðóåò óâåëè÷èâàòü íà
10% ñóììó, èìåþùóþñÿ íà âêëàäå â íà÷àëå ãîäà, à ïî âêëàäó Á � óâåëè÷è-
âàòü ýòó ñóììó íà 7% â ïåðâûé ãîä, è íà îäèíàêîâîå öåëîå ÷èñëî n% çà âòîðîé
è çà òðåòèé ãîäû. Íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå n, ïðè êîòîðîì çà òðè ãî-
äà õðàíåíèÿ âêëàä Á îêàæåòñÿ âûãîäíåå âêëàäà À ïðè îäèíàêîâûõ ñóììàõ
ïåðâîíà÷àëüíûõ âçíîñîâ.

47.11. 31 äåêàáðÿ 2014 ãîäà Ï¼òð âçÿë â áàíêå íåêîòîðóþ ñóììó â êðåäèò
ïîä íåêîòîðûé ïðîöåíò ãîäîâûõ. Ñõåìà âûïëàòû êðåäèòà ñëåäóþùàÿ � 31
äåêàáðÿ êàæäîãî ñëåäóþùåãî ãîäà áàíê íà÷èñëÿåò ïðîöåíòû íà îñòàâøóþñÿ
ñóììó äîëãà, çàòåì Ï¼òð ïåðåâîäèò î÷åðåäíîé òðàíø. Åñëè îí áóäåò ïëàòèòü
êàæäûé ãîä ïî 2 592 000 ðóáëåé, òî âûïëàòèò äîëã çà 4 ãîäà, åñëè ïî 4 392 000
ðóáëåé � òî çà 2 ãîäà. Ïîä êàêîé ïðîöåíò Ï¼òð âçÿë äåíüãè â áàíêå?

47.12. Âàñÿ ìå÷òàåò î ñîáñòâåííîé êâàðòèðå, êîòîðàÿ ñòîèò 2ìëí. ðóá. Âàñÿ
ìîæåò êóïèòü åå â êðåäèò, ïðè ýòîì áàíê ãîòîâ âûäàòü ýòó ñóììó ñðàçó, à
ïîãàøàòü êðåäèò Âàñå ïðèä¼òñÿ 20 ëåò ðàâíûìè åæåìåñÿ÷íûìè ïëàòåæàìè,
ïðè ýòîì åìó ïðèä¼òñÿ âûïëàòèòü ñóììó, íà 260% ïðåâûøàþùóþ èñõîäíóþ.
Âìåñòî ýòîãî, Âàñÿ ìîæåò êàêîå-òî âðåìÿ ñíèìàòü êâàðòèðó (ñòîèìîñòü àðåí-
äû � 14 òûñ. ðóá. â ìåñÿö), îòêëàäûâàÿ êàæäûé ìåñÿö íà ïîêóïêó êâàðòèðû
ñóììó, êîòîðàÿ îñòàíåòñÿ îò åãî âîçìîæíîãî ïëàòåæà áàíêó (ïî ïåðâîé ñõåìå)
ïîñëå óïëàòû àðåíäíîé ïëàòû çà ñú¼ìíóþ êâàðòèðó. Çà ñêîëüêî ìåñÿöåâ â
ýòîì ñëó÷àå Âàñÿ ñìîæåò íàêîïèòü íà êâàðòèðó, åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî ñòîèìîñòü
åå íå èçìåíèòñÿ?
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Óðîê �48. Ýêîíîìè÷åñêàÿ çàäà÷à. Áàíêîâñêèå

çàäà÷è íà èçâåñòíûé çàêîí èçìåíåíèÿ äîëãà.

Ðàññìîòðèì âòîðîé òèï çàäà÷ � äèôôåðåíöèðîâàííûé ïëàò¼æ, ýòî òàêîé
ñïîñîá ïîãàøåíèÿ êðåäèòà, ïðè êîòîðîì çà¼ìùèêîì âûïëà÷èâàåòñÿ îñíîâíàÿ
ñóììà çàéìà (¾òåëî êðåäèòà¿) ðàâíûìè ÷àñòÿìè, à íà÷èñëåíèå ïðîöåíòîâ îñó-
ùåñòâëÿåòñÿ òîëüêî íà îñòàòîê çàäîëæåííîñòè â êîíêðåòíûé ìîìåíò âðåìåíè.

Åñëè â çàäà÷å ïðèñóòñòâóþò ñëîâà ¾äîëã óìåíüøàåòñÿ íà îäíó è òó æå âåëè-
÷èíó¿, òî, ñêîðåå âñåãî, ðå÷ü èä¼ò î äèôôåðåíöèðîâàííîì ïëàòåæå.

Îòìåòèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ïëàòåæè îòëè÷àþòñÿ ìåæäó ñîáîé.

Ñõåìà ïîãàøåíèÿ êðåäèòà äëÿ n ïëàò¼æíûõ ïåðèîäîâ:

S

S · k

S · n−1
n

S · k · n−1
n

S · n−2
n

. . .

S · 1
n

S · k · 1
n

0

1-ÿ
âûïëàòà

2-ÿ
âûïëàòà

n-ÿ
âûïëàòà

1-ÿ âûïëàòà: Z1 = S · k − S · n− 1

n

2-ÿ âûïëàòà: Z2 = S · n− 1

n
· k − S · n− 2

n
. . .

n-ÿ âûïëàòà: Zn = S · 1

n
· k.

Ñóììà âñåõ âûïëàò

Z = Z1 + · · ·+ Zn =

= S · k
(

1 +
n− 1

n
+
n− 2

n
+ · · ·+ 1

n

)
− S

(
n− 1

n
+
n− 2

n
+ · · ·+ 1

n

)
.

Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ôîðìóëû ñóììû àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè:

Z = S · k · n+ 1

2
− S · n− 1

2
= S + S · n+ 1

2
· r

100
= S + Π,

ãäå Π � âåëè÷èíà ïåðåïëàòû.

Â áîëåå îáùåì ñëó÷àå äîëã ìîæåò óìåíüøàòüñÿ íåðàâíîìåðíî, íî î í¼ì åñòü
íåêîòîðàÿ èíôîðìàöèÿ, êîòîðóþ íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü.
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Çàäàíèÿ

48.1. Âàñèëèé õî÷åò âçÿòü êðåäèò íà ñóììó 1 325 535 ðóáëåé íà 5 ëåò ïîä 20%
ãîäîâûõ. Áàíê ïðåäëîæèë åìó äâà âàðèàíòà:

1. Âàñèëèé îòäà¼ò îäíó è òó æå ñóììó êàæäûé ãîä (àííóèòåòíûå ïëàòåæè).

2. Âàñèëèé ïðîèçâîäèò ïëàòåæè òàê, ÷òîáû äîëã óìåíüøàëñÿ ïîñëå êàæ-
äîãî ïëàòåæà íà îäíó è òó æå ñóììó (äèôôåðåíöèðîâàííûå ïëàòåæè).

Íà ñêîëüêî ðóáëåé ìåíüøå Âàñèëèé îòäàñò áàíêó, åñëè âûáåðåò âòîðîé âàðè-
àíò?

48.2. Â èþëå ïëàíèðóåòñÿ âçÿòü êðåäèò â áàíêå íà ñóììó 28ìëí. ðóáëåé íà
íåêîòîðûé ñðîê (öåëîå ÷èñëî ëåò). Óñëîâèÿ åãî âîçâðàòà òàêîâû:

� êàæäûé ÿíâàðü äîëã âîçðàñòàåò íà 25% ïî ñðàâíåíèþ ñ êîíöîì ïðåäûäó-
ùåãî ãîäà;

� ñ ôåâðàëÿ ïî èþíü êàæäîãî ãîäà íåîáõîäèìî âûïëàòèòü ÷àñòü äîëãà;

� â èþëå êàæäîãî ãîäà äîëã äîëæåí áûòü íà îäíó è òó æå ñóììó ìåíüøå
äîëãà íà èþëü ïðåäûäóùåãî ãîäà.

×åìó áóäåò ðàâíà îáùàÿ ñóììà âûïëàò ïîñëå ïîëíîãî ïîãàøåíèÿ êðåäèòà,
åñëè íàèáîëüøèé ãîäîâîé ïëàò¼æ ñîñòàâèò 9ìëí. ðóáëåé?

48.3. 1 èþëÿ ïëàíèðóåòñÿ âçÿòü êðåäèò â áàíêå íà ñóììó 300 òûñ. ðóáëåé íà
íåêîòîðûé ñðîê (öåëîå ÷èñëî ìåñÿöåâ). Óñëîâèÿ åãî âîçâðàòà òàêîâû:

� 15 ÷èñëà êàæäîãî ìåñÿöà äîëã âîçðàñòàåò íà 10% ïî ñðàâíåíèþ ñ íà÷àëîì
òåêóùåãî ìåñÿöà;

� ñ 16 ïî 28 ÷èñëî êàæäîãî ìåñÿöà íåîáõîäèìî âûïëà÷èâàòü ÷àñòü äîëãà;

� 1 ÷èñëà êàæäîãî ìåñÿöà äîëã äîëæåí áûòü íà îäíó è òó æå ñóììó ìåíüøå,
÷åì äîëã íà 1 ÷èñëî ïðåäûäóùåãî ìåñÿöà.

Íà ñêîëüêî ìåñÿöåâ áûë âçÿò êðåäèò, åñëè èçâåñòíî, ÷òî ñóììà âûïëàò çà
ïåðâûé ãîä îêàçàëàñü íà 144 òûñ. ðóáëåé áîëüøå, ÷åì ñóììà âûïëàò çà âòîðîé
ãîä? Íàéäèòå îáùóþ ñóììó âûïëàò ïîñëå ïîëíîãî ïîãàøåíèÿ êðåäèòà.

48.4. 15 äåêàáðÿ ïëàíèðóåòñÿ âçÿòü êðåäèò â áàíêå íà 1 000 000 ðóáëåé íà n+1
ìåñÿö. Óñëîâèÿ åãî âîçâðàòà òàêîâû:

� 1-ãî ÷èñëà êàæäîãî ìåñÿöà äîëã âîçðàñòàåò íà r% ïî ñðàâíåíèþ ñ êîíöîì
ïðåäûäóùåãî ìåñÿöà;

� ñî 2 ïî 14 ÷èñëî êàæäîãî ìåñÿöà íåîáõîäèìî âûïëàòèòü ÷àñòü äîëãà;
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� 15 ÷èñëà êàæäîãî ìåñÿöà ñ 1-ãî ïî n-é äîëã äîëæåí áûòü íà 40 òûñ. ðóá.
ìåíüøå äîëãà íà 15-å ÷èñëî ïðåäûäóùåãî ìåñÿöà;

� 15 ÷èñëà n-ãî ìåñÿöà äîëã ñîñòàâèò 200 òûñ. ðóá.;

� ê 15 ÷èñëó n+ 1 ìåñÿöà êðåäèò äîëæåí áûòü ïîëíîñòüþ ïîãàøåí.

Íàéäèòå r, åñëè èçâåñòíî, ÷òî îáùàÿ ñóììà âûïëàò ïîñëå ïîëíîãî ïîãàøåíèÿ
êðåäèòà ñîñòàâèò 1378 òûñ. ðóáëåé.

48.5. Â èþëå ïëàíèðóåòñÿ âçÿòü êðåäèò â áàíêå íà ñóììó 6ìëí. ðóáëåé íà
ñðîê 15 ëåò. Óñëîâèÿ åãî âîçâðàòà òàêîâû:

� êàæäûé ÿíâàðü äîëã âîçðàñòàåò íà a% ïî ñðàâíåíèþ ñ êîíöîì ïðåäûäóùåãî
ãîäà;

� ñ ôåâðàëÿ ïî èþíü êàæäîãî ãîäà íåîáõîäèìî âûïëàòèòü íåêîòîðóþ ÷àñòü
äîëãà;

� â èþëå êàæäîãî ãîäà äîëã äîëæåí áûòü íà îäíó è òó æå âåëè÷èíó ìåíüøå
äîëãà íà èþëü ïðåäûäóùåãî ãîäà.

Íàéäèòå a, åñëè èçâåñòíî, ÷òî íàèáîëüøèé ãîäîâîé ïëàò¼æ ñîñòàâëÿåò íå áîëåå
1,9ìëí. ðóáëåé, à íàèìåíüøèé � íå ìåíåå 0,5ìëí. ðóáëåé.

Äîìàøíåå çàäàíèå

48.6. 15-ãî ÿíâàðÿ ïëàíèðóåòñÿ âçÿòü êðåäèò â áàíêå íà 39 ìåñÿöåâ. Óñëîâèÿ
åãî âîçâðàòà òàêîâû:

� 1-ãî ÷èñëà êàæäîãî ìåñÿöà äîëã âîçðàñò¼ò íà r% ïî ñðàâíåíèþ ñ êîíöîì
ïðåäûäóùåãî ìåñÿöà;

� ñî 2-ãî ïî 14-å ÷èñëî êàæäîãî ìåñÿöà íåîáõîäèìî âûïëàòèòü ÷àñòü äîëãà;

� 15-ãî ÷èñëà êàæäîãî ìåñÿöà äîëã äîëæåí áûòü íà îäíó è òó æå ñóììó
ìåíüøå äîëãà íà 15-å ÷èñëî ïðåäûäóùåãî ìåñÿöà. Èçâåñòíî, ÷òî îáùàÿ ñóììà
âûïëàò ïîñëå ïîëíîãî ïîãàøåíèÿ êðåäèòà íà 20% áîëüøå ñóììû, âçÿòîé â
êðåäèò. Íàéäèòå r.

48.7. Ýëüâèðà âçÿëà â êðåäèò 1ìëí. ðóáëåé íà ñðîê 36 ìåñÿöåâ. Ïî äîãîâîðó
îíà äîëæíà âîçâðàùàòü áàíêó ÷àñòü äåíåã â êîíöå êàæäîãî ìåñÿöà. Êàæäûé
ìåñÿö îáùàÿ ñóììà äîëãà âîçðàñòàåò íà 10%, à çàòåì óìåíüøàåòñÿ íà ñóììó,
óïëà÷åííóþ Ýëüâèðîé áàíêó â êîíöå ìåñÿöà. Ñóììû, âûïëà÷èâàåìûå Ýëüâè-
ðîé, ïîäáèðàþòñÿ òàê, ÷òîáû ñóììà äîëãà óìåíüøàëàñü ðàâíîìåðíî, òî åñòü
íà îäíó è òó æå âåëè÷èíó êàæäûé ìåñÿö. Íà ñêîëüêî òûñÿ÷ ðóáëåé áîëüøå
Ýëüâèðà âûïëàòèò áàíêó â òå÷åíèå ïåðâîãî ãîäà íåæåëè â òå÷åíèè òðåòüåãî
ãîäà?
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48.8. Â áàíêå ïëàíèðóåòñÿ âçÿòü êðåäèò íà 31 ìåñÿö. Óñëîâèÿ åãî âîçâðàòà
òàêîâû:

� 1-ãî ÷èñëà êàæäîãî ìåñÿöà äîëã óâåëè÷èâàåòñÿ íà 1% ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðåäû-
äóùèì ìåñÿöåì;

� ñî 2-îãî ïî 14-îå ÷èñëî êàæäîãî ìåñÿöà íåîáõîäèìî âûïëàòèòü ÷àñòü äîëãà;

� íà 15-îå ÷èñëî êàæäîãî ìåñÿöà (ñ 1-ãî ïî 30-é) äîëã ñòàíîâèòñÿ ìåíüøå íà
20 òûñ. ðóá. ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðåäûäóùèì ìåñÿöåì;

� â 31-é ìåñÿö äîëã ïîëíîñòüþ ïîãàøàåòñÿ.

Êàêîâà áûëà âåëè÷èíà äîëãà íà 30-é ìåñÿö, åñëè ñóììàðíàÿ âåëè÷èíà âûïëàò
ïîñëå ïîëíîãî ïîãàøåíèÿ êðåäèòà ðàâíà 1348 òûñ. ðóáëåé?

48.9. Â èþëå 2020 ãîäà ïëàíèðóåòñÿ âçÿòü êðåäèò â áàíêå íà òðè ãîäà â ðàç-
ìåðå S ìëí. ðóáëåé, ãäå S � öåëîå ÷èñëî. Óñëîâèÿ åãî âîçâðàòà òàêîâû:

� êàæäûé ÿíâàðü äîëã óâåëè÷èâàåòñÿ íà 30% ïî ñðàâíåíèþ ñ êîíöîì ïðåäû-
äóùåãî ãîäà;

� ñ ôåâðàëÿ ïî èþíü êàæäîãî ãîäà íåîáõîäèìî âûïëàòèòü îäíèì ïëàòåæîì
÷àñòü äîëãà;

� â èþëå êàæäîãî ãîäà äîëã äîëæåí ñîñòàâëÿòü ÷àñòü êðåäèòà â ñîîòâåòñòâèè
ñî ñëåäóþùåé òàáëèöåé:

Ìåñÿö è ãîä Èþëü 2020 Èþëü 2021 Èþëü 2022 Èþëü 2023

Äîëã (â ìëí. ðóáëåé) S 0,6S 0,25S 0

Íàéäèòå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå S, ïðè êîòîðîì êàæäàÿ èç âûïëàò áóäåò ìåíüøå
5ìëí. ðóáëåé.

48.10. Áàíê ïðåäîñòàâëÿåò êðåäèò ñðîêîì íà 10 ëåò ïîä 19% ãîäîâûõ íà ñëå-
äóþùèõ óñëîâèÿõ: åæåãîäíî çà¼ìùèê âîçâðàùàåò áàíêó 19% îò íåïîãàøåííîé
÷àñòè êðåäèòà è 0,1 îò ñóììû êðåäèòà. Òàê, â ïåðâûé ãîä çà¼ìùèê âûïëà÷è-
âàåò 0,1 ñóììû êðåäèòà è 19% îò âñåé ñóììû êðåäèòà, âî âòîðîé ãîä çà¼ìùèê
âûïëà÷èâàåò 0,1 ñóììû êðåäèòà è 19% îò 0,9 ñóììû êðåäèòà è ò.ä. Âî ñêîëüêî
ðàç ñóììà, êîòîðóþ âûïëàòèò áàíêó çà¼ìùèê, áóäåò áîëüøå ñóììû êðåäèòà,
åñëè çà¼ìùèê íå âîñïîëüçóåòñÿ äîñðî÷íûì ïîãàøåíèåì êðåäèòà?
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Óðîê �49. Ýêîíîìè÷åñêàÿ çàäà÷à. Çàäà÷è îïòè-

ìèçàöèè.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü çàäà÷è îïòèìèçàöèè îáû÷íî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäíî
èëè äâà ëèíåéíûõ óðàâíåíèÿ èëè íåðàâåíñòâà îòíîñèòåëüíî äâóõ íåèçâåñò-
íûõ è îäíî ëèíåéíîå èëè ïðîñòåéøåå íåëèíåéíîå óðàâíåíèå, ñâÿçûâàþùåå
íåèçâåñòíûå è âåëè÷èíó (öåëåâóþ ôóíêöèþ), äëÿ êîòîðîé íóæíî íàéòè
ìàêñèìóì èëè ìèíèìóì.

Ëîãè÷åñêèé ïåðåáîð â çàäà÷àõ îïòèìèçàöèè

49.1. Ó ôåðìåðà åñòü äâà ïîëÿ, ïî 10 ãà êàæäîå. Íà êàæäîì ïîëå ìîæíî
âûðàùèâàòü êàðòîôåëü è ñâ¼êëó â ëþáîé ïðîïîðöèè. Óðîæàéíîñòü êàðòîôåëÿ
íà ïåðâîì ïîëå � 400 ö/ãà, íà âòîðîì ïîëå � 300 ö/ãà. Óðîæàéíîñòü ñâ¼êëû
íà ïåðâîì ïîëå � 300 ö/ãà, íà âòîðîì ïîëå � 400 ö/ãà. Öåíà êàðòîôåëÿ �
10 000ðóá./ö, öåíà ñâ¼êëû � 11000 ðóá./ö.

Êàêîé íàèáîëüøèé äîõîä ìîæåò ïîëó÷èòü ôåðìåð?

Ðåøåíèå: Îäèí ãà âòîðîãî ïîëÿ, çàñàæåííûé ñâ¼êëîé ïðèíåñ¼ò 11000 · 400
ðóáëåé. Îäèí ãà âòîðîãî ïîëÿ, çàñàæåííûé êàðòîôåëåì ïðèíåñ¼ò 10000 · 300
ðóáëåé. Ñëåäîâàòåëüíî, âòîðîå ïîëå âûãîäíî âñ¼ çàñåÿòü ñâ¼êëîé. Àíàëîãè÷íî
ïîëó÷àåì, ÷òî ïåðâîå ïîëå âûãîäíî âñ¼ çàñåÿòü êàðòîôåëåì. Ò.î. íàèáîëüøèé
âîçìîæíûé äîõîä ôåðìåðà ðàâåí 11000 ·400 ·10 + 10000 ·400 ·10 = 84ìëí. ðóá.

49.2. Áèçíåñìåí êóïèë çäàíèå è ñîáèðàåòñÿ îòêðûòü â í¼ì îòåëü ñ îäíîìåñò-
íûìè íîìåðàìè ïî 16 êâ.ì è ñòîèìîñòüþ 3200 ðóá./ñóòêè è äâóõìåñòíûìè íî-
ìåðàìè ïî 20 êâ.ì è ñòîèìîñòüþ 3800 ðóá./ñóòêè. Ïëîùàäü îòåëÿ � 812 êâ.ì.

Êàêóþ íàèáîëüøóþ ñóììó ñìîæåò çàðàáîòàòü â ñóòêè áèçíåñìåí?

Ðåøåíèå: Îäèí êâàäðàòíûé ìåòð ïëîùàäè îäíîìåñòíîãî íîìåðà ïðèíîñèò
â ñóòêè 3200/16 = 200 ðóá., à êâ. ì äâóõìåñòíîãî � 3800/20 = 190 ðóá.
ÍÎÊ(16, 20) = 80. Íà 800 êâ. ì âûãîäíî ðàçìåñòèòü 50 îäíîìåñòíûõ íîìåðîâ,
ïîëó÷èâ 12 êâ. ì â îñòàòêå. Çàìåíèâ òðè îäíîìåñòíûõ íîìåðà áîëåå âûãîäíû-
ìè äâóõìåñòíûìè, ìû èñïîëüçóåì ïîëíîñòüþ âñþ ïëîùàäü. Òàêîì îáðàçîì
ïîëó÷àåì 47 îäíîìåñòíûõ íîìåðà è 3 äâóõìåñòíûõ, è ìàêñèìàëüíî âîçìîæ-
íûé ñóòî÷íûé äîõîä � 47 · 3200 + 3 · 3800 = 161 800 ðóáëåé.
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Çàäà÷è îïòèìèçàöèè ñ êâàäðàòè÷íûìè öåëåâûìè ôóíêöèÿìè

49.3. Ñòðîèòåëüñòâî íîâîãî çàâîäà ñòîèò 75 ìèëëèîíîâ ðóáëåé. Çàòðàòû íà
ïðîèçâîäñòâî x òûñ. åä. ïðîäóêöèè íà òàêîì çàâîäå ðàâíû 0,5x2 + x + 7ìëí.
ðóáëåé â ãîä. Åñëè ïðîäóêöèþ çàâîäà ïðîäàòü ïî öåíå p òûñ. ðóáëåé çà åäèíè-
öó, òî ïðèáûëü ôèðìû (â ìëí ðóáëåé) çà îäèí ãîä ñîñòàâèò px−(0,5x2 +x+7).
Êîãäà çàâîä áóäåò ïîñòðîåí, ôèðìà áóäåò âûïóñêàòü ïðîäóêöèþ â òàêîì êî-
ëè÷åñòâå, ÷òîáû ïðèáûëü áûëà íàèáîëüøåé. Ïðè êàêîì íàèìåíüøåì çíà÷åíèè
p ñòðîèòåëüñòâî çàâîäà îêóïèòñÿ íå áîëåå, ÷åì çà 3 ãîäà?

Ðåøåíèå.Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî åæåãîäíàÿ ïðèáûëü ôèðìû (â ìëí. ðóáëåé)
ðàâíà

a = −0,5x2 + (p− 1)x− 7.

Ãðàôèê ýòîé ôóíêöèè � ïàðàáîëà, âåòâè êîòîðîé íàïðàâëåíû âíèç. Íàè-
áîëüøåãî çíà÷åíèÿ ýòà ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò â òî÷êå x0, ðàâíîé àáñöèññå âåð-
øèíû ïàðàáîëû: x0 = p − 1. Òîãäà íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè ñîñòàâèò
(p− 1)2

2
− 7. Ñòðîèòåëüñòâî çàâîäà îêóïèòñÿ íå áîëåå, ÷åì çà òðè ãîäà, åñëè

3 ·
(

(p− 1)2

2
− 7

)
> 75, îòêóäà p = 9.

49.4. Â ðàñïîðÿæåíèè ïðîðàáà èìååòñÿ áðèãàäà ðàáî÷èõ â ñîñòàâå 35 ÷åëîâåê.
Èõ íóæíî ðàñïðåäåëèòü íà äâà îáúåêòà. Åñëè íà ïåðâîì îáúåêòå ðàáîòàåò t
÷åëîâåê, òî èõ ñóòî÷íàÿ çàðïëàòà ñîñòàâëÿåò 7t2 ä. å. Åñëè íà âòîðîì îáúåêòå
ðàáîòàåò t ÷åëîâåê, òî èõ ñóòî÷íàÿ çàðïëàòà ñîñòàâëÿåò 3t2 ä. å. Êàê íóæíî
ðàñïðåäåëèòü íà ýòè îáúåêòû ðàáî÷èõ áðèãàäû, ÷òîáû âûïëàòû íà ñóòî÷-
íóþ çàðïëàòó îêàçàëèñü íàèìåíüøèìè (óêàæèòå âñå âîçìîæíûå âàðèàíòû)?
Ñêîëüêî ä. å. ïðè òàêîì ðàñïðåäåëåíèè ïðèä¼òñÿ âûïëàòèòü ðàáî÷èì?

Ðåøåíèå. Ïóñòü íà ïåðâûé îáúåêò íàïðàâëåíî x ðàáî÷èõ, òîãäà èõ ñóòî÷íàÿ
çàðïëàòà ðàâíà 7x2 ä. å., òîãäà íà âòîðîé îáúåêò íàïðàâèòñÿ 35− x ðàáî÷èõ è
èõ ñóòî÷íàÿ çàðïëàòà ñîñòàâèò 3 · (35−x)2 ä. å. Ñóììàðíàÿ ñóòî÷íàÿ çàðïëàòà
ñîñòàâèò a = 10x2 − 210x + 3675ä. å. Ìèíèìóì ýòîé êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè
äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå, ÿâëÿþùåéñÿ àáñöèññîé âåðøèíû x0 = 10,5. Ýòî ÷èñëî
íå ÿâëÿåòñÿ öåëûì, ïîýòîìó èùåì çíà÷åíèÿ a äëÿ x = 10 è x = 11. a(10) =
a(11) = 2575 ä. å.

Îòâåò. Íà ïåðâûé îáúåêò íóæíî íàïðàâèòü 10 ðàáî÷èõ, à íà âòîðîé � 25
ðàáî÷èõ, ëèáî íà ïåðâûé îáúåêò íóæíî íàïðàâèòü 11 ðàáî÷èõ, à íà âòîðîé
îáúåêò � 24 ðàáî÷èõ; âûïëàòû ñîñòàâÿò 2575 ä. å.
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49.5. Çàâèñèìîñòü îáú¼ìà Q êóïëåííîãî ó ôèðìû òîâàðà îò öåíû P (â ðóá-
ëÿõ) âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé Q = 15000 − P, 1000 6 P 6 15000. Äîõîä îò
ïðîäàæè òîâàðà ñîñòàâëÿåò P ·Q ðóáëåé. Çàòðàòû íà ïðîèçâîäñòâî Q åäèíèö
òîâàðà ñîñòàâëÿþò

3000Q+ 5000000 ðóáëåé.

Ïðèáûëü ðàâíà ðàçíîñòè äîõîäà îò ïðîäàæè òîâàðà è çàòðàò íà åãî ïðîèç-
âîäñòâî. Ñòðåìÿñü ïðèâëå÷ü âíèìàíèå ïîêóïàòåëåé, ôèðìà óìåíüøèëà öåíó
ïðîäóêöèè íà 20%, îäíàêî ïðèáûëü íå èçìåíèëàñü.

Íà ñêîëüêî ïðîöåíòîâ ñëåäóåò óâåëè÷èòü ñíèæåííóþ öåíó, ÷òîáû äîáèòüñÿ
íàèáîëüøåé ïðèáûëè?

Ðåøåíèå.

Ïðèáûëü D = P · Q − 3000Q − 5000000 = −P 2 + 18000P − 50000000. Ôèðìà
óìåíüøèëà öåíó ïðîäóêöèè íà 20%, íî ïðèáûëü íå èçìåíèëàñü, çíà÷èò −P 2 +
18000P − 50000000 = −(0,8P )2 + 18000(0,8P ) − 50000000, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
0,8P = 8000 ðóáëåé. Óâåëè÷èâ íîâóþ öåíó íà a ïðîöåíòîâ, ïîëó÷èì öåíó,

ðàâíóþ 8000 ·
(

1 +
a

100

)
ðóáëåé, è ïðèáûëü, ðàâíóþ

D(a) = −80002
(

1 +
a

100

)2

+ 18000 · 8000
(

1 +
a

100

)
− 50000000

ðóáëåé.

Òàê êàê D(a) � êâàäðàòíûé òð¼õ÷ëåí ñ îòðèöàòåëüíûì ñòàðøèì êîýôôèöè-

åíòîì, íàèáîëüøåå çíà÷åíèå äîñòèãàåòñÿ â åãî âåðøèíå ïðè
(

1 +
a

100

)
=

9

8
,

ñëåäîâàòåëüíî, a = 12,5.

Çàäà÷è îïòèìèçàöèè, òðåáóþùèå ïðèìåíåíèÿ ïðîèçâîäíîé

49.6. Åâëàìïèÿ ÿâëÿåòñÿ âëàäåëüöåì äâóõ çàâîäîâ â ðàçíûõ ãîðîäàõ. Íà çà-
âîäàõ ïðîèçâîäÿòñÿ àáñîëþòíî îäèíàêîâûå èçäåëèÿ, íî íà çàâîäå, ðàñïîëî-
æåííîì âî âòîðîì ãîðîäå, èñïîëüçóåòñÿ áîëåå ñîâåðøåííîå îáîðóäîâàíèå. Â
ðåçóëüòàòå, åñëè ðàáî÷èå íà çàâîäå, ðàñïîëîæåííîì â ïåðâîì ãîðîäå, òðóäÿòñÿ
ñóììàðíî 25t3 ÷àñîâ â íåäåëþ, òî çà ýòó íåäåëþ îíè ïðîèçâîäÿò t èçäåëèé,
åñëè ðàáî÷èå íà çàâîäå, ðàñïîëîæåííîì âî âòîðîì ãîðîäå, òðóäÿòñÿ ñóììàðíî
9t3 ÷àñîâ â íåäåëþ, òî îíè ïðîèçâîäÿò t èçäåëèé. Çà êàæäûé ÷àñ ðàáîòû (íà
êàæäîì èç çàâîäîâ) Åâëàìïèÿ ïëàòèò ðàáî÷èì 100 ä. å. Íåîáõîäèìî, ÷òîáû
çà íåäåëþ ñóììàðíî ïðîèçâîäèëîñü 15 èçäåëèé. Êàêóþ íàèìåíüøóþ ñóììó
(â ä. å.) ïðèä¼òñÿ òðàòèòü âëàäåëüöó çàâîäîâ åæåíåäåëüíî íà îïëàòó òðóäà
ðàáî÷èõ?
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Ðåøåíèå. Ïóñòü íà çàâîäå, ðàñïîëîæåííîì â ïåðâîì ãîðîäå, ðàáî÷èå òðó-
äÿòñÿ 25x3 ÷àñîâ, à íà çàâîäå, ðàñïîëîæåííîì âî âòîðîì ãîðîäå, 9y3 ÷àñîâ.
Òîãäà çà íåäåëþ áóäåò ïðîèçâåäåíî x+ y åäèíèö èçäåëèé, à çàòðàòû íà îïëà-
òó òðóäà ñîñòàâÿò 100 · (25x3 + 9y3) ä. å. Ò. î. íåîáõîäèìî íàéòè íàèìåíüøåå
çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè a = 100 · (25x3 + 9y3) ïðè óñëîâèè x + y = 15.
Òîãäà a = 100 · (25x3 + 9(15− x)3), ãäå 0 6 x 6 15. Ïðîèçâîäíàÿ äàííîé ôóíê-
öèè îáðàùàåòñÿ â 0 ïðè x = 5,625 èëè x = −22,5. Çàäàííîìó îãðàíè÷åíèþ
óäîâëåòâîðÿåò òîëüêî ïåðâûé êîðåíü, ëåãêî äîêàçàòü, ÷òî ýòî � òî÷êà ìèíè-
ìóìà. Òàê êàê 5,625 íå ÿâëÿåòñÿ öåëûì ÷èñëîì, òî íàõîäèì a(5) = 1212500 è
a(6) = 1196100. Ïîñëåäíåå ÿâëÿåòñÿ îòâåòîì.

Çàäà÷è îïòèìèçàöèè ñ ëèíåéíûìè öåëåâûìè ôóíêöèÿìè è îãðàíè-
÷åíèÿìè

49.7. Áèçíåñìåí êóïèë çäàíèå è ñîáèðàåòñÿ îòêðûòü â í¼ì îòåëü ñî ñòàíäàðò-
íûìè íîìåðàìè ïî 27 êâ. ì è ñòîèìîñòüþ 3000 ðóá./ñóòêè è íîìåðàìè ¾ëþêñ¿
ïî 36 êâ. ì è ñòîèìîñòüþ 5000 ðóá./ñóòêè. Ïëîùàäü îòåëÿ � 1100 êâ. ì.

Êàêóþ íàèáîëüøóþ ñóììó ñìîæåò çàðàáîòàòü â ñóòêè áèçíåñìåí?

Ðåøåíèå: Ïóñòü x � ÷èñëî ñòàíäàðòíûõ íîìåðîâ, y � ÷èñëî íîìåðîâ ¾ëþêñ¿,
a � ñóòî÷íûé äîõîä áèçíåñìåíà.

Òîãäà 
27x+ 36y 6 1100,

x > 0,

y > 0,

îòêóäà 
y 6 −3

4
x+ 30

5

9
,

x > 0,

y > 0.

Ïðè ýòîì a = 3000x+ 5000y. Ïóñòü b =
a

5000
=

3

5
x+ y, îòêóäà y = −3

5
x+ b �

óðàâíåíèå öåëåâîé ïðÿìîé.

Òðåáóåòñÿ íàéòè ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå b > 0, ïðè êîòîðîì öåëåâàÿ ïðÿìàÿ
áóäåò èìåòü ñ îáëàñòüþ îãðàíè÷åíèé õîòÿ áû îäíó îáùóþ òî÷êó ñ öåëî÷èñ-
ëåííûìè êîîðäèíàòàìè. Ïîñêîëüêó ìîäóëü óãëîâîãî êîýôôèöèåíòà öåëåâîé
ïðÿìîé ìåíüøå óãëîâîãî êîýôôèöèåíòà ïðÿìîé AB (ñì. ðèñóíîê), çíà÷åíèå b
áóäåò ìàêñèìàëüíûì, åñëè öåëåâàÿ ïðÿìàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó A.
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2740 20
2740 20
2740 20
2740 20
2740 20
2740 20
2740 20
2740 20
2740 20
2740 20
2740 20
2740 20
2740 20
2740 20
2740 20
2740 20
2740 20
2740 20
27

40 20
27

40 20
27

40 20
27

40 20
27

40 20
27

40 20
27

40 20
27

40 20
27

40 20
27

40 20
27

30 5
930

y = − 3
4x+ 30 5

9

y = − 3
5x+ 30

Íî îðäèíàòà òî÷êè A íå ÿâëÿåòñÿ öåëûì ÷èñëîì. Îïîðíîé òî÷êîé â äàííîì
ñëó÷àå áóäåò òî÷êà (0; 30), à óðàâíåíèåì îïîðíîé öåëåâîé ïðÿìîé � óðàâíåíèå

y = −3

5
x+ 30.

Íàéä¼ì êîîðäèíàòû òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ îïîðíîé ïðÿìîé è ïðÿìîé AB:

−3

5
x+ 30 = −3

4
x+ 30

5

9
,

îòêóäà x = 3 19
27 , à y = 27 7

9 . Ñëåäîâàòåëüíî, äîïóñòèìûìè îðäèíàòàìè ÿâëÿþò-
ñÿ 30, 29, 28. Íàéä¼ì îãðàíè÷åíèÿ äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ àáñöèññ. Äëÿ y = 30
ïðè îãðàíè÷åíèè 27x+36y 6 1100, ïîëó÷àåì x 6 20

27 . Åäèíñòâåííûì íåîòðèöà-
òåëüíûì öåëûì ðåøåíèåì ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ÿâëÿåòñÿ x = 0. Äëÿ y = 29
ïîëó÷àåì x 6 2 2

27 .Ìàêñèìàëüíûì íåîòðèöàòåëüíûì öåëûì ðåøåíèåì ïîñëåä-
íåãî íåðàâåíñòâà áóäåò x = 2. Äëÿ y = 28 ïîëó÷àåì x 6 3 11

27 . Ìàêñèìàëüíûì
íåîòðèöàòåëüíûì öåëûì ðåøåíèåì ýòîãî íåðàâåíñòâà ÿâëÿåòñÿ x = 3.

Âû÷èñëèì çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè â íàéäåííûõ òî÷êàõ.

a(0; 30) = 150000, a(2; 29) = 151000, a(3; 28) = 149000.

Îòâåò: 151000.
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Äîìàøíåå çàäàíèå

49.8. Àíòîí ÿâëÿåòñÿ âëàäåëüöåì äâóõ çàâîäîâ â ðàçíûõ ãîðîäàõ. Íà çàâîäàõ
ïðîèçâîäÿòñÿ àáñîëþòíî îäèíàêîâûå òîâàðû ïðè èñïîëüçîâàíèè îäèíàêîâûõ
òåõíîëîãèé. Åñëè ðàáî÷èå íà îäíîì èç çàâîäîâ òðóäÿòñÿ ñóììàðíî t2 ÷àñîâ
â íåäåëþ, òî çà ýòó íåäåëþ îíè ïðîèçâîäÿò t åäèíèö òîâàðà. Çà êàæäûé ÷àñ
ðàáîòû íà çàâîäå, ðàñïîëîæåííîì â ïåðâîì ãîðîäå, Àíòîí ïëàòèò ðàáî÷åìó
250 ðóáëåé, à íà çàâîäå, ðàñïîëîæåííîì âî âòîðîì ãîðîäå, � 200 ðóáëåé. Àí-
òîí ãîòîâ âûäåëÿòü 900 000 ðóáëåé â íåäåëþ íà îïëàòó òðóäà ðàáî÷èõ. Êàêîå
íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî åäèíèö òîâàðà ìîæíî ïðîèçâåñòè çà íåäåëþ íà ýòèõ
äâóõ çàâîäàõ?

49.9. Ñòðîèòåëüñòâî íîâîãî çàâîäà ñòîèò 220ìëí. ðóá. Çàòðàòû íà ïðîèçâîä-
ñòâî x òûñ. åäèíèö ïðîäóêöèè íà òàêîì çàâîäå ðàâíû 0,5x2 + x+ 7ìëí. ðóá. â
ãîä. Åñëè ïðîäóêöèþ çàâîäà ïðîäàòü ïî öåíå p òûñ. ðóá. çà åäèíèöó, òî ïðè-
áûëü ôèðìû (â ìëí. ðóá.) çà îäèí ãîä ñîñòàâèò px − (0,5x2 + x + 7). Êîãäà
çàâîä áóäåò ïîñòðîåí, êàæäûé ãîä ôèðìà áóäåò âûïóñêàòü ïðîäóêöèþ â òàêîì
êîëè÷åñòâå, ÷òîáû ïðèáûëü áûëà íàèáîëüøåé. Â ïåðâûé ãîä ïîñëå ïîñòðîé-
êè çàâîäà öåíà ïðîäóêöèè p = 9 òûñ. ðóá. çà åäèíèöó, êàæäûé ñëåäóþùèé
ãîä öåíà ïðîäóêöèè óâåëè÷èâàåòñÿ íà 1 òûñ. ðóá. çà åäèíèöó. Çà ñêîëüêî ëåò
îêóïèòñÿ ñòðîèòåëüñòâî çàâîäà?

49.10. Ïåíñèîííûé ôîíä âëàäååò öåííûìè áóìàãàìè, êîòîðûå ñòîÿò t2 òûñ.
ðóáëåé â êîíöå ãîäà t (t = 1, 2 . . . ). Â êîíöå ëþáîãî ãîäà ïåíñèîííûé ôîíä
ìîæåò ïðîäàòü öåííûå áóìàãè è ïîëîæèòü äåíüãè íà ñ÷¼ò â áàíêå, ïðè ýòîì â
êîíöå êàæäîãî ñëåäóþùåãî ãîäà ñóììà íà ñ÷¼òå áóäåò óâåëè÷èâàòüñÿ â 1 + r
ðàç. Ïåíñèîííûé ôîíä õî÷åò ïðîäàòü öåííûå áóìàãè â êîíöå òàêîãî ãîäà,
÷òîáû â êîíöå äâàäöàòü ïÿòîãî ãîäà ñóììà íà åãî ñ÷¼òå áûëà íàèáîëüøåé.
Ðàñ÷¼òû ïîêàçàëè, ÷òî äëÿ ýòîãî öåííûå áóìàãè íóæíî ïðîäàâàòü ñòðîãî â
êîíöå äâàäöàòü ïåðâîãî ãîäà. Ïðè êàêèõ ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ r ýòî âîç-
ìîæíî?

49.11. Àëåêñåé ïðèîáð¼ë öåííóþ áóìàãó çà 8 òûñ. ðóáëåé. Öåíà áóìàãè êàæ-
äûé ãîä âîçðàñòàåò íà 1 òûñ. ðóáëåé. Â ëþáîé ìîìåíò Àëåêñåé ìîæåò ïðîäàòü
áóìàãó è ïîëîæèòü âûðó÷åííûå äåíüãè íà áàíêîâñêèé ñ÷¼ò. Êàæäûé ãîä ñóì-
ìà íà ñ÷¼òå áóäåò óâåëè÷èâàòüñÿ íà 8%. Â òå÷åíèè êàêîãî ãîäà ïîñëå ïîêóïêè
Àëåêñåé äîëæåí ïðîäàòü öåííóþ áóìàãó, ÷òîáû ÷åðåç äâàäöàòü ïÿòü ëåò ïîñëå
ïîêóïêè ýòîé áóìàãè ñóììà íà áàíêîâñêîì ñ÷¼òå áûëà íàèáîëüøåé?

49.12. Â ÿíâàðå 2000 ãîäà ñòàâêà ïî äåïîçèòàì â Áàíêå ¾Âîçðîæäåíèå¿ ñî-
ñòàâèëà x% ãîäîâûõ, òîãäà, êàê â ÿíâàðå 2001 ãîäà � y% ãîäîâûõ, ïðè÷¼ì
èçâåñòíî, ÷òî x+ y = 30%. Â ÿíâàðå 2000 ãîäà âêëàä÷èê îòêðûë ñ÷¼ò â áàíêå
¾Âîçðîæäåíèå¿, ïîëîæèâ íà íåãî íåêîòîðóþ ñóììó. Â ÿíâàðå 2001 ãîäà, ïî
ïðîøåñòâèè ãîäà ñ òîãî ìîìåíòà, âêëàä÷èê ñíÿë ñî ñ÷¼òà ïÿòóþ ÷àñòü ýòîé
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ñóììû. Óêàæèòå çíà÷åíèå x ïðè êîòîðîì ñóììà íà ñ÷¼òå âêëàä÷èêà â ÿíâàðå
2002 ãîäà ñòàíåò ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîé.

49.13. Â äâóõ îáëàñòÿõ åñòü ïî 20 ðàáî÷èõ, êàæäûé èç êîòîðûõ ãîòîâ òðó-
äèòüñÿ ïî 10 ÷àñîâ â ñóòêè íà äîáû÷å àëþìèíèÿ èëè íèêåëÿ. Â ïåðâîé îáëàñòè
îäèí ðàáî÷èé çà ÷àñ äîáûâàåò 0,1 êã àëþìèíèÿ èëè 0,1 êã íèêåëÿ. Âî âòîðîé
îáëàñòè äëÿ äîáû÷è x êã àëþìèíèÿ â äåíü òðåáóåòñÿ x2 ÷åëîâåêî-÷àñîâ òðóäà,
à äëÿ äîáû÷è y êã íèêåëÿ â äåíü òðåáóåòñÿ y2 ÷åëîâåêî-÷àñîâ òðóäà.

Îáå îáëàñòè ïîñòàâëÿþò äîáûòûé ìåòàëë íà çàâîä, ãäå äëÿ íóæä ïðîìûøëåí-
íîñòè ïðîèçâîäèòñÿ ñïëàâ àëþìèíèÿ è íèêåëÿ, â êîòîðîì íà 3 êã àëþìèíèÿ
ïðèõîäèòñÿ 1 êã íèêåëÿ. Ïðè ýòîì îáëàñòè äîãîâàðèâàþòñÿ ìåæäó ñîáîé âå-
ñòè äîáû÷ó ìåòàëëîâ òàê, ÷òîáû çàâîä ìîã ïðîèçâåñòè íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî
ñïëàâà. Ñêîëüêî êèëîãðàììîâ ñïëàâà ïðè òàêèõ óñëîâèÿõ åæåäíåâíî ñìîæåò
ïðîèçâåñòè çàâîä?
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Óðîê �50. Êîìïëåêñíûå ÷èñëà.

Ïðè ðåøåíèè àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé âñòðå÷àþòñÿ ñèòóàöèè, êîãäà óðàâ-
íåíèå íå èìååò êîðíåé â ìíîæåñòâå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Íàïðèìåð, êâàä-
ðàòíîå óðàâíåíèå íå èìååò äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé, åñëè åãî äèñêðèìèíàíò
îòðèöàòåëüíûé.

Ðàñøèðåíèåì ïîíÿòèÿ ÷èñëà ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå êîìïëåêñíîãî ÷èñëà. Ââåäåíî
÷èñëî i, êîòîðîå ñ÷èòàþò ðåøåíèåì êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ x2 +1 = 0, òî åñòü
ñ÷èòàþò ñïðàâåäëèâûì ðàâåíñòâî i2 + 1 = 0 èëè i2 = −1. ×èñëî i íàçûâàþò
ìíèìîé åäèíèöåé.

Êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè íàçûâàþò âûðàæåíèÿ âèäà z = a + bi, ãäå a è b
� äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, à i � ìíèìàÿ åäèíèöà (i2 = −1). Ïðè ýòîì ÷èñëî
a íàçûâàåòñÿ äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòüþ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z, ÷èñëî b �
ìíèìîé ÷àñòüþ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z è îáîçíà÷àåòñÿ a = Re z, b = Im z.

Ìíîæåñòâî âñåõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë îáîçíà÷àåòñÿ áóêâîé C.

Åñëè a = 0, òî ÷èñëî z = 0 + bi = bi íàçûâàåòñÿ ÷èñòî ìíèìûì. Åñëè b = 0,
òî ÷èñëî a + 0 = a îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ äåéñòâèòåëüíûì ÷èñëîì a, à ýòî îçíà-
÷àåò, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì
ìíîæåñòâà C âñåõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, òî åñòü R ⊂ C.

Äâà êîìïëåêñíûõ ÷èñëà z1 = a1 + b1i è z2 = a2 + b2i íàçûâàþòñÿ ðàâíûìè
z1 = z2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàâíû èõ äåéñòâèòåëüíûå è ìíèìûå ÷àñòè:
a1 = a2, b1 = b2. Ïîíÿòèå ¾áîëüøå¿ è ¾ìåíüøå¿ äëÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë íå
ââîäèòñÿ.

Äâà êîìïëåêñíûõ ÷èñëà z = a + bi è z = a − bi, îòëè÷àþùèåñÿ ëèøü çíàêîì
ìíèìîé ÷àñòè, íàçûâàþòñÿ êîìïëåêñíî ñîïðÿæ¼ííûìè.

Åñëè äëÿ ãåîìåòðè÷åñêîãî èçîáðàæåíèÿ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë èñïîëüçóþò-
ñÿ òî÷êè ÷èñëîâîé ïðÿìîé, òî äëÿ èçîáðàæåíèÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ñëóæàò
òî÷êè êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè Oxy. Ïëîñêîñòü íàçûâàåòñÿ êîìïëåêñíîé, åñëè
êàæäîìó êîìïëåêñíîìó ÷èñëî z = a+bi ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå òî÷êàM(a; b).
È íàîáîðîò, êàæäóþ òî÷êó M(a; b) êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè ìîæíî ðàññìàò-
ðèâàòü êàê îáðàç êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z = a+ bi. Îñü Ox íàçûâàþò äåéñòâè-
òåëüíîé îñüþ, òàê êàê íà íåé ëåæàò äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà z = a + 0i = a,
à îñü Oy, íà êîòîðîé ðàñïîëîæåíû ÷èñòî ìíèìûå ÷èñëà z = 0 + bi = bi �
ìíèìîé îñüþ.

Àëãåáðàè÷åñêèå îïåðàöèè ñëîæåíèÿ, âû÷èòàíèÿ, óìíîæåíèÿ êîìïëåêñíûõ ÷è-
ñåë âûïîëíÿþòñÿ àíàëîãè÷íî ñîîòâåòñòâóþùèì îïåðàöèÿì íàä ìíîãî÷ëåíàìè,
ó÷èòûâàÿ, ÷òî i2 = −1.
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� Ñóììà (ðàçíîñòü) êîìïëåêñíûõ ÷èñåë îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

z1 ± z2 = (a1 ± a2) + (b1 ± b2)i.

� Ïðîèçâåäåíèå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë îïðåäåëÿòåñÿ ðàâåíñòâîì

z1 · z2 = (a1 + b1i) · (a2 + b2i) = a1a2 + a1b2i+ b1a2i+ b1b2i
2 =

= a1a2 − b1b2 + (a1b2 + a2b1)i, òàê êàê i2 = −1.

� Äåëåíèå äâóõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

z1

z2
=
a1 + b1i

a2 + b2i
=
z1 · z2

z2 · z2
=

(a1 + b1i)(a2 − b2i)
(a2 + b2i)(a2 − b2i)

=

=
(a1a2 + b1b2) + (a2b1 − a1b2)i

a2
2 + b22

� ×èñëî
√
x2 + y2 íàçûâàåòñÿ ìîäóëåì ÷èñëà z = x + iy è îáîçíà÷àåòñÿ

|z| èëè r. Î÷åâèäíî, ÷òî |z| > 0.

Çàäàíèÿ

50.1. Íàéäèòå ðàçíîñòü è ñóììó êîìïëåêñíûõ ÷èñåë z1 = 1 + i è z2 = 2− 3i.

50.2. Íàéäèòå ïðîèçâåäåíèå è ÷àñòíîå ÷èñåë z1 = 4 + 5i è z2 = 1− i.

50.3. Âû÷èñëèòü
i326 − 1

i545 + 1
.

50.4. Äàíû ÷èñëà z = 3 + i, t = 1 + i, w = 2 − 3i, s = −1 + 2i. Íàéòè ÷èñëî
|z · 3t− 2w · s|.

50.5. Íàéòè ðàññòîÿíèå ìåæäó êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè z = 2 − 3i è w =
−3 + 2i.

50.6. Êàêîâà ñðåäíÿÿ òî÷êà îòðåçêà, îáðàçîâàííîãî ÷èñëàìè z = 6 − 3i è
w = 2 + 5i.

50.7. Ïóñòü s áóäåò ñóììîé êîìïëåêñíûõ ÷èñåë z = 2+3i è w = 1−4i è ïóñòü
r ÿâëÿåòñÿ ðàçíîñòüþ ýòèõ ÷èñåë. Íàéäèòå ñðåäíþþ òî÷êó ìåæäó s, r.

50.8. Ïðî êîìïëåêñíîå ÷èñëî z èçâåñòíî, ÷òî |z− 4− 7i| = |z+ 4− i|. Íàéäèòå
íàèìåíüøåå çíà÷åíèå |z|.
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Óðîê �51. Ïàðàìåòðû. Ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ è

íåðàâåíñòâà. Ïîäãîòîâèòåëüíûå çàäà÷è íà ðàç-

íûå òåìû.

Ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ è íåðàâåíñòâà ñ ïàðàìåòðàìè

Ïðè ðåøåíèè ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè f(a) · x = g(a) íåîáõîäèìî
ó÷èòûâàòü òðè ñëó÷àÿ:

Åñëè f(a) = 0, g(a) = 0, òî êîðíåì óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ëþáîå äåéñòâèòåëüíîå
÷èñëî.

Åñëè f(a) = 0, g(a) 6= 0, òî êîðíåé íåò.

Åñëè f(a) 6= 0, òî óðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííûé êîðåíü x =
g(a)

f(a)
.

Ïðè ðåøåíèè ëèíåéíîãî íåðàâåíñòâà ñ ïàðàìåòðîì f(a) · x
∨
g(a), ãäå ñèìâîë∨

çàìåíÿåò îäèí èç çíàêîâ: > , < , > , 6 , íåîáõîäèìî ðàññìàòðèâàòü òðè
ñëó÷àÿ:

Åñëè f(a) > 0, òî ïðè äåëåíèè îáåèõ ÷àñòåé íåðàâåíñòâà íà f(a) çíàê íåðà-
âåíñòâà íå ìåíÿåòñÿ.

Åñëè f(a) < 0, òî ïðè äåëåíèè îáåèõ ÷àñòåé íà f(a) çíàê íåðàâåíñòâà ìåíÿåòñÿ
íà ïðîòèâîïîëîæíûé.

Åñëè f(a) = 0, òî ðåøåíèå íåðàâåíñòâà çàâèñèò îò g(a).

Â ñëó÷àå ââåäåíèÿ íîâîé ïåðåìåííîé íå çàáûâàòü ó÷èòûâàòü å¼ îãðàíè÷åíèÿ.

51.1. Íàéäèòå âñå ïàðû ÷èñåë (a; b), äëÿ êàæäîé èç êîòîðûõ èìååò íå ìåíåå
òð¼õ êîðíåé óðàâíåíèå

(a− 2)x+ b(x− 2) = (2b− 1)x+ (2x− 1)a.

51.2. Ïðè êàæäîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà a ðåøèòå íåðàâåíñòâî

2xa2 − (5x+ 2)a+ 2x+ 1 > 0.

51.3. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ ñëåäóþùåå
óðàâíåíèå èìååò õîòÿ áû îäèí êîðåíü:

6 log0,25 sinx+ a2 + 6a+ 8 = a log4 sinx.
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51.4. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, äëÿ êàæäîãî èç êîòîðûõ èìååò íå
ìåíåå ñåìè ðåøåíèé ñèñòåìà óðàâíåíèé

{
(3a2 − 13a)x+ 8y = 3a2 − 16a− 8,

5x+ 4y = 2.

Ïîäãîòîâèòåëüíûå çàäà÷è íà ðàçíûå òåìû

51.5. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ óðàâíåíèÿ
x2 + 2x+ a = 17 è x2 + 5x = 3a+ 18 èìåþò õîòÿ áû îäèí îáùèé êîðåíü.

51.6. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a íåðàâåíñòâî
x− 3a− 1

x+ 2a− 2
6 0 âûïîë-

íÿåòñÿ ïðè êàæäîì çíà÷åíèè x òàêîì, ÷òî 2 6 x 6 3?

51.7. Ïðè êàæäîì çíà÷åíèè a ðåøèòü íåðàâåíñòâî
(x− 1)(x− a)

(x− a+1
2 )

> 0.

51.8. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ óðàâíåíèå
x+
√
x2 − 4ax− 7a = 3 èìååò õîòÿ áû îäèí êîðåíü.

51.9. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ óðàâíåíèå
3 cos 2x− (a2 − 8a+ 6) sinx = 3 èìååò íà îòðåçêå [0; 2π] ðîâíî ÷åòûðå êîðíÿ.

51.10. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ ëþáîå
ðåøåíèå íåðàâåíñòâà log2 x

2 6 log2 (3x+ 4) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì íåðàâåíñòâà
81x2 6 16a4.

51.11. Ïðè êàêîì íàèìåíüøåì ïîëîæèòåëüíîì çíà÷åíèè b ôóíêöèÿ

y = sin

(
20x+

bπ

150

)
èìååò ìèíèìóì â òî÷êå x =

π

2
?

51.12. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðûõ ñèñòåìà{
x2 + y = 2x

loga y = (x2 − 2x)2

èìååò ðîâíî äâà ðàçëè÷íûõ ðåøåíèÿ.
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51.13. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðûõ ñèñòåìà{
x2 + y2 = 1

y − |x| = a

èìååò ðîâíî äâà ðàçëè÷íûõ ðåøåíèÿ.

51.14. Íàéäèòå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèå x−a = ||2x|−1|
èìååò ðîâíî òðè êîðíÿ.

51.15. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèå

log5 (25x − log5 a) = x

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

51.16. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ a, ïðè êîòîðûõ ñèñòåìà óðàâíåíèé{
x2 + y2 = a2

xy = a2 − 3a

èìååò ðîâíî äâà ðàçëè÷íûõ ðåøåíèÿ.

51.17. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ óðàâíåíèå∣∣∣∣x+
a2

x
+ 1

∣∣∣∣+

∣∣∣∣x+
a2

x
− 1

∣∣∣∣ = 2

èìååò õîòÿ áû îäèí êîðåíü.
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Óðîê �52. Ñëîæíàÿ ïëàíèìåòðèÿ. Òðåóãîëüíèê:

ñðåäíÿÿ ëèíèÿ, ìåäèàíû, âûñîòû, áèññåêòðèñû.

Ïàðàëëåëîãðàìì. Òðàïåöèÿ.

Ìåäèàíû

A

B

CD

S4ABD = S4CBD

A

B

C

A1

B1

C1
MMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMM

Ìåäèàíû òðåóãîëüíèêà ïåðåñåêàþòñÿ
â îäíîé òî÷êå

AM

MA1
=

BM

MB1
=

CM

MC1
=

2

1

A

B

C

A1

B1

C1
MMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMM

Ìåäèàíû òðåóãîëüíèêà ðàçáèâàþò åãî
íà 6 ðàâíîâåëèêèõ òðåóãîëüíèêîâ

A

B

C

A1

¾Óäâîåíèå ìåäèàíû¿:
ABA1C � ïàðàëëåëîãðàìì

AC

B

O

mc = R =
1

2
c = OC, âåðíî è îáðàòíîå:

Ïðèçíàê ïðÿìîóãîëüíîãî
òðåóãîëüíèêà: åñëè ìåäèàíà
òðåóãîëüíèêà ðàâíà ïîëîâèíå ñòîðîíû,
ê êîòîðîé îíà ïðîâåäåíà,
òî òðåóãîëüíèê � ïðÿìîóãîëüíûé.

283



Áèññåêòðèñû

IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII

Áèññåêòðèñû òðåóãîëüíèêà ïåðåñåêàþòñÿ
â îäíîé òî÷êå I � öåíòðå âïèñàííîé â
òðåóãîëüíèê îêðóæíîñòè

I

A

B

C

α

∠CIB = 90◦ +
α

2

A

B

C

O

Åñëè O � öåíòð âíåâïèñàííîé
îêðóæíîñòè, êàñàþùåéñÿ ñòîðîíû BC
è ïðîäîëæåíèé ñòîðîí AB è AC
òðåóãîëüíèêà ABC, òî âûïîëíÿåòñÿ
ðàâåíñòâî:

∠COB = 90◦ − ∠A
2

A

B

CD

AD

DC
=
AB

BC

S4ABD
S4CBD

=
AB

BC

IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII

A

B

C

A1

B1

C1

AI

IA1
=
b+ c

a

BI

IB1
=
a+ c

b

CI

IC1
=
a+ b

c

AA2
1 = BA ·AC −BA1 ·A1C
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Âûñîòû

A

B

C

A1

B1

C1
O

HHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHH

Òî÷êè B,C,B1, C1 � ëåæàò íà îäíîé
îêðóæíîñòè, ïðè÷¼ì BC � å¼ äèàìåòð

A

B

CB1

C1

Òðåóãîëüíèê ABB1 ïîäîáåí
òðåóãîëüíèêó ACC1.
Òðåóãîëüíèê AB1C1

ïîäîáåí òðåóãîëüíèêó ABC
ñ êîýôôèöèåíòîì ïîäîáèÿ | cos∠A|.

CA

B

A1

B1

C1

HHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHH

∠C1A1A = ∠B1A1A,
∠A1B1B = ∠C1B1B,
∠B1C1C = ∠A1C1C,
H � öåíòð îêðóæíîñòè
âïèñàííîé â 4A1B1C1

CA

B

A1

B1

C1

A2

B2

C2

HHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO
MMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMM

Òî÷êè O, H è òî÷êà M ïåðåñå÷åíèÿ
ìåäèàí òðåóãîëüíèêà ABC ëåæàò
íà îäíîé ïðÿìîé, (ïðÿìàÿ Ýéëåðà)
ïðè÷¼ì òî÷êà M ëåæèò íà îòðåçêå OH
è OM : MH = 1 : 2

C

A B

HHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHH Åñëè H � îðòîöåíòð òðåóãîëüíèêà, òî
ðàäèóñû îêðóæíîñòåé îïèñàííûõ îêîëî
òðåóãîëüíèêîâ ABC, ABH, BCH, ACH
ðàâíû ìåæäó ñîáîé.
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52.1. Íàéäèòå ãèïîòåíóçó ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ñ îñòðûì óãëîì 15◦,
åñëè èçâåñòíî, ÷òî âûñîòà òðåóãîëüíèêà, îïóùåííàÿ íà ãèïîòåíóçó, ðàâíà 1.

52.2. ×åðåç îñíîâàíèå áèññåêòðèñû AD ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà ABC
ñ âåðøèíîé B ïðîâåä¼í ïåðïåíäèêóëÿð ê ýòîé áèññåêòðèñå, ïåðåñåêàþùèé
ïðÿìóþ AC â òî÷êå E. Íàéäèòå îòðåçîê AE, åñëè èçâåñòíî, ÷òî CD = 4.

52.3. Ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ABC ðàâíà S. Íàéäèòå ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà,
ñòîðîíû êîòîðîãî ðàâíû ìåäèàíàì òðåóãîëüíèêà ABC.

52.4. Âíóòðè ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà ABC â ïðîèçâîëüíîì ìåñòå ïî-
ñòàâëåíà òî÷êà M .

à) Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà ðàññòîÿíèé îò òî÷êèM äî ñòîðîí òðåóãîëüíèêà ABC
ðàâíà âûñîòå ýòîãî òðåóãîëüíèêà.

á) Íàéäèòå ðàññòîÿíèå îò òî÷êè M äî ñòîðîíû AB, åñëè ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè
M äî ñòîðîí AC è BC ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû 10

√
133 è 3

√
133, à ïëîùàäü

òðåóãîëüíèêà ABC ðàâíà 14364
√

3.

52.5. Äîêàæèòå òåîðåìó: ñóììà êâàäðàòîâ äèàãîíàëåé ïàðàëëåëîãðàììà ðàâ-
íà ñóììå êâàäðàòîâ åãî ñòîðîí.

52.6. Â âûïóêëîì ÷åòûð¼õóãîëüíèêå ABCD äëèíà îòðåçêà, ñîåäèíÿþùåãî
ñåðåäèíû ñòîðîí AB è CD, ðàâíà 1. Ïðÿìûå BC è AD ïåðïåíäèêóëÿðíû.
Íàéäèòå äëèíó îòðåçêà, ñîåäèíÿþùåãî ñåðåäèíû äèàãîíàëåé AC è BD.

52.7. Íàéäèòå ïëîùàäü òðàïåöèè ñ îñíîâàíèÿìè 18 è 13 è áîêîâûìè ñòîðî-
íàìè 3 è 4.

52.8. Íàéäèòå ïëîùàäü òðàïåöèè, äèàãîíàëè êîòîðîé ðàâíû 7 è 8, à îñíîâàíèÿ
� 3 è 6.

52.9. Äîêàæèòå òåîðåìó: òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé ëþáîé òðàïåöèè, òî÷-
êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðîäîëæåíèé áîêîâûõ ñòîðîí è ñåðåäèíû îñíîâàíèé ëåæàò íà
îäíîé ïðÿìîé.

52.10. Ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà ðàâíû a è b, à óãîë ìåæäó íèìè ðàâåí γ. Íàé-
äèòå áèññåêòðèñó òðåóãîëüíèêà, ïðîâåä¼ííóþ èç âåðøèíû ýòîãî óãëà.

52.11. Âû÷èñëèòå áèññåêòðèñó òðåóãîëüíèêà ABC, ïðîâåä¼ííóþ èç âåðøèíû
A, åñëè BC = 18, AC = 15, AB = 12.

52.12. (ÎÌÌÎ 2014 �7). Äèàãîíàëè òðàïåöèè âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíû,
à áîêîâûå ñòîðîíû îáðàçóþò óãîë 30◦. Îñíîâàíèÿ èìåþò äëèíû 6 è 2. Íàéäèòå
âûñîòó òðàïåöèè.

52.13. Äîêàæèòå òåîðåìó: ñåðåäèíû ñòîðîí ëþáîãî ÷åòûð¼õóãîëüíèêà ÿâëÿ-
þòñÿ âåðøèíàìè ïàðàëëåëîãðàììà.
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52.14. Ìåäèàíà ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà, ïðîâåä¼ííàÿ ê ãèïîòåíóçå,
ðàçáèâàåò åãî íà äâà òðåóãîëüíèêà ñ ïåðèìåòðàìè 8 è 9. Íàéäèòå ñòîðîíû
òðåóãîëüíèêà.

52.15. Íà ñòîðîíàõ AB è CD ïðÿìîóãîëüíèêà ABCD âçÿòû òî÷êè K è M
òàê, ÷òî AKCM � ðîìá. Äèàãîíàëü AC îáðàçóåò ñî ñòîðîíîé AB óãîë 30◦.
Íàéäèòå ñòîðîíó ðîìáà, åñëè íàèáîëüøàÿ ñòîðîíà ïðÿìîóãîëüíèêà ABCD
ðàâíà 3.

52.16. Îñòðûé óãîë ïðè âåðøèíå A ðîìáà ABCD ðàâåí 40◦. ×åðåç âåðøèíó
A è ñåðåäèíó M ñòîðîíû CD ïðîâåäåíà ïðÿìàÿ, íà êîòîðóþ îïóùåí ïåðïåí-
äèêóëÿð BH èç âåðøèíû B. Íàéäèòå óãîë AHD.

52.17. Òðàïåöèÿ ABCD ðàçäåëåíà ïðÿìîé, ïàðàëëåëüíîé å¼ îñíîâàíèÿì AD
è BC, íà äâå ðàâíîâåëèêèå òðàïåöèè. Íàéòè îòðåçîê ýòîé ïðÿìîé, çàêëþ÷¼í-
íûé ìåæäó áîêîâûìè ñòîðîíàìè, åñëè îñíîâàíèÿ òðàïåöèè ðàâíû a è b.

52.18. Äàíà òðàïåöèÿ, â êîòîðóþ âïèñàíà îêðóæíîñòü è îêîëî êîòîðîé îïè-
ñàíà îêðóæíîñòü. Îòíîøåíèå âûñîòû òðàïåöèè ê ðàäèóñó îïèñàííîé îêðóæ-

íîñòè ðàâíî

√
2

3
. Íàéäèòå óãëû òðàïåöèè.
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Óðîê �53. Ïàðàìåòðû. Êâàäðàòíûé òð¼õ÷ëåí.

Êâàäðàòíûå óðàâíåíèÿ è íåðàâåíñòâà ñ ïàðàìåòðàìè

Çíàê äèñêðèìèíàíòà (D < 0, D = 0, D > 0) îïðåäåëÿåò êîëè÷åñòâî äåéñòâè-
òåëüíûõ êîðíåé.

Íå çàáûâàòü èññëåäîâàòü ñëó÷àé, êîãäà êîýôôèöèåíò ïåðåä x2 ðàâåí 0, è óðàâ-
íåíèå ñòàíîâèòñÿ ëèíåéíûì.

Ó÷èòûâàòü ÎÄÇ ïðè èññëåäîâàíèè êîëè÷åñòâà êîðíåé.

Êâàäðàòíûé òð¼õ÷ëåí f(x) = ax2 + bx+ c:

èìååò äâà êîðíÿ ðàçíûõ çíàêîâ ⇔ ac < 0;

èìååò äâà ðàçëè÷íûõ êîðíÿ îäíîãî çíàêà ⇔

{
D > 0,

ac > 0;

èìååò äâà ðàçëè÷íûõ ïîëîæèòåëüíûõ êîðíÿ ⇔


D > 0,

ac > 0,

ab < 0;

èìååò äâà ðàçëè÷íûõ îòðèöàòåëüíûõ êîðíÿ ⇔


D > 0,

ac > 0,

ab > 0;

èìååò íà èíòåðâàëå (m;M) ðîâíî îäèí êîðåíü, åñëè f(m)f(M) < 0.

53.1. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ óðàâíåíèå
(ax2 − (a2 + 16)x+ 16a)

√
x+ 5 = 0 èìååò ðîâíî äâà ðàçëè÷íûõ êîðíÿ.

53.2. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ óðàâíåíèå
x2− 2(a2− 4a+ 1)x+ 4 = 0 èìååò ðîâíî äâà ðàçëè÷íûõ îòðèöàòåëüíûõ êîðíÿ.

53.3. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ óðàâíåíèå
121x + (3a2 − a+ 4) · 11x − 5a− 2 = 0 èìååò åäèíñòâåííûé êîðåíü.

53.4. Íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà a, äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóåò
õîòÿ áû îäíà ïàðà (x; y) òàêèõ x è y, ÷òî x2 + 2y2 − xy − ax+ ay + a2 6 1.
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Ðàñïîëîæåíèå êîðíåé êâàäðàòíîãî òð¼õ÷ëåíà

Ïóñòü êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ èìååò âèä f(x) = α(a)x2 + β(a)x + γ(a), ãäå
α(a), β(a), γ(a) � âûðàæåíèÿ, çàâèñÿùèå îò ïàðàìåòðà a èëè ÷èñëà, ïðè÷¼ì

α(a) 6= 0, x0 = − β(a)

2α(a)
� àáñöèññà âåðøèíû ïàðàáîëû. Ïóñòü êîðíè óðàâíåíèÿ

α(a)x2 + β(a)x+ γ(a) = 0 (1)

åñòü x1 è x2, x1 6 x2, à äèñêðèìèíàíò D = β2(a)− 4α(a)γ(a).

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî âàðèàíòîâ ðàñïîëîæåíèÿ êîðíåé êâàäðàòíîãî óðàâíå-
íèÿ (1) íà êîîðäèíàòíîé îñè.

1 Äëÿ òîãî, ÷òîáû îáà êîðíÿ êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ (1) áûëè ìåíüøå ÷èñëà
d (x1 < x2 < d), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèå óñëîâèé D > 0,

α(a)· f(d) > 0,
x0 < d.

(2)

2 Äëÿ òîãî, ÷òîáû îáà êîðíÿ êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ (1) áûëè áîëüøå ÷èñëà
d, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ óñëîâèé D > 0,

α(a)· f(d) > 0,
x0 > d.

(3)

3 Äëÿ òîãî ÷òîáû îáà êîðíÿ êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ (1) íàõîäèëèñü â èíòåð-
âàëå (d; e) (d < x1 6 x2 < e), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèå óñëîâèé

D > 0,
α(a) · f(d) > 0,
α(a) · f(e) > 0,
d < x0 < e.

(4)

4 Äëÿ òîãî ÷òîáû ÷èñëî d íàõîäèëîñü ìåæäó êîðíÿìè êâàäðàòíîãî óðàâíå-
íèÿ (1) (x1 < d < x2), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà{

D > 0
α(a) · f(d) < 0

(5)

Çàìåòèì, ÷òî â ñèñòåìå (5) ïåðâîå íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ èçáûòî÷íûì
óñëîâèåì, ò.ê. ñóùåñòâîâàíèå ðàçëè÷íûõ êîðíåé çäåñü óæå îáåñïå÷èâàåòñÿ
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íåïðåðûâíîñòüþ êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè.

5 Äëÿ òîãî ÷òîáû îòðåçîê [d; e] ëåæàë âíóòðè èíòåðâàëà (x1;x2), íåîáõîäèìî
è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû  D > 0,

α(a) · f(d) < 0,
α(a) · f(e) < 0.

(6)

Îòìåòèì, ÷òî, êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, óñëîâèå D > 0 â ñèñòåìå (6) ÿâëÿ-
åòñÿ èçáûòî÷íûì.

53.5. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ íåðàâåíñòâî
x2 + ax+ a2 + 6a < 0 áóäåò âûïîëíåíî äëÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ x ∈ (0; 4).

53.6. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ ëþáîå ðå-
øåíèå íåðàâåíñòâà (a − 2)x2 − (2a + 3)x + a + 1 > 0 ïðèíàäëåæèò îòðåçêó
[−1; 1].

53.7. Äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a íàéäèòå êîðíè óðàâíåíèÿ

arcsin(ax2 − ax− 1) + arcsin(x) = 0.

53.8. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ íåðàâåíñòâî
ax− a(1− a)

a2 − ax− 2
> 0 âûïîëíåíî äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé ïåðåìåííîé x èç îòðåçêà

[−1; 1].

53.9. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ íåðàâåíñòâî
4x − a · 2x − a+ 3 6 0 èìååò õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå.

53.10. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà p óðàâíåíèå x2+
√
p2 + 4p·x+p−1 = 0

èìååò êîðíè, à ñóììà êâàäðàòîâ êîðíåé ìèíèìàëüíà?

53.11. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ b óðàâíåíèå (b−1) ·4x− (2b−1) ·2x−1 = 0 èìååò
äâà ðàçëè÷íûõ êîðíÿ?

53.12. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ a íåðàâåíñòâî 4sin x − 2 · (a− 3) · 2sin x + a+ 3 > 0
âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ x?

53.13. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a óðàâíåíèå |x2 − 4|x|+ 3| = a èìååò
ðîâíî 8 ðåøåíèé?

53.14. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ a ôóíêöèÿ
3x

2

3ax−11
èìååò ìèíèìóì ïðè x = 6?
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53.15. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a ìíîæåñòâî ðåøåíèé íåðàâåíñòâà
x2 + ax− 1 < 0 ÿâëÿåòñÿ èíòåðâàëîì äëèíû 5?

53.16. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a óðàâíåíèå 5x2 + (4a − 6)x + 1 = 0
èìååò äâà êîðíÿ, ïðè÷¼ì îäèí èç êîðíåé áîëüøå (−1), à âòîðîé � ìåíüøå
(−1)?

53.17. Ïðè êàêèõ a óðàâíåíèå (2a− 2)x2 + (a+ 1)x+ 1 = 0 èìååò êîðíè, è âñå
îíè ïðèíàäëåæàò èíòåðâàëó (−2; 0)?

53.18. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ a óðàâíåíèå (a−1) ·4x+(2a−3) ·6x = (3a−4) ·9x
èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå?

53.19. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèå

2a− x2 + 3x

x− a2
= 0

èìååò ðîâíî äâà ðàçëè÷íûõ êîðíÿ.
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Óðîê �54. Ñëîæíàÿ ïëàíèìåòðèÿ. Îòíîøåíèå

îòðåçêîâ. Îòíîøåíèå ïëîùàäåé.

Ïðîïîðöèîíàëüíûå îòðåçêè

B1 B2

A1

A2

O

Åñëè A1B1 ‖ A2B2, òî

OA1

OA2
=
OB1

OB2
=
A1B1

A2B2
;

OA1

A1A2
=

OB1

B1B2

Ñâîéñòâà ïðîèçâîëüíîãî òðåóãîëüíèêà

A

B

C

C1
A1

B1

Òåîðåìà ×åâû
îòðåçêè AA1, BB1, CC1

ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
AC1

C1B
· BA1

A1C
· CB1

B1A
= 1

A

B

C

C1 A1

B1

Òåîðåìà Ìåíåëàÿ

AC1

C1B
· BA1

A1C
· CB1

B1A
= 1
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Ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ïëîùàäÿìè òðåóãîëüíèêîâ

A

B C

P

Q S4APQ
S4ABC

=
AP

AB
· AQ
AC

A

B CD

S4ABD
S4ADC

=
BD

DC

A B

C

A1 B1

C1

S4ABC
S4A1B1C1

=
AB2

A1B2
1

Çàäàíèÿ

54.1. Äàí òðåóãîëüíèê ABC. Íà ïðîäîëæåíèè ñòîðîíû AC çà òî÷êó C âçÿòà
òî÷êà N, ïðè÷¼ì AC = 2CN. Òî÷êà M íàõîäèòñÿ íà ñòîðîíå BC, ïðè÷¼ì
BM : MC = 1 : 3. Â êàêîì îòíîøåíèè ïðÿìàÿ MN äåëèò ñòîðîíó AB?

54.2. Íà ñòîðîíàõ AB, BC è AC òðåóãîëüíèêà ABC âçÿòû ñîîòâåòñòâåííî
òî÷êèM,N è K, òàê, ÷òî AM : MB = 2 : 3, AK : KC = 2 : 1, BN : NC = 1 : 2.
Â êàêîì îòíîøåíèè ïðÿìàÿ MK äåëèò îòðåçîê AN?

54.3. Äëèíû ñòîðîí òðåóãîëüíèêà ðàçëè÷íû è îáðàçóþò àðèôìåòè÷åñêóþ
ïðîãðåññèþ. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ìå-
äèàí è öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè, ïàðàëëåëüíà îäíîé èç ñòîðîí òðåóãîëü-
íèêà.
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54.4. Â òðåóãîëüíèêå ABC ìåäèàíà AD è áèññåêòðèñà BE ïåðïåíäèêóëÿðíû
è ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå F . Èçâåñòíî, ÷òî ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà DEF ðàâíà
5. Íàéäèòå ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ABC.

54.5. Äâå ïðÿìûå, ïàðàëëåëüíûå îñíîâàíèÿì òðàïåöèè, äåëÿò êàæäóþ èç áî-
êîâûõ ñòîðîí íà òðè ðàâíûå ÷àñòè. Âñÿ òðàïåöèÿ ðàçäåëåíà èìè íà òðè ÷àñòè.
Íàéäèòå ïëîùàäü ñðåäíåé ÷àñòè, åñëè ïëîùàäè êðàéíèõ ðàâíû S1 è S2.

54.6. Ïëîùàäè òðåóãîëüíèêîâ, îáðàçîâàííûõ îòðåçêàìè äèàãîíàëåé òðàïåöèè
è å¼ îñíîâàíèÿìè, ðàâíû S1 è S2. Íàéäèòå ïëîùàäü òðàïåöèè.

54.7. (ÎÌÌÎ 2011 �5) Òðè ïðàâèëüíûõ ïÿòèóãîëüíèêà èìåþò îáùèé
öåíòð, èõ ñòîðîíû ñîîòâåòñòâåííî ïàðàëëåëüíû. Ñòîðîíû äâóõ ïÿòèóãîëüíè-
êîâ ðàâíû 4 è 12. Òðåòèé ïÿòèóãîëüíèê äåëèò ïëîùàäü ôèãóðû, çàêëþ÷¼ííîé
ìåæäó ïåðâûìè äâóìÿ, â îòíîøåíèè 1 : 3, ñ÷èòàÿ îò ìåíüøåãî ïÿòèóãîëüíèêà.
Íàéäèòå ñòîðîíó òðåòüåãî ïÿòèóãîëüíèêà.

54.8. Â òðåóãîëüíèêå ABC íà ñòîðîíå BC âûáðàíà òî÷êà D òàê, ÷òî BD :
DC = 1 : 2. Ìåäèàíà CE ïåðåñåêàåò îòðåçîê AD â òî÷êå F . Êàêóþ ÷àñòü
ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà ABC ñîñòàâëÿåò ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà AEF?

54.9. Â âûïóêëîì ÷åòûð¼õóãîëüíèêå ABCD äèàãîíàëè AC è BD ïåðåñåêà-
þòñÿ â òî÷êå O. Ïëîùàäè òðåóãîëüíèêîâ AOB è COD ðàâíû.

à) Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè A è D îäèíàêîâî óäàëåíû îò ïðÿìîé BC.
á) Íàéäèòå ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà AOB, åñëè èçâåñòíî, ÷òî AB = 13, BC =
10, CD = 15, DA = 24.

54.10. Â ðîìá âïèñàíà îêðóæíîñòü Θ. Îêðóæíîñòè W1 è W2 (ðàçíîãî ðàäè-
óñà) ðàñïîëîæåíû òàê, ÷òî êàæäàÿ êàñàåòñÿ îêðóæíîñòè Θ è äâóõ ñîñåäíèõ
ñòîðîí ðîìáà.

à) Äîêàæèòå, ÷òî ïëîùàäü êðóãà, îãðàíè÷åííîãî îêðóæíîñòüþ Θ, ñîñòàâëÿåò
ìåíåå 80% ïëîùàäè ðîìáà.
á) Íàéäèòå îòíîøåíèå ðàäèóñîâ îêðóæíîñòåé W1 è W2, åñëè èçâåñòíî, ÷òî
äèàãîíàëè ðîìáà îòíîñÿòñÿ, êàê 1 : 2.

54.11. ×åðåç ñåðåäèíó M ñòîðîíû BC ïàðàëëåëîãðàììà ABCD, ïëîùàäü
êîòîðîãî ðàâíà 1, è âåðøèíó A ïðîâåäåíà ïðÿìàÿ, ïåðåñåêàþùàÿ äèàãîíàëü
BD â òî÷êå O. Íàéäèòå ïëîùàäü ÷åòûð¼õóãîëüíèêà OMCD.

54.12. Äèàãîíàëè ðàçáèâàþò âûïóêëûé ÷åòûð¼õóãîëüíèê íà òðåóãîëüíèêè ñ
ïëîùàäÿìè S1, S2, S3 è S4 (S1 è S3 � ïëîùàäè òðåóãîëüíèêîâ, ïðèëåæàùèõ
ê ïðîòèâîïîëîæíûì ñòîðîíàì ÷åòûð¼õóãîëüíèêà). Äîêàæèòå, ÷òî S1 · S3 =
S2 · S4.

54.13. Èç òî÷êè íà îñíîâàíèè òðåóãîëüíèêà ïðîâåäåíû ïðÿìûå, ïàðàëëåëü-
íûå áîêîâûì ñòîðîíàì. Îíè ðàçáèâàþò òðåóãîëüíèê íà ïàðàëëåëîãðàìì è äâà
òðåóãîëüíèêà ñ ïëîùàäÿìè S1 è S2. Íàéäèòå ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà.
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54.14. Ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ñåðåäèíóM ãèïîòåíóçû AB ïðÿìîóãîëüíî-
ãî òðåóãîëüíèêà ABC, ïåðïåíäèêóëÿðíà CM è ïåðåñåêàåò êàòåò AC â òî÷êå
K, ïðè ýòîì AK : KC = 1 : 2.

à) Äîêàæèòå, ÷òî ∠BAC ðàâåí 30◦.
á) Ïóñòü ïðÿìûå MK è BC ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå P , à ïðÿìûå AP è BK � â
òî÷êå Q. Íàéäèòå KQ, åñëè BC =

√
21.
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Óðîê �55. Ïàðàìåòðû. Ïðèìåíåíèå ñâîéñòâ

ôóíêöèé.

1 Èñïîëüçîâàíèå ñâîéñòâ ôóíêöèè: ìîíîòîííîñòü, îãðàíè÷åííîñòü, îáëàñòü
îïðåäåëåíèÿ.

55.1. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a óðàâíåíèå sinx + a cosx = 2a èìååò
õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå?

55.2. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, äëÿ êàæäîãî èç êîòîðûõ óðàâíåíèå
64x6 − (3x+ a)3 + 4x2 − 3x = a èìååò áîëåå îäíîãî êîðíÿ.

55.3. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ ñèñòåìà
óðàâíåíèé 

|y|+ a = 6 sinx

y4 + z2 = 6a

(a− 3)2 = |z2 + 6z|+ sin2 2x+ 9

èìååò õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå, è óêàæèòå ðåøåíèÿ ñèñòåìû äëÿ êàæäîãî èç
íàéäåííûõ çíà÷åíèé a.

55.4. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ óðàâíåíèå
a2 + 7|x|+ 49 log7(2x2 + 7) = 7a+ 3|2x− 7a| èìååò õîòÿ áû îäèí êîðåíü.

55.5. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ a, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ óðàâíåíèå

4(ax− x2) +
1

ax− x2
+ 4 = 0

èìååò ðîâíî äâà ðàçëè÷íûõ êîðíÿ íà ïðîìåæóòêå îò [−1; 1).

55.6. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ a, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ óðàâíåíèå

5x+ |2x− |x+ a|| = 10|x+ 1|

èìååò õîòÿ áû îäèí êîðåíü.

55.7. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ a, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ íàèìåíüøåå çíà÷åíèå
ôóíêöèè f(x) = 2ax+ |x2 − 8x+ 7| áîëüøå 1.

2 Äëÿ ÷¼òíîé ôóíêöèè fa(x) óðàâíåíèå (èëè íåðàâåíñòâî) fa(x) = 0 (fa(x) >
0 èëè fa(x) 6 0) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, åñëè x = 0 � ðåøåíèå çàäà÷è è
êðîìå íåãî ðåøåíèé íåò.
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55.8. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ ñèñòåìà{
3 · 2|x| + 5|x|+ 4 = 3y + 5x2 + 3a,

x2 + y2 = 1

èìååò ðîâíî îäíî ðåøåíèå.

55.9. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ óðàâíåíèå
x2 − 2a sin(cosx) + a2 = 0 èìååò åäèíñòâåííûé êîðåíü.

55.10. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ a, äëÿ êàæäîãî èç êîòîðûõ óðàâíåíèå

x2 + (1− a)2 = |x− 1 + a|+ |x+ 1− a|

èìååò åäèíñòâåííûé êîðåíü.

55.11. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ a, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ ñèñòåìà{
a(x4 + 1) = y + 2− |x|
x2 + y2 = 4

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

55.12. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ a, ïðè êîòîðûõ íåðàâåíñòâî

cosx− 2
√
x2 + 9 6 − x2 + 9

a+ cosx
− a

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

3 Ïðè ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé x = b óäîáíî ñäåëàòü çàìåíó z = x−b
è ñâåñòè çàäà÷ó ê ïóíêòó 2.

55.13. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ óðàâíåíèå√
(x+ 7)4 + (a− 5)4 = |x+ a+ 2|+ |x− a+ 12| èìååò åäèíñòâåííûé êîðåíü.

4 Â ñëó÷àå ñèììåòðè÷íûõ ôóíêöèé f(x, y) = f(y, x) äëÿ åäèíñòâåííîñòè
ðåøåíèÿ íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå ðàâåíñòâà x = y.

55.14. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, äëÿ êàæäîãî èç êîòîðûõ ñóùå-
ñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òðîéêà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë (x; y; z), óäîâëåòâîðÿþùàÿ
ñèñòåìå óðàâíåíèé {

x2 + y2 = 4z,

x+ y + 2z = 2a.
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55.15. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ a, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ ñèñòåìà íåðàâåíñòâ{
y > x2 + 2a,

x > y2 + 2a

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.
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Óðîê �56. Ñëîæíàÿ ïëàíèìåòðèÿ. Êàñàòåëüíàÿ

ê îêðóæíîñòè. Êàñàþùèåñÿ è ïåðåñåêàþùèåñÿ

îêðóæíîñòè.

Îêðóæíîñòü. Ñâîéñòâà õîðä è óãëîâ

C D

O

E

CE = ED
(O � öåíòð îêðóæíîñòè)

A

B
C

D

M AM ·MB = CM ·MD

B B B

A A A
C C C

∠ABC =
1

2
^ AC

O

AM N MN êàñàåòñÿ îêðóæíîñòè â
òî÷êå A⇒MN ⊥ OA;
åñëè MN ïðîõîäèò ÷åðåç
òî÷êó A îêðóæíîñòè è MN ⊥ OA
⇒MN � êàñàòåëüíàÿ

B

C

A
O

AC = AB,
∠CAO = ∠BAO
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A

B

C D

α

180◦−α180◦−α180◦−α180◦−α180◦−α180◦−α180◦−α180◦−α180◦−α180◦−α180◦−α180◦−α180◦−α180◦−α180◦−α180◦−α180◦−α180◦−α180◦−α180◦−α180◦−α180◦−α180◦−α180◦−α180◦−α180◦−α180◦−α180◦−α180◦−α180◦−α180◦−α180◦−α180◦−α180◦−α180◦−α180◦−α180◦−α180◦−α180◦−α180◦−α180◦−α180◦−α180◦−α180◦−α180◦−α180◦−α180◦−α180◦−α180◦−α180◦−α180◦−α180◦−α180◦−α180◦−α180◦−α180◦−α180◦−α180◦−α180◦−α180◦−α180◦−α180◦−α180◦−α180◦−α180◦−α
∠CAD + ∠CBD = 180◦

A

B

C

D
E

∠ABC =
1

2
(^ AC−^ DE)

A

B

O1 O2

Ëèíèÿ öåíòðîâ äâóõ
ïåðåñåêàþùèõñÿ îêðóæíîñòåé
ïåðïåíäèêóëÿðíà èõ îáùåé
õîðäå è äåëèò å¼ ïîïîëàì

O1 O2
M

Ëèíèÿ öåíòðîâ äâóõ êàñàþùèõñÿ
îêðóæíîñòåé ïðîõîäèò ÷åðåç
èõ òî÷êó êàñàíèÿ

A

B

C D

E

F
∠BAC =

1

2
^ AEB

∠BAD =
1

2
^ AFB

AB

C

M
O

R
l

MA ·MB = MC2

MA ·MB = l2 −R2
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56.1. Èç òî÷êè M , ëåæàùåé âíå îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì O è ðàäèóñîì R,
ïðîâåäåíû êàñàòåëüíûå MA è MB (A è B � òî÷êè êàñàíèÿ). Ïðÿìûå OA è
MB ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå C. Íàéäèòå OC, åñëè èçâåñòíî, ÷òî îòðåçîê OM
äåëèòñÿ îêðóæíîñòüþ ïîïîëàì.

56.2. Óãîë ïðè âåðøèíå A òðåóãîëüíèêà ABC ðàâåí 120◦. Îêðóæíîñòü ðà-
äèóñà R êàñàåòñÿ ñòîðîíû BC è ïðîäîëæåíèé ñòîðîí AB è AC. Íàéäèòå
ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà ABC.

56.3. Äàíû îêðóæíîñòè ðàäèóñîâ R è r, R > r. Ðàññòîÿíèå ìåæäó èõ öåí-
òðàìè ðàâíî a, a > R+ r. Íàéäèòå îòðåçêè îáùèõ êàñàòåëüíûõ, çàêëþ÷¼ííûå
ìåæäó òî÷êàìè êàñàíèÿ.

56.4. Îêðóæíîñòè ðàçëè÷íûõ ðàäèóñîâ r è R ñ öåíòðàìè O1 è O2 ñîîòâåò-
ñòâåííî êàñàþòñÿ âíåøíèì îáðàçîì â òî÷êå K. Ïðÿìàÿ êàñàåòñÿ ýòèõ îêðóæ-
íîñòåé â ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ A è B, à âòîðàÿ ïðÿìàÿ � â òî÷êàõ D è C ñîîò-
âåòñòâåííî.

1) Íàéäèòå AB è îòðåçîê MN îáùåé êàñàòåëüíîé îêðóæíîñòåé, ïðîõîäÿùåé
÷åðåç òî÷êó èõ êàñàíèÿ, çàêëþ÷¼ííûé ìåæäó îáùèìè âíåøíèìè êàñàòåëüíû-
ìè AB è CD.

2) Äîêàæèòå, ÷òî ∠AKB = ∠O1MO2 = 90◦.

3) Äîêàæèòå, ÷òî ABCD � îïèñàííàÿ òðàïåöèÿ, è íàéäèòå å¼ âûñîòó.

56.5. Â ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê âïèñàíà îêðóæíîñòü. Ýòîé îêðóæíîñòè
è äâóõ ñòîðîí òðåóãîëüíèêà êàñàåòñÿ ìåíüøàÿ îêðóæíîñòü. Íàéäèòå ñòîðîíó
òðåóãîëüíèêà, åñëè ðàäèóñ ìàëîé îêðóæíîñòè ðàâåí r.

56.6. Äîêàæèòå, ÷òî ëèíèÿ öåíòðîâ ïåðåñåêàþùèõñÿ îêðóæíîñòåé ïåðïåíäè-
êóëÿðíà èõ îáùåé õîðäå è äåëèò å¼ ïîïîëàì.

56.7. Ðàäèóñû äâóõ ïåðåñåêàþùèõñÿ îêðóæíîñòåé ðàâíû 13 è 15, à îáùàÿ
õîðäà ðàâíà 24. Íàéäèòå ðàññòîÿíèå ìåæäó öåíòðàìè.

56.8. Äâå îêðóæíîñòè ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ A è B. Â êàæäîé èç ýòèõ îêðóæ-
íîñòåé ïðîâåäåíû õîðäû AC è AD, ïðè÷¼ì õîðäà îäíîé îêðóæíîñòè êàñàåòñÿ
äðóãîé îêðóæíîñòè. Íàéäèòå AB, åñëè CB = a, DB = b.

56.9. Äâå îêðóæíîñòè êàñàþòñÿ âíóòðåííèì îáðàçîì â òî÷êå A òàê, ÷òî ìåíü-
øàÿ îêðóæíîñòü ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòð áîëüøåé. Õîðäà BC áîëüøåé îêðóæ-
íîñòè êàñàåòñÿ ìåíüøåé â òî÷êå K. Ïðÿìûå AB è AC âòîðè÷íî ïåðåñåêàþò
ìåíüøóþ îêðóæíîñòü â òî÷êàõ P è M ñîîòâåòñòâåííî.

à) Äîêàæèòå, ÷òî PM ‖ BC.
á) Íàéäèòå ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ABC, åñëè PM = 12, à ðàäèóñ áîëüøåé
îêðóæíîñòè ðàâåí 20.
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56.10. Äàíà îêðóæíîñòü ñ äèàìåòðîì AB. Âòîðàÿ îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â
òî÷êå A ïåðåñåêàåò ïåðâóþ îêðóæíîñòü â òî÷êàõ C è D, à äèàìåòð AB � â
òî÷êå E. Íà äóãå CE, íå ñîäåðæàùåé òî÷êè D, âçÿòà òî÷êà M , îòëè÷íàÿ îò
òî÷åê C è E. Ëó÷ BM ïåðåñåêàåò ïåðâóþ îêðóæíîñòü â òî÷êå N , à âòîðóþ â
òî÷êå M1.

à) Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êà N � ñåðåäèíà îòðåçêà MM1.

á) Íàéäèòå äëèíó îòðåçêà MN , åñëè èçâåñòíî, ÷òî CN = 6, DN = 13,5.

56.11. Äâå îêðóæíîñòè êàñàþòñÿ âíåøíèì îáðàçîì â òî÷êå K. Ïðÿìàÿ AB
êàñàåòñÿ ïåðâîé îêðóæíîñòè â òî÷êå A, à âòîðîé � â òî÷êå B. Ïðÿìàÿ BK ïå-
ðåñåêàåò ïåðâóþ îêðóæíîñòü â òî÷êåD, ïðÿìàÿAK ïåðåñåêàåò âòîðóþ îêðóæ-
íîñòü â òî÷êå C.

à) Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå AD è BC ïàðàëëåëüíû.

á) Íàéäèòå ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà AKB, åñëè èçâåñòíî, ÷òî ðàäèóñû îêðóæ-
íîñòåé ðàâíû 4 è 1.

56.12. Äâå îêðóæíîñòè êàñàþòñÿ äðóã äðóãà âíåøíèì îáðàçîì â òî÷êå K.
Ïðÿìàÿ p êàñàåòñÿ ïåðâîé îêðóæíîñòè â òî÷êå M , à âòîðîé � â òî÷êå N .

à) Äîêàæèòå, ÷òî ðàññòîÿíèå îò òî÷êè K äî ïðÿìîé p ðàâíî
MK ·KN
MN

.

á) Íàéäèòå ïëîùàäü òðåóãîëüíèêàMNK, åñëè èçâåñòíî, ÷òî ðàäèóñû îêðóæ-
íîñòåé ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî 12 è 3.

56.13. Â áîëüøåé èç äâóõ êîíöåíòðè÷åñêèõ îêðóæíîñòåé ïðîâåäåíà õîðäà,
ðàâíàÿ 32 è êàñàþùååñÿ ìåíüøåé îêðóæíîñòè. Íàéäèòå ðàäèóñ êàæäîé èç
îêðóæíîñòåé, åñëè øèðèíà îáðàçîâàâøåãîñÿ êîëüöà ðàâíà 8.

56.14. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå òî÷êà êàñàíèÿ âïèñàííîé îêðóæíîñòè
äåëèò ãèïîòåíóçó íà îòðåçêè, ðàâíûå 5 è 12. Íàéäèòå êàòåòû òðåóãîëüíèêà.

56.15. Äâå ðàâíûå îêðóæíîñòè êàñàþòñÿ èçíóòðè òðåòüåé è êàñàþòñÿ ìåæäó
ñîáîé. Ñîåäèíèâ òðè öåíòðà, ïîëó÷èì òðåóãîëüíèê ñ ïåðèìåòðîì, ðàâíûì 18.
Íàéäèòå ðàäèóñ áîëüøåé îêðóæíîñòè.

56.16. Òðè îêðóæíîñòè ðàçíûõ ðàäèóñîâ ïîïàðíî êàñàþòñÿ äðóã äðóãà âíåø-
íèì îáðàçîì. Îòðåçêè, ñîåäèíÿþùèå èõ öåíòðû, îáðàçóþò ïðÿìîóãîëüíûé
òðåóãîëüíèê. Íàéäèòå ðàäèóñ ìåíüøåé îêðóæíîñòè, åñëè ðàäèóñû áîëüøåé è
ñðåäíåé ðàâíû 6 è 4.

56.17. Ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç îáùóþ òî÷êó A äâóõ îêðóæíîñòåé, ïåðåñå-
êàåò âòîðè÷íî ýòè îêðóæíîñòè â òî÷êàõ B è C. Ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðîåêöèÿìè
öåíòðîâ îêðóæíîñòåé íà ýòó ïðÿìóþ ðàâíî 12. Íàéäèòå BC, åñëè èçâåñòíî,
÷òî òî÷êà A ëåæèò íà îòðåçêå BC.
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56.18. Îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé öåíòðû äâóõ ïåðåñåêàþùèõñÿ îêðóæíîñòåé, äå-
ëèòñÿ èõ îáùåé õîðäîé íà îòðåçêè, ðàâíûå 5 è 2. Íàéäèòå îáùóþ õîðäó, åñëè
èçâåñòíî, ÷òî ðàäèóñ îäíîé îêðóæíîñòè âäâîå áîëüøå ðàäèóñà äðóãîé.

56.19. ×åðåç âåðøèíó A îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC ïðîâåäåíà ïðÿ-
ìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ ñòîðîíå BC = a, è ïåðåñåêàþùàÿ îêðóæíîñòè, ïîñòðîåí-
íûå íà ñòîðîíàõ AB è AC êàê íà äèàìåòðàõ, â òî÷êàõ M è N , îòëè÷íûõ îò
A. Íàéäèòå MN .

56.20. Ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê ABC è òðè îäèíàêîâûå îêðóæíîñòè ðàñ-
ïîëîæåíû òàêèì îáðàçîì, ÷òî êàæäàÿ îêðóæíîñòü êàñàåòñÿ äâóõ ñòîðîí òðå-
óãîëüíèêà è äâóõ äðóãèõ îêðóæíîñòåé.

à) Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè ïîïàðíîãî êàñàíèÿ îêðóæíîñòåé ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè
ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà.

á) Íàéäèòå ðàäèóñ îêðóæíîñòåé, åñëè èçâåñòíî, ÷òî AB = 4.
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Óðîê �57. Ïàðàìåòðû. Ãðàôè÷åñêèå ìåòîäû.

1 Ïðåîáðàçîâàíèå ãðàôèêîâ.

57.1. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ b óðàâíåíèå
√
x+ b = x + 3 èìååò åäèíñòâåííîå

ðåøåíèå?

57.2. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ a íåðàâåíñòâî
√

1− x2 > a− x èìååò ðåøåíèÿ?

57.3. Íàéäèòå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèå

|x2 − 5x+ 6| = ax

èìååò ðîâíî òðè ðàçëè÷íûõ ðåøåíèÿ.

57.4. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, äëÿ êàæäîãî èç êîòîðûõ óðàâíåíèå
ax+

√
3− 2x− x2 = 4a+ 2 èìååò åäèíñòâåííûé êîðåíü.

57.5. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ óðàâíåíèå
|x2 + 2x− 3| − 2a = |x− a|+ 3 èìååò ðîâíî òðè ðàçëè÷íûõ êîðíÿ.

2 Ìåòîä îáëàñòåé.

57.6. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ ñèñòåìà
íåðàâåíñòâ 

a+ 3x 6 12,

a+ 4x > x2,

a 6 x

èìååò õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå, è óêàæèòå ðåøåíèå ñèñòåìû äëÿ êàæäîãî çíà-
÷åíèÿ a.

57.7. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ óðàâíåíèå

a2 ctg2 x− 9a+ a2 = 4a sinx

èìååò õîòÿ áû îäèí êîðåíü.

57.8. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà p, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ óðàâíåíèå
8 sin3 x = p+ 9 cos 2x íå èìååò ðåøåíèé.

57.9. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ óðàâíåíèå
x3 + 4x2 − ax+ 6 = 0 èìååò åäèíñòâåííûé êîðåíü íà îòðåçêå îò [−2; 2].
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3 Ãåîìåòðè÷åñêèå èäåè.

57.10. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ ñèñòåìà{(
(x− 3)2 + (y + 3)2 − 32

)(
(2x+ 3)2 + (2y − 13)2

)
6 0

ax+ y = 2

íå èìååò ðåøåíèé.

57.11. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ a, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ ôóíêöèÿ

f(x) = x2 − |x− a2| − 3x

èìååò õîòÿ áû îäíó òî÷êó ìàêñèìóìà.

57.12. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ a, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ ñèñòåìà óðàâíåíèé{√
x2 + y2 + 64− 16x+

√
x2 + y2 + 36 + 12y = 10,

x2 + y2 = a2

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

57.13. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ a, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ ñèñòåìà{
|x+ 2y + 1| 6 11,

(x− a)2 + (y − 2a)2 = 2 + a

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

57.14. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a ñèñòåìà{
x2 + y2 = a,

3|x|+ 2|y| = 12

èìååò íàèáîëüøåå ÷èñëî ðåøåíèé?

57.15. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ a, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ ñèñòåìà íåðàâåíñòâ
√

(x− 2a)2 + (y − a)2 6
|a|

6
√

5
,

x− 2y > 1

èìååò ðåøåíèÿ.
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57.16. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ a ñèñòåìà óðàâíåíèé{
x2 + y2 = 4,

a(x− |x|) = |x− y|+ |x+ y|

èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé.

57.17. Íàéäèòå âñå ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ a, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ ñè-
ñòåìà {

(|x| − 5)2 + (y − 4)2 = 9,

(x+ 2)2 + y2 = a2

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

306



Óðîê �58. Ñëîæíàÿ ïëàíèìåòðèÿ. Êîìáèíàöèè

ìíîãîóãîëüíèêîâ è îêðóæíîñòåé. Ïðîïîðöèî-

íàëüíûå îòðåçêè â îêðóæíîñòè.

Âïèñàííàÿ è âíåâïèñàííàÿ îêðóæíîñòü

A

B

C

D E

F

AF = AD = p− a
BD = BE = p− b
CE = CF = p− c

A

B

C

D E

F

α

δ

Åñëè îêðóæíîñòü, âïèñàííàÿ â
òðåóãîëüíèê ABC, êàñàåòñÿ ñòîðîí
AB, BC è AC ñîîòâåòñòâåííî â òî÷êàõ

D, E è F , òî ∠DEF = 90◦ − α

2

D B A

C

Ia

AD = p, ãäå òî÷êà D � òî÷êà êàñàíèÿ
âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòè,
êàñàþùåéñÿ ïðîäîëæåíèÿ AB

Ôîðìóëà Ýéëåðà IO2 = R2 − 2rR
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Âïèñàííûé ÷åòûð¼õóãîëüíèê

A

B
C

D
∠BAD + ∠BCD = 180◦

A

B
C

D
∠DAC = ∠DBC

A

B
C

D
E AE · EC = BE · ED

A

B C

D

Òåîðåìà Ïòîëåìåÿ
AC ·BD = AB · CD +BC ·AD

Âïèñàííûé ïàðàëëåëîãðàìì

A

B C

D

Âïèñàííûé ïàðàëëåëîãðàìì
ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîóãîëüíèêîì:
∠DAB = ∠ABC = ∠BCD = ∠CDA = 90◦
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Âïèñàííàÿ òðàïåöèÿ

A

B C

D

Âïèñàííàÿ òðàïåöèÿ ÿâëÿåòñÿ ðàâíîáîêîé:
AB = DC

Îïèñàííûé ÷åòûð¼õóãîëüíèê

b

c

d

a a+ c = b+ d

Îïèñàííàÿ òðàïåöèÿ

B C

DA

O
∠DOC = 90◦

O � öåíòð îêðóæíîñòè

B C

DA

O

b

a

r

Åñëè AB = CD,

òî r =

√
ab

2

A

D C

B

O

a

b

r

r =
ab

a+ b
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Îïèñàííûé ïàðàëëåëîãðàìì

B C

DA

Îïèñàííûé ïàðàëëåëîãðàìì
ÿâëÿåòñÿ ðîìáîì:
AB = BC = CD = DA

58.1. Íàéäèòå ðàäèóñû âïèñàííîé è îïèñàííîé îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêà ñî
ñòîðîíàìè 13, 13, 24 è ðàññòîÿíèå ìåæäó öåíòðàìè ýòèõ îêðóæíîñòåé.

58.2. Íàéäèòå ðàäèóñ îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà ñî ñòîðî-
íàìè a, b, b.

58.3. Ðàññòîÿíèå îò òî÷êè P äî öåíòðà îêðóæíîñòè ðàäèóñà 11 ðàâíî 7. ×åðåç
òî÷êó P ïðîâåäåíà õîðäà, ðàâíàÿ 18. Íàéäèòå îòðåçêè, íà êîòîðûå äåëèòñÿ
õîðäà òî÷êîé P .

58.4. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ
îêðóæíîñòåé, äåëèò ïîïîëàì îáùóþ êàñàòåëüíóþ ê íèì.

58.5. Îêðóæíîñòü S1 ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòð îêðóæíîñòè S2 è ïåðåñåêàåò å¼
â òî÷êàõ A è B. Õîðäà AC îêðóæíîñòè S1 êàñàåòñÿ îêðóæíîñòè S2 â òî÷êå
A è äåëèò ïåðâóþ îêðóæíîñòü íà äóãè, ãðàäóñíûå ìåðû êîòîðûõ îòíîñÿòñÿ
êàê 5 : 7. Íàéäèòå ãðàäóñíûå ìåðû äóã, íà êîòîðûå îêðóæíîñòü S2 äåëèòñÿ
îêðóæíîñòüþ S1.

58.6. Äîêàæèòå, ÷òî óãîë ìåæäó ñåêóùèìè, ïðîâåä¼ííûìè ê îêðóæíîñòè èç
òî÷êè, ëåæàùåé âíå îêðóæíîñòè, ðàâåí ïîëóðàçíîñòè óãëîâûõ âåëè÷èí äóã,
ñîäåðæàùèõñÿ âíóòðè ýòîãî óãëà.

58.7. Äîêàæèòå, ÷òî óãîë ìåæäó ïåðåñåêàþùèìèñÿ õîðäàìè ðàâåí ïîëóñóììå
óãëîâûõ âåëè÷èí ïðîòèâîïîëîæíûõ äóã, âûñåêàåìûõ íà îêðóæíîñòè ýòèìè
õîðäàìè.

58.8. Èçâåñòíî, ÷òî BM è CN � âûñîòû òðåóãîëüíèêà ABC, ïðè ýòîìMN =
10 è BC = 26. Íàéäèòå ðàññòîÿíèå ìåæäó ñåðåäèíàìè îòðåçêîâ MN è BC.

58.9. Â îñòðîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC îïóùåíû âûñîòû AP è CQ íà ñòî-
ðîíû BC è AB. Èçâåñòíî, ÷òî ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ABC ðàâíà 18, ïëîùàäü
òðåóãîëüíèêà BPQ ðàâíà 2, à PQ = 2

√
2. Íàéäèòå ðàäèóñ îêðóæíîñòè, îïè-

ñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà ABC.
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58.10. Îòðåçêè, ñîåäèíÿþùèå îñíîâàíèÿ âûñîò îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíè-
êà, îáðàçóþò ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ñ ãèïîòåíóçîé, ðàâíîé 10. Íàéäèòå
ðàäèóñ îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî èñõîäíîãî òðåóãîëüíèêà.

58.11. ×åòûð¼õóãîëüíèê ABCD îïèñàí âîêðóã îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì O. Óã-
ëû AOB è COD ðàâíû. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå AC è BD ïàðàëëåëüíû.

58.12. Îêîëî îêðóæíîñòè îïèñàíà ðàâíîáåäðåííàÿ òðàïåöèÿ ABCD. E è K
� òî÷êè êàñàíèÿ ýòîé îêðóæíîñòè ñ áîêîâûìè ñòîðîíàìè AD è BC. Óãîë
ìåæäó îñíîâàíèåì AB è áîêîâîé ñòîðîíîé òðàïåöèè AD ðàâåí 60◦.

à) Äîêàæèòå, ÷òî EK ïàðàëëåëüíî AB.

á) Íàéäèòå ïëîùàäü òðàïåöèè ABKE, åñëè ðàäèóñ îêðóæíîñòè ðàâåí
√

131.

58.13. Îêðóæíîñòü, âïèñàííàÿ â òðåóãîëüíèê ABC, ïëîùàäü êîòîðîãî ðàâíà
66, êàñàåòñÿ ñðåäíåé ëèíèè, ïàðàëëåëüíîé ñòîðîíå BC. Èçâåñòíî, ÷òî BC =
11. Íàéäèòå ñòîðîíó AB.

58.14. Âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòüþ òðåóãîëüíèêà íàçûâàåòñÿ îêðóæíîñòü, êà-
ñàþùàÿñÿ îäíîé ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà è ïðîäîëæåíèé äâóõ äðóãèõ åãî ñòî-
ðîí. Ðàäèóñû äâóõ âíåâïèñàííûõ îêðóæíîñòåé ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà
ðàâíû 7 è 17. Íàéäèòå ðàññòîÿíèå ìåæäó èõ öåíòðàìè.

58.15. Â îêðóæíîñòè ïðîâåäåíû õîðäû AC è BD, ïåðåñåêàþùèåñÿ â òî÷êå O,
ïðè÷¼ì êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòè, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó C, ïàðàëëåëüíà
BD.

à) Äîêàæèòå, ÷òî DC2 = AC · CO.
á) Íàéäèòå ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà CDO, åñëè èçâåñòíî, ÷òî AB : BO = 3 : 1,
à ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ACD ðàâíà 36.

58.16. Îêîëî ÷åòûð¼õóãîëüíèêà ABCD ìîæíî îïèñàòü îêðóæíîñòü. Èçâåñò-
íî, ÷òî AB = 3, BC = 4, CD = 5 è AD = 2. Íàéäèòå AC.

58.17. Ïåðèìåòð ðàâíîáåäðåííîé òðàïåöèè, îïèñàííîé îêîëî îêðóæíîñòè, ðà-
âåí 2p. Íàéäèòå ïðîåêöèþ äèàãîíàëè òðàïåöèè íà áîëüøåå îñíîâàíèå.

58.18. Ïîä êàêèì óãëîì âèäíà èç òî÷åê îêðóæíîñòè õîðäà, ðàâíàÿ ðàäèóñó?

58.19. Â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå ABC (AB = BC) ïðîâåäåíà âûñîòà
CD. Óãîë BAC ðàâåí α. Ðàäèóñ îêðóæíîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè A,C,D
ðàâåí R. Íàéäèòå ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ABC.

58.20. Îñíîâàíèÿ ðàâíîáåäðåííîé òðàïåöèè ðàâíû 9 è 21, à âûñîòà ðàâíà 8.
Íàéäèòå ðàäèóñ îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðàïåöèè.

58.21. Òî÷êà M óäàëåíà îò öåíòðà îêðóæíîñòè ðàäèóñà R íà ðàññòîÿíèå d.
Ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó M , ïåðåñåêàåò îêðóæíîñòü â òî÷êàõ A è B.
Íàéäèòå ïðîèçâåäåíèå AN ·BM .
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58.22. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC óãîë A � ïðÿìîé, êàòåò AB ðà-
âåí a, ðàäèóñ âïèñàííîé îêðóæíîñòè ðàâåí r. Âïèñàííàÿ îêðóæíîñòü êàñà-
åòñÿ êàòåòà AC â òî÷êå D. Íàéäèòå õîðäó, ñîåäèíÿþùóþ òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ
îêðóæíîñòè ñ ïðÿìîé BD.

58.23. Òî÷êà O �öåíòð îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â òðåóãîëüíèê ABC. Íà ïðî-
äîëæåíèè îòðåçêà AO çà òî÷êó O îòìå÷åíà òî÷êà K òàê, ÷òî BK = OK.

à) Äîêàæèòå, ÷òî ÷åòûð¼õóãîëüíèê ABKC � âïèñàííûé.

á) Íàéäèòå äëèíó îòðåçêà AO, åñëè èçâåñòíî, ÷òî ðàäèóñû âïèñàííîé è
îïèñàííîé îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêà ABC ðàâíû 3 è 12 ñîîòâåòñòâåííî, à
OK = 5.
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Óðîê �59. Ïàðàìåòðû. Äðóãèå ìåòîäû.

1 Èñïîëüçîâàíèå ïàðàìåòðà êàê ïåðåìåííîé.

Ýòîò ìåòîä ïðèìåíÿåòñÿ ïðè ðåøåíèè íåêîòîðûõ çàäà÷ ñ ïàðàìåòðàìè, êîãäà
íåïîñðåäñòâåííûé ïîèñê ïåðåìåííîé çàòðóäí¼í, è â ýòîì ñëó÷àå ïàðàìåòð ÿâ-
ëÿåòñÿ ïåðåìåííîé, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé ïðîâîäèòñÿ ðåøåíèå. Â ÷àñòíîñòè,
ýòîò ìåòîä ýôôåêòèâåí â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ñòåïåíü ïåðåìåííîé îòíîñèòåëüíî
âûñîêà, à íàèáîëüøàÿ ñòåïåíü ïàðàìåòðà ðàâíà äâóì.

59.1. Íàéäèòå âñå öåëûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ óðàâ-
íåíèå 2x7 − 4x6 + 11x5 − 18x4 + 25x3 − 2(a + 16)x2 + 25x − 5a − 23 = 0 èìååò
õîòÿ áû îäèí öåëûé êîðåíü.

59.2. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà p, ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèå x4− 10x3 +
24x2 − 2px− p2 = 0 èìååò òðè ðàçëè÷íûõ êîðíÿ.

59.3. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðîì ñðåäè ðåøåíèé íåðà-
âåíñòâà (a− x2)(a+ 2x− 8) < 0 íåò íè îäíîãî ðåøåíèÿ íåðàâåíñòâà x2 < 4.

2 Ïîëåçíî çíàòü ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà:

íåðàâåíñòâî ñëó÷àé ðàâåíñòâà

a1 + a2 + · · ·+ an
n

> n
√
a1 · a2 · · · · · an a1 = a2 = · · · = an

x+
1

x
> 2 ïðè x > 0 x = 1

x+
1

x
6 −2 ïðè x < 0 x = −1

x+ y > 2
√
xy, x, y > 0 x = y(

x+ y

2

)2

6
x2 + y2

2
x = y

x3 + y3 + z3 > 3xyz, x, y, z > 0 x = y = z

|x|+ |1− x| > 1 x ∈ [0; 1]

|a sinx+ b cosx| 6
√
a2 + b2
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59.4. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ y óðàâíåíèå

25√
x− 1

+
4√
y − 2

= 14−
√
x− 1−

√
y − 2

èìååò ðåøåíèÿ?

3 Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ è íåðàâåíñòâà.

59.5. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà b, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ óðàâíåíèå
3 cos 2x− 2 sin 2x = b èìååò ðåøåíèå.

59.6. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a óðàâíåíèå (1+sin(3ax))
√

5πx− x2 = 0
èìååò ðîâíî 5 ðàçëè÷íûõ êîðíåé?

4 Çàäà÷è íà îäèí êîðåíü íà îòðåçêå.

59.7. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèå
√

5x− 3 · ln(3x− a) =
√

5x− 3 · ln(4x+ a)

èìååò ðîâíî îäèí êîðåíü íà îòðåçêå [0; 1].

59.8. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèå

ln(3a− x) · ln(2x+ 2a− 5) = ln(3a− x) · ln(x− a)

èìååò ðîâíî îäèí êîðåíü íà îòðåçêå [0; 2].

59.9. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèå

ln(4x− 1) ·
√
x2 − 6x+ 6a− a2 = 0

èìååò ðîâíî îäèí êîðåíü íà îòðåçêå [0; 3].

59.10. Íàéäèòå âñå òàêèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ
óðàâíåíèå

(a+ 1) tg2 x− tg x

cosx
+ a = 0

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå íà îòðåçêå
[
−π

6
;
π

2

]
.
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5 Ðàçíûå çàäà÷è.

59.11. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ ñèñòåìà{
x2 + y2 = a,

x4 − y4 = 10a− 24

èìååò ðîâíî 4 ðàçëè÷íûõ ðåøåíèÿ.

59.12. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ óðàâíåíèå√
x4 − x2 + a2 = x2 + x− a èìååò ðîâíî 3 ðàçëè÷íûõ ðåøåíèÿ.

59.13. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ ñèñòåìà{
x4 + y2 = a2,

x2 + y = |2a− 4|

èìååò ðîâíî 4 ðàçëè÷íûõ ðåøåíèÿ.
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Óðîê �60. Ñëîæíàÿ ïëàíèìåòðèÿ. Ìíîãîóãîëü-

íèêè. Âåêòîðû.

60.1. ×åòûð¼õóãîëüíèê ABCD ñî âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûìè äèàãîíàëÿìè
AC è BD âïèñàí â îêðóæíîñòü.

à) Äîêàæèòå, ÷òî êâàäðàò äèàìåòðà îêðóæíîñòè ðàâåí ñóììå êâàäðàòîâ ïðî-
òèâîïîëîæíûõ ñòîðîí ÷åòûð¼õóãîëüíèêà.

á) Íàéäèòå ïëîùàäü ÷åòûð¼õóãîëüíèêà ABCD, åñëè èçâåñòíî, ÷òî AB =√
5, BC =

√
2, CD =

√
7.

60.2. Ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç âåðøèíó B ïðÿìîóãîëüíèêà ABCD ïåðïåí-
äèêóëÿðíî äèàãîíàëè AC, ïåðåñåêàåò ñòîðîíó AD â òî÷êåM , ðàâíîóäàë¼ííîé
îò âåðøèí B è D.

à) Äîêàæèòå, ÷òî ëó÷è BM è BD äåëÿò óãîë ABC íà òðè ðàâíûå ÷àñòè.

á) Íàéäèòå ðàññòîÿíèå îò öåíòðà ïðÿìîóãîëüíèêà äî ïðÿìîé CM , åñëè BC =
6
√

21.

60.3. Äèàãîíàëü AC ïðÿìîóãîëüíèêà ABCD ñ öåíòðîì O îáðàçóåò ñî ñòîðî-
íîé AB óãîë 30◦. Òî÷êà E ëåæèò âíå ïðÿìîóãîëüíèêà, ïðè÷¼ì ∠BEC = 120◦.

à) Äîêàæèòå, ÷òî ∠CBE = ∠COE.

á) Ïðÿìàÿ OE ïåðåñåêàåò ñòîðîíó AD ïðÿìîóãîëüíèêà â òî÷êå K. Íàéäèòå
EK, åñëè èçâåñòíî, ÷òî BE = 40 è CE = 24.

60.4. Íà ñòîðîíàõ AD è BC ïàðàëëåëîãðàììà ABCD âçÿòû ñîîòâåòñòâåííî
òî÷êè M è N , ïðè÷¼ì M � ñåðåäèíà AD, à BN : NC = 1 : 3.

à) Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå AN è AC äåëÿò îòðåçîê BM íà òðè ðàâíûå ÷àñòè.

á) Íàéäèòå ïëîùàäü ÷åòûð¼õóãîëüíèêà, âåðøèíû êîòîðîãî íàõîäÿòñÿ â òî÷-
êàõ C, N è òî÷êàõ ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé BM c ïðÿìûìè AN è AC, åñëè ïëî-
ùàäü ïàðàëëåëîãðàììà ABCD ðàâíà 48.

60.5. (ÎÌÌÎ 2013, �4) Â âûïóêëîì ÷åòûð¼õóãîëüíèêå ABCD ïðÿìûå
AD è BC ïåðïåíäèêóëÿðíû, à äëèíà îòðåçêà, ñîåäèíÿþùåãî ñåðåäèíû äèàãî-
íàëåé BD è AC, ðàâíà 2013. Íàéäèòå äëèíó îòðåçêà, ñîåäèíÿþùåãî ñåðåäèíû
ñòîðîí CD è AB.

60.6. (ÎÌÌÎ 2010, �7) Âåðøèíû K, L, M , N ÷åòûð¼õóãîëüíèêà KLMN
ëåæàò ñîîòâåòñòâåííî íà ñòîðîíàõ AB, BC, CD, DA êâàäðàòà ABCD. Íàéòè
íàèìåíüøèé âîçìîæíûé ïåðèìåòð ÷åòûð¼õóãîëüíèêà KLMN , åñëè èçâåñòíî,
÷òî AK = 2, BK = 4 è AN = ND.
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60.7. (ÎÌÌÎ 2014, �4) Äàí âûïóêëûé ïÿòèóãîëüíèê ABCDE. Òî÷êèM ,
N , P è Q � ñåðåäèíû ñòîðîí AB, BC, CD è DE ñîîòâåòñòâåííî, òî÷êè H è
K � ñåðåäèíû MP è NQ ñîîòâåòñòâåííî. Íàéäèòå äëèíó îòðåçêà HK, åñëè
AE = 7.

60.8. (ÎÌÌÎ 2015 �4) Îñíîâàíèÿ AB è CD òðàïåöèè ABCD ðàâíû 65
è 31 ñîîòâåòñòâåííî, à å¼ äèàãîíàëè âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíû. Íàéäèòå ñêà-
ëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ AD è BC.

60.9. (ÎÌÌÎ 2016 �4) Â òðåóãîëüíèêå ABC ñ îòíîøåíèåì ñòîðîí AB :
AC = 5 : 4 áèññåêòðèñà óãëà BAC ïåðåñåêàåò ñòîðîíó BC â òî÷êå L. Íàéäèòå
äëèíó îòðåçêà AL, åñëè äëèíà âåêòîðà 4 ·

−−→
AB + 5 ·

−→
AC ðàâíà 2016.

60.10. (ÎÌÌÎ 2017 �4) Ïóñòü L � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé CE è
DF ïðàâèëüíîãî øåñòèóãîëüíèêà ABCDEF ñî ñòîðîíîé 3. Òî÷êà K òàêîâà,
÷òî
−−→
LK = 3 ·

−−→
AB −

−→
AC. Îïðåäåëèòå, ëåæèò ëè òî÷êà K âíóòðè, íà ãðàíèöå

èëè âíå ABCDEF , à òàêæå íàéäèòå äëèíó îòðåçêà KC.

60.11. (ÎÌÌÎ 2015 �7) Ïðÿìàÿ c çàäà¼òñÿ óðàâíåíèåì y = x+ 1. Òî÷êè
A è B èìåþò êîîðäèíàòû A(1; 0) è B(3; 0). Íà ïðÿìîé c íàéäèòå òî÷êó C, èç
êîòîðîé îòðåçîê AB âèäåí ïîä íàèáîëüøèì óãëîì.
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Óðîê �61. Òåîðèÿ ÷èñåë. ×¼òíîñòü. Îñíîâíàÿ

òåîðåìà àðèôìåòèêè. Ïðèçíàêè äåëèìîñòè.

61.1. Íà êâàäðàòíîé äîñêå (2n+ 1)× (2n+ 1) ðàñïîëîæåíû 2017 øàøåê, ïðè-
÷¼ì äëÿ ëþáîé èç øàøåê åñòü ñèììåòðè÷íûå îòíîñèòåëüíî êàæäîé èç ãëàâíûõ
äèàãîíàëåé (åñëè øàøêà ëåæèò íà äèàãîíàëè, òî îíà â òîì ÷èñëå îòîáðàæà-
åòñÿ ñàìà â ñåáÿ). Äîêàæèòå, ÷òî îäíà èç øàøåê äîëæíà ðàñïîëàãàòüñÿ â
öåíòðàëüíîé êëåòêå.

61.2. Íà äîñêå íàïèñàíî 2017 öåëûõ ÷èñåë îò 1 äî 2017. Êàæäûì õîäîì Äîð-
ìèäîíò ñòèðàåò ñ äîñêè äâà ÷èñëà è çàïèñûâàåò íà äîñêó ìîäóëü èõ ðàçíîñòè.
Ìîæåò ëè ïîñëåäíåå îñòàâøååñÿ íà äîñêå ÷èñëî ðàâíÿòüñÿ íóëþ?

61.3 (Òóðíèð ãîðîäîâ. Âåñåííèé òóð. 2010-2011.8-9.1). Ïî êðóãó íàïè-
ñàíû âñå öåëûå ÷èñëà îò 1 ïî 2010 â òàêîì ïîðÿäêå, ÷òî ïðè äâèæåíèè ïî
÷àñîâîé ñòðåëêå ÷èñëà ïîî÷åð¼äíî òî âîçðàñòàþò, òî óáûâàþò. Äîêàæèòå, ÷òî
ðàçíîñòü êàêèõ-òî äâóõ ÷èñåë, ñòîÿùèõ ðÿäîì, ÷¼òíà.

61.4 (ÎÌÌÎ 2011, �3). Îäíà òåòðàäü, 3 áëîêíîòà è 2 ðó÷êè ñòîÿò 98
ðóáëåé, à 3 òåòðàäè è áëîêíîò � íà 36 ðóáëåé äåøåâëå 5 ðó÷åê. Ñêîëüêî ñòîèò
êàæäûé èç ïðåäìåòîâ, åñëè òåòðàäü ñòîèò ÷¼òíîå ÷èñëî ðóáëåé? Êàæäûé èç
ýòèõ ïðåäìåòîâ ñòîèò öåëîå ÷èñëî ðóáëåé.

61.5. Ñóùåñòâóåò ëè öåëîå ÷èñëî, ïðîèçâåäåíèå öèôð êîòîðîãî ðàâíî à) 1980;
á) 1990; â) 2000; ã) 2018?

61.6. (Ìóíèöèïàëüíûé ýòàï Âñåðîññèéñêîé îëèìïèàäû øêîëüíèêîâ
2009 ãîäà, çàäà÷à �1) Ïðîèçâåäåíèå äâóõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, êàæäîå èç
êîòîðûõ íå äåëèòñÿ íàöåëî íà 10, ðàâíî 1000. Íàéäèòå èõ ñóììó.

61.7. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1995.7.1) Íàòóðàëüíîå ÷èñëî
óìíîæèëè ïîñëåäîâàòåëüíî íà êàæäóþ èç åãî öèôð. Ïîëó÷èëîñü 1995. Íàé-
äèòå èñõîäíîå ÷èñëî.

61.8. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1996.7.6) Ïðîèçâåäåíèå ïîñëå-
äîâàòåëüíûõ ÷èñåë îò 1 äî n íàçûâàåòñÿ n-ôàêòîðèàë è îáîçíà÷àåòñÿ n!
(1 · 2 · 3 · . . . · n = n!). Ìîæíî ëè âû÷åðêíóòü èç ïðîèçâåäåíèÿ

1! · 2! · 3! · . . . · 100!

îäèí èç ôàêòîðèàëîâ òàê, ÷òîáû ïðîèçâåäåíèå îñòàâøèõñÿ áûëî êâàäðàòîì
öåëîãî ÷èñëà?

61.9. Ìîæåò ëè ÷èñëî, ñîñòàâëåííîå èç 13 åäèíèö, 13 äâîåê è 13 òðîåê, áûòü
ïîëíûì êâàäðàòîì?
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61.10. Íàéäèòå ÷åòûð¼õçíà÷íîå ÷èñëî, ÿâëÿþùååñÿ ïîëíûì êâàäðàòîì, ïåð-
âûå 2 öèôðû êîòîðîãî ðàâíû ìåæäó ñîáîé è ïîñëåäíèå 2 òîæå.

61.11. Íàéäèòå íàèáîëüøåå ÷åòûð¼õçíà÷íîå ÷èñëî, äåëÿùååñÿ íà 2, 5, 9 è 11,
âñå öèôðû êîòîðîãî ðàçëè÷íû.

61.12. (ÎÌÌÎ 2013, �3) Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî 22014+1 ìîæíî ïðåäñòàâèòü
â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ òð¼õ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, áîëüøèõ 1.

61.13. (ÎÌÌÎ 2015, �3) ×åòûð¼õçíà÷íîå ÷èñëî X íå êðàòíî 10. Ñóììà
÷èñëà X è ÷èñëà, çàïèñàííîãî òåìè æå öèôðàìè â îáðàòíîì ïîðÿäêå, ðàâíà
N . Îêàçàëîñü, ÷òî ÷èñëî N äåëèòñÿ íà 100. Íàéäèòå N .

61.14. (ÎÌÌÎ 2017, �3) Ïðî íàòóðàëüíûå ÷èñëà x è y è öåëîå íå÷¼òíîå
÷èñëî z èçâåñòíî, ÷òî x! + y! = 24z + 2017. Íàéäèòå âñå âîçìîæíûå òðîéêè
÷èñåë (x, y, z).

61.15. Ïî êðóãó ïîñàæåíû 19 êóñòîâ ëàíäûøåé.

à) Äîêàæèòå, ÷òî îáÿçàòåëüíî íàéäóòñÿ äâà ñîñåäíèõ êóñòà, îáùåå êîëè÷åñòâî
êîëîêîëü÷èêîâ íà êîòîðûõ ÷¼òíî.

á) Âñåãäà ëè ìîæíî íàéòè äâà ñîñåäíèõ êóñòà, îáùåå êîëè÷åñòâî êîëîêîëü÷è-
êîâ íà êîòîðûõ êðàòíî 3?

61.16. Äàíî òð¼õçíà÷íîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, íå êðàòíîå 100.

à) Ìîæåò ëè ÷àñòíîå ýòîãî ÷èñëà è ñóììû åãî öèôð áûòü ðàâíûì 89?

á) Ìîæåò ëè ÷àñòíîå ýòîãî ÷èñëà è ñóììû åãî öèôð áûòü ðàâíûì 86?

â) Êàêîå íàèáîëüøåå íàòóðàëüíîå çíà÷åíèå ìîæåò èìåòü ÷àñòíîå äàííîãî ÷èñ-
ëà è ñóììû åãî öèôð?

61.17. à) Ìîæåò ëè ïðîèçâåäåíèå äâóõ ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îêà-
çàòüñÿ â 5 ðàç áîëüøå, ÷åì ðàçíîñòü ýòèõ ÷èñåë?

á) Ìîæåò ëè ïðîèçâåäåíèå äâóõ ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îêàçàòüñÿ â 5
ðàç áîëüøå, ÷åì ðàçíîñòü êâàäðàòîâ ýòèõ ÷èñåë?

â) Íàéäèòå âñå òð¼õçíà÷íûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, êàæäîå èç êîòîðûõ â 5 ðàç
áîëüøå, ÷åì ñóììà ïîïàðíûõ ïðîèçâåäåíèé åãî öèôð.

61.18. Êîëÿ óìíîæèë íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî íà ñîñåäíåå íàòóðàëüíîå
÷èñëî è ïîëó÷èë ïðîèçâåäåíèå, ðàâíîå m. Âîâà óìíîæèë íåêîòîðîå ÷¼òíîå
íàòóðàëüíîå ÷èñëî íà ñîñåäíåå ÷¼òíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî è ïîëó÷èë ïðîèçâå-
äåíèå, ðàâíîå n.

à) Ìîæåò ëè ìîäóëü ðàçíîñòè ÷èñåë m è n ðàâíÿòüñÿ 6?

á) Ìîæåò ëè ìîäóëü ðàçíîñòè ÷èñåë m è n ðàâíÿòüñÿ 13?

â) Êàêèå çíà÷åíèÿ ìîæåò ïðèíèìàòü ìîäóëü ðàçíîñòè ÷èñåë m è n?
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61.19. à) Ìîæíî ëè ÷èñëî 2014 ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû äâóõ ðàçëè÷íûõ
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ñ îäèíàêîâîé ñóììîé öèôð?

á) Ìîæíî ëè ÷èñëî 199 ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû äâóõ ðàçëè÷íûõ íàòóðàëü-
íûõ ÷èñåë ñ îäèíàêîâîé ñóììîé öèôð?

â) Íàéäèòå íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, êîòîðîå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
ñóììû ïÿòè ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ñ îäèíàêîâîé ñóììîé öèôð.

61.20. Ïóñòü S(n) è K(n) îáîçíà÷àþò ñóììó âñåõ öèôð è ñóììó êâàäðàòîâ
âñåõ öèôð íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ñîîòâåòñòâåííî.

à) Ñóùåñòâóåò ëè òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî n, ÷òî K(n) = 2S(n) + 23?

á) Ñóùåñòâóåò ëè òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî n, ÷òî K(n) = 3S(n) + 23?

â) Äëÿ êàêîãî íàèìåíüøåãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n âûïîëíåíî ðàâåíñòâî
K(n) = 8S(n) + 83?
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Óðîê �62. Òåîðèÿ ÷èñåë. Ñðàâíåíèå ïî ìîäóëþ.

ÍÎÄ. ÍÎÊ. Ïðîñòûå ÷èñëà. Äðîáè.

Îäèí èç ìîùíåéøèõ èíñòðóìåíòîâ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ â öåëûõ ÷èñëàõ � ìî-
äóëüíàÿ àðèôìåòèêà.

Îïðåäåëåíèå. Ãîâîðÿò, ÷òî ÷èñëà a è b ñðàâíèìû ïî ìîäóëþ x, åñëè èõ
ðàçíèöà äåëèòñÿ íà x. Çàïèñûâàþò ýòî ñëåäóþùèì îáðàçîì:

a ≡ b (mod x), èëè a = b (mod x).

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â ðàâíîñèëüíîì óòâåðæäåíèè.

Óòâåðæäåíèå. ×èñëà a è b ñðàâíèìû ïî ìîäóëþ x, òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà îíè èìåþò îäèíàêîâûé îñòàòîê ïðè äåëåíèè íà x.

Ñðàâíèâàòü ïî ìîäóëþ ìîæíî òàêæå è îòðèöàòåëüíûå ÷èñëà.

Íàïðèìåð, 13 ≡ 7 (mod 3) èëè 11 ≡ −3 (mod 7).

Åñëè a ≡ 0 (mod x), òî a äåëèòñÿ íà x.

Ñî ñðàâíåíèÿìè ïî ìîäóëþ ìîæíî ðàáîòàòü òàê æå, êàê è ñ îáû÷íûìè ðàâåí-
ñòâàìè: èõ ìîæíî ñêëàäûâàòü, óìíîæàòü è âîçâîäèòü â ñòåïåíü.

Åñëè a ≡ b (mod x) è c ≡ d (mod x), òî

� a+ c ≡ b+ d (mod x);

� a · c ≡ b · d (mod x);

� an ≡ bn (mod x) äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n.

Ïóñòü ïîëó÷åííîå ñ ïîìîùüþ îñíîâíîé òåîðåìû àðèôìåòèêè ðàçëîæåíèå ÷è-
ñåë M è N íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

N = pα1
1 pα2

2 · · · pαn
n è M = pβ1

1 pβ2

2 · · · pβn
n .

Òîãäà èõ íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ðàâåí

ÍÎÄ(M,N) = p
min(α1,β1)
1 p

min(α2,β2)
2 · · · pmin(αn,βn)

n .

Íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå ÷èñåë M è N ðàâíî

ÍÎÊ(M,N) = p
max(α1,β1)
1 p

max(α2,β2)
2 · · · pmax(αn,βn)

n .

Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò ôîðìóëà: ÍÎÊ(M,N) ·ÍÎÄ(M,N) = M ·N .
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Èíîãäà óäîáíî ïðèìåíÿòü àëãîðèòì Åâêëèäà äëÿ íàõîæäåíèÿ ÍÎÄ äâóõ ÷è-
ñåë: ÍÎÄ(a, b) = ÍÎÄ(a−b, b), åñëè a > b (êàæäûì åãî øàãîì áóäåò âû÷èòàíèå
èç áîëüøåãî ÷èñëà ìåíüøåãî). Åñòåñòâåííûì åãî óëó÷øåíèåì ÿâëÿåòñÿ îáîá-
ù¼ííûé àëãîðèòì Åâêëèäà, â êîòîðîì ÷èñëà íå âû÷èòàþòñÿ, à äåëÿòñÿ äðóã íà
äðóãà ñ îñòàòêîì. Íàïðèìåð, ÍÎÄ(315, 100) = ÍÎÄ(100, 15) = ÍÎÄ(15, 10) =
= ÍÎÄ(10, 5) = ÍÎÄ(5, 0) = 5.

62.1. Íàéòè îñòàòîê îò äåëåíèÿ 2013 · 2014 · 2015 + 20163 íà 7.

Ðåøåíèå. Íàéä¼ì îñòàòîê îò äåëåíèÿ 2013 íà 7. Ðàçóìååòñÿ, ýòî ìîæ-
íî ñäåëàòü, èñïîëüçîâàâ äåëåíèå â ñòîëáèê, íî âñïîìíèì êðàñèâûé ôàêò:
1001 = 7 · 11 · 13, îòêóäà ÷èñëî 2002 äåëèòñÿ íà 7, òî åñòü 2002 ≡ 0 (mod 7), íî
11 ≡ 4 (mod 7), îòêóäà 2002 + 11 ≡ 0 + 4 = 4 (mod 7).

Çíà÷èò, 2014 ≡ 5 (mod 7) è 2015 ≡ 6 (mod 7) ⇒ 2013 · 2014 · 2015 ≡ 4 · 5 · 6 =
= 120 ≡ 1 (mod 7). Òàê êàê 2016 ≡ 0 (mod 7), òî 20163 ≡ 03 (mod 7).

Îêîí÷àòåëüíî: 2013 · 2014 · 2015 + 20163 ≡ 1 + 0 = 1 (mod 7).

62.2. Äîêàçàòü, ÷òî íè ïðè êàêèõ öåëûõ n ÷èñëî n2 + 3n+ 4 íå äåëèòñÿ íà 9.

Ðåøåíèå. Öåëîå ÷èñëî ìîæåò äàâàòü îñòàòêè 0,1,2, . . . ,8 ïðè äåëåíèè íà 9.
Ïåðåáåð¼ì âñå ýòè ñëó÷àè. Äëÿ óäîáñòâà çàïèøåì îñòàòêè â âèäå òàáëèöû.

n (mod 9) 0 1 2 3 4 5 6 7 8

n2 (mod 9) 0 1 4 0 7 7 0 4 1

3n (mod 9) 0 3 6 0 3 6 0 3 6

n2 + 3n+ 4 (mod 9) 4 8 5 4 5 8 4 2 2

Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ñëó÷àé, êîãäà n äà¼ò îñòàòîê 5 ïðè äåëåíèè íà 9. Òîãäà
n ≡ 5 (mod 9), îòêóäà

n2 + 3n+ 4 ≡ 52 + 3 · 5 + 4 = 25 + 15 + 4 ≡ 7 + 6 + 4 = 17 ≡ 8 (mod 9).

Îñòàëüíûå ñëó÷àè ðàçáèðàþòñÿ àíàëîãè÷íî. Âèäèì, ÷òî íè â îäíîì ñëó÷àå íå
ïîëó÷èëñÿ îñòàòîê 0, à ýòî çíà÷èò, ÷òî äàííîå âûðàæåíèå íå äåëèòñÿ íà 9 íè
ïðè êàêèõ öåëûõ n.

62.3. Ìîæåò ëè ÷èñëî, ñîñòàâëåííîå èç 13 äâîåê, 13 òðîåê, 13 ÷åòâ¼ðîê è 13
ïÿò¼ðîê áûòü ïîëíûì êâàäðàòîì?
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Ðåøåíèå. Äîêàæåì, ÷òî ýòî íåâîçìîæíî. Òàê êàê ðå÷ü â çàäà÷å èä¼ò î ÷èñëå,
öèôðû êîòîðîãî èçâåñòíû, íî íå èçâåñòåí èõ ïîðÿäîê, âîñïîëüçóåìñÿ ïðèçíà-
êîì äåëèìîñòè íà 3. Îáîçíà÷èì ÷èñëî çà N .

Òîãäà ñóììà öèôð ÷èñëà N ðàâíà 13(2 + 3 + 4 + 5). Ïî ïðèçíàêó äåëèìîñòè,
ïîëó÷àåì: N ≡ 13 · 14 ≡ 1 · 2 = 2 (mod 3).

Ïîñìîòðèì, ìîæåò ëè êâàäðàò íàòóðàëüíîãî ÷èñëà äàâàòü îñòàòîê 2 ïî ìîäó-
ëþ 3, êàê è â ïðåäûäóùåé çàäà÷å, ðàçáåð¼ì ñëó÷àè.

x (mod 3) 0 1 2

x2 (mod 3) 0 1 1

Äåëàåì âûâîä � êâàäðàò íàòóðàëüíîãî ÷èñëà íå ìîæåò äàâàòü îñòàòîê 2 ïî
ìîäóëþ 3, çíà÷èò, ñîñòàâèòü êâàäðàò èç âñåõ äàííûõ öèôð íåâîçìîæíî.

62.4. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà x, y, z òàêîâû, ÷òî x2 + y2 = z2 (òî åñòü, îáðàçóþò
¾Ïèôàãîðîâó òðîéêó¿). Äîêàæèòå, ÷òî õîòÿ áû îäíî èç ýòèõ ÷èñåë äåëèòñÿ
íà 3.

62.5. (Ìîñêîâñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà � 1949.7-8.4) Ñêîëüêî
ñóùåñòâóåò òàêèõ ïàð öåëûõ ÷èñåë x, y, çàêëþ÷¼ííûõ ìåæäó 1 è 1000, ÷òî
x2 + y2 äåëèòñÿ íà 7.

62.6. (Ìîñêîâñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ðåãàòà � 2011/2012.8.3) Ñêîëüêî
ñóùåñòâóåò òàêèõ íàòóðàëüíûõ n, íå ïðåâîñõîäÿùèõ 2012, ÷òî ñóììà

1n + 2n + 3n + 4n

îêàí÷èâàåòñÿ íà 0?

62.7. (Ìîñêîâñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ðåãàòà � 2012/2013.11.5) Ñóùå-
ñòâóþò ëè ÷åòûðå ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñëà, êàæäîå èç êîòîðûõ
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû êâàäðàòîâ äâóõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë?

62.8. Êàêèì ìîæåò áûòü ÷èñëî

(a+ b)(b+ c)(c+ a)

abc
,

åñëè èçâåñòíî, ÷òî ýòî öåëîå ÷èñëî è a, b è c � ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûå
íàòóðàëüíûå ÷èñëà?

62.9. Åñëè â âûðàæåíèå n2 + n + 41 ïîäñòàâëÿòü ÷èñëà n = 1, 2, 3, 4, 5, òî
ïîëó÷àòñÿ ïðîñòûå ÷èñëà 43, 47, 53, 61, 71. Âåðíî ëè, ÷òî ïðè ïîäñòàíîâêå â
ýòî âûðàæåíèå ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ïîëó÷èòñÿ ïðîñòîå ÷èñëî?
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Ðåøåíèå. Âñòðåòèâ òàêóþ çàäà÷ó íà îëèìïèàäå, âû ìîæåòå óæàñíóòüñÿ, ïî-
òîìó ÷òî íå ñóùåñòâóåò íèêàêèõ ÿâíûõ ïðèçíàêîâ òîãî, ÷òî ÷èñëî ÿâëÿåòñÿ
ïðîñòûì (â òî âðåìÿ, êàê äîêàçàòü, ÷òî ÷èñëî íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì, èíîãäà
áûâàåò î÷åíü ïðîñòî). Òàê âîò � òàêàÿ ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è è ÿâëÿåòñÿ äëÿ
âàñ î÷åâèäíîé ïîäñêàçêîé � íå ñòîèò äîêàçûâàòü, ÷òî âñå ÷èñëà òàêîãî âèäà
ïðîñòûå, äîñòàòî÷íî ïðèâåñòè ïðèìåð íå ïðîñòîãî ÷èñëà.

Çàìåòèì, ÷òî ïåðâûå 2 ñëàãàåìûõ äåëÿòñÿ íà n, à òðåòüå ðàâíî 41. Åñëè ìû
âîçüì¼ì n, äåëÿùååñÿ íà 41, ñóììà ÷èñåë áóäåò äåëèòüñÿ íà 41, îáðàçóÿ êîíòð-
ïðèìåð, ÷òî çàâåðøàåò ðåøåíèå çàäà÷è.

62.10. Äîêàæèòå, ÷òî p2 − 1 äåëèòñÿ íà 24, åñëè p � ïðîñòîå ÷èñëî è p > 3.

Ðåøåíèå. Ïðèìåíèì ôîðìóëó ðàçíîñòè êâàäðàòîâ: p2 − 1 = (p − 1)(p + 1).
Ïîñêîëüêó p � ïðîñòîå è p > 3, p � íå÷¼òíîå.

Âîçìîæíûå îñòàòêè îò äåëåíèÿ p íà 4: 1 è 3. Òîãäà îñòàòêè ÷èñåë p− 1 è p+ 1
îò äåëåíèÿ íà 4 áóäóò 2 è 0, òî åñòü (p− 1)(p+ 1) ãàðàíòèðîâàííî äåëèòñÿ íà
8.

Àíàëîãè÷íî ñ îñòàòêàìè ïî ìîäóëþ 3: îñòàòîê îò äåëåíèÿ p ðàâåí 1 èëè 2, ðàç
îíî ïðîñòîå è áîëüøå 3, íî òîãäà îäíî èç ÷èñåë p−1 èëè p+1 ãàðàíòèðîâàííî
äåëèòñÿ íà 3. Òî åñòü (p − 1)(p + 1) äåëèòñÿ è íà 3, è íà 8, íî òîãäà îíî, òàê
êàê 3 è 8 � âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà, äåëèòñÿ è íà 24.

62.11. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2017.6.2) Íà äâóõ êàðòî÷êàõ
çàïèñàíû ÷åòûðå ðàçëè÷íûå öèôðû � ïî îäíîé ñ êàæäîé ñòîðîíû êàðòî÷-
êè. Ìîæåò ëè îêàçàòüñÿ òàê, ÷òî âñÿêîå äâóçíà÷íîå ÷èñëî, êîòîðîå ìîæíî
ñëîæèòü èç ýòèõ êàðòî÷åê, áóäåò ïðîñòûì? (Íåëüçÿ ïåðåâîðà÷èâàòü öèôðû
ââåðõ íîãàìè, òî åñòü äåëàòü èç öèôðû 6 öèôðó 9 è íàîáîðîò.)

62.12. Äîêàæèòå, ÷òî äðîáü
1

n
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå êîíå÷íîé äåñÿòè÷-

íîé äðîáè òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè n â ðàçëîæåíèè íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè
ñîäåðæèò òîëüêî äâîéêè è ïÿò¼ðêè.

62.13. Êàêîå ÷èñëî íóæíî âû÷åñòü èç ÷èñëèòåëÿ äðîáè
537

463
è ïðèáàâèòü ê

çíàìåíàòåëþ, ÷òîáû ïîñëå ñîêðàùåíèÿ ïîëó÷èòü
1

9
?

62.14. (ÎÌÌÎ 2010, �1) Äåñÿòè÷íàÿ çàïèñü íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ñî-
äåðæèò 63 öèôðû. Ñðåäè ýòèõ öèôð åñòü äâîéêè, òðîéêè è ÷åòâ¼ðêè, äðóãèõ
öèôð íåò. ×èñëî äâîåê íà 22 áîëüøå ÷èñëà ÷åòâ¼ðîê. Íàéòè îñòàòîê îò äåëå-
íèÿ ÷èñëà n íà 9.

62.15. (ÎÌÌÎ 2012, �3) Íàéäèòå ïîñëåäíþþ öèôðó ÷èñëà

7(20122011) − 3(1211).
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62.16. (ÎÌÌÎ 2014, �2) Äàíû 2014 ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë. Èçâåñòíî, ÷òî
ïðîèçâåäåíèå ëþáûõ òðèäöàòè ïÿòè èç íèõ ìåíüøå 1. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîèç-
âåäåíèå âñåõ äàííûõ ÷èñåë ìåíüøå 2014.

62.17. Èçâåñòíî, ÷òî a, b, c è d � ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ïîëîæèòåëüíûå äâó-
çíà÷íûå ÷èñëà.

à) Ìîæåò ëè âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî
a+ c

b+ d
=

8

25
?

á) Ìîæåò ëè äðîáü
a+ c

b+ d
áûòü â 11 ðàç ìåíüøå, ÷åì çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ

a

b
+
c

d
?

â) Êàêîå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü äðîáü
a+ c

b+ d
, åñëè a > 5b è

c > 6d?

62.18. à) Ïóñòü ïðîèçâåäåíèå âîñüìè ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ðàâíî A,
à ïðîèçâåäåíèå ýòèõ æå ÷èñåë, óâåëè÷åííûõ íà 1, ðàâíî B. Íàéäèòå íàèáîëü-

øåå çíà÷åíèå
B

A
.

á) Ïóñòü ïðîèçâåäåíèå âîñüìè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (íå îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íûõ)
ðàâíî A, à ïðîèçâåäåíèå ýòèõ æå ÷èñåë, óâåëè÷åííûõ íà 1, ðàâíî B. Ìîæåò

ëè çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ
B

A
ðàâíÿòüñÿ 210?

â) Ïóñòü ïðîèçâåäåíèå âîñüìè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (íå îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íûõ)
ðàâíî A, à ïðîèçâåäåíèå ýòèõ æå ÷èñåë, óâåëè÷åííûõ íà 1, ðàâíî B. Ìîæåò

ëè çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ
B

A
ðàâíÿòüñÿ 63?

62.19. ×åòûðå íàòóðàëüíûõ ÷èñëà a, b, c, d òàêîâû, ÷òî

1

a
+

1

b
+

1

c
+

1

d
= 1.

à) Ìîãóò ëè âñå ÷èñëà áûòü ïîïàðíî ðàçëè÷íû?

á) Ìîæåò ëè îäíî èç ýòèõ ÷èñåë ðàâíÿòüñÿ 9?

â) Íàéäèòå âñå âîçìîæíûå íàáîðû ÷èñåë, ñðåäè êîòîðûõ ðîâíî äâà ÷èñëà
ðàâíû.

62.20. Ïðî òðè ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñëà èçâåñòíî, ÷òî îíè ÿâëÿþòñÿ
äëèíàìè ñòîðîí íåêîòîðîãî òóïîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà.

à) Ìîãëî ëè îòíîøåíèå áîëüøåãî èç ýòèõ ÷èñåë ê ìåíüøåìó èç íèõ áûòü ðàâíî
13

7
?
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á) Ìîãëî ëè îòíîøåíèå áîëüøåãî èç ýòèõ ÷èñåë ê ìåíüøåìó èç íèõ áûòü ðàâíî
8

7
?

â) Êàêîå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü îòíîøåíèå áîëüøåãî èç ýòèõ
÷èñåë ê ìåíüøåìó èç íèõ, åñëè èçâåñòíî, ÷òî ñðåäíåå ïî âåëè÷èíå èç ýòèõ ÷èñåë
ðàâíî 25?

62.21. à) Ìîæíî ëè çàïèñàòü ïîëíûé êâàäðàò, èñïîëüçîâàâ ïî 10 ðàç öèôðû
1, 2, 3?

á) Ìîæíî ëè çàïèñàòü ïîëíûé êâàäðàò, èñïîëüçîâàâ ïî 10 ðàç öèôðû 2, 3, 6?

â) Ìîæåò ëè ñóììà öèôð òî÷íîãî êâàäðàòà ðàâíÿòüñÿ 1970?

62.22. Ïóñòü q � íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå, à d � íàèáîëüøèé îáùèé äåëè-
òåëü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë x è y, óäîâëåòâîðÿþùèõ ðàâåíñòâó 3x = 8y − 29.

à) Ìîæåò ëè
q

d
áûòü ðàâíûì 170?

á) Ìîæåò ëè
q

d
áûòü ðàâíûì 2?

â) Íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå
q

d
.

62.23. Ïî êðóãó â íåêîòîðîì ïîðÿäêå ïî îäíîìó ðàçó íàïèñàíû ÷èñëà îò 9
äî 18. Äëÿ êàæäîé èç 10 ïàð ñîñåäíèõ ÷èñåë íàøëè èõ íàèáîëüøèé îáùèé
äåëèòåëü.

à) Ìîãëî ëè ïîëó÷èòüñÿ òàê, ÷òî âñå íàèáîëüøèå îáùèå äåëèòåëè ðàâíû 1?

á) Ìîãëî ëè ïîëó÷èòüñÿ òàê, ÷òî âñå íàèáîëüøèå îáùèå äåëèòåëè ïîïàðíî
ðàçëè÷íû?

â) Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ íàèáîëüøèõ îáùèõ äå-
ëèòåëåé ìîãëî ïðè ýòîì ïîëó÷èòüñÿ?

326



Óðîê �63. Òåîðèÿ ÷èñåë. Äîêàçàòåëüñòâî îò

ïðîòèâíîãî. Ïðèíöèï Äèðèõëå. Îöåíêà+ïðèìåð.

Ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè. Èíâàðèàíò.

Äîêàçàòåëüñòâî îò ïðîòèâíîãî

Íàçâàíèå ýòîãî ìåòîäà (¾Äîêàçàòåëüñòâî îò ïðîòèâíîãî¿), â ïðèíöèïå, ãîâî-
ðèò ñàìî çà ñåáÿ. Ýòî ÷àñòíûé ñëó÷àé ìåòîäà, èçâåñòíîãî êàê ¾äîâåäåíèå äî
àáñóðäà¿ � ¾reductio ad absurdum¿ (ëàò.), èëè ¾àïàãîãèÿ¿.

Åñëè â çàäà÷å òðåáóåòñÿ äîêàçàòü íåêîòîðîå óòâåðæäåíèå A, ìû áóäåì ïðåä-
ïîëàãàòü, ÷òî îíî íåâåðíîå, òî åñòü âåðíî îòðèöàíèå A. Ïîñëå ýòîãî êàêèì-òî
îáðàçîì íóæíî ïðèéòè ê ïðîòèâîðå÷èþ, ÷òî áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî íàøå ïðåä-
ïîëîæåíèå áûëî íåâåðíî, è çàäà÷à ðåøåíà.

63.1. Äåñÿòü äðóçåé ïîñëàëè äðóã äðóãó ïðàçäíè÷íûå îòêðûòêè, òàê ÷òî êàæ-
äûé ïîñëàë 5 îòêðûòîê. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäóòñÿ äâîå, êîòîðûå ïîñëàëè îò-
êðûòêè äðóã äðóãó.

Ïðèíöèï Äèðèõëå

Îäíà èç åãî ïîïóëÿðíûõ ôîðìóëèðîâîê: ¾Åñëè â N êëåòêàõ ñèäèò íå ìåíåå
N + 1 êðîëèêîâ, òî â êàêîé-òî èç êëåòîê ñèäèò íå ìåíåå äâóõ êðîëèêîâ¿.
Âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì ¾îò ïðîòèâíîãî¿ � ïðåäïîëîæèì, ÷òî ¾ýòî íå òàê¿,
òî åñòü â êàæäîé êëåòêå ñèäèò ìåíåå äâóõ êðîëèêîâ, òî åñòü 1 èëè 0. Òîãäà
â N êëåòêàõ ìàêñèìàëüíî áóäåò ñèäåòü N · 1 = N êðîëèêîâ, ÷òî ìåíüøå, ÷åì
N + 1. Â áîëüøèíñòâå àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðû ýòîò ïðèíöèï íàçûâàåòñÿ
¾pigeon principle¿ è ôîðìóëèðóåòñÿ äëÿ ãîëóáåé.

Åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì ìîæíî ñ÷èòàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå: ¾Åñëè â
N êëåòêàõ ñèäèò íå ìåíåå kN + 1 êðîëèêîâ, òî â êàêîé-òî èç êëåòîê ñèäèò
õîòÿ áû k + 1 êðîëèêîâ¿.

Â äåéñòâèòåëüíîñòè âû âðÿä ëè âñòðåòèòå çàäà÷ó, â êîòîðîé è âïðàâäó ïðè-
ä¼òñÿ ðàññàæèâàòü êðîëèêîâ ïî êëåòêàì. Â êàæäîé êîíêðåòíîé çàäà÷å íóæíî
ïîíÿòü, ÷òî èãðàåò ðîëü êðîëèêîâ, à ÷òî � ðîëü êëåòîê.

63.2. Äàíî 6 öåëûõ ÷èñåë. Äîêàçàòü, ÷òî ñðåäè íèõ ìîæíî âûáðàòü äâà, ðàç-
íîñòü êîòîðûõ äåëèòñÿ íà 5.

Ðåøåíèå. ×èñëà, äàííûå â óñëîâèè çàäà÷è, íàìåêàþò íà òî, ÷òî îíà ðåøàåò-
ñÿ ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà Äèðèõëå. ¾Êðîëèêîâ¿ äîëæíî áûòü íà îäèí áîëüøå,
÷åì ¾êëåòîê¿, à 6 íà îäèí áîëüøå, ÷åì 5. Ñëåäîâàòåëüíî ¾êðîëèêàìè¿ ÿâ-
ëÿþòñÿ ñàìè ÷èñëà. Îñòàëîñü ïîíÿòü, êàêèì îáðàçîì âûáèðàþòñÿ ¾êëåòêè¿.
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¾Êëåòîê¿ äîëæíî áûòü 5 øòóê, à â óñëîâèè çàäà÷è èä¼ò ðå÷ü î äåëèìîñòè íà
5. Âîçìîæíûõ îñòàòêîâ ïðè äåëåíèè íà 5 êàê ðàç ðîâíî 5 øòóê: 0, 1, 2, 3, 4.
Òî åñòü ìû ñàæàåì ¾êðîëèêà¿-÷èñëî â ¾êëåòêó¿-îñòàòîê ïðè äåëåíèè íà 5. Ïî
ïðèíöèïó Äèðèõëå êàêèå-òî äâà ¾êðîëèêà¿ ñèäÿò â îäíîé ¾êëåòêå¿ � çíà÷èò,
êàêèå-òî äâà ÷èñëà èìåþò îäèíàêîâûé îñòàòîê ïðè äåëåíèè íà 5, à ýòî çíà÷èò,
÷òî èõ ðàçíîñòü äåëèòñÿ íà 5.

63.3. ×èñëà îò 1 äî 9 ðàçáèëè íà òðè ãðóïïû. Äîêàæèòå, ÷òî õîòÿ áû â îäíîé
èç ãðóïï ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë áóäåò íå ìåíüøå, ÷åì 72.

Ðåøåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ ïðèíöèïîì ¾îò ïðîòèâíîãî¿. Ïóñòü òî, ÷òî òðåáó-
åòñÿ äîêàçàòü, íå âåðíî. Ýòî çíà÷èò, ÷òî â êàæäîé ãðóïïå ïðîèçâåäåíèå áóäåò
ìåíüøå 72, ÷òî ðàâíîñèëüíî ìåíüøå èëè ðàâíî 71. Íî 71 � ÷èñëî ïðîñòîå, òî
åñòü îíî íå ìîæåò áûòü ïðîèçâåäåíèåì óêàçàííûõ ÷èñåë. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
ïðîèçâåäåíèå âñåõ ÷èñåë ìåíüøå ëèáî ðàâíî 703. C äðóãîé ñòîðîíû, ïðîèçâå-
äåíèå âñåõ ÷èñåë ðàâíî 1 ·2 ·3 ·4 ·5 ·6 ·7 ·8 ·9 = (3 ·4 ·6) ·(2 ·5 ·7) ·(8 ·9) = 72 ·70 ·72,
÷òî áîëüøå, ÷åì 703. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò ðåøåíèå çàäà÷è.

63.4. Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè ëþáûõ øåñòè ÷åëîâåê îáÿçàòåëüíî áóäóò ëèáî òðîå
ïîïàðíî çíàêîìûõ, ëèáî òðîå ïîïàðíî íåçíàêîìûõ.

Ðåøåíèå. Â äàííîì ñëó÷àå ¾êðîëèêè¿ � ýòî ëþäè. ¾Êëåòêè¿ � ýòî çíàêîì-
ñòâà èëè íåçíàêîìñòâà. Ïðåäñòàâèì 6 ëþäåé â âèäå òî÷åê íà ïëîñêîñòè è áóäåì
ñîåäèíÿòü äâå òî÷êè êðàñíûì îòðåçêîì, åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå ëþäè çíàêîìû,
èíà÷å � ñèíèì. Çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê òîìó, ÷òîáû äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå õîòÿ
áû îäíîãî òðåóãîëüíèêà. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó. Îíà äîëæíà áûòü
ñîåäèíåíà îäíèì èç îòðåçêîâ ñ êàæäîé èç îñòàâøèõñÿ 5 òî÷åê. Ïî ïðèíöèïó
Äèðèõëå íå ìåíåå, ÷åì ñ òðåìÿ òî÷êàìè, îíà áóäåò ñîåäèíåíà îòðåçêîì îäíîãî
öâåòà (äîïóñòèì, êðàñíûì). Òîãäà, åñëè êàêèå-òî äâå òî÷êè èç íèõ ñîåäèíåíû
òàêæå êðàñíûì îòðåçêîì, òî ìû óâèäèì êðàñíûé òðåóãîëüíèê. Â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå ýòè òðè òî÷êè îáðàçóþò ñèíèé òðåóãîëüíèê.

63.5. Äîêàæèòå, â ëþáîé êîìïàíèè íàéäóòñÿ äâîå ñ îäèíàêîâûì ÷èñëîì çíà-
êîìûõ èç ýòîé êîìïàíèè.

Ðåøåíèå. Ñíîâà íàéä¼ì ¾êðîëèêîâ¿ è ¾êëåòêè¿. Íåòðóäíî äîãàäàòüñÿ, ÷òî
â êà÷åñòâå ¾êðîëèêîâ¿ áóäóò âûñòóïàòü ëþäè, à â êà÷åñòâå ¾êëåòîê¿ � êîëè-
÷åñòâî èõ çíàêîìñòâ. Ó ëþáîãî ÷åëîâåêà ìîæåò áûòü îò 0 äî n− 1 çíàêîìûõ,
ãäå n � êîëè÷åñòâî ëþäåé â êîìïàíèè. Çíà÷èò êëåòêè áóäóò èìåòü íîìåðà îò
0 äî n − 1. Êàçàëîñü áû � è ¾êëåòîê¿, è ¾êðîëèêîâ¿ � ïîðîâíó, òàê ÷òî æå,
ïðèíöèï Äèðèõëå òóò íå ðàáîòàåò? Ðàáîòàåò, íî ñ íåáîëüøîé ìîäèôèêàöèåé.
Çàìåòèì, ÷òî â êëåòêàõ 0 è n − 1 íå ìîãóò îäíîâðåìåííî ñèäåòü êðîëèêè.
Äåéñòâèòåëüíî, òîãäà áóäåò ÷åëîâåê, êîòîðûé íå çíàêîì íè ñ êåì, è ÷åëîâåê,

328



êîòîðûé çíàêîì ñî âñåìè, ÷åãî íå ìîæåò áûòü. Ñëåäîâàòåëüíî, íåïóñòûõ êëå-
òîê, îêàçûâàåòñÿ, ó íàñ N − 1. Òî åñòü, ïðèíöèï Äèðèõëå â äàííîé çàäà÷å âñ¼
æå ñðàáîòàë.

Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò ðåøåíèå çàäà÷è.

Îöåíêà+ïðèìåð

Äàííàÿ òåìà ñòîèò íåêîòîðûì ¾îñîáíÿêîì¿ â îëèìïèàäíîé ìàòåìàòèêå: ïî
ñóòè, ýòî äàæå íå îòäåëüíàÿ òåìà � çàäà÷à íà ïðàêòè÷åñêè ëþáóþ òåìó ìîæåò
áûòü íà îöåíêó+ïðèìåð.

Îáíàðóæèòü äàííóþ òåìó ïîìîãóò ñëîâà ¾íàèáîëüøåå¿ èëè ¾íàèìåíüøåå¿ â
óñëîâèè çàäà÷è. Íàïðèìåð, çàäà÷à ìîæåò áûòü òàêîãî òèïà: íàéäèòå íàèáîëü-
øåå ÷èñëî, êîòîðîå îáëàäàåò çàäàííûì ñâîéñòâîì. ×òî ïîäðàçóìåâàåò ðåøå-
íèå òàêîé çàäà÷è? Çà÷àñòóþ ïðèõîäèòñÿ âèäåòü ðåøåíèÿ ïîäîáíîãî òèïà: ¾ýòî
÷èñëî ïîäõîäèò¿, äàëåå èä¼ò äîêàçàòåëüñòâî, ÷òî îíî ïîäõîäèò, è íà ýòîì ðå-
øåíèå çàêàí÷èâàåòñÿ. Íî òðåáîâàëîñü íàéòè èìåííî íàèáîëüøåå ÷èñëî, à íå
ëþáîå ïîäõîäÿùåå. Ïðèâåä¼ííàÿ ÷àñòü ðåøåíèÿ íàçûâàåòñÿ ïðèìåðîì. Íî òðå-
áóåòñÿ òàêæå äîêàçàòü è îöåíêó, ÷òî äàííîå ÷èñëî äåéñòâèòåëüíî íàèáîëüøåå.
Îáû÷íî ïî êðèòåðèÿì çà ïðèìåð ñòàâÿò ìåíåå ïîëîâèíû áàëëîâ, íî ÷åëîâåê
óæå äóìàåò, ÷òî ðåøèë çàäà÷ó, è ïåðåõîäèò ê ñëåäóþùåé, ïîòåðÿâ îñòàëüíûå
áàëëû.

Ãîðàçäî îáèäíåå îáðàòíàÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà áûëà äîêàçàíà îöåíêà, à ïðèìåð
÷åëîâåê ñ÷¼ë î÷åâèäíûì è âîîáùå íå ñòàë ïðî íåãî ïèñàòü. Ê ñîæàëåíèþ, ïî
êðèòåðèÿì âûñòàâëåíèÿ îöåíîê ïðîâåðÿþùèé íå ìîæåò ïîñòàâèòü çà òàêîå
ðåøåíèå ïîëíûé áàëë.

63.6. Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî òð¼õêëåòî÷íûõ óãîëêîâ ìîæíî âûðåçàòü èç
êëåò÷àòîãî êâàäðàòà 8× 8?

Ðåøåíèå. Îöåíêà. Â êâàäðàòå 64 êëåòêè. Ïîýòîìó âûðåçàòü 22 è áîëåå óãîë-
êîâ íå ïîëó÷èòñÿ: âåäü òîãäà ñóììàðíîå ÷èñëî êëåòîê â íèõ áóäåò íå ìåíüøå
22 · 3 = 66. Çíà÷èò, ÷èñëî óãîëêîâ íå áîëüøå 21.

Ïðèìåð. Âûðåçàòü 21 óãîëîê ìîæíî � ïðèìåð ïðèâåä¼í íà ðèñóíêå íèæå.
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Ñëåäîâàòåëüíî, íàèáîëüøåå âîçìîæíîå êîëè÷åñòâî óãîëêîâ ðàâíî 21. Ëîãèêà
ðàññóæäåíèÿ ÿñíà: ìû ïîêàçàëè, ÷òî êîëè÷åñòâî óãîëêîâ íå ïðåâîñõîäèò ÷èñëà
21 (îöåíêà) è èíîãäà åìó ðàâíî (ïðèìåð). Çíà÷èò, 21 è åñòü ìàêñèìóì ÷èñëà
óãîëêîâ.

63.7. Êàêèì íàèìåíüøèì ÷èñëîì ìîíåò â 3 è 5 êîïååê ìîæíî íàáðàòü ñóììó
37 êîïååê?

Ðåøåíèå. Åñëè ÷èñëî ìîíåò íå ïðåâîñõîäèò ñåìè, òî ñóììà îêàæåòñÿ íå áîëåå
7 · 5 = 35 êîïååê. Ïîýòîìó ñåìè è ìåíåå ìîíåò íàì íå õâàòèò. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî ìîíåò âîñåìü. Âñå îíè íå ìîãóò áûòü ïÿòèêîïåå÷íûìè (8 · 5 = 40). Ñåìü
ïÿòèêîïåå÷íûõ ìîíåò è îäíà òð¼õêîïåå÷íàÿ äàþò â ñóììå 38 êîïååê. Åñëè æå
ïÿòèêîïåå÷íûõ ìîíåò íå áîëåå øåñòè, òî ñóììà íå ïðåâîñõîäèò 6 ·5+2 ·3 = 36
êîïååê. Çíà÷èò, âîñåìüþ ìîíåòàìè íàáðàòü 37 êîïååê òàêæå íå ïîëó÷àåòñÿ.
Èòàê, ìîíåò äîëæíî áûòü íå ìåíåå äåâÿòè. Ïðèâåä¼ì ïðèìåð ïîäõîäÿùåãî
íàáîðà èç äåâÿòè ìîíåò: ïÿòü ïÿòèêîïåå÷íûõ è ÷åòûðå òð¼õêîïåå÷íûõ

5 · 5 + 4 · 3 = 37.

Ñëåäîâàòåëüíî, íàèìåíüøåå âîçìîæíîå ÷èñëî ìîíåò ðàâíî äåâÿòè.

Îáðàòèòå âíèìàíèå: âû íèêîìó íå îáÿçàíû îáúÿñíÿòü, êàê âû äîäóìàëèñü äî
ïðèìåðà! Ïðè çàïèñè ðåøåíèÿ ïðèìåð äîñòàòî÷íî ïðîñòî ïðèâåñòè (è ïîêà-
çàòü, åñëè ýòî íåî÷åâèäíî, ÷òî îí ïîäõîäèò). Îïèñûâàòü, èç êàêèõ ñîîáðàæå-
íèé âàø ïðèìåð ïîñòðîåí, íå íóæíî.

63.8. (Ìóíèöèïàëüíûé ýòàï Âñåðîññèéñêîé îëèìïèàäû øêîëüíèêîâ
2018 ãîäà, çàäà÷à �3) Íîâîãîäíÿÿ ãèðëÿíäà, âèñÿùàÿ âäîëü øêîëüíîãî
êîðèäîðà, ñîñòîèò èç êðàñíûõ è ñèíèõ ëàìïî÷åê. Ðÿäîì ñ êàæäîé êðàñíîé
ëàìïî÷êîé îáÿçàòåëüíî åñòü ñèíÿÿ. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî êðàñíûõ
ëàìïî÷åê ìîæåò áûòü â ãèðëÿíäå, åñëè âñåãî ëàìïî÷åê 50?

Ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè

Ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè èñïîëüçóåòñÿ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà öåïî÷êè
óòâåðæäåíèé, ïðè êîòîðûõ êàæäîå ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå äîêàçûâàåòñÿ èç
ïðåäûäóùåãî:

Y1 → Y2 → Y3 → . . .→ Yn → Yn+1 → . . .

Ïåðâîå óòâåðæäåíèå íàçûâàåòñÿ áàçîé èíäóêöèè.

Êàæäàÿ ñòðåëêà � èíäóêöèîííûé ïåðåõîä: åñëè èñòèííî n-å óòâåðæäåíèå è
êîððåêòåí ïåðåõîä, òî èñòèííî è n+ 1-å óòâåðæäåíèå. Òàêèì îáðàçîì, èíäóê-
öèÿ ðàáîòàåò ñëåäóþùèì îáðàçîì: èç ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò âòîðîå, èç
âòîðîãî � òðåòüå, è òàê äàëåå, âïëîòü äî ëþáîãî n. Ïðè ýòîì îáû÷íî êîððåêò-
íîñòü âñåõ ïåðåõîäîâ äîêàçûâàåòñÿ åäèíûì îáðàçîì.
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63.9. (Øåíü, Ìàòåìàòè÷åñêàÿ èíäóêöèÿ.) Äîêàçàòü ñ ïîìîùüþ ìàòåìà-
òè÷åñêîé èíäóêöèè, ÷òî (ïðè ëþáîì n > 1):

1 + 2 + 3 + · · ·+ n =
n(n+ 1)

2
.

Ðåøåíèå. Áàçà èíäóêöèè: n = 1. Î÷åâèäíî, ÷òî

1 · (1 + 1)

2
= 1.

Ïåðåõîä: èñïîëüçóÿ óòâåðæäåíèå

1 + 2 + · · ·+ n =
n · (n+ 1)

2
,

äîêàæåì, ÷òî

1 + 2 + · · ·+ n+ (n+ 1) =
(n+ 1) · (n+ 2)

2
.

Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê 1 + 2 + · · ·+n =
n · (n+ 1)

2
, ïðèáàâèì ê îáåèì ÷àñòÿì

÷àñòè n+ 1:

1 + 2 + · · ·+ n+ (n+ 1) =
n · (n+ 1)

2
+ (n+ 1) =

(n+ 1) · (n+ 2)

2
,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Èíâàðèàíò

Ïóñòü â çàäà÷å ïðèñóòñòâóåò íåêîòîðûé ¾ïðîöåññ¿, íàïðèìåð, íà äîñêå çàäàíû
÷èñëà, êîòîðûå ìîæíî ìåíÿòü ïî êàêîìó-òî ïðàâèëó, èëè ïîçèöèÿ, èç êîòî-
ðîé ìîæíî äåëàòü íåêîòîðûå õîäû. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ýòî èãðà, â êîòîðîé
ó÷àñòâóåò îäèí èãðîê. Èìåííî ïî òàêèì ïðèçíàêàì ìîæíî îïðåäåëèòü, ÷òî
çàäà÷à èìåííî íà èíâàðèàíò, à íå íà äðóãóþ òåìó.

Îïðåäåëåíèå: Èíâàðèàíò � ýòî ìàòåìàòè÷åñêàÿ âåëè÷èíà èëè ìàòåìà-
òè÷åñêîå ñâîéñòâî, êîòîðîå îñòà¼òñÿ ïîñòîÿííûì, òî åñòü íå èçìåíÿåòñÿ ïðè
íåêîòîðîì ïðåîáðàçîâàíèè.

Çà÷àñòóþ èíâàðèàíòîì ÿâëÿåòñÿ ÷¼òíîñòü (îñòàòîê ïðè äåëåíèè íà 2) èëè
îñòàòîê îò äåëåíèÿ íà êàêîå-ëèáî ÷èñëî êîìáèíàöèè íåêîòîðûõ ÷èñåë, ñâÿ-
çàííûõ ñ äàííîé çàäà÷åé. Ðàññìîòðèì îäíó èç òèïè÷íûõ çàäà÷ íà èíâàðèàíò.
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63.10. Íà äîñêå íàïèñàíî 6 ÷èñåë � 3, 14, 15, 9, 2, 6. Çà îäíó îïåðàöèþ ê
ëþáûì äâóì ÷èñëàì ìîæíî ïðèáàâèòü 1. Ìîæíî ëè ñäåëàòü âñå ÷èñëà îäèíà-
êîâûìè?

Ðåøåíèå. Ïðè âçãëÿäå íà óñëîâèå çàäà÷è ïåðâîé èäååé áóäåò ïûòàòüñÿ óâåëè-
÷èâàòü ìàëåíüêèå ÷èñëà, ÷òîáû îíè äîñòèãëè áîëüøèõ. Íî, íåìíîãî ïîìó÷èâ-
øèñü, ìû ëåãêî óðàâíÿåì ïÿòü ÷èñåë, à âîò øåñòîå áóäåò îò íèõ îòëè÷àòüñÿ.
Èñïîëüçîâàòü ïåðåáîð äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è íå ïîëó÷èòñÿ, òàê êàê ñëó÷àåâ áåñ-
êîíå÷íî ìíîãî (âäðóã îíè, íàïðèìåð, óðàâíÿþòñÿ â ìèëëèîíå). Äîêàçàòü, ÷òî
ýòî ñäåëàòü íåâîçìîæíî, ïîìîæåò ïðèíöèï èíâàðèàíòà.

Êàê íàéòè èíâàðèàíò? Íóæíî ïðîñëåäèòü íåêîòîðóþ çàêîíîìåðíîñòü. ×òî íå
ïîìåíÿëîñü, åñëè ê äâóì ÷èñëàì áûëà ïðèáàâëåíà åäèíèöà? Íåòðóäíî ïîíÿòü,
÷òî ñóììà âñåõ ÷èñåë óâåëè÷èòñÿ íà 2, ïîýòîìó ñóììà � íå èíâàðèàíò. Íî ìû
çíàåì, ÷òî åñëè ê ÷èñëó ïðèáàâèòü 2, òî åãî ÷¼òíîñòü íå èçìåíèòñÿ. Òàêèì îá-
ðàçîì, ÷¼òíîñòü ñóììû âñåõ ÷èñåë âñåãäà îñòà¼òñÿ íåèçìåííîé è ðàâíîé òîìó,
÷åìó îíà áûëà âíà÷àëå. À êàêàÿ îíà áûëà? Òàê êàê ñðåäè ÷èñåë 3, 14, 15, 9, 2 è
6 íå÷¼òíîå ÷èñëî íå÷¼òíûõ ÷èñåë, òî è ñóììà âñåõ ÷èñåë áóäåò íå÷¼òíîé. Íî
âåäü íàì íóæíî, ÷òîáû âñå ÷èñëà ñòàëè ðàâíûìè äðóã äðóãó, ñëåäîâàòåëüíî,
èõ ñóììà äîëæíà äåëèòüñÿ íà 6 (èõ êîëè÷åñòâî), òî åñòü äîëæíà áûòü ÷¼òíîé.
Îòñþäà è ñëåäóåò òî, ÷òî ýòè ÷èñëà íåâîçìîæíî ñäåëàòü ðàâíûìè.

63.11. Ïî êðóãó çàïèñàíû ÷èñëà 1, 2, 3, 2, 2, 0. Çà îäèí õîä ìîæíî ê ëþáûì
äâóì ñîñåäíèì ÷èñëàì ïðèáàâèòü ïî åäèíèöå. Ìîæíî ëè âñå ÷èñëà ñäåëàòü
ðàâíûìè?

63.12. (ÎÌÌÎ 2011, �2) Âàíÿ ñäàë òðè ÅÃÝ. Ïî ðóññêîìó ÿçûêó îí íà-
áðàë íà 5 áàëëîâ ìåíüøå, ÷åì ïî ôèçèêå, à ïî ôèçèêå � íà 9 áàëëîâ ìåíüøå,
÷åì ïî ìàòåìàòèêå. Çîëîòàÿ ðûáêà, ïðèñíèâøàÿñÿ Âàíå, îáåùàëà âûïîëíèòü
ëþáîå êîëè÷åñòâî æåëàíèé ñëåäóþùèõ âèäîâ:

� Ïðèáàâèòü ïî áàëëó çà êàæäûé ýêçàìåí.

� Çà îäèí ýêçàìåí (ïî âûáîðó Âàíè) óìåíüøèòü áàëëû íà 3, à çà êàæäûé
èç äâóõ îñòàëüíûõ � óâåëè÷èòü íà 1.

Ðûáêà âûïîëíÿåò æåëàíèå, åñëè ïðè ýòîì íè îäèí ðåçóëüòàò íå ïðåâûñèò 100
áàëëîâ. Ìîã ëè Âàíÿ âî ñíå íàáðàòü 100 áàëëîâ áîëåå ÷åì ïî îäíîìó ýêçàìåíó?

63.13. Íà äîñêå áûëè íàïèñàíû íåñêîëüêî öåëûõ ÷èñåë. Íåñêîëüêî ðàç ñ äîñêè
ñòèðàëè ïî äâà ÷èñëà, ðàçíîñòü êîòîðûõ äåëèòñÿ íà 5.

à) Ìîæåò ëè ñóììà âñåõ îñòàâøèõñÿ íà äîñêå ÷èñåë ðàâíÿòüñÿ 34, åñëè èç-
íà÷àëüíî ïî îäíîìó ðàçó áûëè íàïèñàíû âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà îò 9 äî 20
âêëþ÷èòåëüíî?
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á) Ìîæåò ëè íà äîñêå îñòàòüñÿ ðîâíî äâà ÷èñëà, ïðîèçâåäåíèå êîòîðûõ îêàí÷è-
âàåòñÿ íà öèôðó 1, åñëè èçíà÷àëüíî ïî îäíîìó ðàçó áûëè íàïèñàíû êâàäðàòû
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îò 59 äî 92 âêëþ÷èòåëüíî?

â) Ïóñòü èçâåñòíî, ÷òî íà äîñêå îñòàëîñü ðîâíî äâà ÷èñëà, à èçíà÷àëüíî ïî
îäíîìó ðàçó áûëè íàïèñàíû êâàäðàòû íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îò 59 äî 92 âêëþ-
÷èòåëüíî. Êàêîå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ìîæåò ïîëó÷èòüñÿ, åñëè ïîäåëèòü îäíî
èç îñòàâøèõñÿ ÷èñåë íà âòîðîå èç íèõ?

63.14. Êàæäîå èç ÷èñåë 2, 3, . . . , 7 óìíîæàþò íà êàæäîå èç ÷èñåë 13, 14, . . . , 21
è ïåðåä êàæäûì èç ïîëó÷åííûõ ïðîèçâåäåíèé ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì ñòàâÿò
çíàê ïëþñ èëè ìèíóñ, ïîñëå ÷åãî âñå 54 ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòà ñêëàäûâàþò.
Êàêóþ íàèìåíüøóþ ïî ìîäóëþ è êàêóþ íàèáîëüøóþ ñóììó ìîæíî ïîëó÷èòü
â èòîãå?
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Óðîê �64. Ñëîæíûå óðàâíåíèÿ è íåðàâåíñòâà.

64.1. (ÎÌÌÎ 2010, �8) Íàéäèòå âñå ðåøåíèÿ ñèñòåìû

{
xy − t2 = 9,

x2 + y2 + z2 = 18.

64.2. (ÎÌÌÎ 2011, �8) Ðåøèòå ñèñòåìó
x+ y + z = 13,

x2 + y2 + z2 = 61,

xy + xz = 2yz.

64.3. (ÎÌÌÎ 2011, �10) Ïëîñêàÿ ôèãóðà W ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîæå-
ñòâî âñåõ òî÷åê, êîîðäèíàòû êîòîðûõ (x; y) óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó:

(|x|+ |4− |y|| − 4)
2 6 4.

Íàðèñóéòå ôèãóðó W è íàéäèòå å¼ ïëîùàäü.

64.4. (ÎÌÌÎ 2012, �6) Ðåøèòå ñèñòåìó

xy

x+ y
= 1,

yz

y + z
= 2,

xz

x+ z
= 3.

64.5. (ÎÌÌÎ 2013, �5) Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé{
tg2 x+ ctg2 x = 2 sin2 y,

sin2 y + cos2 z = 1.

64.6. (ÎÌÌÎ 2014, �5) Íàéäèòå âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

(y(x− 1))
2

+ (x− 1)2 + y2 + 1− 4y|x− 1| = 0.

64.7. (ÎÌÌÎ 2015, �5) Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé{
26x2 + 42xy + 17y2 = 10,

10x2 + 18xy + 8y2 = 6.
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64.8. (ÎÌÌÎ 2016, �5) Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé{
x2 − xy + y2 = 19,

x4 + x2y2 + y4 = 931.

64.9. (ÎÌÌÎ 2017, �5) Ðåøèòå â äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñëàõ ñèñòåìó óðàâ-
íåíèé 

x+ y + 2− 4xy = 0,

y + z + 2− 4yz = 0,

z + x+ 2− 4zx = 0.

64.10. (ÎÌÌÎ 2011, �1) Ðåøèòå óðàâíåíèå

2|x− 1| sinx = x− 1.

64.11. (ÎÌÌÎ 2012, �5) Íàéäèòå ñóììó âñåõ ðàçëè÷íûõ êîðíåé óðàâíå-
íèÿ

sinx+ sin 2x+ sin 3x+ sin 4x+ sin 5x = 0,

ïðèíàäëåæàùèõ èíòåðâàëó (0;π).

64.12. (ÎÌÌÎ 2009, �10) Ïóñòü x è y óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå
y − x 6 5,

y + 4x 6 −5,

3y + 2x > −5.

Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ, êîòîðûå ìîæåò ïðèíèìàòü ôóíêöèÿ x2 + y2.

64.13. Ðåøèòü óðàâíåíèå 3x + 4x = 5x.

64.14. Ðåøèòå óðàâíåíèå

2 + log2
2

(
2 + |(x− 2)(x− 3)|

)
= 3

5+4x−x2

9 .

64.15. Íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè

y =
√
x2 − 2x+ 5 +

√
x2 − 16x+ 89.
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Óðîê �65. Ïëàíèìåòðèÿ. Ðàçíûå çàäà÷è.

65.1. Èç òî÷êè M , âçÿòîé íà îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â òî÷êå O, íà äèàìåòðû
AB è CD îïóùåíû ïåðïåíäèêóëÿðû MK è MP ñîîòâåòñòâåííî.

à) Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò òî÷êà, îäèíàêîâî óäàë¼ííàÿ îò òî÷åêM,O,P,K.

á) Íàéäèòå ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà MKP , åñëè èçâåñòíî, ÷òî ∠MKP = 30◦,
∠AOC = 15◦, à ðàäèóñ îêðóæíîñòè ðàâåí 4.

65.2. Â îñòðîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåäåíû âûñîòû AK è BP .

à) Äîêàæèòå, ÷òî óãëû AKP è ABP ðàâíû.

á) Íàéäèòå äëèíó îòðåçêà PK, åñëè èçâåñòíî, ÷òî AB = 5, BC = 6, CA = 4.

65.3. Õîðäà AB îêðóæíîñòè ïàðàëëåëüíà êàñàòåëüíîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç
òî÷êó C, ëåæàùóþ íà îêðóæíîñòè. Ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó C è
öåíòð îêðóæíîñòè, âòîðè÷íî ïåðåñåêàåò îêðóæíîñòü â òî÷êå P .

à) Äîêàæèòå, ÷òî òðåóãîëüíèê ABP ðàâíîáåäðåííûé.

á) Íàéäèòå îòíîøåíèå, â êîòîðîì õîðäà AB äåëèò äèàìåòð CP , åñëè èçâåñòíî,
÷òî óãîë APB ðàâåí 150◦.

65.4. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC èçâåñòíî, ÷òî BC = 2 · AC. Íà
ãèïîòåíóçå AB âíå òðåóãîëüíèêà ïîñòðîåí êâàäðàò ABEF . Ïðÿìàÿ CE ïåðå-
ñåêàåò AB â òî÷êå O.

à) Äîêàæèòå, ÷òî OA : OB = 3 : 4.

á) Íàéäèòå îòíîøåíèå ïëîùàäåé òðåóãîëüíèêîâ AOC è BOE.

65.5. Îêðóæíîñòü ω ñ öåíòðîì â òî÷êå O êàñàåòñÿ ñòîðîíû BC òðåóãîëü-
íèêà ABC â òî÷êå M è ïðîäîëæåíèé ñòîðîí AB è AC. Âïèñàííàÿ â ýòîò
òðåóãîëüíèê îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â òî÷êå E êàñàåòñÿ ñòîðîíû BC â òî÷êå
K.

à) Äîêàæèòå, ÷òî BK = CM .

á) Íàéäèòå ïëîùàäü ÷åòûð¼õóãîëüíèêà OKEM , åñëè èçâåñòíî, ÷òî AC =
5, BC = 6, AB = 4.

65.6. Âûñîòà ðàâíîáåäðåííîé òðàïåöèè ABCD (BC è AD � îñíîâàíèÿ) ðàâíà
äëèíå å¼ ñðåäíåé ëèíèè.

à) Äîêàæèòå, ÷òî äèàãîíàëè òðàïåöèè ïåðïåíäèêóëÿðíû.

á) Íàéäèòå ðàäèóñ îêðóæíîñòè, êàñàþùåéñÿ ñòîðîí AB, BC è CD òðàïåöèè,
åñëè èçâåñòíî, ÷òî BC = 4, AD = 6.
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65.7. Â òðåóãîëüíèêå ABC BA = 8, BC = 7, óãîë B ðàâåí 120◦. Âïèñàííàÿ â
òðåóãîëüíèê îêðóæíîñòü ω êàñàåòñÿ ñòîðîíû AC â òî÷êå M .

à) Äîêàæèòå, ÷òî AM = BC.

á) Íàéäèòå äëèíó îòðåçêà ñ êîíöàìè íà ñòîðîíàõ AB è AC, ïåðïåíäèêóëÿð-
íîãî AB è êàñàþùåãîñÿ îêðóæíîñòè ω.

65.8. Ìåäèàíû AA1, BB1 è CC1 òðåóãîëüíèêà ABC ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êåM .
Òî÷êè A2, B2 è C2 � ñåðåäèíû îòðåçêîâ MA, MB è MC ñîîòâåòñòâåííî.

à) Äîêàæèòå, ÷òî ïëîùàäü øåñòèóãîëüíèêà A1B2C1A2B1C2 âäâîå ìåíüøå ïëî-
ùàäè òðåóãîëüíèêà ABC.

á) Íàéäèòå ñóììó êâàäðàòîâ âñåõ ñòîðîí ýòîãî øåñòèóãîëüíèêà, åñëè èçâåñòíî,
÷òî AB = 4, BC = 7 è AC = 8.

65.9. Õîðäû AD, BE è CF îêðóæíîñòè äåëÿò äðóã äðóãà íà òðè ðàâíûå
÷àñòè.

à) Äîêàæèòå, ÷òî ýòè õîðäû ðàâíû.

á) Íàéäèòå ïëîùàäü øåñòèóãîëüíèêà ABCDEF , åñëè òî÷êè A,B,C,D,E, F
ïîñëåäîâàòåëüíî ðàñïîëîæåíû íà îêðóæíîñòè, à ðàäèóñ îêðóæíîñòè ðàâåí
2
√

21.

65.10. Îêðóæíîñòü, âïèñàííàÿ â òðåóãîëüíèê ABC, êàñàåòñÿ ñòîðîí BA è
BC â òî÷êàõ E è F .
à) Äîêàæèòå ÷òî öåíòð îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â òðåóãîëüíèê BEF , ëåæèò
íà îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â òðåóãîëüíèê ABC.
á) Íàéäèòå ðàññòîÿíèå ìåæäó öåíòðàìè ýòèõ îêðóæíîñòåé, åñëè BE = 13,
EF = 10.

65.11. Ìåäèàíû AA1, BB1 è CC1 òðåóãîëüíèêà ABC ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå
M . Èçâåñòíî, ÷òî AC = 3MB.

à) Äîêàæèòå, ÷òî òðåóãîëüíèê ABC ïðÿìîóãîëüíûé.

á) Íàéäèòå ñóììó êâàäðàòîâ ìåäèàí AA1 è CC1, åñëè èçâåñòíî, ÷òî AC = 12.

65.12. Îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì O ïðîõîäèò ÷åðåç âåðøèíû B è C áîëüøåé
áîêîâîé ñòîðîíû ïðÿìîóãîëüíîé òðàïåöèè ABCD è êàñàåòñÿ áîêîâîé ñòîðîíû
AD â òî÷êå T . Òî÷êà O ëåæèò âíóòðè òðàïåöèè ABCD.

à) Äîêàæèòå, ÷òî óãîë BOC âäâîå áîëüøå óãëà BTC.

á) Íàéäèòå ðàññòîÿíèå îò òî÷êè T äî ïðÿìîé BC, åñëè îñíîâàíèÿ òðàïåöèè
AB è CD ðàâíû 4 è 9 ñîîòâåòñòâåííî.
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65.13. Îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé ñåðåäèíûM è N îñíîâàíèé BC è AD ñîîòâåò-
ñòâåííî òðàïåöèè ABCD, ðàçáèâàåò å¼ íà äâå òðàïåöèè, â êàæäóþ èç êîòîðûõ
ìîæíî âïèñàòü îêðóæíîñòü.

à) Äîêàæèòå, ÷òî òðàïåöèÿ ABCD ðàâíîáåäðåííàÿ.

á) Èçâåñòíî, ÷òî ðàäèóñ ýòèõ îêðóæíîñòåé ðàâåí 3, à ìåíüøåå îñíîâàíèå BC
èñõîäíîé òðàïåöèè ðàâíî 8. Íàéäèòå ðàäèóñ îêðóæíîñòè, êàñàþùåéñÿ áîêîâîé
ñòîðîíû AB, îñíîâàíèÿ AN òðàïåöèè ABMN è âïèñàííîé â íå¼ îêðóæíîñòè.

65.14. ×åòûð¼õóãîëüíèê ABCD âïèñàí â îêðóæíîñòü. Äèàìåòð CC1 ïåðïåí-
äèêóëÿðåí ñòîðîíå AD è ïåðåñåêàåò å¼ â òî÷êå M , à äèàìåòð DD1 ïåðïåíäè-
êóëÿðåí ñòîðîíå AB è ïåðåñåêàåò å¼ â òî÷êå N .

à) Ïóñòü AA1 òàêæå äèàìåòð îêðóæíîñòè. Äîêàæèòå, ÷òî ∠DNM = ∠BA1D1.

á) Íàéäèòå óãëû ÷åòûð¼õóãîëüíèêà ABCD, åñëè óãîë CDB âäâîå ìåíüøå
óãëà ADB.

65.15. Îêðóæíîñòü, ïîñòðîåííàÿ íà ìåäèàíå BM ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëü-
íèêà ABC êàê íà äèàìåòðå, âòîðîé ðàç ïåðåñåêàåò îñíîâàíèå BC â òî÷êå K.

à) Äîêàæèòå, ÷òî îòðåçîê BK âòðîå áîëüøå îòðåçêà CK.

á) Ïóñòü óêàçàííàÿ îêðóæíîñòü ïåðåñåêàåò ñòîðîíó AB â òî÷êå N . Íàéäèòå
AB, åñëè BK = 18 è BN = 17.

65.16. Òî÷êà O � öåíòð îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî îñòðîóãîëüíîãî òðå-
óãîëüíèêà ABC, I � öåíòð âïèñàííîé â íå¼ îêðóæíîñòè, H � òî÷êà ïåðåñå-
÷åíèÿ âûñîò. Èçâåñòíî, ÷òî ∠BAC = ∠OBC + ∠OCB.

à) Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êà I ëåæèò íà îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëü-
íèêà BOC.

á) Íàéäèòå óãîë OIH, åñëè ∠ABC = 75◦.

65.17. Ìåäèàíû AM è BN òðåóãîëüíèêà ABC ïåðïåíäèêóëÿðíû è ïåðåñåêà-
þòñÿ â òî÷êå P .

à) Äîêàæèòå, ÷òî CP = AB.

á) Íàéäèòå ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ABC, åñëè èçâåñòíî, ÷òî AC = 4 è BC = 7.

65.18. Íà îñíîâàíèè AC ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà ABC âçÿòà òî÷êà
E. Îêðóæíîñòè w1 è w2, âïèñàííûå â òðåóãîëüíèêè ABE è CBE, êàñàþòñÿ
ïðÿìîé BE â òî÷êàõ K è M ñîîòâåòñòâåííî.

à) Äîêàæèòå, ÷òî KM =
1

2
· |CE −AE|.

á) Îïðåäåëèòå, íà ñêîëüêî ðàäèóñ îêðóæíîñòè w2 áîëüøå ðàäèóñà îêðóæíîñòè
w1, åñëè èçâåñòíî, ÷òî AE = 9, CE = 15, à ðàäèóñ âïèñàííîé â òðåóãîëüíèê
ABC îêðóæíîñòè ðàâåí 4.
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Óðîê �66. Òåîðèÿ ÷èñåë. Çàäà÷è íà âû÷èñëåíèå

ñóìì. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ïðîãðåññèè.

Çàäà÷è íà âû÷èñëåíèÿ ñóììû ðåøàþòñÿ ¾ñâîðà÷èâàíèåì¿ ñóììû è/èëè ïðè-
ìåíåíèåì èçâåñòíûõ ñîîòíîøåíèé:

1 + 2 + 3 + · · ·+ n =
n(n+ 1)

2
.

1 + 3 + 5 + · · ·+ (2n− 1) = n2.

12 + 22 + 32 + · · ·+ n2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
.

1

1 · 2
+

1

2 · 3
+ · · ·+ 1

(n− 1)n
=

=

(
1− 1

2

)
+

(
1

2
− 1

3

)
+ · · ·+

(
1

n− 1
− 1

n

)
= 1− 1

n

66.1. (ÎÌÌÎ 2015, �1) Ñóììà ïåðâûõ 13 ÷ëåíîâ íåêîòîðîé àðèôìåòè÷å-
ñêîé ïðîãðåññèè ñîñòàâëÿåò 50% îò ñóììû ïîñëåäíèõ 13 ÷ëåíîâ ýòîé ïðîãðåñ-
ñèè. Ñóììà âñåõ ÷ëåíîâ ýòîé ïðîãðåññèè áåç ïåðâûõ òð¼õ ÷ëåíîâ îòíîñèòñÿ ê
ñóììå âñåõ ÷ëåíîâ áåç ïîñëåäíèõ òð¼õ êàê 3 : 2. Íàéäèòå êîëè÷åñòâî ÷ëåíîâ
ýòîé ïðîãðåññèè.

66.2. Ñóììà áåñêîíå÷íî óáûâàþùåé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè ðàâíà 12, à
ñóììà å¼ êâàäðàòîâ ðàâíà 48. Íàéäèòå ñóììó ïåðâûõ 10 ÷ëåíîâ ýòîé ïðîãðåñ-
ñèè.

66.3. Â àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè Sn � ñóììà ïåðâûõ n ÷ëåíîâ. Èçâåñòíî,
÷òî Sn = Sm (n 6= m). Íàéäèòå Sn+m.

66.4. ×èñëà a1, a2, . . . , an îáðàçóþò ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ. Íàéäèòå

a1a2 . . . an, åñëè a1 + a2 + · · ·+ an = S, a
1

a1
+

1

a2
+ · · ·+ 1

an
= Q.

66.5. (ÎÌÌÎ 2013, �6) Ïóñòü

Sn = f(0) + f

(
1

n

)
+ f

(
2

n

)
+ · · ·+ f

(
n− 1

n

)
+ f(1).

Íàéäèòå S2013 äëÿ fx =
25x

25x + 5
.
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66.6. Íàéäèòå ñóììó 1 · 1! + 2 · 2! + · · ·+ n · n!.

66.7. Íàéäèòå ñóììó

1√
1 +
√

2
+

1√
2 +
√

3
+ · · ·+ 1√

99 +
√

100
.

66.8. Âîçðàñòàþùèå àðèôìåòè÷åñêèå ïðîãðåññèè a1, a2, . . . è b1, b2, . . . ñîñòîÿò
èç íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

à) Ïðèâåäèòå ïðèìåð òàêèõ ïðîãðåññèé, äëÿ êîòîðûõ a1b1 + 2a3b3 = 4a2b2.

á) Ñóùåñòâóþò ëè òàêèå ïðîãðåññèè, äëÿ êîòîðûõ 2a1b1 + a4b4 = 3a2b2?

â) Êàêîå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü ïðîèçâåäåíèå a2b2, åñëè
2a1b1 + a4b4 6 210?

66.9. Áåñêîíå÷íàÿ àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ a1, a2, . . . ñîñòîèò èç ðàçëè÷-
íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Ïóñòü S1 = a1, Sn = a1 + a2 + · · · + an, ïðè âñåõ
íàòóðàëüíûõ n > 2.

à) Ñóùåñòâóåò ëè òàêàÿ ïðîãðåññèÿ, äëÿ êîòîðîé S8 = 50S1?

á) Ñóùåñòâóåò ëè òàêàÿ ïðîãðåññèÿ, äëÿ êîòîðîé S8 = 30S2?

â) Êàêîå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü äðîáü
S2

4

S1S8
?

66.10. Ðàññìàòðèâàþòñÿ êîíå÷íûå íåïîñòîÿííûå àðèôìåòè÷åñêèå ïðîãðåñ-
ñèè, ñîñòîÿùèå èç íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, êîòîðûå íå èìåþò ïðîñòûõ äåëèòåëåé,
îòëè÷íûõ îò 2 è 3.

à) Ìîæåò ëè â ýòîé ïðîãðåññèè áûòü òðè ÷èñëà?

á) Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ÷ëåíîâ ìîæåò áûòü â ýòîé ïðîãðåññèè?

66.11. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a1, a2, . . . , an, . . . . ñîñòîèò èç íàòóðàëüíûõ ÷èñåë,
ïðè÷¼ì an+2 = an+1 + an äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ n.

à) Ìîæåò ëè âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî 4a5 = 7a4?

á) Ìîæåò ëè âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî 5a5 = 7a4?

â) Ïðè êàêîì íàèáîëüøåì íàòóðàëüíîì n ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî
6nan+1 = (n2 + 24)an?
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Óðîê �67. Òåîðèÿ ÷èñåë. Ðàçíûå çàäà÷è.

67.1. Íà äîñêå íàïèñàíî 100 ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ñ ñóììîé 5100.

à) Ìîæåò ëè áûòü çàïèñàíî ÷èñëî 250?

á) Ìîæíî ëè îáîéòèñü áåç ÷èñëà 11?

â) Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî ÷èñåë, êðàòíûõ 11, ìîæåò áûòü íà äîñêå?

67.2. Áóäåì íàçûâàòü ÷åòûð¼õçíà÷íîå ÷èñëî î÷åíü ñ÷àñòëèâûì, åñëè âñå öèô-
ðû â åãî äåñÿòè÷íîé çàïèñè ðàçëè÷íû, à ñóììà ïåðâûõ äâóõ èç ýòèõ öèôð
ðàâíà ñóììå ïîñëåäíèõ äâóõ èç íèõ. Íàïðèìåð, 3140.

à) Ñóùåñòâóþò ëè äâàäöàòü ïîñëåäîâàòåëüíûõ ÷åòûð¼õçíà÷íûõ ÷èñåë, ñðåäè
êîòîðûõ åñòü òðè î÷åíü ñ÷àñòëèâûõ?

á) Ìîæåò ëè ðàçíîñòü äâóõ î÷åíü ñ÷àñòëèâûõ ÷åòûð¼õçíà÷íûõ ÷èñåë ðàâíÿòü-
ñÿ 2016?

â) Íàéäèòå íàèìåíüøåå ïðîñòîå ÷èñëî, äëÿ êîòîðîãî íå ñóùåñòâóåò êðàòíîãî
åìó î÷åíü ñ÷àñòëèâîãî ÷åòûð¼õçíà÷íîãî ÷èñëà.

67.3. Íà äîñêå íàïèñàíî íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ïðîèçâå-
äåíèå ëþáûõ äâóõ èç êîòîðûõ áîëüøå 40 è ìåíüøå 100.

à) Ìîæåò ëè íà äîñêå áûòü 5 ÷èñåë?

á) Ìîæåò ëè íà äîñêå áûòü 6 ÷èñåë?

â) Êàêîå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíÿòü ñóììà ÷åòûð¼õ ÷èñåë íà äîñêå?

67.4. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà îò 1 äî 12 ðàçáèâàþò íà ÷åòûðå ãðóïïû, â êàæäîé
èç êîòîðûõ åñòü ïî êðàéíåé ìåðå äâà ÷èñëà. Äëÿ êàæäîé ãðóïïû íàõîäÿò
ñóììó ÷èñåë ýòîé ãðóïïû. Äëÿ êàæäîé ïàðû ãðóïï íàõîäÿò ìîäóëü ðàçíîñòè
íàéäåííûõ ñóìì è ïîëó÷åííûå 6 ÷èñåë ñêëàäûâàþò.

à) Ìîæåò ëè â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòüñÿ 0?

á) Ìîæåò ëè â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòüñÿ 1?

â) Êàêîå íàèìåíüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå ïîëó÷åííîãî ðåçóëüòàòà?

67.5. Â ðÿä âûïèñàíû ÷èñëà 12, 22, . . . ,(N − 1)2, N2. Ìåæäó íèìè ïðîèçâîëü-
íûì îáðàçîì ðàññòàâëÿþò çíàêè ¾+¿ è ¾−¿ è íàõîäÿò ïîëó÷èâøóþñÿ ñóììó.
Ìîæåò ëè òàêàÿ ñóììà ðàâíÿòüñÿ:

à) 4, åñëè N = 12?

á) 0, åñëè N = 69?

â) 0, åñëè N = 64?

ã) 5, åñëè N = 90?
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67.6. ×èñëî S òàêîâî, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïðåäñòàâëåíèÿ S â âèäå ñóììû ïîëî-
æèòåëüíûõ ñëàãàåìûõ, êàæäîå èç êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò 1, ýòè ñëàãàåìûå
ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâå ãðóïïû òàê, ÷òî êàæäîå ñëàãàåìîå ïîïàäàåò òîëüêî
â îäíó ãðóïïó è ñóììà ñëàãàåìûõ â êàæäîé ãðóïïå íå ïðåâîñõîäèò 19.

à) Ìîæåò ëè ÷èñëî S áûòü ðàâíûì 38?

á) Ìîæåò ëè ÷èñëî S áûòü áîëüøå 37,05?

â) Íàéäèòå ìàêñèìàëüíîå âîçìîæíîå çíà÷åíèå S.

67.7. Êàæäûé èç ãðóïïû ó÷àùèõñÿ ñõîäèë â êèíî èëè òåàòð, ïðè ýòîì âîç-
ìîæíî, ÷òî êòî-òî èç íèõ ìîã ñõîäèòü è â êèíî, è â òåàòð. Èçâåñòíî, ÷òî
â òåàòðå ìàëü÷èêîâ áûëî íå áîëåå 2/11 îò îáùåãî ÷èñëà ó÷àùèõñÿ ãðóïïû,
ïîñåòèâøèõ òåàòð, à â êèíî ìàëü÷èêîâ áûëî íå áîëåå 2/5 îò îáùåãî ÷èñëà
ó÷àùèõñÿ ãðóïïû, ïîñåòèâøèõ êèíî.

à) Ìîãëî ëè áûòü â ãðóïïå 9 ìàëü÷èêîâ, åñëè äîïîëíèòåëüíî èçâåñòíî, ÷òî
âñåãî â ãðóïïå áûëî 20 ó÷àùèõñÿ?

á) Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ìàëü÷èêîâ ìîãëî áûòü â ãðóïïå, åñëè äîïîë-
íèòåëüíî èçâåñòíî, ÷òî âñåãî â ãðóïïå áûëî 20 ó÷àùèõñÿ?

â) Êàêóþ íàèìåíüøóþ äîëþ ìîãëè ñîñòàâëÿòü äåâî÷êè îò îáùåãî ÷èñëà ó÷à-
ùèõñÿ â ãðóïïå áåç äîïîëíèòåëüíîãî óñëîâèÿ ïóíêòîâ à) è á).

67.8. Íà äîñêå íàïèñàëè íåñêîëüêî (íå îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íûõ) äâóçíà÷íûõ
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, íå èìåþùèõ íóëåé â äåñÿòè÷íîé çàïèñè. Ñóììà ýòèõ ÷è-
ñåë îêàçàëàñü ðàâíîé 363. Â êàæäîì ÷èñëå ïîìåíÿëè ìåñòàìè ïåðâóþ è âòîðóþ
öèôðû.

à) Ïðèâåäèòå ïðèìåð ÷èñåë, äëÿ êîòîðûõ ñóììà ïîëó÷èâøèõñÿ ÷èñåë ðîâíî â
4 ðàçà áîëüøå, ÷åì ñóììà èñõîäíûõ ÷èñåë.

á) Ìîãëà ëè ñóììà ïîëó÷èâøèõñÿ ÷èñåë ïîëó÷èòüñÿ ðîâíî â 2 ðàçà áîëüøå,
÷åì ñóììà èñõîäíûõ ÷èñåë?

â) Íàéäèòå íàèáîëüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå ñóììû ïîëó÷èâøèõñÿ ÷èñåë.

67.9. Íà äîñêå íàïèñàëè 30 (íå îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íûõ) íàòóðàëüíûõ ÷èñåë,
êàæäîå èç êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò 40. Ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå âñåõ íàïèñàí-
íûõ ÷èñåë ðàâíî 7. Âìåñòî êàæäîãî èç ÷èñåë íà äîñêå íàïèñàëè ÷èñëî, âäâîå
ìåíüøåå ïåðâîíà÷àëüíîãî. ×èñëà, îêàçàâøèåñÿ ïîñëå ýòîãî ìåíüøå 1, ñ äîñêè
ñò¼ðëè.

à) Ìîãëî ëè ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå ÷èñåë, îñòàâøèõñÿ íà äîñêå, ñòàòü áîëü-
øå 14?

á) Ìîãëî ëè ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå ÷èñåë, îñòàâøèõñÿ íà äîñêå, ñòàòü áîëü-
øå 12, íî ìåíüøå 13?
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â) Íàéäèòå ìàêñèìàëüíîå âîçìîæíîå çíà÷åíèå ñðåäíåãî àðèôìåòè÷åñêîãî
îñòàâøèõñÿ íà äîñêå ÷èñåë.

67.10. Ó÷åíèêè ïèñàëè òåñò. Ðåçóëüòàòîì êàæäîãî ó÷åíèêà ÿâëÿåòñÿ öåëîå
íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî áàëëîâ. Ó÷åíèê ñ÷èòàåòñÿ ñäàâøèì òåñò, åñëè îí íà-
áðàë íå ìåíåå 83 áàëëîâ. Èç-çà òîãî, ÷òî çàäàíèÿ îêàçàëèñü òðóäíûìè, âñåì
ó÷àñòíèêàì òåñòà äîáàâèëè ïî 5 áàëëîâ, áëàãîäàðÿ ÷åìó êîëè÷åñòâî ñäàâøèõ
òåñò óâåëè÷èëîñü.

à) Ìîã ëè ñðåäíèé áàëë ó÷àñòíèêîâ, íå ñäàâøèõ òåñò, ïîíèçèòüñÿ?

á) Ìîã ëè ñðåäíèé áàëë ó÷àñòíèêîâ, ñäàâøèõ òåñò, ïîíèçèòüñÿ è ñðåäíèé áàëë
ó÷àñòíèêîâ, íå ñäàâøèõ òåñò, òîæå ïîíèçèòüñÿ?

â) Èçâåñòíî, ÷òî ïåðâîíà÷àëüíî ñðåäíèé áàëë ó÷àñòíèêîâ òåñòà ñîñòàâèë 90,
ñðåäíèé áàëë ó÷àñòíèêîâ, ñäàâøèõ òåñò, ñîñòàâèë 100, à ñðåäíèé áàëë ó÷àñò-
íèêîâ, íå ñäàâøèõ òåñò � 79. Ïðè êàêîì ìèíèìàëüíîì ÷èñëå ó÷àñòíèêîâ òåñòà
âîçìîæíà òàêàÿ ñèòóàöèÿ?

67.11. à) Ïðèâåäèòå ïðèìåð ÷åòûð¼õçíà÷íîãî ÷èñëà, ïðîèçâåäåíèå öèôð äå-
ñÿòè÷íîé çàïèñè êîòîðîãî â 10 ðàç áîëüøå ñóììû öèôð ýòîãî ÷èñëà.

á) Ñóùåñòâóåò ëè òàêîå ÷åòûð¼õçíà÷íîå ÷èñëî, ïðîèçâåäåíèå öèôð äåñÿòè÷íîé
çàïèñè êîòîðîãî â 175 ðàç áîëüøå ñóììû öèôð ýòîãî ÷èñëà?

â) Íàéäèòå âñå òàêèå ÷åòûð¼õçíà÷íûå ÷èñëà, ïðîèçâåäåíèå öèôð äåñÿòè÷íîé
çàïèñè êîòîðûõ â 50 ðàç áîëüøå ñóììû öèôð ýòîãî ÷èñëà.

67.12. Òðè âåùåñòâåííûõ ÷èñëà íàçîâ¼ì çàìå÷àòåëüíîé òðîéêîé, åñëè îíè
ìîãóò áûòü äëèíàìè ñòîðîí òðåóãîëüíèêà. Òðè âåùåñòâåííûõ ÷èñëà íàçîâ¼ì
ïðåêðàñíîé òðîéêîé, åñëè îíè ìîãóò áûòü äëèíàìè ñòîðîí ïðÿìîóãîëüíîãî
òðåóãîëüíèêà.

à) Äàíû 5 ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Ìîæåò ëè îêàçàòüñÿ, ÷òî ñðåäè íèõ
íå íàéä¼òñÿ íè îäíîé çàìå÷àòåëüíîé òðîéêè?

á) Äàíû 4 ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñëà. Ìîæåò ëè îêàçàòüñÿ, ÷òî ñðåäè íèõ
ìîæíî íàéòè òðè ïðåêðàñíûå òðîéêè?

â) Äàíû 10 ðàçëè÷íûõ ÷èñåë (íåîáÿçàòåëüíî íàòóðàëüíûõ). Êàêîå ìàêñèìàëü-
íîå êîëè÷åñòâî ïðåêðàñíûõ òðîåê ìîæåò îêàçàòüñÿ ñðåäè íèõ?

67.13. ×èñëà 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 16 ïðîèçâîëüíî äåëÿò íà òðè íåïóñòûå ãðóï-
ïû. Çàòåì âû÷èñëÿþò çíà÷åíèå ñðåäíåãî àðèôìåòè÷åñêîãî ÷èñåë â êàæäîé
èç ãðóïï (äëÿ ãðóïïû èç åäèíñòâåííîãî ÷èñëà ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå ðàâíî
ýòîìó ÷èñëó).

à) Ìîãóò ëè ïîëó÷èòüñÿ îäèíàêîâûìè äâà èç ýòèõ òð¼õ çíà÷åíèé ñðåäíèõ
àðèôìåòè÷åñêèõ â ãðóïïàõ èç ðàçíîãî êîëè÷åñòâà ÷èñåë?
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á) Ìîãóò ëè ïîëó÷èòüñÿ îäèíàêîâûìè âñå òðè çíà÷åíèÿ ñðåäíèõ àðèôìåòè÷å-
ñêèõ?

â) Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå âîçìîæíîå çíà÷åíèå ìàêñèìàëüíîãî èç ïîëó÷àåìûõ
ñðåäíèõ àðèôìåòè÷åñêèõ.

67.14. Áóõãàëòåðó òðåáóåòñÿ âûäàòü ïðåìèè ñîòðóäíèêàì íà îáùóþ ñóììó
600 000 ðóáëåé (ðàçìåð ïðåìèè êàæäîãî ñîòðóäíèêà � íàòóðàëüíîå ÷èñëî,
êðàòíîå 1000). Áóõãàëòåðó äàþò ðàñïðåäåëåíèå ïðåìèé, è îí äîëæåí èõ âû-
äàòü áåç ñäà÷è è ðàçìåíà, èìåÿ 100 êóïþð ïî 1000 ðóáëåé è 10 êóïþð ïî 5000
ðóáëåé.

à) Óäàñòñÿ ëè âûïîëíèòü çàäàíèå, åñëè â îòäåëå 40 ñîòðóäíèêîâ è âñå äîëæíû
ïîëó÷èòü ïîðîâíó?

á) Óäàñòñÿ ëè âûïîëíèòü çàäàíèå, åñëè âåäóùåìó ñïåöèàëèñòó íàäî âûäàòü
40 000 ðóáëåé, à îñòàëüíîå ïîäåëèòü ïîðîâíó íà 70 ñîòðóäíèêîâ?

â) Ïðè êàêîì íàèáîëüøåì êîëè÷åñòâå ñîòðóäíèêîâ çàäàíèå óäàñòñÿ âûïîë-
íèòü ïðè ëþáîì ðàñïðåäåëåíèè ðàçìåðîâ ïðåìèé (íå èñêëþ÷åíî, ÷òî êîìó-òî
ïðåìèè âîîáùå íå âûïèñàëè)?

67.15. Íà äîñêå íàïèñàíû 20 ÷èñåë: ïÿòü åäèíèö, ïÿòü äâîåê, ïÿòü òðîåê è
ïÿòü ÷åòâ¼ðîê. Ýòè ÷èñëà ðàçáèâàþò íà äâå ãðóïïû (â êàæäîé ãðóïïå íå ìåíåå
îäíîãî ÷èñëà). Ïóñòü ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå ÷èñåë â ïåðâîé ãðóïïå ðàâíî A,
à ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå ÷èñåë âî âòîðîé ãðóïïå ðàâíî B.

à) Ìîæåò ëè ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå âñåõ 20 ÷èñåë îêàçàòüñÿ ðàâíûì
A+B

2
?

á) Ìîæåò ëè ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå âñåõ 20 ÷èñåë îêàçàòüñÿ ìåíüøå, ÷åì
A+B

2
?

â) Íàéäèòå íàèìåíüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ
A+B

2
.

67.16. Çà ïîáåäó â øàõìàòíîé ïàðòèè íà÷èñëÿþò 1 î÷êî, çà íè÷üþ � 0,5
î÷êà, çà ïðîèãðûø � 0 î÷êîâ. Â òóðíèðå ïðèíèìàþò ó÷àñòèå m ìàëü÷èêîâ è
d äåâî÷åê, ïðè÷¼ì êàæäûé èãðàåò ñ êàæäûì äâàæäû.

à) Êàêîâî íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî î÷êîâ, êîòîðûå â ñóììå ìîãëè íàáðàòü äå-
âî÷êè, åñëè m = 3, d = 2?

á) Êàêîâà ñóììà íàáðàííûõ âñåìè ó÷àñòíèêàìè î÷êîâ, åñëè m+ d = 10?

â) Êàêîâû âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ d, åñëè m = 7d è èçâåñòíî, ÷òî â ñóììå
ìàëü÷èêè íàáðàëè ðîâíî â 3 ðàçà áîëüøå î÷êîâ, ÷åì äåâî÷êè?
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Óðîê �68. Ïàðàìåòðû. Ðàçíûå çàäà÷è.

68.1. (ÎÌÌÎ 2012, �9) Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a ñèñòåìà{
|x|+ |y|+ ||x| − |y|| = 6,

|x|+ |y| = a

èìååò íàèáîëüøåå âîçìîæíîå ÷èñëî ðåøåíèé?

68.2. (ÎÌÌÎ 2013, �8) Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a óðàâíåíèå

5x4 + 7ax+ 2a2 = 0

èìååò õîòÿ áû îäèí öåëûé êîðåíü?

68.3. (ÎÌÌÎ 2014, �8) Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðûõ
óðàâíåíèå | ln |x|| = ax èìååò òðè ðåøåíèÿ.

68.4. (ÎÌÌÎ 2015, �8) Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a óðàâíåíèå

ln(x+ a)− 4(x+ a)2 + a = 0

èìååò åäèíñòâåííûé êîðåíü?

68.5. (ÎÌÌÎ 2016, �8) Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a óðàâíåíèå

x3 + ax2 + 13x− 6 = 0

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå?

68.6. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ a, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ ñèñòåìà óðàâíåíèé{
(x+ ay − 5)(x+ ay − 5a) = 0,

x2 + y2 = 16

èìååò ðîâíî ÷åòûðå ðàçëè÷íûõ ðåøåíèÿ.

68.7. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ a, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ óðàâíåíèå

a2 + 9|x− 3|+ 3
√
x2 − 6x+ 13 = 4a+ 2|x− 2a− 3|

èìååò õîòÿ áû îäèí êîðåíü.

68.8. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ a, ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèå

5a

a− 3
· 7|x| = 49|x| +

6a+ 7

a− 3

èìååò ðîâíî äâà ðàçëè÷íûõ êîðíÿ.
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68.9. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ óðàâíåíèå

sin(x− 3a) + sin

(
x2 − 6x+ 7a

2

)
= 4x− x2 − a

íå èìååò äåéñòâèòåëüíûõ ðåøåíèé.

68.10. Îïðåäåëèòå, ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a óðàâíåíèå

|x− 2| = a log2 |x− 2|

èìååò ðîâíî äâà ðåøåíèÿ.

68.11. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèå√
2xy + a = x+ y + 5

íå èìååò êîðíåé.

68.12. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ óðàâíåíèå∣∣(x− 1)2 + 21−a∣∣+ |x− 1|+ (1− x)2 + 2a−1 = 4 + 4a

èìååò åäèíñòâåííûé êîðåíü. Íàéäèòå ýòî ðåøåíèå äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ a.

68.13. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ a, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ óðàâíåíèå

x2 − 8x = 2|x− a| − 16

èìååò ðîâíî òðè ðàçëè÷íûõ ðåøåíèÿ.

68.14. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ ìíîæåñòâîì
ðåøåíèÿ íåðàâåíñòâà

√
3− x+ |x− a| 6 2 ÿâëÿåòñÿ îòðåçîê.

68.15. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðûõ ñèñòåìà{
(x− a)(ax− 2a− 3) > 0

ax > 4

íå èìååò ðåøåíèé.

68.16. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ ñèñòåìà
óðàâíåíèé {(

(x+ 5)2 + y2 − a2
)

ln(9− x2 − y2) = 0(
(x+ 5)2 + y2 − a2

)
(x+ y − a+ 5) = 0

èìååò ðîâíî äâà ðàçëè÷íûõ ðåøåíèÿ.
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68.17. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ a, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ óðàâíåíèå(
|x− 2|+ |x− a|

)2
+ (a− 30)

(
|x− 2|+ |x− a|

)
+ 90a− 12a2 = 0

èìååò íå ìåíåå ÷åòûð¼õ ðàçëè÷íûõ ðåøåíèé.

68.18. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ ó ñèñòåìû
óðàâíåíèé {

x2 + y2 = 26(y sin a− x cos a)

x2 + y2 = 26(y cos 2a− x sin 2a)

ñóùåñòâóþò äâà ðåøåíèÿ (x1; y1) è (x2; y2) òàêèå, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷-
êàìè P (x1; y1) è Q(x2; y2) ðàâíî 24.

68.19. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ óðàâíåíèå√
3a+

√
3a+ 2x− x2 = 2x− x2

èìååò ðåøåíèÿ.
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11.5. x ∈ R. 11.6. x ∈ ∅. 11.7. x ∈ ∅. 11.8. x ∈ R. 11.9. x ∈ R.
11.10. x ∈ (−

√
5;
√

5). 11.11. x ∈ [−
√

5;
√

5].

11.12. x ∈ (−∞;−
√

5) ∪ (
√

5; +∞). 11.13. x ∈ (−∞;−
√

5] ∪ [
√

5; +∞).

11.14. x ∈ ∅. 11.15. x = 0. 11.16. x 6= 0. 11.17. x ∈ R. 11.18. x ∈ ∅.
11.19. x ∈ ∅. 11.20. x ∈ R. 11.21. x ∈ R. 11.22. x ∈ (−5; 5).
11.23. x ∈ [−5; 5]. 11.24. x ∈ (−∞;−5) ∪ (5; +∞).

11.25. x ∈ (−∞;−5] ∪ [5; +∞). 11.26. x ∈ ∅. 11.27. x = 0.
11.28. x ∈ (0; +∞). 11.29. x ∈ [0; +∞). 11.30. x ∈ ∅. 11.31. x ∈ ∅.
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11.32. x ∈ [0; +∞). 11.33. x ∈ [0; +∞). 11.34. x ∈ [0; 25).

11.35. x ∈ [0; 25]. 11.36. x ∈ (25; +∞). 11.37. x ∈ [25; +∞).

11.38. x ∈ [5; 7,5]. 11.39. x ∈ (−∞; 5) ∪ (7,5; +∞). 11.40. x ∈ ∅.
11.41. x ∈ ∅. 11.42. x ∈ R. 11.43. x ∈ R. 11.44. x = 5.

11.45. x ∈ ∅. 11.46. x 6= 5. 11.47. x ∈ R. 11.48. x ∈ (−∞; 0) ∪ (36; +∞).

11.49. x ∈ (−∞; 1] ∪ [7; 12). 11.50. x ∈ (−∞;−8) ∪ (− 7
5 ;− 5

7 ) ∪ (1; +∞).
11.51. 1,8. 11.52. 90. 11.53. 2. 11.54. 4. 11.55. 6. 11.56. 30.
11.57. 5. 11.58. 2. 11.59. 400. 11.60. 2,5. 11.61. 5. 11.62. 390.
11.63. 0,2. 11.64. 30.

Óðîê �12.

12.1. 8. 12.2. 24. 12.3. 2. 12.4. 1. 12.5. 22,5. 12.6. 9. 12.7. 50.
12.8. 2. 12.9. 5. 12.10. 30. 12.11. 13. 12.12. 3. 12.13. 48.
12.14. 8. 12.15. 2. 12.16. 30. 12.17. 6. 12.18. 8. 12.19. 1.
12.21. S

25 . 12.22. 25; 25; 10. 12.23. 8. 12.24. 6. 12.25. 0,5.
12.26. 12. 12.27. 4. 12.28. 1. 12.29. 48. 12.30. 10,5. 12.31. 8.
12.32. 2. 12.33. 96. 12.34. 6. 12.35. 30. 12.36. 6. 12.37. 1,5.
12.38. 1. 12.39. 4.

Óðîê �13.

13.1. 1. 13.2. 4. 13.3. 32. 13.4. 45. 13.5. 90. 13.6. 12.
13.7. 25. 13.8. 80. 13.9. 240. 13.10. 22. 13.11. 70. 13.12. 38,4.
13.13. 88. 13.14. 5. 13.15. 6. 13.16. 300. 13.17. 240. 13.18. 70.
13.19. 90. 13.20. 108. 13.21. 1. 13.22. 3. 13.23. 42. 13.24. 8.
13.25. 11. 13.26. 20. 13.27. 59. 13.28. 10. 13.29. 616. 13.30. 70.
13.31. 600. 13.32. 400. 13.33. 4. 13.34. 50. 13.35. 800. 13.36. 4.
13.37. 4.

Óðîê �14.

14.1. 0,48. 14.2. 0,25. 14.3. 1. 14.4. 0,5. 14.5. 17,5. 14.6. 0,25.
14.7. 3. 14.8. -0,5. 14.9. 0,5. 14.10. 7. 14.11. 5. 14.12. 2.
14.13. -1. 14.14. 0,5. 14.15. 0,8. 14.16. 0,28. 14.17. 0,7.
14.18. 5. 14.19. -0,25. 14.20. 8,4. 14.21. 18. 14.22. 0,7.
14.23. 21. 14.24. 1. 14.25. 15. 14.26. 2. 14.27. 28. 14.28. 3.
14.29. 25.

Óðîê �15.

15.1. -4; -11; -18; -25; -32. 15.2. -3; 1; -3; 1; -3; 1. 15.3. 5.
15.5. −1; 3; . . . 15.6. 65422. 15.8. 96

2n−1 . 15.9. 3; 9; 27.
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15.10. 1; 5; 25. 15.11. 2. 15.12. 40500000001. 15.13. 16. 15.14. 8.
15.15. 18. 15.16. 18. 15.17. 30. 15.18. 320000. 15.19. 35000.

Óðîê �16.

16.1. 1,5. 16.2. 5. 16.3. 3. 16.4. 1. 16.5. 6. 16.6. 18. 16.7. 2.

Óðîê �17.

17.1. 10. 17.2. 20. 17.3. 100. 17.4. 9. 17.5. 60. 17.6. 18.
17.7. 9. 17.8. 10. 17.9. 24. 17.10. 25. 17.11. 16. 17.12. 1; 7.
17.13. Îáú¼ìû ðàâíû. 17.14. Íåò. 17.15. 6. 17.16. 25. 17.17. 5.
17.18. 21. 17.19. 8. 17.20. 9. 17.21. 6. 17.22. 30. 17.23. 8,4.

Óðîê �18.

18.1. 3. 18.2. 340. 18.3. 144. 18.4. 12. 18.5. 9. 18.6. 48.
18.7. 10. 18.8. 4. 18.9. 1. 18.10. 6. 18.11. 240. 18.12. 3.
18.13. 96. 18.14. 12. 18.15. 4. 18.16. 4. 18.17. 1,5. 18.18. 18.
18.19. 60. 18.20. 48. 18.21. 4,5. 18.22. 13,5. 18.23. 60.
18.24. 54. 18.25. 2. 18.26. 4. 18.27. 13. 18.28. 9. 18.29. 10.
18.30. 3. 18.31. 4. 18.32. 13. 18.33. 128. 18.34. 5. 18.35. 72.
18.36. 24. 18.37. 4,5. 18.38. 3. 18.39. 288. 18.40. 4. 18.41. 3.
18.42. 5. 18.43. 1,5. 18.44. 64. 18.45. 2,25. 18.46. 7. 18.47. 2.
18.48. 10. 18.49. 12. 18.50. 3. 18.51. 144. 18.52. 256. 18.53. 24.
18.54. 2.

Óðîê �19.

19.1. 6. 19.2. -21. 19.3. 5. 19.4. -16. 19.5. 18. 19.6. 14.
19.7. 6. 19.8. 22,08. 19.9. 4. 19.10. 0,6. 19.11. 7. 19.12. -4.
19.13. -9. 19.14. 8. 19.15. 6. 19.16. 1. 19.17. -28. 19.18. 4.
19.19. 10. 19.20. à) +; á) -. 19.21. 1.

351



Óðîê �20.

20.1. 3. 20.2. 60. 20.3. 17. 20.4. 0,6. 20.5. 60. 20.6. 45.
20.7. 84. 20.8. 7. 20.9. 96. 20.10. 1,5. 20.11. 124. 20.12. 7,5.
20.13. 1080. 20.14. 1,5. 20.15. 0,95. 20.16. 0,6. 20.17. 30.
20.18. 27. 20.19. 6. 20.20. 50. 20.21. 45. 20.22. 5. 20.23. 2.
20.24. 60. 20.25. 60. 20.26. 60. 20.27. 60. 20.28. 60. 20.29. 1,5.
20.30. 2. 20.31. 152. 20.32. 10. 20.33. 6. 20.34. 30. 20.35. 3.

Óðîê �21.

21.1. 96. 21.2. 432. 21.3. 3612. 21.4. 190. 21.5. 276; 12144.
21.6. 720; 60. 21.7. 0,5. 21.8. 0,14. 21.9. 0,156. 21.10. 0,5.
21.11. 0,35. 21.12. 0,35. 21.13. 0,25. 21.14. 0,5. 21.15. 0,13.
21.16. 0,4. 21.17. 0,0625. 21.18. 0,2. 21.19. 0,498. 21.20. 0,25.
21.21. 4. 21.22. 0,06. 21.23. 0,02. 21.24. 0,17. 21.25. 0,3.
21.26. 0,1. 21.27. 0,25. 21.28. 0,9. 21.29. 0,2. 21.30. 0,2.
21.31. 0,5. 21.32. 0,12. 21.33. 0,11. 21.34. 0,64.

Óðîê �22.

22.1. 152. 22.2. 56. 22.3. 5. 22.4. 572. 22.5. 31,5. 22.6. 450.
22.7. 3. 22.8. 4. 22.9. 10. 22.10. 12. 22.11. 1,125. 22.12. 4.
22.13. 2. 22.14. 5. 22.15. 125. 22.16. 1,28. 22.17. 0,9025.
22.18. 4. 22.19. 36. 22.20. 7. 22.21. 9. 22.22. 10. 22.23. 3.
22.24. 24. 22.25. 12. 22.26. 2. 22.27. 48. 22.28. 120. 22.29. 0,25.
22.30. 39304. 22.31. 0,25. 22.32. 16. 22.33. 184. 22.34. 12.
22.35. 60. 22.36. 4,5. 22.37. 4. 22.38. 3. 22.39. 1,5. 22.40. 9.
22.41. 4. 22.42. 665,5. 22.43. 9. 22.44. 15. 22.45. 8. 22.46. 36.
22.47. 4. 22.48. 36. 22.49. 3.

Óðîê �23.

23.1. 0,019. 23.2. 0,52. 23.3. 0,52. 23.4. 0,91. 23.5. 0,08.
23.6. 0,75. 23.7. 0,0296. 23.8. 0,36. 23.9. 0,25. 23.10. 0,0545.
23.11. 0,392. 23.12. 0,13. 23.13. 0,38. 23.14. 0,93. 23.15. 0,02.
23.16. 0,408. 23.17. 0,4. 23.18. 0,5. 23.19. 0,07. 23.20. 0,035.
23.21. 0,006. 23.22. 0,4. 23.23. 0,5. 23.24. 0,48. 23.25. 0,33.
23.26. 0,32. 23.27. 5. 23.28. 0,33. 23.29. 0,375. 23.30. 0,6.
23.31. 0,9975. 23.32. 0,027. 23.33. 0,8836. 23.34. 0,6. 23.35. 0,1.
23.36. 0,98.

23.37. 0,05. 23.38. 5. 23.39. 0,2. 23.40. 1,05. 23.41. 0,3.
23.42. 0,5. 23.43. 0,125. 23.44. 0,63. 23.45. 0,42. 23.46. 1,2.
23.47. 0,25. 23.48. 0,8.
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Óðîê �24.

24.1. 0,7. 24.2. 90. 24.3.
√

2
4 . 24.4.

√
2. 24.5.

√
7

4 .

24.6. á) 2
√

15
7 . 24.7. á) arctg

√
34
2 . 24.8. á) arccos 5

16 . 24.9. arccos
√

6
4 .

24.10. arccos
√

6
6 . 24.11. arccos 1

6 .

Óðîê �25.

25.1. π. 25.6. −8. 25.7. 61. 25.8. −10 25.9. −15 25.10. 0,15
25.11. 1 25.12. 16 25.13. 4

Óðîê �26.

26.1.
√

6
3 . 26.2.

√
7. 26.3.

√
5

5 . 26.4. 3
√

39
13 . 26.5. á) 3

√
2

2 .

26.6. á) 2. 26.7. á) 2
√

43
3 . 26.8.

√
6

3 . 26.9.
√

2
4 . 26.10.

√
3

3 .
26.11. à) 48; á) 36√

111
.

Óðîê �27.

27.1. -4. 27.2. -1. 27.3. 0,5. 27.4. 30. 27.5. 30. 27.6. 50.
27.7. 30. 27.8. 30. 27.9. 15. 27.10. 60. 27.11. 60. 27.12. 60.
27.13. 30. 27.14. 60. 27.15. 45. 27.16. 60. 27.17. 0,0025.
27.18. 0,67.

Óðîê �28.

28.1. 1
7 . 28.2. 3√

2
. 28.3.

√
6

3 . 28.4. arctg 5
√

3
6 . 28.5. 2

√
2.

28.6.
√

2
3 . 28.7. á) 21

√
39

25 . 28.8. á) 27
√

39
7 . 28.9. á) arcsin

√
3
8 .

28.10. á) arccos 1
7 . 28.11. á) 6

√
2−6
7 . 28.12.

√
2. 28.13. 90.

28.14. 1√
33
. 28.15. 7

11 . 28.16. 0,6.

Óðîê �29.

29.1. 2. 29.2. 1±
√

13
2 . 29.3. −1; 1

5 ; 5. 29.4. −5±
√

21
2 . 29.5. −1; ±3±

√
5

2 .

29.6. −9±
√

73
2 . 29.7. -9; -1. 29.8. 1; 16. 29.9. 1. 29.10. -1.

29.11. (2; 3). 29.12. 0; 3
√

2. 29.13. 0,5. 29.14. ±4. 29.15. −3; 5.
29.16. x ∈ (−∞;−5] ∪ [ 11−

√
233

2 ; 4] ∪ [ 11+
√

233
2 ; +∞).

29.17. {−3} ∪ [3; +∞). 29.18. 1; 5. 29.19. 1; -7. 29.20. 2. 29.21. 2.
29.22. 3. 29.23. 2; -4. 29.24. 1. 29.25. −3; 3

2 . 29.26. 9
7 .

29.27. 3. 29.28. 1. 29.29. -1,6; 2. 29.30. 2. 29.31. −3±
√

14
2 ; 1; 1,5.

29.32. à) 1; 4; 9 á) 4. 29.33. [4; 8].

Óðîê �30.
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30.1. 45. 30.2.
√

6
4 . 30.3. 6

√
6. 30.4.

√
15

10 . 30.5. á) 54.

30.6. á) 30◦. 30.7. 45◦. 30.8.
√

15
5 . 30.9.

√
15
5 . 30.10. á) arctg 1

2 .

Óðîê �31.

31.1. 294. 31.2. -0,5. 31.3. -3. 31.4. 2. 31.5. 4. 31.6. 81.
31.7. 1. 31.8. 6. 31.9. 1. 31.10. 0. 31.11. -1. 31.12. 64.
31.13. 2. 31.14. -14. 31.15. 3.

Óðîê �32.

32.1.
√

3
2 . 32.2. 50. 32.3. 1

4 . 32.4.
√

3. 32.5. á) 1,5. 32.6. á) 3
√

30
5 .

32.7. á) 1√
6
. 32.8. 1√

6
. 32.9.

√
6

3 . 32.10.
√

3
2 . 32.11. á) 3

√
2

2 .

32.12. á) 2√
17
.

Óðîê �33.

33.1. log 2
3

3. 33.2. 1±
√

2. 33.3. 2; log2 7. 33.4. log2(6±
√

35).

33.5. − log2 3; 0. 33.6. log 3
2

3; log 3
2

4. 33.7. log2+
√

3 (1±
√

2). 33.8. 0.
33.9. 3. 33.10. x ∈ {−1} ∪ [0; log2 15− 1] ∪ (3; log2 15). 33.11. {-1;2,5;3,5}.
33.12. 0. 33.13. x ∈ [−3;−2) ∪ (−2;− log2 3) ∪ {0} ∪ (log2 3; 2) ∪ (2; 3].

33.14. à) 1; log2015 2016; á) 1. 33.15. x ∈ (−∞;−1] ∪ [3; +∞).

33.16. à) x ∈ ∅; á) x ∈ ∅; â) 27; ã) x = 24 + log9 25; ä) x = 24 + log0,4 25;
å) 26; æ) 3,25; ç) -2. 33.17. à) x ∈ ∅; á) x ∈ R; â) x ∈ ∅; ã) x ∈ R;
ä) ∈ (−∞; 27); å) x ∈ (−∞; 24 + log9 25); æ) x ∈ (−∞; 26]. 33.18. 2.
33.19. x ∈ (−∞; log2+

√
3(
√

2− 1)).

Óðîê �34.

34.1. 8
√

5. 34.2. 0,25. 34.3. 1 5
16 . 34.4. 7

√
17

24 . 34.5. 3
√

3
16 .

34.6. π4 . 34.7. 96. 34.8. á) 399. 34.9. á) 12 + 6
√

3. 34.10. á) 3
√

15.

34.11. 12. 34.12. á) 5
√

291
4 . 34.13. á) 2

√
95. 34.14. á) 12

√
3.

34.15. 144. 34.16. á) 30√
86
. 34.17. 3

√
11

16 . 34.18. 3
√

2
4 . 34.19. 24.

34.20. 12π. 34.21. π. 34.22. à) 5 : 1; á) 2
√

14.

Óðîê �35.

35.1. -3; 2. 35.2.
√

2; 4. 35.3. 3±2
√

3. 35.4. 100; 0,1. 35.5. 10.
35.6. 3. 35.7. 3. 35.8. 3. 35.9. -5.

35.10. à) 1;
√

3
8 ; á) íåò òàêèõ.

35.11. x ∈ (−2;−1) ∪ (−1; 0) ∪ (0; 1) ∪ (2; 6) ∪ (6; +∞).

35.12. x ∈ (2−
√

2; 1] ∪ [3; 2 +
√

2). 35.13. x ∈ (−∞;−1) ∪ (1; +∞).
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35.14. -1. 35.15. x ∈ (0,5; 1). 35.16. x ∈ (−1; 1] ∪ [3; 5).

35.17. à) 24; á) 4; â) x ∈ ∅; ã) -19,25; ä) 17/6; å) 2; æ) 12; ç) 6.
35.18. à) x ∈ (−8; 24); á) x ∈ [4; 7); â) x ∈ (17; +∞); ã) x ∈ (5; 6) ∪ (12; +∞).

35.19. à)
√

2; 4; á) 4. 35.20. 2. 33.21. 30. 35.22. 2.

Óðîê �36.

36.1. 0,7. 36.2.
√

7
4 . 36.3. arccos 1

6 . 36.4. arctg
√

13
2 . 36.5. 2

√
2.

36.6.
√

2
3 . 36.7.

√
6

4 . 36.8.
√

2
4 . 36.9. arccos

√
6

6 . 36.10.
√

6
3 .

36.11.
√

2. 36.12. 0,6. 36.13.
√

15
10 .

Óðîê �37.

37.1. x ∈ (−∞; 1] ∪ (2; 3). 37.2. x ∈ [2; 4). 37.3. x ∈ {−2} ∪ [2; 3,5).
37.4. x ∈ [5; 6]. 37.5. x ∈ (−∞; 2]. 37.6. x ∈ [0,5; +∞).
37.7. x ∈ [1,4; +∞). 37.8. x ∈ (− 6

5 ; 2
7 ). 37.9. x ∈ [2; 3].

37.10. x ∈ [−0,4;− 1
3 ] ∪ [0,5; 1]. 37.11. x ∈ (2; 2,5].

37.12. x ∈ (−∞;−4] ∪ {4}. 37.13. x ∈ {−2}. 37.14. x ∈ {0} ∪ [1; 2].
37.15. x ∈ [−31,5;−7). 37.16. x ∈ R. 37.17. x ∈ (−∞;−7] ∪ [1; +∞).
37.18. x ∈ (2; +∞). 37.19. x ∈ (−∞; 5

7 ]. 37.20. x ∈ ( 5
7 ,+∞).

37.21. x ∈ R. 37.22. x ∈ (−∞;−2] ∪ [2; +∞).
37.23. x ∈ (−2;−1] ∪ [3; 4). 37.24. x ∈ [0; 1] ∪ [4; 16) ∪ (16; +∞).
37.25. x ∈ [−1− 2

√
6; 0) ∪ (0; 1 + 2

√
6]. 37.26. x ∈ [−2; 3] ∪ {8}.

Óðîê �38.

38.1.
√

6/3. 38.2.
√

5/5. 38.3. (3
√

39)/13. 38.4.
√

6/3. 38.5. 50.
38.6. 1

4 . 38.7.
√

6/3. 38.8.
√

2/4. 38.9.
√

3/3. 38.10.
√

6/6.
38.11. á) 2√

3
.

Óðîê �39.

39.1. π3 + πn. 39.2. π4 + πn; π2 + 2πn; 2πn. 39.3. πn;±π3 + 2πn.

39.4. π4 + πn
2 . 39.5. π3 + 2πn

3 . 39.6. πn4 ; (−1)n π3 + πn.

39.7. π2 + 2πn; 3π
10 + 2πn

5 . 39.8. π2 + 2πn; 2πn. 39.9. π4 + πn; arctg 1
3 + πn.

39.10. 2 arctg 1
3 + 2πn. 39.11. − arctg 2 + πn. 39.12. πn.

39.13. π2 + 2πn. 39.14. − arcsin 4
5 + π

2 + 2πn.

39.15. π
16 + πn

8 −
arcsin 3

5

16 ; π14 + πn
7 +

arcsin 3
5

14 . 39.16. πn2 . 39.17. 2.

39.18. à)± π
6 + πn; á)− 19π

6 ;− 17π
6 ;− 13π

6 .

39.19. à)π − arccos 4
5 + 2πn; á)− 3π − arccos 4

5 . 39.20. π2 + 2πn.
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39.21. à)π6 + 2πn; 5π
6 + 2πn;πn; á)2π; 3π; 13π

6 ; 17π
6 . 39.22. π2 k.

39.23. (−1)n+1 π
6 + πn, n > 1. 39.24. 2π

3 + 2πn.

39.25. à)π2 + πn; π4 + πn
2 á)− 3π

2 ;− 5π
4 ;− 7π

4 .

Óðîê �40.

40.1. á) 3
√

61. 40.2. á) 51
√

3. 40.3. à) arccos 1
7 ; á)

49
√

3
4 .

40.4. á) 20
√

14.

40.5. á) 7+2
√

10
18 . 40.6. á) 11

√
3. 40.7. á) arcsin 2

√
13√

127
. 40.8. á) 16

√
3

5 .

40.9. á) 19
35 . 40.10. á) 1. 40.11. á) 2,5. 40.12. á) 3. 40.13. á) 6

5 .

40.14. á) 30◦. 40.15. á)
25
√

39

36
.

Óðîê �41.

41.1. π4 + 2πn. 41.2. 1
2 ;
√

3
2 . 41.3. à) − π

4 + πn;− arctg 1
3 + πk;

á) 7π
4 ;− arctg 1

3 + 2π. 41.4. à) −5π
6 + 2πn;−π6 + 2πk; á) 19π

6 .

41.5. 4
3 + 4n; 2

5 + 4k
5 . 41.6. 0. 41.7. πn4 ;± 2π

3 + 2πk. 41.8. 0.
41.9. 9π

4 . 41.10. π4 + πn;− 5π
6 + 2πn.

41.11. à) π
12 + πn; 5π

12 + πn; á) 5π
12 ; 13π

12 ; 17π
12 .

41.12. à) 5π
6 + 2πn; á) 89π

6 . 41.13. à) π
2 + πn; π4 + (−1)n π6 +

πn; á) 5π
12 ; π2 . 41.14. à) 5π

12 + πn; á) 17π
12 ; 29π

12 ; 41π
12 . 41.15. −π4 + 2πn.

41.16. à) − 2π
3 + 2πn; −π3 + 2πn; ±π6 + 2πn, n ∈ Z; á) − 8π

3 ; −
7π
3 ; −

13π
6 .

41.17. à) −2 arctg 5
3 + 2πn; π2 + 2πn, n ∈ Z; á) π

2 ; 2π − 2 arctg 5
3 .

Óðîê �42.

42.1. x ∈ (1; +∞). 42.2. x ∈ [
√

6− 1; 2) ∪ (2; 5].

42.3. x ∈ [−7/24;−1/4) ∪ (1; 7/3]. 42.4. x ∈ (1/10; 1/2].

42.5. x ∈ (1− log3 28;−2] ∪ (−1; 1]. 42.6. x ∈ (1; 1000).

42.7. x ∈ (log3 10; +∞). 42.8. x ∈ (0; 1) ∪ [2; +∞).

42.9. x ∈ (1; 3/2) ∪ (2; 5/2) ∪ (3; +∞). 42.10. x ∈ (0; 1/9) ∪ (1; 3].

42.11. x ∈ (−1; 0] ∪ (1; 2). 42.12. x ∈ (log2
5
4 ; log2 3; ).

42.13. x ∈ (0; 1) ∪ (1; 2). 42.14. (−4/3;−1) ∪ (−1; 0) ∪ (0; 5] ∪ (6; 7).

Óðîê �43.

43.1. 2. 43.2. 0. 43.3. 0. 43.4. 3. 43.5. 1. 43.6. 1
3 ; 1

2 ; 5
3 ; 11

6 .
43.7. 0; 5. 43.8. 1,2; 2. 43.9. πn4 ;± 2π

3 + 2πk. 43.10. 2. 43.11. − 1
3 ; 1.

43.12. 1. 43.13. (3; 2),(2; 3),(5; 1),(1; 5).
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43.14. (
√

10;
√

10),(−
√

10;−
√

10),(4; 2),(−4;−2).

43.15. (20; 3π
4 + 2πn). 43.16. (−1;πn). 43.17. (2; 1),(π;−π2 ).

43.18. (π3 + 2πk; π3 + 2πn),( 2π
3 + 2πk; 2π

3 + 2πn).

43.19. ( 5π
6 +2πn; π6 +2πn),(π6 +2πn; 5π

6 +2πn). 43.20. (2πn; 0),(π2 + 2πk;−1).
43.21. (−4;−1). 43.22. −4; 4. 43.23. (−0,5;−0,5; 0,5).

43.24. −5;−3; 10/3; 6. 43.25. à)x = ±π3 + 2πk; á)− 7π
3 .

43.26. à)x = −π4 + πk; á)− 17π
4 ;− 13π

4 .

Óðîê �44.

44.1. {−3} ∪ [1; 2). 44.2. [2; 4]. 44.3. [1; 5,5).

44.4. (−∞; 1) ∪ (log2 7; log2 10). 44.5. (− 6
5 ; 2

7 ). 44.6. (2; 4).

44.7. (−∞;−1). 44.8. (3; 3,5). 44.9. [−2; 0) ∪ (2; +∞).
44.10. (0,75; 4]. 44.11. π2 + 2πk; 2πn. 44.12.

(
0; 1

3

]
∪ (1;

√
3] ∪ [2; 4].

44.13. ( 1
2 ; 1) ∪ (1,6; 5

3 ) ∪ ( 7
4 ; 2) ∪ (2; 3).

44.14. [0; 27
16 ]. 44.15. [−1; 0] ∪ [2; 3]. 44.16. [−π2 + 2πn; π2 + 2πn];π + 2πn.

44.17. [−8;−3]∪(2; 3)∪(3; 4)∪(4; +∞). 44.18. (0; 1]. 44.19. (−4; 2] ∪ [−1; 1].
44.20. (0; 1

4 ] ∪ [4; +∞). 44.21. 3. 44.22. (0,4; 0,5) ∪ (1; 2].

44.23. [log4 3; 1]∪ [5; +∞). 44.24. [ 2
9 ; log2

3
2 ]. 44.25. [−1− 2

√
6; 0) ∪ (0; 5).

44.26. [
√

6; 5
2 ]∪ (3; +∞). 44.27. [−1; 0) ∪ {1} ∪ [3;

√
10]. 44.28. [2; 3] ∪ {8}.

44.29. −3. 44.30. 1,2. 44.31. [−7;−6] ∪ (−5;
√

8− 7).

44.32. (1; 2) ∪ [3; 4) ∪ (4; 11].

Óðîê �45.

45.1. 0,5. 45.2. 4. 45.3. -1. 45.4. 44. 45.5. -3. 45.6. 1.
45.7. 5. 45.8. -2. 45.9. -3. 45.10. 7. 45.11. -33. 45.12. 5.
45.13. 0,5. 45.14. 4. 45.15. 6. 45.16. 18. 45.17. 2. 45.18. 3.
45.19. 0,25. 45.20. 1,25. 45.21. -21. 45.22. 0,125. 45.23. 7.
45.24. 7. 45.25. 20. 45.26. 4.

Óðîê �46.

46.1. 10. 46.2. 7. 46.3. 6. 46.4. −1. 46.5. 9. 46.6 . 4. 46.7. 1,5.
46.8. −15. 46.9. 2. 46.10. 8. 46.11. −4,5. 46.12. 10. 46.13. −3.
46.14. −1. 46.15. −10. 46.16. 9. 46.17. −6. 46.18. −4. 46.19. 9.
46.20. 7. 46.21. 4. 46.22. 48. 46.23. −2. 46.24. −3. 46.25. −2.
46.26. 523. 46.27. 4. 46.28. −17. 46.29. 40. 46.30. 2. 46.31. 3.
46.32. 3.

Óðîê �47.
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47.1. 950400. 47.2. 6. 47.3. 120. 47.4. 133100. 47.5. 220.
47.6. 13. 47.7. 1. 47.8. 15. 47.9. 10. 47.10. 12. 47.11. 20.
47.12. 125 ìåñÿöåâ.

Óðîê �48.

48.1. 95304. 48.2. 80.5. 48.3. 30; 765 òûñ.ðóá. 48.4. 3. 48.5. 25.
48.6. 1. 48.7. 800. 48.8. 500. 48.9. 7. 48.10. 2,045.

Óðîê �49.

49.8. 90. 49.9. 120. 49.10. 43/441 < r < 41/400.
49.11. Â òå÷åíèå øåñòîãî ãîäà. 49.12. 25. 49.13. 40.

Óðîê �50.

50.1. z1 + z2 = 3 − 2i; z1 − z2 = −1 + 4i. 50.2. z1 · z2 = 9 + i; z1z2 = − 1
2 + 9

2 i.

50.3. −1 + i. 50.4. 2
√

2. 50.5. 5
√

2. 50.6. 4 + i. 50.7. 2 + 3i.
50.8. 2,4.

Óðîê �51.

51.1. (−2/3;−1/3). 51.2. x ∈ [1/(a− 2); +∞) ïðè a ∈ (−∞; 0,5) ∪ (2; +∞);
x ∈ (−∞; +∞) ïðè a = 0,5;x ∈ (−∞; 1/(a− 2)] ïðè a ∈ (0,5; 2);
x ∈ ∅ ïðè a = 2.

51.3. a ∈ (−∞;−6) ∪ [−4;−2]. 51.4. a = − 2
3 . 51.5. a = − 73

16 ; a = 2.
51.6. a ∈ (−∞;− 1

2 ) ∪ [ 2
3 ; +∞).

51.7. Åñëè a < 1, òî x ∈ (a; a+1
2 ) ∪ (1; +∞).

Åñëè a = 1, òî x ∈ (1; +∞).
Åñëè a > 1, òî x ∈

(
1; a+1

2 ) ∪ (a; +∞
)
.

51.8. a ∈ (−∞; 9
19 ]∪( 3

2 ; +∞). 51.9. 0; 2; 6; 8. 51.10. a ∈ (−∞;−3] ∪ [3; +∞).

51.11. 225. 51.12. a ∈ (0; 1). 51.13. a ∈ {−
√

2} ∪ (−1; 1).

51.14. a ∈ {−1}∪{−0,5}. 51.15. a ∈ {1/ 4
√

5} ∪ [1; +∞). 51.16. a ∈ {2; 6}.
51.17. a ∈ [− 1

2 ; 1
2 ].

Óðîê �52.

52.1. 4. 52.2. 8. 52.3. 3
4S. 52.4. á) 5

√
133. 52.6. 1. 52.7. 37,2.

52.8. 12
√

5. 52.10.
2ab cos γ2
a+ b

. 52.11. 10. 52.12.
√

3. 52.14. 3; 4; 5.

52.15. 2. 52.16. 110◦. 52.17.
√

a2+b2

2 . 52.18. 45◦, 135◦.

Óðîê �53.

53.1. a ∈ (−∞;−5] ∪ [−3,2; 0] ∪ {−4; 4}. 53.2. a ∈ (1; 3).
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53.3. a ∈ (−0,4; +∞). 53.4. −
√

1,4. 53.5. a ∈ [−6;−2].

53.6. a ∈ (− 17
16 ;− 1

2 ].

53.7. x ∈ {− 1
a ; 1} ïðè a ∈ (−∞;−1) ∪ [1; +∞);x ∈ {1} ïðè a ∈ [−1; 1).

53.8. a ∈ (−∞;−2) ∪ (2; +∞). 53.9. a ∈ [2; +∞). 53.10. p = 0.

53.11. b ∈ (−∞;−
√

3
2 ). 53.12. b ∈ (−∞; 19

3 ). 53.13. b ∈ (0; 1).

53.14. a = 12. 53.15. a = ±
√

21. 53.16. a ∈ (3; +∞).

53.17. a ∈ {1} ∪ ( 3
2 ; +∞). 53.18. a ∈ (−∞; 1] ∪ { 5

4} ∪ [ 4
3 ; +∞).

53.19. a ∈ (− 9
8 ;−1) ∪ (−1; 0) ∪ (0; 2);∪(2; +∞).

Óðîê �54.

54.1. 1:9, ñ÷èòàÿ îò òî÷êè B. 54.2. 6:7 54.4. 60. 54.5. S1+S2

2 .

54.6. (
√
S1 +

√
S2)2. 54.7. 4

√
3. 54.8. 1

10 . 54.9. á) 720
17 .

54.10. á) 3−
√

5
3+
√

5
èëè 3+

√
5

3−
√

5
. 54.11. 5

12 . 54.13. 2
√
S1S2. 54.14. á) 14.

Óðîê �55.

55.1. a ∈ [− 1√
3
; 1√

3
]. 55.2. a ∈ (− 9

16 ; +∞).

55.3. (πn; 0; 0),n ∈ Z ïðè a = 0;
(π2 + 2πk; 0;−6), k ∈ Z ïðè a = 6;
ïðè ïðî÷èõ a ðåøåíèé íåò.

55.4. a ∈ {−7} ∪ [14− 7
√

3; 14 + 7
√

3]. 55.5. a ∈ [−0,5; 0,5).

55.6. a ∈ (−∞;−2] ∪ [4; +∞). 55.7. a ∈ ( 1
2 ; 4 +

√
6). 55.8. a = 4

3 .

55.9. a ∈ {0; 2 sin 1}. 55.10. a ∈ {−1; 3}. 55.11. a = 4. 55.12. a = 2.
55.13. a ∈ {3; 7}. 55.14. a ∈ {−0,5}.
55.15. ïðè a = 1

8 x = y = 1
2 .

Óðîê �56.

56.1. 2R. 56.2. (2R
√

3)/3.

56.3.
√
a2 − (R+ r)2,

√
a2 − (R− r)2. 56.4. 1)2

√
Rr; 3) 4Rr

R+r . 56.5. 6r
√

3.

56.7. 14 èëè 4. 56.8.
√
ab. 56.9. á) 48. 56.10. á) 9. 56.11. á) 3,2.

56.12. á) 28,8. 56.13. 12; 20. 56.14. 8; 15. 56.15. 9. 56.16. 2.
56.17. 24. 56.18. 2

√
3. 56.19. a. 56.20. á)

√
3− 1.

Óðîê �57.

57.1. b ∈ 2,75 ∪ (3; +∞). 57.2. a ∈ (−∞;
√

2). 57.3. a = 5− 2
√

6.
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57.4. a ∈ {0} ∪ [−2/3;−2/7). 57.5. 1
12 ;−2.

57.6. Ðåøåíèé íåò ïðè a ∈ (−∞;−4) ∪ (3; +∞);
x = 2 ïðè a = −4;
x = 3 ïðè a = 3;
x ∈ [2−

√
a+ 4; 2 +

√
a+ 4] ïðè a ∈ (−4; 0];

x ∈ [a; (12− a)/3] ïðè a ∈ (0; 3).

57.7. [0; 13]. 57.8. (−∞;−9)∪ (17; +∞). 57.9. (−∞;−7] ∪ {11} ∪ (15; +∞).

57.10. a ∈ (−1;−7/23). 57.11. a ∈ (−
√

2;−1) ∪ (1;
√

2).

57.12. a ∈ [−8;−6) ∪ (6; 8] ∪ {− 24
5 } ∪ {

24
5 }. 57.13. a = −2; 3.

57.14. a ∈ ( 144
13 ; 16). 57.15. a ∈ (−∞;−6] ∪ [6; +∞).

57.16. {−1}. 57.17. {2;
√

65 + 3}.

Óðîê �58.

58.1. 16,9; 2,4; 14,3. 58.2. b2√
4b2−a2 . 58.3. 12; 6. 58.5. 150◦; 210◦.

58.8. 12. 58.9. 9
2 . 58.10. 10. 58.12. á) 1179

√
3

4 . 58.13. 13 èëè 20.

58.14. 26 èëè 24
√

2. 58.15. á) 4. 58.16.
√

299
11 . 58.17. p2 .

58.18. 30◦ èëè 150◦. 58.19. R2 tgα. 58.20. 85
8 .

58.21. |R2 − d2|. 58.22. 2ar√
a2+r2

. 58.23. á) 14,4.

Óðîê �59.

59.1. a = −20;−2. 59.2. a ∈ {−9;−5; 0; 4}. 59.3. (−∞; 0] ∪ [12; +∞).
59.4. y = 6. 59.5. b ∈ [−

√
13;
√

13]. 59.6. a ∈
(
− 13

30 ;− 3
10

]
∪
[

11
30 ; 1

2

)
.

59.7. a ∈ (−2,4;−0,5) ∪ [−0,3; 1,8). 59.8. a ∈
(

7
8 ; 5

4

)
.

59.9. a ∈ (0,25; 0,5] ∪ [5,5; 5,75). 59.10. a ∈ [− 3
4 ; 0] ∪ { 1

4}.
59.11. a ∈ (2; 4) ∪ (6; +∞). 59.12. a ∈ (−∞;−1) ∪ (−1; 0).

59.13. a ∈ (4− 2
√

2; 4
3 ) ∪ (4; 4 + 2

√
2).

Óðîê �60.

60.1. á)
√

35+2
√

5
2 . 60.2. á) 3. 60.3. á) 113. 60.4. á) 14. 60.5. 2013.

60.6.
√

13 +
√

181. 60.7. 1,75. 60.8. 2015. 60.9. 224.

60.10. òî÷êà K ëåæèò âíå øåñòèóãîëüíèêà;
√

3. 60.11. (1; 2).

Óðîê �61.

61.2. Íå ìîæåò. 61.4. 4;22;14. 61.5. à) íåò; á) íåò; â) äà; ã) íåò.

61.6. 133. 61.7. 57. 61.8. ìîæíî; 61.9. íå ìîæåò; 61.10. 7744.
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61.11. 8910. 61.13. 11000. 61.14. (1; 4;−83), (4; 1;−83), (1; 5;−79), (5; 1;−79).
61.15. á) íåò. 61.16. à) äà; á) íåò; â) 91. 61.17. à) äà (20;4); á) íåò; â) 145.

61.18. à) äà; á) íåò; â) âñå ÷¼òíûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà.

61.19. à) äà; á) íåò; â) 110. 61.20. à) äà; á) íåò; â) 199999999.

Óðîê �62.

62.5. 201614 ïàð. 62.6. 1509. 62.7. íå ñóùåñòâóþò. 62.8. 8;9;10.
62.11. íå ìîæåò. 62.13. 437. 62.14. 5 62.15. 0. 62.16.

62.17. à) äà, íàïðèìåð, a = 22; b = 60; c = 10; d = 40; á) íåò; â) 157
29 .

62.18. à) 9; á) íåò; â) äà, íàïðèìåð äëÿ ÷èñåë 1;1;1;1;1;1;2;6;8.

62.19). à) äà, íàïðèìåð, 1
2 + 1

4 + 1
6 + 1

12 = 1. á) äà, íàïðèìåð, 1
2 + 1

3 + 1
9 + 1

18 =
1. â) {2; 10; 5; 5}; {2; 4; 8; 8}; {2; 3; 12; 12}; {3; 6; 4; 4}; {4; 12; 3; 3}.
62.20. à) äà, íàïðèìåð, 13;7;8. á) íåò. â) 35

24 .

62.21. à) íåò; á) íåò; â) íåò. 62.22. à) äà (äëÿ ÷èñåë 17 è 10); á) íåò; â) 4.
62.23. à) äà; á) íåò; â) 7.

Óðîê �63.

63.8. 33. 63.11. íåëüçÿ. 63.12. íåò.

63.13. à) ìîæåò; á) íå ìîæåò; â)
(

23
15

)2
. 63.14. 1; 4131.

Óðîê �64.

64.1. (3; 3; 0; 0); (−3;−3; 0; 0). 64.2. (4; 3; 6); (4; 6; 3). 64.3. 120.

64.4. (12/5; 12/7;−12). 64.5. (π4 + πn
2 ; π2 + πk; π2 + πl), n,k,l ∈ Z.

64.6. (0; 1); (2; 1). 64.7. (−1; 2); (−11; 14); (1;−2); (11;−14).

64.8. (−5;−3); (−3;−5); (3; 5); (5; 3). 64.9. (1; 1; 1); (− 1
2 ;− 1

2 ;− 1
2 ).

64.10. 1; π6 + 2πn, n = 1, 2, · · · − π
6 + 2πn, n = 0,−1,−2, . . . ;

±
(

5π
6 + 2πn

)
, n = 0, 1, 2, . . . .

64.11. 11π
5 . 64.12. [ 25

17 ; 17]. 64.13. x = 2. 64.14. x = 2. 64.15. 7
√

2.

Óðîê �65.

65.1. á)
√

3− 1. 65.2. á) 45
16 . 65.3. á) 7 + 4

√
3 èëè 7− 4

√
3.

65.4. á) 0,3. 65.5. á) 3
√

7
2 . 65.6. á) 2(

√
26+1)
5 . 65.7. á) 14

√
3

7+
√

3
.

65.8. á) 43
2 . 65.9. á) 117

√
3. 65.10. á) 65

12 . 65.11. á) 180.

65.12. á) 6. 65.13. á) 11−2
√

10
3 .

65.14. á) 72◦; 126◦; 108◦; 54◦. 65.15. á) 18. 65.16. á) 165◦.

361



65.17. á) 3
√

3. 65.18. á) 1.

Óðîê �66.

66.1. 18. 66.2. 12
(
1− 1

210

)
. 66.3. 0. 66.4. ( SQ )

n
2 . 66.5. 1007.

66.6. (n+ 1)!− 1. 66.7. 9. 66.8. à)2,3,4 . . . 2,3,4; á) íåò; â)68.

66.9. à)äà, íàïðèìåð, ïðîãðåññèÿ 2,5,8 . . . 23 . . . ; á) íåò; â) 9
49 .

66.10. à) äà, íàïðèìåð,1,2,3; á)4. 66.11. à)äà; á)íåò; â)ïðè n = 5.

Óðîê �67.

67.1. à)íåò; á)íåò; â) 6 ÷èñåë. 67.2. à)äà, íàïðèìåð, 5014, 5015, . . . ,
5033; á)íåò; â)11. 67.3. à)íåò; á)íåò; â)35. 67.4. à)íåò; á)íåò; â)4.
67.5. à)äà; á)íåò; â)äà; ã)äà. 67.6. à)íåò; á)íåò; â)37,05.

67.7. à)äà; á)9; â) 9
17 .

67.8. à)íàïðèìåð, 15 ðàç ÷èñëî 19 è ÷èñëî 78; á)íåò; â)1650.

67.9. à)äà; á)íåò; â)18,5. 67.10. à)äà; á)äà; â)15. 67.11. à)2529; á)íåò;
â)8655 è âñå ÷èñëà, ïîëó÷àåìûå èç íåãî ïåðåñòàíîâêîé öèôð (12 ÷èñåë).
67.12. à)äà; á)íåò; â)20. 67.13. à)äà; á)íåò; â)6 1

7 . 67.14. à)äà; á)íåò; â)26.
67.15. à)äà, íàïðèìåð, åñëè â êàæäîé ãðóïïå áóäåò ïî 10 ÷èñåë; á)äà, íà-
ïðèìåð, åñëè â ïåðâîé ãðóïïå ïÿòü ÷åòâ¼ðîê, à âî âòîðîé � âñå îñòàëüíûå
÷èñëà; â) 34

19 , åñëè â ïåðâîé ãðóïïå 1, à âî âòîðîé � âñå îñòàëüíûå ÷èñëà.
67.16. à)14; á)90; â)1.

Óðîê �68.

68.1. (3,6). 68.2. 0;±1;± 5
2 . 68.3. a ∈ (− 1

e ; 0) ∪ (0; 1
e ). 68.4. a = 3 ln 2+1

2 .

68.5. a ∈ (−∞;−8) ∪ (− 20
3 ; 61

8 ). 68.6. a ∈ (− 4
3 ;− 3

4 ) ∪ ( 3
4 ; 1) ∪ (1; 4

3 ).

68.7. a ∈
[
4−
√

10; 4 +
√

10
]
. 68.8. a ∈ {−42} ∪ (−2; 3). 68.9. a ∈ (4; +∞).

68.10. a ∈ (−∞; 0) ∪ {e ln 2}. 68.11. a ∈ (−∞;−12,5).

68.12. ïðè a = −1 åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x = 1. 68.13. a ∈ {3,5; 4; 4,5}.
68.14. a ∈ (−1; 1) ∪

[
5
4 ; 5
)
. 68.15. a ∈ (−2; 0]. 68.16. a ∈ (1; 2] ∪ [8; 9).

68.17. a ∈ [ 1
2 ; 30

7 ) ∪ ( 30
7 ; 32

5 ]. 68.18. −π2 + 2πk
3 ; 1

3 (−1)k arcsin 119
169 + πk

3 , k ∈ Z.
68.19. [− 1

12 ; 0].
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