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Ââåäåíèå

Î äàííîé ñåðèè êíèã

Â äàííîé ñåðèè êíèã ìû ðàçáèðàåì òåìû, íåîáõîäèìûå äëÿ ðåøåíèÿ îëèì-
ïèàäíûõ çàäà÷ è ïðîñòî òðóäíûå äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî îñâîåíèÿ. Êíèãà
áóäåò ïîëåçíà êàê äëÿ øêîëüíèêîâ, ñàìîñòîÿòåëüíî ãîòîâÿùèõñÿ ê îëèì-
ïèàäàì ïî ìàòåìàòèêå, òàê è äëÿ ðóêîâîäèòåëåé ìàòåìàòè÷åñêèõ êðóæêîâ.

Êîíå÷íî, øêîëüíàÿ ìàòåìàòèêà � äàëåêî íå âñÿ ìàòåìàòèêà, íî äëÿ ïî-
íèìàíèÿ íàøèõ êíèã âàì íå ïîòðåáóåòñÿ áîëåå ãëóáîêèõ çíàíèé.

Â íàøåì êóðñå ìíîãî òåì, ïîòîìó ÷òî, ðåøàÿ îëèìïèàäíûå çàäà÷è, ÷àñòî
ïðèõîäèòñÿ ðàçáèðàòüñÿ ñ íåñêîëüêèìè ïîäçàäà÷àìè ðàçíîãî òèïà. Íàïðè-
ìåð, äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è, êàæóùåéñÿ ÷èñòî ãåîìåòðè÷åñêîé, ìîæåò ïîíà-
äîáèòüñÿ êîìáèíàòîðèêà, à äëÿ çàäà÷è íà òåîðèþ ÷èñåë � èíâàðèàíòû è
ïðèíöèï Äèðèõëå.

Â êàæäîé èç ðàññìàòðèâàåìûõ òåì åñòü òåîðåòè÷åñêàÿ ÷àñòü, äàþùàÿ íî-
âûé ìàòåðèàë èëè äîïîëíÿþùàÿ èçâåñòíûé. Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè ìû
ïðèâîäèì ðåøåíèå äâóõ-òð¼õ çàäà÷ ñ ïîäðîáíûìè ïîÿñíåíèÿìè. Òàêæå
íåñêîëüêî çàäà÷ ïðåäëàãàåì äëÿ çàêðåïëåíèÿ, � èõ ðåøåíèÿ ïðèâåäåíû â
êîíöå êàæäîé ãëàâû êíèãè.

Ìû ðàçáèëè ñåðèþ êíèã íà óðîâíè � ïî îáðàçöó ìåæäóíàðîäíûõ óðîâíåé
çíàíèÿ èíîñòðàííîãî ÿçûêà. Ïî÷åìó èìåííî òàê? Âî-ïåðâûõ, ìû ðàññêà-
çûâàåì î ¾ÿçûêå¿ îëèìïèàäíîé ìàòåìàòèêè. Êëàññè÷åñêîå ðàçáèåíèå ïî
êëàññàì êàæåòñÿ íàì íåàêòóàëüíûì (çà÷àñòóþ äëÿ ïîíèìàíèÿ òåìû äî-
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ñòàòî÷íî ìàòåìàòè÷åñêèõ çíàíèé óðîâíÿ íà÷àëüíîé øêîëû). Ê òîìó æå,
òåìû â êíèãàõ ¾ïåðåïëåòàþòñÿ¿, è áåç ïðîõîæäåíèÿ òåìû óðîâíÿ A1 èíî-
ãäà çàòðóäíèòåëüíî ïîíÿòü òó æå òåìó, ðàñøèðåííóþ íà A2.

×òî æå âàì ïðåäñòîèò íà êàæäîì èç óðîâíåé?

Äàâàéòå ïîëüçîâàòüñÿ àíàëîãèåé ñ èíîñòðàííûìè ÿçûêàìè:

Óðîâåíü À1. Âû ïîíèìàåòå (â îáùèõ ÷åðòàõ) èíîñòðàííóþ ðå÷ü, ìîæåòå
ïîãîâîðèòü î ñåìüå, çàíÿòèÿõ, õîááè, ïóòåøåñòâèÿõ, ïîãîäå, êóïèòü ÷òî-
íèáóäü. Â îáùåì, ñòàíäàðòíûé íàáîð òóðèñòà.

Âû óìååòå ñïðÿãàòü áàçîâûå ãëàãîëû, çíàêîìû ñ ðàçëè÷íûìè âðåìåíàìè?
Âàñ íå ââîäèò â ñòóïîð âîïðîñ ¾Êàê äåëà?¿. Ïîçäðàâëÿþ, ó âàñ õîðîøèé
óðîâåíü A1! Ýòîãî äîñòàòî÷íî äëÿ âûæèâàíèÿ.

Òàê æå è â îëèìïèàäíîé ìàòåìàòèêå � âû ñìîæåòå ¾âûæèòü¿ íà
îëèìïèàäàõ íà÷àëüíîãî óðîâíÿ, ïîíÿòü, ÷òî îò âàñ òðåáóåòñÿ â çàäà÷àõ è
ñôîðìóëèðîâàòü ðåøåíèå. Ñêîðåå âñåãî, äëÿ ïîíèìàíèÿ òåì ýòîãî óðîâíÿ
âàì íå ïîòðåáóþòñÿ çíàíèÿ ìàòåìàòèêè äàëüøå øåñòîãî êëàññà. (Çàäà÷à
ìîæåò áûòü èç îëèìïèàäû 11-ãî êëàññà, � ìåòîäèêà ðåøåíèÿ íå èçìåíèò-
ñÿ).

Íà óðîâíå A2 âû ìîæåòå îáñóäèòü ïðåäïî÷òåíèÿ â èñêóññòâå, ïîãîâîðèòü
î êóëüòóðíûõ ðàçëè÷èÿõ, îñíîâíûõ òåíäåíöèÿõ â îáùåñòâå è òàê äàëåå.

Âû ñòðîèòå ñëîæíîñî÷èí¼ííûå ïðåäëîæåíèÿ (¾Ýòî Ïåòÿ, ÷åé ïàïà ðàáîòà-
åò â áàíêå. ß î íåì óæå ðàññêàçûâàë¿), ìîæåòå íàïèñàòü äðóãó â ôåéñáóê,
ðàññêàçàòü îá îòïóñêå è ïëàíàõ íà áóäóùåå, ïîíÿòü ñóòü ëþáîãî ðàçãîâîðà
íà ÿçûêå.

Â îëèìïèàäíîé ìàòåìàòèêå � âû ìîæåòå áûñòðî ðàñïîçíàòü, íà êà-
êóþ òåìó, ñêîðåå âñåãî, çàäà÷à èç îëèìïèàäû ñðåäíåãî óðîâíÿ, ñîñòàâèòü
ðåøåíèå, îáîéòè òèïè÷íûå îøèáêè â åãî îôîðìëåíèè. Äëÿ ïîíèìàíèÿ òåì
ýòîãî óðîâíÿ âàì íå ïîòðåáóåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ çíàíèé ãëóáæå 7-8 êëàñ-
ñà.

Âëàäåÿ ÿçûêîì íà óðîâíå B1, âû ìîæåòå îáñóäèòü ñëîæíûé õàðàêòåð ïðà-
áàáóøêè, ïîñëåäíèå íàó÷íûå îòêðûòèÿ (ñ òî÷êè çðåíèÿ íåñïåöèàëèñòà) è
íîâîãî ïðåçèäåíòà Ôðàíöèè. Âû çíàêîìû ñ óñëîâíûì íàêëîíåíèåì, áåç
ïîäãîòîâêè ìîæåòå îáùàòüñÿ â ëþáîé áûòîâîé ñèòóàöèè. Íàäî îòìåòèòü,
÷òî âðåìÿ, íåîáõîäèìîå íà îâëàäåíèå î÷åðåäíûì óðîâíåì, ðàñò¼ò íåëèíåé-
íî è óâåëè÷èâàåòñÿ ñ ïîâûøåíèåì ñëîæíîñòè.

Â îëèìïèàäíîé ìàòåìàòèêå � âû óìååòå ðåøàòü çàäà÷è ïî÷òè èç ëþ-
áîãî åå ðàçäåëà. Âîçìîæíî, ýòè ðåøåíèÿ íå âñåãäà èçÿùíû, íî äëÿ âàñ
íå ïðåäñòàâëÿåò òðóäà îïðåäåëèòü ñëîæíîñòü çàäà÷è, à òàêæå èñïîëüçî-
âàòü ðåøåíèÿ, çàòðàãèâàþùèå íåñêîëüêî òåì. Ñêîðåå âñåãî, âû � ïðèç¼ð
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ìàòåìàòè÷åñêèõ îëèìïèàä, ïåðåøëè â ñèëüíóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ øêîëó è
çàäóìûâàåòåñü î ïðîôåññèè, ñâÿçàííîé ñ ìàòåìàòèêîé. Äëÿ ïîíèìàíèÿ òåì
ýòîãî óðîâíÿ âàì, âåðîÿòíî, íå ïîòðåáóåòñÿ çíàíèé øêîëüíîé ìàòåìàòèêè
âûøå 9-10 êëàññà.

Óðîâåíü B2 � ïîðîãîâûé óðîâåíü äëÿ ïîñòóïëåíèÿ â èíîñòðàííûå óíèâåð-
ñèòåòû. Âû ñïîñîáíû ëîãè÷åñêè ðàññóæäàòü è àðãóìåíòèðîâàòü ïîçèöèþ
ïî ëþáîé âîñòðåáîâàííîé â îáùåñòâå òåìå. Ìîæåòå íàïèñàòü ñòàòüþ, îôè-
öèàëüíîå ïèñüìî, îáúÿñíèòü òî÷êó çðåíèÿ êîëëåãå è äîêàçàòü åãî íåïðàâî-
òó. Ïðîñìîòð ôèëüìîâ íà ÿçûêå îðèãèíàëà, êîíñïåêòèðîâàíèå è ïîíèìà-
íèå ðàäèîïåðåäà÷ íå ïðåäñòàâëÿåò äëÿ âàñ ñëîæíîñòè. ¾Ñâîáîäíîå âëàäå-
íèå ÿçûêîì¿ îáû÷íî ïîäðàçóìåâàåò êàê ðàç óðîâåíü B2.

Â îëèìïèàäíîé ìàòåìàòèêå � âåðîÿòíî, âû ïðîøëè íà ôèíàë âñåðîñ-
ñèéñêîé îëèìïèàäû ïî ìàòåìàòèêå.

Äî ñëåäóþùåãî óðîâíÿ � C1 � äîõîäÿò íåìíîãèå. Äëÿ òîãî, ÷òîáû õîðîøî

ïðåïîäàâàòü èíîñòðàííûé ÿçûê, òðåáóåòñÿ óðîâåíü íå ìåíåå C1. Êàêîå-
òî êîëè÷åñòâî ïðåïîäàâàòåëåé èíîñòðàííîãî ÿçûêà èìåþò êàê ðàç ýòîò
óðîâåíü, íî, ê ñîæàëåíèþ, ýòî ðåäêîñòü, è îñòàëüíûå èìåþò óðîâåíü B2
èëè íèæå.

×åëîâåê íà óðîâíå Ñ1 â ñîñòîÿíèè ïðî÷åñòü è ïîíÿòü íàó÷íûé òåêñò, âîñ-
ïðèíÿòü ðå÷ü ñ ñèëüíûì àêöåíòîì, íàïèñàòü äîêëàä èëè äèïëîì íà èíî-
ñòðàííîì ÿçûêå.

Â îëèìïèàäíîé ìàòåìàòèêå � ñêîðåå âñåãî, âû ïðèç¼ð ôèíàëà âñåðîñ-
ñèéñêîé îëèìïèàäû ïî ìàòåìàòèêå, è âñå âîêðóã çíàþò î âàøåé ëþáâè ê
íàóêå. Âû ïîáûâàëè íà íåñêîëüêèõ ñáîðàõ ïî îëèìïèàäíîé ìàòåìàòèêå è,
âîçìîæíî, îïðîáîâàëè ñåáÿ â êà÷åñòâå ïðåïîäàâàòåëÿ.

C2 � óðîâåíü îáðàçîâàííîãî íîñèòåëÿ-ëèíãâèñòà. Îí â ñîñòîÿíèè âîñïðè-
íèìàòü è ïðîèçâîäèòü òåêñòû ëþáûõ æàíðîâ � íàïèñàòü ðîìàí, äèññåð-
òàöèþ, ïîäãîòîâèòü ðå÷ü äëÿ íàó÷íîé êîíôåðåíöèè ôèçèêîâ-ÿäåðùèêîâ è
ãîòîâ èñïðàâëÿòü îøèáêè â ðå÷è è òåêñòàõ óðîæä¼ííûõ íîñèòåëåé ÿçûêà.
Êàê ïðàâèëî, èíîñòðàíöû ñ÷èòàþò îáëàäàòåëÿ C2 ñâîèì, òîëüêî èíîãäà
ìîãóò ñîìíåâàòüñÿ, èç êàêîãî îí ðåãèîíà.

Â îëèìïèàäíîé ìàòåìàòèêå � ýòî ëþäè, êîòîðûå íå òîëüêî ñïîñîáíû
ðåøèòü çàäà÷è ëþáîé ñëîæíîñòè, íî è ïðèäóìûâàþò ñâîè.

Ìû ïîäðîáíî è ïîñëåäîâàòåëüíî ðàçáèðàåì ìàòåðèàë. Íî èíîãäà ìû ïîç-
âîëÿåì ñåáå íåìíîãî ïîýêñïåðèìåíòèðîâàòü è ïîêàçûâàåì çàäà÷è, îòíî-
ñèòåëüíî òðóäíûå äëÿ øêîëüíèêîâ ñðåäíèõ êëàññîâ. Ìû ñïåöèàëüíî íå
âûäåëÿåì èõ çâ¼çäî÷êàìè. Çâ¼çäî÷êè ïåðåä çàäà÷àìè îáû÷íî ïóãàþò è ìå-
øàþò âåðèòü â ñâîè ñèëû, à âåäü êòî-òî èç íå î÷åíü îïûòíûõ ìîã áû ïîíÿòü
ýòè ñëîæíûå çàäà÷êè. Äëÿ áîëåå îïûòíûõ îëèìïèàäíèêîâ ïîñëåäîâàòåëü-
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íîå ïðî÷òåíèå ñåðèè íàøèõ êíèã, íà÷èíàÿ ñ äàííîé, ïîçâîëèò îñâåæèòü è
óãëóáèòü çíàíèÿ. Èì ýòè ñëîæíûå çàäà÷êè áóäóò ïðèÿòíûìè ïîäàðêàìè
è îòêðîþò óõîäÿùèå â äàëü çàìàí÷èâûå ìàòåìàòè÷åñêèå ïðîñòîðû.

Î êíèãå, êîòîðóþ âû ñåé÷àñ ÷èòàåòå

Ýòà êíèãà ïî óðîâíþ ñëîæíîñòè ðàññ÷èòàíà íà ó÷åíèêîâ 6-7 êëàññîâ, êîòî-
ðûå íà÷èíàþò ñâîé ïóòü â îëèìïèàäíîé ìàòåìàòèêå. Áîëüøàÿ ÷àñòü òåì
íå ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî ÷èòàòåëü èìååò äîñòàòî÷íûå çíàíèÿ àëãåáðû èëè
ãåîìåòðèè, íî íåêîòîðûå êâàíòû âñ¼-òàêè òðåáóþò çíàêîìñòâà ñ îñíîâíû-
ìè òåìàìè 7-ãî êëàññà. Åñëè âû åù¼ íå ïåðåøëè â 7 êëàññ, ýòî íå ñòðàøíî.
Ìîæíî áóäåò âåðíóòüñÿ ê ïðîïóùåííûì ìåñòàì ïîçæå.

Òðàäèöèîííî áîëüøèíñòâî îëèìïèàäíûõ çàäà÷ íå îñîáåííî ïðèâÿçàíû ê
êëàññó, ïîýòîìó äàííàÿ êíèãà áóäåò ïîëåçíà è ñòàðøåêëàññíèêàì. (Íåêî-
òîðûå èç ïðåäëîæåííûõ â êíèãå çàäà÷ äåéñòâèòåëüíî áûëè ïðåäëîæåíû
â âàðèàíòàõ îëèìïèàä çà ñòàðøèå êëàññû). Êðîìå òîãî, ïðîáëåìà áîëü-
øèíñòâà ðåáÿò â òîì, ÷òî çà÷àñòóþ îíè ñèëüíî ïåðåóñëîæíÿþò ðåøåíèå.
Âàæíî ïîíÿòü, êàê ðåøàòü çàäà÷è ïðîñòûìè è èçÿùíûìè ìåòîäàìè. Êíè-
ãà ðàçáèòà íà íåñêîëüêî ðàçäåëîâ, îáúåäèí¼ííûõ îáùåé èäååé. Ïîäðîá-
íîå ðàçáèåíèå íà òåìû âû âèäèòå â ñîäåðæàíèè. Êàæäûé ðàçäåë, â ñâîþ
î÷åðåäü, ðàçáèò íà íåñêîëüêî ¾êâàíòîâ¿, îðãàíèçîâàííûõ ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì: â ïåðâîé ÷àñòè êàæäîãî êâàíòà ðàññìîòðåíà òåîðèÿ, ïîñâÿù¼ííàÿ
äàííîé òåìå, à òàêæå ïðèâåäåíî ïîäðîáíîå ðåøåíèå íåñêîëüêèõ òèïîâûõ
çàäà÷.

Âòîðàÿ ÷àñòü êâàíòà � çàäà÷íèê�¾çàäàâàëüíèê¿ ïî äàííîé òåìå, äëÿ êàæ-
äîé èç çàäà÷ êîòîðîãî óêàçàí èñòî÷íèê. Ðåøåíèå çàäà÷ èç çàäàâàëüíèêà
ìîæíî ïðî÷èòàòü, íàïðèìåð, â óêàçàííûõ èñòî÷íèêàõ (íà ñàéòå ìàòåìà-
òè÷åñêîãî ïðàçäíèêà èëè äðóãîé îëèìïèàäû èëè â óêàçàííîé êíèãå, íà
ñàéòå problems.ru). Òàêæå, äàííîå èçäàíèå ýòîé êíèãè âêëþ÷àåò â ñåáÿ
äîïîëíèòåëüíóþ êíèãó ñ ðåøåíèÿìè çàäà÷ èç çàäàâàëüíèêà.

Òðåòüÿ ÷àñòü êâàíòà � íåñêîëüêî çàäà÷ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ.
Ðÿä èç íèõ � àâòîðñêèå è îíè âïåðâûå óâèäÿò ñâåò èìåííî çäåñü. Èõ
ðåøåíèÿ ïðèâåäåíû â êîíöå êíèãè. Íå óäèâëÿéòåñü, åñëè êàêàÿ-òî çàäà÷à
âñòðåòèòñÿ íåñêîëüêî ðàç â ðàçíûõ òåìàõ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî å¼ ìîæíî
ðåøèòü ðàçíûìè ìåòîäàìè.

Îëèìïèàäíûå çàäà÷è, âêëþ÷¼ííûå â äàííîå ïîñîáèå, èìåþò ìàðêèðîâêó
òèïà ¾Ãîä.Êëàññ.Íîìåð¿. Íàïðèìåð, çàäà÷à ñ îòìåòêîé ¾Ìàòåìàòè÷åñêèé
ïðàçäíèê 2010.6.4¿ � ýòî çàäà÷à ïîä íîìåðîì 4 èç âàðèàíòà çà 6 êëàññ
Ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðàçäíèêà 2010 ãîäà.
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Óêàçàíèå íîìåðà çàäà÷è èç îëèìïèàäû ïîçâîëÿåò ñîñòàâèòü ïðåäñòàâëåíèå
î å¼ ñëîæíîñòè: ÷åì áîëüøå íîìåð çàäà÷è, òåì îíà, êàê ïðàâèëî, òðóäíåå.
Íà Ìàòåìàòè÷åñêîì ïðàçäíèêå è Òóðíèðå Àðõèìåäà îáû÷íî ïðåäëàãàåòñÿ
ïî øåñòü çàäà÷, íà Ãîðîäñêîé óñòíîé îëèìïèàäå � äåâÿòü.

Èñïîëüçîâàííàÿ ëèòåðàòóðà

Ìû íà÷èíàåì ñïèñîê ðåêîìåíäîâàííîé è èñïîëüçîâàííîé ëèòåðàòóðû ñ
êíèãè [6], êîòîðàÿ, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî áûëà èçäàíà áîëüøå 30 ëåò íàçàä,
ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêîé âî âñåõ ñìûñëàõ. Âðÿä ëè íàéä¼òñÿ õîòÿ áû îäèí
ïîáåäèòåëü ìåæäóíàðîäíîé îëèìïèàäû îò êîìàíäû Ðîññèè, êîòîðûé áû
å¼ íå ÷èòàë. Ìû òîæå ïðèñîåäèíÿåìñÿ ê ðåêîìåíäàöèÿì îáÿçàòåëüíî å¼
ïðî÷èòàòü.

Êíèãà [11] âûäåðæàëà óæå òðè èçäàíèÿ è ñîäåðæèò ìàòåðèàëû ïîïóëÿð-
íåéøåé â Ìîñêâå (è íå òîëüêî) îëèìïèàäû ¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿, â
êîòîðîé ïðèíèìàþò ó÷àñòèå ó÷åíèêè øåñòûõ è ñåäüìûõ êëàññîâ. Ïîñëåä-
íåå, òðåòüå èçäàíèå, ñîäåðæèò çàäà÷è äî 2008 ãîäà.

Äðóãîé ïîïóëÿðíûé òóðíèð ìàòåìàòèêîâ 5-ãî è 6-ãî êëàññà � âåñåííèé
òóðíèð Àðõèìåäà. Åìó ïîñâÿùåíà êíèãà [4], â êîòîðîé ñîáðàíû âñå çàäà÷è
äî 2008 ãîäà âêëþ÷èòåëüíî.

Ïîñëå øêîëüíîãî ýòàïà Âñåðîññèéñêîé Îëèìïèàäû ïî ìàòåìàòèêå ñëåäóåò
ðàéîííûé (ìóíèöèïàëüíûé) ýòàï. Õîòÿ øåñòèêëàññíèêè è ñåìèêëàññíèêè
ëèøåíû âîçìîæíîñòè âûéòè â ðåãèîíàëüíûå ýòàïû ïî ñâîèì êëàññàì, êî-
òîðûå íà÷èíàþò ïðîâîäèòüñÿ òîëüêî ñ âîñüìûõ êëàññîâ, íî ïîëó÷èòü îïûò
îëèìïèàäíîé ìàòåìàòèêè îíè ìîãóò. Â êíèãå [2] � ìíîãî çàäà÷ ðàéîííîãî
ýòàïà, â òîì ÷èñëå è äëÿ øêîëüíèêîâ, íà÷èíàÿ ñ 6-ãî êëàññà. Å¼ ïåðâàÿ
ãëàâà ïîñâÿùåíà ðåøåíèþ êëàññè÷åñêèõ çàäà÷ îëèìïèàäíîé ìàòåìàòèêè.

Ñ ýòîé êíèãîé ïåðåêëèêàåòñÿ [1], â êîòîðîé ïðèâåäåíû è ðàçîáðàíû çàäà÷è
Ìîñêîâñêîé îáëàñòíîé îëèìïèàäû ñ 1992 ïî 2003 ãîäû.

Çàäà÷è íà òåîðèþ ÷èñåë ÷àñòî ïðåäñòàâëÿþò áîëüøóþ ñëîæíîñòü äëÿ èçó-
÷àþùèõ. Â êíèãå [3] èìååòñÿ òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë è ìíîãî ñàìèõ çàäà÷.
Èíòåðåñíî, ÷òî ïîñëåäíÿÿ, 19-ÿ çàäà÷à â ÅÃÝ êàê ðàç â îñíîâíîì ïîñâÿ-
ùåíà çàäà÷àì íà òåîðèþ ÷èñåë, õîòÿ å¼ ðåøåíèå ÷àñòî äîñòóïíî ó÷åíèêàì
6-7 êëàññîâ ïðè íàäëåæàùåé ïîäãîòîâêå.

Õîòÿ êíèãà [7] â îñíîâíîì ðàññ÷èòàíà íà øêîëüíèêîâ 8-11 êëàññîâ, ìåòîäû,
êîòîðûå òàì ðàññìàòðèâàþòñÿ, áóäóò ïîëåçíû âñåì èçó÷àþùèì îëèìïè-
àäíóþ ìàòåìàòèêó.

Ïî îòäåëüíûì ðàçäåëàì ìàòåìàòèêè, íåîáõîäèìûì äëÿ ðåøåíèÿ îëèìïè-
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àäíûõ çàäà÷, òîæå íàïèñàíî ìíîãî õîðîøèõ êíèã è ñòàòåé â æóðíàëàõ.
Õîðîøèì ââåäåíèåì â ìàòåìàòè÷åñêóþ èíäóêöèþ ìîæåò ñëóæèòü, íàïðè-
ìåð, íåáîëüøàÿ êíèãà [10], ïî ïðèíöèïó êðàéíåãî � ñòàòüÿ [8]. Âïðî÷åì,
íà ðàçëè÷íûå òåìû, íàñ èíòåðåñóþùèå, î÷åíü ìíîãî êíèã â ñâî¼ âðåìÿ
áûëî îïóáëèêîâàíî â ñåðèè ¾Áèáëèîòå÷êà Êâàíòà¿, îäèí ñïèñîê êîòîðûõ,
âåðîÿòíî, ïîòðåáîâàë áû äåñÿòîê ñòðàíèö. Òåì íå ìåíåå ìû íèêàê íå ìî-
æåì ïðîïóñòèòü êíèãó [9] èç ýòîé ñåðèè, ñîäåðæàùóþ 1001 èíòåðåñíóþ
çàäà÷ó äëÿ 5-8-õ êëàññîâ.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ âàæíî íå òîëüêî çíàòü è ïîíèìàòü èäåè ðåøåíèÿ, íî
óìåòü âëàäåòü òåõíè÷åñêèìè íàâûêàìè, äëÿ ÷åãî òðåáóåòñÿ ïåðåðåøàòü
ìíîãî òåõíè÷åñêèõ çàäà÷, êîòîðûõ, ê ïðèìåðó, î÷åíü ìíîãî â [5].

Íà íåêîòîðûå ïå÷àòíûå ìàòåðèàëû ñîñëàòüñÿ ÿâíûì îáðàçîì íå ïîëó÷è-
ëîñü, òàê êàê îíè, ê ñîæàëåíèþ, íå áûëè èçäàíû èëè æå íå áûëè íàéäåíû
â ïðîäàæå â âèäå êíèã è áðîøþð (íî ñóùåñòâóþò íî ñàéòàõ îëèìïèàä).
Ýòî îòíîñèòñÿ ê ìàòåðèàëàì óðàëüñêèõ òóðíèðîâ þíûõ ìàòåìàòèêîâ, ê
çèìíåìó òóðó òóðíèðà Àðõèìåäà, íà÷èíàÿ ñ 2012 ãîäà è ê ìàòåðèàëàì
Ãîðîäñêîé óñòíîé ìàòåìàòè÷åñêîé îëèìïèàäû äëÿ 6�7 êëàññîâ ñ ìîìåí-
òà å¼ ïîÿâëåíèÿ (2002 ãîä). Íàäååìñÿ, ÷òî ïóáëèêàöèÿ ýòèõ ìàòåðèàëîâ â
äàííîé êíèãå ïîçâîëèò ðàñøèðèòü èõ ãåîãðàôèþ.

Áëàãîäàðíîñòè

Çà îïèñàíèå óðîâíåé ÿçûêîâûõ êîìïåòåíöèé è çàðîæäåíèå èäåè î ïîäîá-
íîì ðàçäåëåíèè êíèã ïî îëèìïèàäíîé ìàòåìàòèêå � Íàäåæäó Ñîêîëîâó
(å¼ ñàéò � http://sokolova.pro/), ïðåïîäàâàòåëÿ ïî ôðàíöóçñêîìó è èòà-
ëüÿíñêîìó ÿçûêàì.

Çà òåõíè÷åñêóþ ñòîðîíó âîïðîñà àâòîðû ñåðäå÷íî áëàãîäàðÿò Íèêèòó Ïåð-
øóêîâà, íàøåãî àäìèíèñòðàòîðà Git.

Çà â¼ðñòêó â TEX è êîððåêöèþ � Ìàðèþ Òàðàñåâè÷.

Çà ïðàâêè ñ òî÷êè çðåíèÿ ðóññêîãî ÿçûêà è ÷èòàåìîñòè òåêñòà � Àð÷åòà.

Çà ïðåäëîæåííûå ïðàâêè â èçëîæåíèè ìàòåðèàëà è áåòà�òåñòèðîâàíèå ìà-
òåðèàëîâ êíèãè, àâòîðàì õî÷åòñÿ îñîáåííî âûäåëèòü íåîöåíèìûé âêëàä

Ìåùåðèíà Èëüè

Êàöà Äàâèäà

Êðàâ÷åíêî Ñåðãåÿ

Ñîëäàòîâîé Ñîíè

Ãðîìîâà Áîðèñà

Âå÷åð Àíàñòàñèè

Ðàçâîäîâà Äìèò-

ðèÿ

Ðàçâîäîâà Èâàíà

Óòÿöêîé Àëèíû

Áóòåíêî Åãîðà

Ëèñîâà Ïåòðà
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Õóäîæåñòâåííîå îôîðìëåíèå êíèãè âûïîëíèëà çàìå÷àòåëüíûé èëëþñòðà-
òîð Ñàøà Áëàíê (http://www.instagram.com/sasha.blanc).

Òàêæå àâòîðû áëàãîäàðÿò âñåõ ñâîèõ ó÷åíèêîâ�âäîõíîâèòåëåé, ñâîèõ êîë-
ëåã, à òàêæå âåñü êîëëåêòèâ ÖÐÈÒÎ ÌÔÒÈ çà íåîöåíèìóþ ïîääåðæêó â
ïðîöåññå íàïèñàíèÿ è èçäàíèÿ äàííîé êíèãè.

Âòîðîå èçäàíèå

Âî âòîðîì èçäàíèè äàííîé êíèãè, èñïðàâëåííîì è äîïîëíåííîì, ìû ïî-
ìåíÿëè èçëîæåíèå íåêîòîðûõ òåì íà áîëåå âåðíîå ìåòîäè÷åñêè è ïðîñòîå
äëÿ ÷èòàòåëÿ. Òàêæå, áûë çíà÷èòåëüíî ïåðåðàáîòàí çàäàâàëüíèê â ñòî-
ðîíó ëó÷øåãî ñîîòâåòñòâèÿ ñëîæíîñòè è àäåêâàòíîñòè òåì èçëîæåííîìó
ìàòåðèàëó, â òîì ÷èñëå, íåêîòîðûå çàäà÷è áûëè ïåðåíåñåíû â ñëåäóþùèé
òîì äàííîé ñåðèè êíèã.

Â ñâÿçè ñ áîëüøèì êîëè÷åñòâîì çàïðîñîâ, ê äàííîìó èçäàíèþ òåïåðü ïðè-
ëàãàåòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ êíèãà�ðåøåáíèê ñ ðåøåíèÿìè âñåõ çàäà÷, ïðåä-
ëîæåííûõ â çàäàâàëüíèêå.
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Ãëàâà 1

Íà÷àëà îëèìïèàäíîé

ìàòåìàòèêè

Â äàííîé ãëàâå ïðèâåäåíû çàäà÷è ñ äîñòàòî÷íî èíòóèòèâíûìè ìåòîäàìè
îôîðìëåíèÿ ðåøåíèé, íå òðåáóþùèìè ñïåöèôè÷åñêèõ çíàíèé.

Çäåñü ðàññìàòðèâàþòñÿ òàêèå òåìû, êàê ïðèìåðû è êîíñòðóêöèè, ïåðå-
ëèâàíèÿ, ðàçðåçàíèÿ è âçâåøèâàíèÿ. ×òîáû ðåøåíèå çàäà÷è çàñ÷èòàëè
ïîëíîñòüþ, îáû÷íî äîñòàòî÷íî ïðèâåñòè àëãîðèòì, ïîêàçàòü, êàê ðàçðå-
çàòü ôèãóðêó, ÷òîáû îíà óäîâëåòâîðÿëà êàêîìó-ëèáî óñëîâèþ, ëèáî ïðîñòî
ïðèâåñòè ïðèìåð èëè êîíòðïðèìåð.

1 Ðàçðåçàíèÿ

Ìàòåðèàë äëÿ ðàçáîðà íà çàíÿòèè

Çàäà÷è íà ðàçðåçàíèå � îäíè èç ñàìûõ ïðîñòûõ â îôîðìëåíèè çàäà÷ íà
îëèìïèàäàõ. Â çàâèñèìîñòè îò ïðàâèëüíîñòè ïîëó÷åííîãî ðèñóíêà, îáû÷-
íî ïî êðèòåðèÿì çà äàííóþ çàäà÷ó ìîæíî ïîëó÷èòü èëè 0 áàëëîâ, èëè
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ïîëíûé áàëë. Ðàññìîòðèì ïðèìåð èç ðàéîííîé îëèìïèàäû ïî ìàòåìàòè-
êå.

Çàäà÷à 1.1.1. Ðàçðåæüòå ôèãóðó íà ðèñóíêå ñïðàâà íà
óãîëêè

Ðåøåíèå. Â äàííîé çàäà÷å íàì óæå èçâåñòíà ôîðìà ôèãóð, íà êîòîðûå
ìû äîëæíû ðàçðåçàòü èñõîäíóþ, ïîýòîìó ìû ìîæåì ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå
ðåøåíèå.

Îáû÷íî â çàäà÷àõ íà ðàçðåçàíèå ãåîìåòðè÷åñêèå ôè-
ãóðû íàçûâàþòñÿ ðàâíûìè, åñëè èõ ìîæíî íàëîæèòü
äðóã íà äðóãà òàê, ÷òîáû îíè ïîëíîñòüþ ñîâïàëè.

Âîçìîæíî, ýòî ïðîèçîéä¼ò ïîñëå ¾ïåðåâîðà÷èâàíèÿ¿ áóìàæêè, èç êîòî-
ðîé îíè âûðåçàíû. Íàïðèìåð, ôèãóðû, èçîáðàæåííûå ñïðàâà, ÿâëÿþòñÿ,
ñ òî÷êè çðåíèÿ êëàññè÷åñêèõ çàäà÷ íà ðàçðåçàíèå, ðàâíûìè.

Èíîãäà çàäà÷è íà ðàçðåçàíèå ïðèíèìàþò íåìíîãî äðóãîé âèä.

Çàäà÷à 1.1.2. Ðàçðåæüòå ôèãóðó, ïîëó÷åííóþ èç ïðÿ-
ìîóãîëüíèêà 4× 5 âûðåçàíèåì ÷åòûð¼õ óãëîâûõ êëåòîê
1 × 1, íà òðè ÷àñòè, íå ÿâëÿþùèåñÿ êâàäðàòàìè, òàê,
÷òîáû èç ýòèõ ÷àñòåé ìîæíî áûëî ñëîæèòü êâàäðàò.

Ðåøåíèå. ×òîáû ðåøèòü çàäà÷ó, â êîòîðîé èç ÷àñòåé îäíîé ôèãóðû íàäî
ïîëó÷èòü äðóãóþ, ñòîèò âíà÷àëå îïðåäåëèòüñÿ, êàêóþ èìåííî ôèãóðó ìû
äîëæíû ïîëó÷èòü. Ïîäñ÷èòàåì êîëè÷åñòâî êëåòîê â èñõîäíîé ôèãóðå. Èõ
16. Ìû äîëæíû ïîëó÷èòü êâàäðàò, à ýòî çíà÷èò, ÷òî ïîëó÷åííûé êâàäðàò
äîëæåí áûòü ðàçìåðà 4× 4.
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Áóäåì ïûòàòüñÿ ïîíÿòü, êàêèå ÷àñòè îñòàíóòñÿ íà ñâîèõ ìå-
ñòàõ, ðèñóÿ êâàäðàò íà äàííîé ôèãóðå, âíà÷àëå ïîïûòàâ-
øèñü ¾çàäåòü¿ êàê ìîæíî áîëüøóþ å¼ ïëîùàäü. Òàê êàê
ôèãóðà ñèììåòðè÷íà, ïîëó÷èì ñëåäóþùèé ðèñóíîê. Òîãäà,
îñòàâèâ öåëîé îáùóþ ñ êâàäðàòîì ôèãóðó, ïîëó÷èì òðåáó-
åìîå ðàçðåçàíèå è ñîáðàííûé èç ýòèõ ÷àñòåé êâàäðàò.

Áûâàþò çàäà÷è, â êîòîðûõ íà ðàçðåçàíèÿ íàëîæåíû äîïîëíèòåëüíûå îãðà-
íè÷åíèÿ.

Çàäà÷à 1.1.3. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2011.6.2) Ðàçðåæüòå êâàä-
ðàò 6× 6 êëåòîê íà óãîëêè èç òð¼õ êëåòîê òàê, ÷òîáû íèêàêèå 2 óãîëêà íå
îáðàçîâûâàëè ïðÿìîóãîëüíèê 2× 3.

Ðåøåíèå. Â çàäà÷àõ ïîäîáíûõ òèïîâ íåò êîíêðåòíûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ,
äîñòàòî÷íî èñïîëüçîâàòü çäðàâûé ñìûñë è ëîãèêó è, òàêèì îáðàçîì, äå-
ëàòü íåêèé ¾îñìûñëåííûé ïåðåáîð¿. Íàïðèìåð, äîñòàòî÷íî áûñòðî ìîæíî
ïîíÿòü, ÷òî ôèãóðà, êîòîðàÿ ¾çàäåâàåò¿ óãëîâóþ êëåòêó, íå ìîæåò ñòîÿòü
òàê

, à äîëæíà ñòîÿòü òîëüêî òàê: .

Ïîâòîðèâ ðàññóæäåíèÿ äëÿ âñåõ ÷åòûð¼õ óãëîâ äîñêè 6 íà 6, ìû, òàêèì
îáðàçîì, óæå ¾âûðåçàëè¿ èç êâàäðàòà 4 ôèãóðêè. Ïîïûòàâøèñü çàêðûòü
êëåòêó 1, ïîëó÷èì, ÷òî ôèãóðêà ìîæåò ëåæàòü, íàïðèìåð, êàê ïîêàçàíî
íà ðèñóíêå. Çàòåì ïîïðîáóåì çàêðûòü êëåòêó 2, îòêóäà ïîëó÷àåì åäèí-
ñòâåííûé âàðèàíò, íå ïðîòèâîðå÷àùèé óñëîâèþ. Ïîòîì çàêðîåì êëåòêó
3.

1
2

3

Äàëåå, òàêóþ æå êàðòèíêó ïîëó÷èì â êàæäîì óãëó.
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Çàäàâàëüíèê

Çàäà÷à 1.1.4. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2012.6.1) Ðàçðåæüòå ðàìêó
íà 16 ðàâíûõ ÷àñòåé.

Çàäà÷à 1.1.5. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2012.6.1) Ïîêàæèòå, êàê ðàçðåçàòü êâàäðàò ðàçìåðîì 5× 5 êëå-
òîê íà ¾óãîëêè¿ øèðèíîé â îäíó êëåòêó òàê, ÷òîáû âñå ¾óãîëêè¿ ñîñòîÿëè
èç ðàçíîãî êîëè÷åñòâà êëåòîê. (Äëèíû ¾ñòîðîí¿ óãîëêà ìîãóò áûòü êàê
îäèíàêîâûìè, òàê è ðàçëè÷íûìè).

Çàäà÷à 1.1.6. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2011.7.1) Íà ðèñóíêå íè-
æå ïðèâåä¼í ôðàãìåíò ìîçàèêè, êîòîðàÿ ñîñòîèò èç ðîìáèêîâ äâóõ âèäîâ:
¾øèðîêèõ¿ è ¾óçêèõ¿. Íàðèñóéòå, êàê ïî ëèíèÿì ìîçàèêè âûðåçàòü ôè-
ãóðó, ñîñòîÿùóþ ðîâíî èç 3 ¾øèðîêèõ¿ è 8 ¾óçêèõ¿ ðîìáèêîâ. (Ôèãóðà íå
äîëæíà ðàñïàäàòüñÿ íà ÷àñòè.)
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Çàäà÷à 1.1.7. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2015.1) Óïîðíûé Âàñÿ õî-
òåë èç êëåò÷àòîé äîñêè 8 × 8 âûðåçàòü 12 ïðÿìîóãîëüíèêîâ 1 × 2 òàê,
÷òîáû èç îñòàâøåéñÿ ÷àñòè äîñêè íåâîçìîæíî áûëî âûðåçàòü ïðÿìîóãîëü-
íèê 1×3. (Ðåçàòü ìîæíî òîëüêî ïî ëèíèÿì ñåòêè). È ó íåãî ýòî ïîëó÷èëîñü!
Ïîêàæèòå íà ðèñóíêå, êàê îí ìîã ýòî ñäåëàòü.

Çàäà÷à 1.1.8. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2016.1) Çàêðàñüòå íà ðè-
ñóíêå îäíó êëåòêó è íåçàêðàøåííóþ ÷àñòü ðàçðåæüòå ïî ëèíèÿì ñåòêè íà
äâå îäèíàêîâûå ÷àñòè.

Çàäà÷à 1.1.9. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2016.7.1) Ìàëüâèíà âåëå-
ëà Áóðàòèíî ðàçðåçàòü êâàäðàò íà 7 ïðÿìîóãîëüíèêîâ (íåîáÿçàòåëüíî ðàç-
ëè÷íûõ), ó êàæäîãî èç êîòîðûõ îäíà ñòîðîíà â äâà ðàçà áîëüøå äðóãîé.
Âûïîëíèìî ëè ýòî çàäàíèå?

Çàäà÷à 1.1.10. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2004.7.1) Íàðèñóéòå øåñòèóãîëüíèê, êîòîðûé æþðè íå ñìîæåò
ðàçðåçàòü íà äâà ÷åòûð¼õóãîëüíèêà.

Çàäà÷à 1.1.11. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2003.7.1) Íà êëåò÷àòîé
áóìàãå íàðèñîâàí êâàäðàò. Èçâåñòíî, ÷òî åãî ìîæíî ðàçðåçàòü íà ïðÿìî-
óãîëüíèêè ðàçìåðîì 1 × 6 êëåòîê. Äîêàæèòå, ÷òî ýòîò êâàäðàò ìîæíî
òàêæå ðàçðåçàòü íà óãîëêè èç òð¼õ êëåòîê.

Çàäà÷à 1.1.12. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2006.6.2) Ðàçðåæüòå ôè-
ãóðó íà äâå îäèíàêîâûå (ñîâïàäàþùèå ïðè íàëîæåíèè) ÷àñòè.
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Çàäà÷à 1.1.13. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2009.6.2) Ðàçðåæüòå ôè-
ãóðó, èçîáðàæ¼ííóþ íà ðèñóíêå, íà âîñåìü îäèíàêîâûõ ÷àñòåé.

Çàäà÷à 1.1.14. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2002.6.2;7.2) Íåçíàéêà
ðàçðåçàë ôèãóðó íà òð¼õêëåòî÷íûå è ÷åòûð¼õêëåòî÷íûå óãîëêè, íàðèñî-
âàííûå ñïðàâà îò íå¼. Ñêîëüêî òð¼õêëåòî÷íûõ óãîëêîâ ìîãëî ïîëó÷èòüñÿ?

Çàäà÷à 1.1.15. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1995.6.2) Ðàçðåæüòå
èçîáðàæ¼ííóþ íà ðèñóíêå ôèãóðó íà äâå îäèíàêîâûå ÷àñòè.

Çàäà÷à 1.1.16. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2008.6.2) Ðàçðåæüòå ôèãóðó ñ âûðåçàííûì êâàäðàòèêîì íà äâå
îäèíàêîâûå ÷àñòè, èç êîòîðûõ ìîæíî ñîñòàâèòü âòîðóþ ôèãóðó. ×àñòè
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ðàçðåøàåòñÿ è ïîâîðà÷èâàòü, è ïåðåâîðà÷èâàòü.

Çàäà÷à 1.1.17. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2006.6.2) Äîáàâüòå ê ôèãóðå, èçîáðàæ¼ííîé íà ðèñóíêå, äâå
êëåòêè (ïî ëèíèÿì ñåòêè) òàê, ÷òîáû ïîñëå ýòîãî å¼ ìîæíî áûëî ðàçðåçàòü
ïî ëèíèÿì ñåòêè íà äâå ðàâíûå ÷àñòè.

Çàäà÷à 1.1.18. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1999.7.2) Ðàçðåæüòå ôè-
ãóðó (ïî ãðàíèöàì êëåòîê) íà òðè ðàâíûå (îäèíàêîâûå ïî ôîðìå è âåëè-
÷èíå) ÷àñòè.

Çàäà÷à 1.1.19. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2006.7.2) Ðàçðåæüòå
èçîáðàæ¼ííûé íà ðèñóíêå ïÿòèóãîëüíèê íà äâå îäèíàêîâûå (ñîâïàäàþ-
ùèå ïðè íàëîæåíèè) ÷àñòè.

Çàäà÷à 1.1.20. (Òóðíèð Àðõèìåäà � 2012.2) Òðåáóåòñÿ ðàçáèòü ó÷àñòîê
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çåìëè íà 8 îäèíàêîâûõ äà÷íûõ ó÷àñòêîâ (òî åñòü ñîâïàäàþùèõ êàê ïî ïëî-
ùàäè, òàê è ïî ôîðìå). Ãðàíèöû ó÷àñòêîâ äîëæíû ïðîõîäèòü ïî ëèíèÿì
ñåòêè, íà êàæäîì ó÷àñòêå äîëæåí ðàñïîëàãàòüñÿ äîìèê.

Çàäà÷à 1.1.21. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2012.7.2) Êâàäðàò ðàç-
ðåçàëè íà íåñêîëüêî ÷àñòåé. Ïåðåëîæèâ ýòè ÷àñòè, èç íèõ âñåõ ñëîæèëè
òðåóãîëüíèê. Çàòåì ê ýòèì ÷àñòÿì äîáàâèëè åù¼ îäíó ôèãóðêó � è îêàçà-
ëîñü, ÷òî èç íîâîãî íàáîðà ôèãóðîê òîæå ìîæíî ñëîæèòü êàê êâàäðàò, òàê
è òðåóãîëüíèê. Ïîêàæèòå, êàê òàêîå ìîãëî áû ïðîèçîéòè (íàðèñóéòå, êàê
èìåííî ýòè äâà êâàäðàòà è äâà òðåóãîëüíèêà ìîãëè áû áûòü ñîñòàâëåíû
èç ôèãóðîê).

Çàäà÷à 1.1.22. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2008.7.2) Êâàäðàò ðàçðåçàëè íà äâåíàäöàòü ïðÿìîóãîëüíûõ òðå-
óãîëüíèêîâ. Ìîãóò ëè äåñÿòü èç íèõ îêàçàòüñÿ ðàâíûìè äðóã äðóãó, à äâà
îñòàâøèõñÿ � îòëè÷àòüñÿ è îò íèõ, è äðóã îò äðóãà?

Çàäà÷à 1.1.23. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2006.7.2) Ðàçðåæüòå ôèãóðó, èçîáðàæ¼ííóþ íà ðèñóíêå, íà äâå
îäèíàêîâûå ÷àñòè òðåìÿ ñïîñîáàìè (ðåçàòü ìîæíî òîëüêî ïî ëèíèÿì ñåò-
êè).

Çàäà÷à 1.1.24. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1991.6.3) Êàê îäíèì ïðÿ-
ìîëèíåéíûì ðàçðåçîì ðàññå÷ü äâà ëåæàùèõ íà ñêîâîðîäå êâàäðàòíûõ áëè-
íà íà äâå ðàâíûå ÷àñòè êàæäûé?

Çàäà÷à 1.1.25. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2003.6.3) Ñóùåñòâóåò ëè 10-óãîëüíèê, êîòîðûé ìîæíî ðàçðåçàòü
íà 5 òðåóãîëüíèêîâ?

Çàäà÷à 1.1.26. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2008.6.4) Ðàçðåæüòå
êàêîé-íèáóäü êâàäðàò íà êâàäðàòèêè äâóõ ðàçíûõ ðàçìåðîâ òàê, ÷òîáû
ìàëåíüêèõ áûëî ñòîëüêî æå, ñêîëüêî è áîëüøèõ.

Çàäà÷à 1.1.27. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2017.6.4) Ðàçðåæüòå ôè-
ãóðó íà äâåíàäöàòü îäèíàêîâûõ ÷àñòåé.
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Çàäà÷à 1.1.28. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2013.6.5) Ìà÷åõà ïðèêàçàëà Çîëóøêå ñøèòü êâàäðàòíîå îäåÿëî
èç ïÿòè ïðÿìîóãîëüíûõ êóñêîâ òàê, ÷òîáû äëèíû ñòîðîí âñåõ êóñêîâ áûëè
ïîïàðíî ðàçëè÷íû è ñîñòàâëÿëè öåëîå ÷èñëî äþéìîâ. Ñìîæåò ëè Çîëóøêà
âûïîëíèòü çàäàíèå áåç ïîìîùè ôåè-êð¼ñòíîé?

Çàäà÷à 1.1.29. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2015.6.4;7.3) Ðàçðåæüòå
íàðèñîâàííûé øåñòèóãîëüíèê íà ÷åòûðå îäèíàêîâûå ôèãóðû. Ðåçàòü ìîæ-
íî òîëüêî ïî ëèíèÿì ñåòêè.

Çàäà÷à 1.1.30. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2005.7.3) Ðàçðåæüòå ïî êëåòî÷êàì êâàäðàò 5× 5 íà òðè ÷àñòè ñ
ðàâíûìè ïåðèìåòðàìè.

Çàäà÷à 1.1.31. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2003.6.4) Ïðÿìîóãîëüíèê
ðàçðåçàí íà íåñêîëüêî ïðÿìîóãîëüíèêîâ, ïåðèìåòð êàæäîãî èç êîòîðûõ �
öåëîå ÷èñëî ìåòðîâ. Âåðíî ëè, ÷òî ïåðèìåòð èñõîäíîãî ïðÿìîóãîëüíèêà �
òîæå öåëîå ÷èñëî ìåòðîâ?

Çàäà÷à 1.1.32. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1998.6.4) Ðàçðåæüòå ôè-
ãóðó, èçîáðàæ¼ííóþ íà ðèñóíêå, íà äâå ÷àñòè, èç êîòîðûõ ìîæíî ñëîæèòü
òðåóãîëüíèê.
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Çàäà÷à 1.1.33. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1997.6.4) Ðàçðåæüòå
èçîáðàæ¼ííóþ íà ðèñóíêå äîñêó íà ÷åòûðå îäèíàêîâûå ÷àñòè òàê, ÷òî-
áû êàæäàÿ èç íèõ ñîäåðæàëà òðè çàøòðèõîâàííûå êëåòêè.

Çàäà÷à 1.1.34. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2003.7.4) Ïðÿìîóãîëüíèê
ðàçðåçàëè øåñòüþ âåðòèêàëüíûìè è øåñòüþ ãîðèçîíòàëüíûìè ðàçðåçàìè
íà 49 ïðÿìîóãîëüíèêîâ, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå íèæå. Îêàçàëîñü, ÷òî
ïåðèìåòð êàæäîãî èç ïîëó÷èâøèõñÿ ïðÿìîóãîëüíèêîâ � öåëîå ÷èñëî ìåò-
ðîâ. Îáÿçàòåëüíî ëè ïåðèìåòð èñõîäíîãî ïðÿìîóãîëüíèêà � öåëîå ÷èñëî
ìåòðîâ?

Çàäà÷à 1.1.35. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2003.7.4) Ñóùåñòâóåò ëè
äåñÿòèóãîëüíèê, êîòîðûé îäíîé ïðÿìîé ìîæíî ðàçáèòü íà 6 ÷àñòåé?

Çàäà÷à 1.1.36. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1994.6.5) Ðàçðåæüòå
êâàäðàò íà òðè ÷àñòè, èç êîòîðûõ ìîæíî ñëîæèòü òðåóãîëüíèê ñ òðåìÿ
îñòðûìè óãëàìè è òðåìÿ ðàçëè÷íûìè ñòîðîíàìè.
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Çàäà÷à 1.1.37. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿
� 2010.6.5) Ñàøà ðàçðåçàë øàõìàòíóþ äîñêó
8×8 ïî ãðàíèöàì êëåòîê íà 30 ïðÿìîóãîëüíèêîâ
òàê, ÷òîáû ðàâíûå ïðÿìîóãîëüíèêè íå ñîïðèêà-
ñàëèñü äàæå óãëàìè (ðèñóíîê íèæå). Ïîïûòàé-
òåñü óëó÷øèòü åãî äîñòèæåíèå, ðàçðåçàâ äîñêó
íà áîëüøåå ÷èñëî ïðÿìîóãîëüíèêîâ ñ ñîáëþäå-
íèåì òîãî æå óñëîâèÿ.

Çàäà÷à 1.1.38. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1996.6.5) Ìîæíî ëè ðàç-
ðåçàòü íà ÷åòûðå îñòðîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêà: à) êàêîé-íèáóäü âûïóêëûé
ïÿòèóãîëüíèê; á) ïðàâèëüíûé ïÿòèóãîëüíèê?

Çàäà÷à 1.1.39. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ
îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàññîâ � 2009.6.5) Ðàçðåæüòå ôè-
ãóðó íà ðèñóíêå íà òðè ðàâíûå ÷àñòè (íå îáÿçàòåëüíî ïî
ëèíèÿì ñåòêè). (Ðàâíûìè íàçûâàþòñÿ ÷àñòè, êîòîðûå
ìîæíî ñîâìåñòèòü, íàëîæèâ äðóã íà äðóãà. Ïðè ýòîì
÷àñòè ìîæíî ïîâîðà÷èâàòü è ïåðåâîðà÷èâàòü.)

Çàäà÷à 1.1.40. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2013.7.5) Ðàçðåæüòå ïî êëåòî÷êàì êâàäðàò 7× 7 íà äåâÿòü ïðÿ-
ìîóãîëüíèêîâ (íå îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íûõ), èç êîòîðûõ ìîæíî áóäåò ñëî-
æèòü ëþáîé ïðÿìîóãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè, íå ïðåâîñõîäÿùèìè 7.

Çàäà÷à 1.1.41. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1995.7.6) Ðàçðåæüòå
èçîáðàæ¼ííóþ ôèãóðó íà äâå ÷àñòè, èç êîòîðûõ ìîæíî ñëîæèòü öåëûé
êâàäðàò 8× 8.

Çàäà÷à 1.1.42. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2010.6.7) Âàñÿ íàçûâàåò ïðÿìîóãîëüíèê, ñòîðîíû êîòîðîãî îò-
ëè÷àþòñÿ íà 1, ïî÷òè�êâàäðàòîì. (Íàïðèìåð, ïðÿìîóãîëüíèê ñî ñòîðî-
íàìè 5 è 6 � ýòî ïî÷òè-êâàäðàò.) Ñóùåñòâóåò ëè ïî÷òè�êâàäðàò, êîòîðûé
ìîæíî ðàçðåçàòü íà 2010 ïî÷òè-êâàäðàòîâ?
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Çàäà÷à 1.1.43. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2016.6.8) Íà ñêîëüêî ðàâíûõ âîñüìèóãîëüíèêîâ ìîæíî ðàçðå-
çàòü êâàäðàò ðàçìåðîì 8× 8? (Âñå ðàçðåçû äîëæíû ïðîõîäèòü ïî ëèíèÿì
ñåòêè.)

Çàäà÷à 1.1.44. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷å-
ñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàññîâ � 2011.6.9) Äè-
ìà ðàçðåçàë êàðòîííûé êâàäðàò 8×8 ïî ãðàíèöàì
êëåòîê íà øåñòü ÷àñòåé (ñì. ðèñóíîê). Îêàçàëîñü,
÷òî êâàäðàò îñòàëñÿ êðåïêèì: åñëè ïîëîæèòü åãî
íà ñòîë è ïîòÿíóòü (âäîëü ñòîëà) çà ëþáóþ ÷àñòü
â ëþáîì íàïðàâëåíèè, òî âåñü êâàäðàò ïîòÿíåòñÿ
âìåñòå ñ ýòîé ÷àñòüþ. Ïîêàæèòå, êàê ðàçðåçàòü òà-
êîé êâàäðàò ïî ãðàíèöàì êëåòîê íå ìåíåå, ÷åì íà
27 ÷àñòåé, ÷òîáû êâàäðàò îñòàâàëñÿ êðåïêèì è â
êàæäîé ÷àñòè áûëî íå áîëåå 16 êëåòîê.

1 2

3 4
5

6

Çàäà÷à 1.1.45. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2009.6.9) Äàí êâàäðàò 2n×2n. Âàñÿ çàêðàøèâàåò â í¼ì äâå ëþ-
áûå êëåòêè. Âñåãäà ëè Ïåòÿ ñìîæåò ðàçðåçàòü ýòîò êâàäðàò íà äâå ðàâíûå
÷àñòè òàê, ÷òîáû çàêðàøåííûå êëåòêè áûëè â ðàçíûõ ïîëîâèíêàõ?

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Çàäà÷à 1.1. Áóêâîé ¾Ã¿ íàçûâàåòñÿ êëåò÷àòàÿ ôèãóðà, ñîñòîÿùàÿ èç
2, 3, 4, . . . êëåòîê, èäóùèõ ïîäðÿä, è åù¼ îäíîé êëåòêè, èìåþùåé îáùóþ
ñòîðîíó ñ îäíîé èç êðàéíèõ êëåòîê:

. . .

.

Èìååòñÿ íàáîð, ñîñòîÿùèé èç áóêâ ¾Ã¿, â êîòîðîì ôèãóðà êàæäîãî ðàçìåðà
âñòðå÷àåòñÿ ðîâíî ïî äâà ðàçà. Ñîñòàâüòå êâàäðàò 8 × 8 èç ôèãóð íàáîðà
òàê, ÷òîáû íå áûëî ôèãóðû êàêîãî-òî ðàçìåðà, èñïîëüçîâàííîé ðîâíî îäèí
ðàç.

Çàäà÷à 1.2. Îäèí àâñòðèéñêèé õóäîæíèê è êàðòîãðàô, ñèäÿ â òþðüìå çà
äåáîø â ïèâíîé, î÷åíü õîòåë ñäåëàòü ôëàã äëÿ ñâîåé îðãàíèçàöèè. Îí ïëà-
íèðîâàë, ÷òîáû ôëàã áûë êâàäðàòíûì, ðàçìåðîì 5 íà 5 ìåòðîâ, ñ äûðêîé
â ñàìîì öåíòðå ðàçìåðîì 1 íà 1 ìåòð. Îäíàêî â åãî ðàñïîðÿæåíèè èìåëñÿ
ëèøü ïðÿìîóãîëüíûé êóñîê òêàíè ðàçìåðîì 6 íà 4 ìåòðà ñ ðàçëèíîâêîé ïî
êâàäðàòíîé ñåòêå øàãîì â 1 ìåòð, ëèíèè êîòîðîé áûëè ïàðàëëåëüíû ñòîðî-
íàì ïðÿìîóãîëüíèêà è íà÷èíàëèñü îò íèõ. Òàêæå åìó õîòåëîñü ðàçðåçàòü
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èñõîäíûé êóñîê íå áîëåå, ÷åì íà 4 ÷àñòè, êîòîðûå åù¼ è âäîáàâîê äîëæ-
íû áûëè áûòü îäèíàêîâûìè, ÷òîáû èõ ïðîùå áûëî ïðÿòàòü, à ðàçðåçû îí
õîòåë äåëàòü òîëüêî ïî ëèíèÿì ðàçëèíîâêè. Ê òîìó æå, åñëè ñòðàæà çà-
ìåòèëà áû ó íåãî êóñêè òêàíè ïðÿìîóãîëüíîé ôîðìû, îíà áû ñðàçó ìîãëà
åãî çàïîäîçðèòü. Ïîìîãèòå ìîëîäîìó ÷åëîâåêó ñïðàâèòüñÿ ñ ýòîé çàäà÷åé.

Çàäà÷à 1.3. Èìåþòñÿ ïðÿìîóãîëüíèêè 1 × 1, 1 × 2, 1 × 3, . . . , 1 × 13. Ñî-
ñòàâüòå èç íèõ ïðÿìîóãîëüíèê, êàæäàÿ ñòîðîíà êîòîðîãî áîëüøå åäèíèöû.
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2 Âçâåøèâàíèÿ

Ìàòåðèàë äëÿ ðàçáîðà íà çàíÿòèè

Åñëè âû ó÷àñòâîâàëè â îëèìïèàäàõ ðàíåå, òî íàâåðíÿêà ñòàëêèâàëèñü ñ
çàäà÷àìè íà âçâåøèâàíèÿ.

Îíè, êàê ïðàâèëî, ñâîäÿòñÿ ê ïîèñêó çà êîíå÷íîå ÷èñëî âçâåøèâàíèé ïðåä-
ìåòà, îòëè÷àþùåãîñÿ îò îñòàëüíûõ ïî âåñó. Ïîèñê îñóùåñòâëÿåòñÿ ïóò¼ì
îïåðàöèé ñðàâíåíèÿ êàê îäèíî÷íûõ ýëåìåíòîâ, òàê è ãðóïï ýëåìåíòîâ,
ìåæäó ñîáîé èëè ñ ãèðÿìè îïðåäåë¼ííîãî âåñà. Ïðè ýòîì ìîãóò èñïîëüçî-
âàòüñÿ âåñû, îòëè÷àþùèåñÿ ïî ñâîèì âîçìîæíîñòÿì. Ñàìûé ïðîñòîé ñëó-
÷àé � ÷àøå÷íûå âåñû, ïîçâîëÿþùèå ñðàâíèâàòü îáúåêòû èëè ãðóïïû îáú-
åêòîâ ìåæäó ñîáîé (êàê ñ èñïîëüçîâàíèåì ãèðü, òàê è áåç, ÷òî îãîâàðèâà-
åòñÿ â óñëîâèè çàäà÷è).

Ïðîñòåéøåé çàäà÷åé íà ýòó òåìó ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ.

Çàäà÷à 1.2.1. Åñòü 3 âíåøíå îäèíàêîâûå êîíôåòû, èç êîòîðûõ îäíà
íåâêóñíàÿ (áîëåå ë¼ãêàÿ, ïîòîìó ÷òî áåç íà÷èíêè). Êàê ñ ïîìîùüþ ÷à-
øå÷íûõ âåñîâ áåç ãèðü âûäåëèòü íåâêóñíóþ êîíôåòó çà 1 âçâåøèâàíèå?

Âíà÷àëå ðàçáåð¼ìñÿ, ÷òî òàêîå ÷àøå÷íûå âåñû áåç ãèðü è ÷òî îíè óìåþò.

Îäíîé èç ñàìûõ ðàñïðîñòðàí¼ííûõ îøèáîê ó÷àùèõñÿ íà îëèìïèàäàõ ÿâëÿ-
åòñÿ óáåæä¼ííîñòü, ÷òî åñëè ìû íå âèäèì, íà ñêîëüêî êîíêðåòíî òÿæåëåå
îäíà ÷àøà âåñîâ, òî óæ ïîíÿòü, â êàêîì èç äâóõ âçâåøèâàíèé ÷àøà ¾ïå-
ðåâåøèâàëà ñèëüíåå¿, ìû ìîæåì. Çà òàêîå ¾ðåøåíèå¿ æþðè ñòàâèò íîëü
áàëëîâ.

Òàêæå, ê ñîæàëåíèþ, áîëüøèíñòâî ó÷àñòíèêîâ îëèìïèàä ïðè ðåøåíèè çà-
äà÷è íà âçâåøèâàíèå êàòåãîðè÷åñêè íå ïîíèìàþò, êàê åãî ïðàâèëüíî îôîð-
ìèòü.

Ðåøåíèå. Ïðîíóìåðóåì êîíôåòû è ïîëîæèì íà ðàçëè÷íûå ÷àøè âåñîâ
êîíôåòó íîìåð 1 è êîíôåòó íîìåð 2. Âîçìîæíû òðè ñëó÷àÿ.

1. Åñëè ïåðåâåñèëà ÷àøà ñ êîíôåòîé íîìåð 1, çíà÷èò íåâêóñíîé ÿâëÿåòñÿ
êîíôåòà íîìåð 2.

2. Åñëè ïåðåâåñèëà ÷àøà ñ êîíôåòîé íîìåð 2, çíà÷èò íåâêóñíîé ÿâëÿåòñÿ
êîíôåòà íîìåð 1.
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3. Åñëè íà âåñàõ óñòàíîâèëîñü ðàâåíñòâî, òî íåâêóñíîé ÿâëÿåòñÿ îñòàâøà-
ÿñÿ êîíôåòà �� êîíôåòà íîìåð 3.

Ðåøåíèå çàäà÷è ïîñëå ïåðåáîðà âñåõ ñëó÷àåâ ÿâëÿåòñÿ çàêîí÷åííûì. Íå
çàáóäüòå óêàçàòü âñå âîçìîæíûå ñëó÷àè, ïîòåðÿ îäíîãî, äàæå î÷åâèäíîãî,
íà âàø âçãëÿä, ñëó÷àÿ, ìîæåò ëèøèòü âàñ áàëëîâ çà çàäà÷ó, â òîì ÷èñëå è
âñåõ.

Èíîãäà íåèçâåñòíî, ëåã÷å èëè òÿæåëåå îñòàëüíûõ îáúåêò, êîòîðûé íàäî
íàéòè. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó.

Çàäà÷à 1.2.2. Ñðåäè ÷åòûð¼õ ìîíåò ðîâíî îäíà ôàëüøèâàÿ (ïðè÷¼ì íåèç-
âåñòíî, ëåã÷å ëè ýòà ìîíåòà èëè òÿæåëåå íàñòîÿùåé). Êàê âûäåëèòü å¼ ñ
ïîìîùüþ äâóõ âçâåøèâàíèé íà ÷àøå÷íûõ âåñàõ áåç ãèðü?

Ðåøåíèå. Îäíèì èç ìåòîäîâ îôîðìëåíèÿ ðåøåíèÿ ïîäîáíûõ çàäà÷ ÿâëÿ-
åòñÿ ñõåìà âîçìîæíûõ äåéñòâèé.

Ñõåìà âçâåøèâàíèé äëÿ 1 2 3 4

1 2?

1 26= 1 2=

1 3? 2 3?

1 3= 1 36= 2 3= 2 36=

2 −ôàëüøèâàÿ 1 −ôàëüøèâàÿ 4 −ôàëüøèâàÿ 3 −ôàëüøèâàÿ

Òàêæå, â çàäà÷àõ íà âçâåøèâàíèÿ óñëîâèå ìîæåò ïîìåíÿòüñÿ ïîñðåäñòâîì
äîáàâëåíèÿ ¾èñïîð÷åííîñòè¿ âåñîâ, ïîêàçûâàþùèõ êàêîå-òî èñêàæåíèå.
Íàïðèìåð, âåñû ìîãóò ïîêàçûâàòü ðàâíîâåñèå ïðè âñåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà
âåñà íà îòäåëüíûõ ÷àøàõ îòëè÷àþòñÿ ìåíåå, ÷åì íà êàêîå-ëèáî êîëè÷åñòâî
ãðàìì. Òàêæå, íàïðèìåð, â óñëîâèå ìîæåò áûòü ââåä¼í ôèêñèðîâàííûé
íàáîð ãèðü, êîòîðûå òîæå ìîæíî èñïîëüçîâàòü.

Òàêæå, çàäà÷à íà âçâåøèâàíèå ìîæåò áûòü äàíà è äëÿ îáû÷íûõ âåñîâ,
ïîêàçûâàþùèõ âåñ.
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Çàäà÷à 1.2.3. Êîðîëþ ïðèíåñëè åæåãîäíóþ äàíü � ïî îäíîìó ìåøêó ñ
çîëîòûìè ìîíåòàìè îò êàæäîé èç 10 ïðîâèíöèé åãî êîðîëåâñòâà, íî òàéíàÿ
ñëóæáà äîíåñëà, ÷òî â îäíîì èç ìåøêîâ ìîíåòû ôàëüøèâûå, âåñÿùèå 9
ãðàìì (âî âñåõ æå îñòàëüíûõ � îäèíàêîâûå è âåñÿùèå 10 ãðàìì). Ó êîðîëÿ
åñòü äîðîãèå ïîêàçûâàþùèå òî÷íûé âåñ çàìîðñêèå âåñû, êîòîðûå îí ìîæåò
èñïîëüçîâàòü ëèøü åäèíîæäû. Êàê êîðîëþ íàéòè ìåøîê ñ ôàëüøèâûìè
ìîíåòàìè? (Â êàæäîì ìåøêå ìîíåò áîëüøîå êîëè÷åñòâî.)

Ðåøåíèå. Ðåøàòü äàííóþ çàäà÷ó, ìîæíî, îïèðàÿñü íà ïðîòèâîðå÷èå îæè-
äàåìîãî âåñà (åñëè áû âñå ìîíåòû áûëè íàñòîÿùèìè) è ðåàëüíîãî, ïîëó-
÷åííîãî èç-çà ôàëüøèâûõ ìîíåò. Íàïðèìåð, ìû ìîæåì âçÿòü èç êàæäîãî
ìåøêà ðàçíîå êîëè÷åñòâî ìîíåò: èç ïåðâîãî 1 ìîíåòó, èç âòîðîãî 2 è ò. ä.
Åñëè áû ôàëüøèâûõ ìîíåò íå áûëî, âåñû ïîêàçàëè áû âåñ â 550 ãðàìì(
(1 + 2 + · · ·+ 10) · 10

)
. Îäíàêî, íàëè÷èå ôàëüøèâûõ ìîíåò ñíèçèò åãî äî

550− x, ãäå x � íîìåð ìåøêà ñ ôàëüøèâûìè ìîíåòàìè.

Åñëè âû âñòðåòèëè òèï çàäà÷, ñ êîòîðûì âû ðàíåå íå âñòðå÷àëèñü, íå
âîëíóéòåñü, à ïðîñòî ïîïðîáóéòå ñâîè ñèëû!

Çàäàâàëüíèê

Çàäà÷à 1.2.4. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2002.7.1) Â íàáîðå èç 10 ãèðåê ëþáûå ÷åòûðå ãèðüêè ïåðåâå-
øèâàþò ëþáûå òðè èç îñòàâøèõñÿ. Âåðíî ëè, ÷òî ëþáûå òðè ãèðüêè èç
ýòîãî íàáîðà ïåðåâåøèâàþò ëþáûå äâå èç îñòàâøèõñÿ ñåìè?

Çàäà÷à 1.2.5. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2017.7.2) Ó àïòåêàðÿ åñòü
òðè ãèðüêè, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ îí îäíîìó ïîêóïàòåëþ îòâåñèë 100 ã éîäà,
äðóãîìó � 101 ã ì¼äà, à òðåòüåìó � 102 ã ïåðåêèñè âîäîðîäà. Ãèðüêè îí
ñòàâèë âñåãäà íà îäíó ÷àøó âåñîâ, à òîâàð � íà äðóãóþ. Ìîãëî ëè áûòü
òàê, ÷òî êàæäàÿ ãèðüêà ëåã÷å 90 ã?

Çàäà÷à 1.2.6. (Ìóíèöèïàëüíûé ýòàï Âñåðîññèéñêîé îëèìïèàäû øêîëü-
íèêîâ � 2005-2006.7.3) Ó ïðîäàâöà åñòü ñòðåëî÷íûå âåñû äëÿ âçâåøèâà-
íèÿ ñàõàðà ñ äâóìÿ ÷àøêàìè. Âåñû ìîãóò ïîêàçûâàòü âåñ îò 0 äî 5 êã. Ïðè
ýòîì ñàõàð ìîæíî êëàñòü òîëüêî íà ëåâóþ ÷àøêó, à ãèðè ìîæíî ñòàâèòü
íà ëþáóþ èç äâóõ ÷àøåê. Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî ãèðü äîñòàòî÷íî
èìåòü ïðîäàâöó, ÷òîáû âçâåñèòü ëþáîå êîëè÷åñòâî ñàõàðà îò 0 äî 25 êã?

Çàäà÷à 1.2.7. (Òóðíèð Àðõèìåäà � 2016.5) Íà ñòîëå òðè ñëèòêà çîëîòà
âåñîì â 3, 4 è 5 ã. Íà êàæäîì ñëèòêå óêàçàí âåñ, íî íàäïèñè ìîãóò áûòü
ïåðåïóòàíû. Âåñ ñëèòêîâ ìîæíî ñðàâíèâàòü íà ÷àøå÷íûõ âåñàõ áåç ãèðü,
íî â ìîìåíò âçâåøèâàíèÿ íà îäíó èç ÷àøåê (ëþáóþ) ïðûãàåò íåâèäèìûé
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ãíîì âåñîì â 1 ã. Êàê, ñäåëàâ íå áîëåå äâóõ âçâåøèâàíèé, âûÿñíèòü ïðà-
âèëüíûé âåñ õîòÿ áû îäíîãî ñëèòêà?

Çàäà÷à 1.2.8. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2017.6.6) ×åòûðå âíåøíå îäèíàêîâûå ìîíåòêè âåñÿò 1, 2, 3 è
4 ãðàììà. Ìîæíî ëè çà ÷åòûðå âçâåøèâàíèÿ íà ÷àøå÷íûõ âåñàõ áåç ãèðü
óçíàòü, êàêàÿ èç íèõ ñêîëüêî âåñèò?

Çàäà÷à 1.2.9. (Ìóíèöèïàëüíûé ýòàï Âñåðîññèéñêîé îëèìïèàäû øêîëü-
íèêîâ � 2007-2008.7.2) Â êîïèëêå ëåæàò 30 ìîíåò, ñðåäè êîòîðûõ 2 ôàëü-
øèâûå: îäíà ëåã÷å íàñòîÿùèõ íà 0,5 ã, äðóãàÿ ëåã÷å íàñòîÿùèõ íà 1 ã. Êàê
ñ ïîìîùüþ äâóõ âçâåøèâàíèé íà ÷àøå÷íûõ âåñàõ áåç ãèðü îïðåäåëèòü 14
íàñòîÿùèõ ìîíåò?

Çàäà÷à 1.2.10. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2008.6.7) Þâåëèð èçãîòîâèë 6 îäèíàêîâûõ ïî âèäó ñåðåáðÿíûõ
óêðàøåíèé ìàññîé 22 ã, 23 ã, 24 ã, 32 ã, 34 ã è 36 ã è ïîðó÷èë ñâîåìó
ïîäìàñòåðüþ âûáèòü íà êàæäîì óêðàøåíèè åãî ìàññó. Ìîæåò ëè þâåëèð
çà äâà âçâåøèâàíèÿ íà ÷àøå÷íûõ âåñàõ áåç ñòðåëîê è ãèðåê îïðåäåëèòü,
íå ïåðåïóòàë ëè ïîäìàñòåðüå óêðàøåíèÿ?

Çàäà÷à 1.2.11. (Ìóíèöèïàëüíûé ýòàï Âñåðîññèéñêîé îëèìïèàäû øêîëü-
íèêîâ � 1998-1999.8.2) Ó ôàëüøèâîìîíåò÷èêà åñòü 40 âíåøíå îäèíàêîâûõ
ìîíåò, ñðåäè êîòîðûõ 2 ôàëüøèâûå � îíè ëåã÷å, ÷åì îñòàëüíûå, è âåñÿò
îäèíàêîâî. Êàê ñ ïîìîùüþ äâóõ âçâåøèâàíèé íà ÷àøå÷íûõ âåñàõ áåç ãèðü
îòîáðàòü 20 íàñòîÿùèõ?

Çàäà÷à 1.2.12. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2011.6.8) Èçâåñòíî, ÷òî ñðåäè 63 ìîíåò åñòü 7 ôàëüøèâûõ. Âñå
ôàëüøèâûå ìîíåòû âåñÿò îäèíàêîâî, âñå íàñòîÿùèå ìîíåòû òàêæå âåñÿò
îäèíàêîâî, è ôàëüøèâàÿ ìîíåòà ëåã÷å íàñòîÿùåé. Êàê çà òðè âçâåøèâàíèÿ
íà ÷àøå÷íûõ âåñàõ áåç ãèðü îïðåäåëèòü 7 íàñòîÿùèõ ìîíåò?

Çàäà÷à 1.2.13. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2015.6.9) Åñòü 13 çîëîòûõ è 14 ñåðåáðÿíûõ ìîíåò, èç êîòîðûõ
ðîâíî îäíà ôàëüøèâàÿ. Èçâåñòíî, ÷òî åñëè ôàëüøèâàÿ ìîíåòà � çîëîòàÿ,
òî îíà ëåã÷å íàñòîÿùåé, òàê êàê ñäåëàíà èç ìåíüøåãî êîëè÷åñòâà çîëîòà,
à åñëè ôàëüøèâàÿ ìîíåòà � ñåðåáðÿíàÿ, òî îíà òÿæåëåå íàñòîÿùåé, òàê
êàê ñäåëàíà èç áîëåå äåø¼âîãî è òÿæ¼ëîãî ìåòàëëà. Êàê íàéòè ôàëüøè-
âóþ ìîíåòó çà òðè âçâåøèâàíèÿ íà ÷àøå÷íûõ âåñàõ áåç ãèðü? (Íàñòîÿùèå
çîëîòûå ìîíåòû âåñÿò îäèíàêîâî è íàñòîÿùèå ñåðåáðÿíûå ìîíåòû âåñÿò
îäèíàêîâî.)

Çàäà÷à 1.2.14. (Ðåãèîíàëüíûé ýòàï Âñåðîññèéñêîé îëèìïèàäû øêîëü-
íèêîâ � 2009.8.4) Èìåþòñÿ ÷àøå÷íûå âåñû è 100 ìîíåò, ñðåäè êîòîðûõ
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íåñêîëüêî (áîëüøå 0, íî ìåíüøå 99) ôàëüøèâûõ ìîíåò. Âñå ôàëüøèâûå
ìîíåòû âåñÿò îäèíàêîâî, âñå íàñòîÿùèå òîæå âåñÿò îäèíàêîâî, ïðè ýòîì
ôàëüøèâàÿ ìîíåòà ëåã÷å íàñòîÿùåé. Ìîæíî äåëàòü âçâåøèâàíèå íà âå-
ñàõ, çàïëàòèâ ïåðåä âçâåøèâàíèåì îäíó èç ìîíåò. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî ñ
ãàðàíòèåé îáíàðóæèòü íàñòîÿùóþ ìîíåòó.

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Çàäà÷à 1.4. Åñòü 9 âíåøíå îäèíàêîâûõ êîíôåò, èç êîòîðûõ îäíà íåâêóñ-
íàÿ (áîëåå ë¼ãêàÿ, ïîòîìó ÷òî áåç íà÷èíêè). Êàê ñ ïîìîùüþ ÷àøå÷íûõ
âåñîâ áåç ãèðü âûäåëèòü íåâêóñíóþ êîíôåòó çà 2 âçâåøèâàíèÿ?

Çàäà÷à 1.5. Ñðåäè ñåìè ìîíåò èìåþòñÿ 2 ôàëüøèâûå (áîëåå ë¼ãêèå). Çà
3 âçâåøèâàíèÿ íà ÷àøå÷íûõ âåñàõ áåç ãèðü îïðåäåëèòå îáå ôàëüøèâûå
ìîíåòû.

Çàäà÷à 1.6. Ñðåäè 9 ìîíåò ðîâíî îäíà ôàëüøèâàÿ (íåèçâåñòíî, ëåã÷å îíà
èëè òÿæåëåå íàñòîÿùåé). Êàê îïðåäåëèòü å¼ ñ ïîìîùüþ òð¼õ âçâåøèâàíèé
íà ÷àøå÷íûõ âåñàõ áåç ãèðü?

Çàäà÷à 1.7. Åñòü 9 êã çåðíà è ÷àøå÷íûå âåñû ñ ãèðüêîé â 200 ãðàìì. Êàê
ñ ïîìîùüþ 3 âçâåøèâàíèé îòìåðèòü ðîâíî 2 êã çåðíà?

Çàäà÷à 1.8. Ó áîáðà-õðàíèòåëÿ çåðíà åñòü 6 ãèðü ñ íàíåñ¼ííîé ìàðêèðîâ-
êîé 1, 2, 3, 4, 5 è 6 êã. Îäíàêî îí ïîäîçðåâàåò, ÷òî ó äâóõ ãèðü ìîæåò áûòü
ïåðåïóòàíà ìàðêèðîâêà. Êàê ïðè ïîìîùè äâóõ âçâåøèâàíèé íà ÷àøå÷íûõ
âåñàõ, íà êîòîðûõ ìîæíî ñðàâíèòü âåñà ëþáûõ ãðóïï ãèðü, îïðåäåëèòü,
âåðíà ëè äàííàÿ ìàðêèðîâêà? Ãèðè èçãîòîâëåíû èç ðàçíûõ ìàòåðèàëîâ,
ïîýòîìó ¾íà ãëàç¿ îïðåäåëèòü äàííóþ èíôîðìàöèþ îí íå ìîæåò.
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3 Ïåðåëèâàíèÿ

Ìàòåðèàë äëÿ ðàçáîðà íà çàíÿòèè

Îäíà èç îëèìïèàäíûõ òåì, óñëîâèÿ çàäà÷ êîòîðîé âûçûâàþò ìíîãî âîïðî-
ñîâ ó íåçíàêîìûõ ñ äàííîé ñïåöèôèêîé øêîëüíèêîâ, ñâÿçàíà ñ çàäà÷àìè
íà ïåðåëèâàíèÿ. Íèæå ïðèâåäåíà îäíà èç ñàìûõ èçâåñòíûõ � òàê íàçû-
âàåìàÿ çàäà÷à Ïóàññîíà. Çíàìåíèòûé ôðàíöóçñêèé ìàòåìàòèê, ìåõàíèê è
ôèçèê Ñèìåîí Äåíè Ïóàññîí (1781 − 1840) ðåøèë ýòó çàäà÷ó â þíîñòè è
âïîñëåäñòâèè óòâåðæäàë, ÷òî èìåííî îíà ïîáóäèëà åãî ñòàòü ìàòåìàòèêîì.

Çàäà÷à 1.3.1. Âëàä èìååò 12 ë ìîëîêà è õî÷åò âûïèòü åãî ïîëîâèíó. Íî
ó íåãî åñòü òîëüêî 8-ëèòðîâûé è 5-ëèòðîâûé ñîñóäû. Êàêèì îáðàçîì åìó
îòìåðèòü 6 ë?

Ðåøåíèå. Òèïè÷íûì ðåøåíèåì íå çíàêîìîãî ñ äàííîé òåìîé ó÷àñòíèêà
îëèìïèàäû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå: ¾Âëàäó ñëåäóåò îòëèòü ïîëîâèíó èç äâå-
íàäöàòèëèòðîâîãî ñîñóäà â âîñüìèëèòðîâûé. 12 : 2 = 6, çíà÷èò, ó íàñ åñòü
6 ëèòðîâ¿.

Ê ñîæàëåíèþ, çà äàííîå ðåøåíèå, ïðè âñ¼ì æåëàíèè, íè îäíîãî áàëëà
ïîëó÷èòü íå âûéäåò. Êàê çà÷àñòóþ áûâàåò, â óñëîâèè çàäà÷è íå óêàçàíî
òî, ÷òî àâòîðû ñ÷èòàþò î÷åâèäíûì � à èìåííî, ÷òî âñå ñîñóäû ó íàñ
ÿâëÿþòñÿ íåïðîçðà÷íûìè è äàæå òàêîé ôîðìû, ÷òî ïîíÿòü, íàñêîëüêî
îíè çàïîëíåíû, íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì.

Åäèíñòâåííûå äåéñòâèÿ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ äîñòóïíûìè � ýòî âûëèòü öå-
ëèêîì âñ¼ ñîäåðæèìîå èç îäíîãî ñîñóäà â äðóãîé èëè íàëèòü â ñîñóä ñòîëü-
êî, ñêîëüêî â íåãî ïîìåñòèòñÿ.

Ñòàíäàðòíûì ìåòîäîì îôîðìëåíèÿ ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ ïîñòðî-
åíèå òàáëèöû, ïîêàçûâàþùåé, êàêîå êîëè÷åñòâî æèäêîñòè ñîäåðæèòñÿ íà
êàæäîì øàãå â êàæäîì èç ñîñóäîâ.

Íàïðèìåð, ðåøåíèå äàííîé çàäà÷è ìîæíî îôîðìèòü òàê.

Ðàçìåð ñîñóäà 12 8 5
Øàã 0 12 0 0
Øàã 1 4 8 0
Øàã 2 4 3 5
Øàã 3 9 3 0
Øàã 4 9 0 3
Øàã 5 1 8 3
Øàã 6 1 6 5
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Ýòî ìîæíî ðàñøèôðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: íà ïåðâîì øàãå ìû íà-
ïîëíÿåì ïîëíîñòüþ 8-ëèòðîâûé ñîñóä, íà âòîðîì � âûëèâàåì, ñêîëüêî
ïîìåñòèòñÿ, èç 8-ëèòðîâîãî â 5-ëèòðîâûé è ò. ä.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó.

Çàäà÷à 1.3.2. Çëîé ìàã Êðîêîáîáð âàðèò çåëüå. Íà ïîñëåäíåì ýòàïå îí
äîëæåí äîáàâèòü ðîâíî 4 ìèëëèëèòðà ì¼ðòâîé âîäû. Ê ñîæàëåíèþ, îí
ïðèø¼ë ê ðîäíèêó ì¼ðòâîé âîäû òîëüêî ñ êîëáàìè â 3 ìèëëèëèòðà è â
5 ìèëëèëèòðîâ. Êàê ñòîèò ïîñòóïèòü Êðîêîáîáðó, ÷òîáû äîâàðèòü ñâî¼
çåëüå?

Ðåøåíèå. Â äàííîé çàäà÷å ðåøåíèå ïîëíîñòüþ íàïîìèíàåò ïðåäûäóùåå,
åäèíñòâåííîå, ìîæíî ó÷åñòü, ÷òî îáú¼ì îäíîãî èç ñîñóäîâ � ðîäíèêà �
íåîãðàíè÷åí. Ìû ìîæåì ó÷èòûâàòü èëè íå ó÷èòûâàòü ýòîò ¾âèðòóàëü-
íûé¿ ñîñóä â íàøåé òàáëèöå, íà ïîëó÷åííûé áàëë ýòî ïîâëèÿòü íå äîëæíî.
Åñëè âàì óäîáíåå ó÷èòûâàòü, òî íåîãðàíè÷åííîñòü ðîäíèêà ëó÷øå âñåãî
îáîçíà÷èòü çíàêîì ¾áåñêîíå÷íîñòü¿ � ∞.

Ðàçìåð ñîñóäà ∞ 3 5
Øàã 0 ∞ 0 0
Øàã 1 ∞ 0 5
Øàã 2 ∞ 3 2
Øàã 3 ∞ 0 2
Øàã 4 ∞ 2 0
Øàã 5 ∞ 2 5
Øàã 6 ∞ 3 4

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ íà ïåðåëèâàíèÿ âàæíî ó÷èòûâàòü, ÷òî åñëè íà êàêîì-
òî øàãå ó âàñ ïîâòîðèëñÿ îäèí èç ïðåäûäóùèõ � òî âû ÿâíî ãäå-òî ÷òî-òî
ïåðåóñëîæíÿåòå è èä¼òå íå òóäà.

Çàäàâàëüíèê

Çàäà÷à 1.3.3. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2006.6.4) Òàíÿ ñòîèò íà
áåðåãó ðå÷êè. Ó íå¼ åñòü äâà ãëèíÿíûõ êóâøèíà: îäèí � íà 5 ëèòðîâ,
à ïðî âòîðîé Òàíÿ ïîìíèò ëèøü òî, ÷òî îí âìåùàåò òî ëè 3, òî ëè 4
ëèòðà. Ïîìîãèòå Òàíå îïðåäåëèòü ¼ìêîñòü âòîðîãî êóâøèíà. (Çàãëÿäûâàÿ
â êóâøèí, íåëüçÿ ïîíÿòü, ñêîëüêî â í¼ì âîäû.)

Çàäà÷à 1.3.4. (Âñåðîññèéñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ � 2014.5.3) Êàê îò-
ìåðèòü 8 ë âîäû, íàõîäÿñü îêîëî ðåêè è èìåÿ äâà âåäðà âìåñòèìîñòüþ 10
ë è 6 ë (8 ë âîäû äîëæíî ïîëó÷èòüñÿ â îäíîì âåäðå)?
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Çàäà÷à 1.3.5. (Âñåðîññèéñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ � 2014.6.3) Êàê îò-
ìåðèòü 2 ë âîäû, íàõîäÿñü îêîëî ðåêè è èìåÿ äâà âåäðà âìåñòèìîñòüþ 10
ë è 6 ë? (Äâà ëèòðà âîäû äîëæíû ïîëó÷èòüñÿ â îäíîì âåäðå.)

Çàäà÷à 1.3.6. (Ìîñêîâñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà � 1964.9.2) Â n
ñòàêàíàõ äîñòàòî÷íî áîëüøîé âìåñòèòåëüíîñòè íàëèòî ïîðîâíó âîäû. Ðàç-
ðåøàåòñÿ ïåðåëèâàòü èç ëþáîãî ñòàêàíà â ëþáîé äðóãîé ñòîëüêî âîäû,
ñêîëüêî èìååòñÿ â ýòîì ïîñëåäíåì. Ïðè êàêèõ n ìîæíî çà êîíå÷íîå ÷èñëî
øàãîâ ñëèòü âîäó â îäèí ñòàêàí?

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Çàäà÷à 1.9. Â áî÷êå 16 ñ ïîëîâèíîé ëèòðîâ âàðåíüÿ. Êàê îòëèòü èç íå¼
6 ëèòðîâ ñ ïîìîùüþ äåâÿòèëèòðîâîãî âåäðà è ïÿòèëèòðîâîãî áèäîíà?

Çàäà÷à 1.10. Ãîâîðÿò, ÷òî âåëèêèé ÷åðíîêíèæíèê Èîãàíí Ôàóñò, èçó-
÷àÿ òðóäû, ÷óäîì ñïàñåííûå èç Àëåêñàíäðèéñêîé áèáëèîòåêè âî âðåìÿ å¼
ðàçðóøåíèÿ, íàòêíóëñÿ íà äðåâíèé ìàíóñêðèïò, â êîòîðîì îïèñûâàëñÿ ðå-
öåïò èçãîòîâëåíèÿ ýëèêñèðà áåññìåðòèÿ, äëÿ êîòîðîãî áûëè íåîáõîäèìû
ñë¼çû äðàêîíîâ, êðîêîäèëîâ è êîòîâ. Ñ òðóäîì äîáûâ âñå ýòè èíãðåäèåí-
òû, Ôàóñò âåðíóëñÿ â ñâîþ ëàáîðàòîðèþ ñ 6-ëèòðîâîé ñêëÿíêîé, äîâåðõó
íàïîëíåííîé ñëåçàìè äðàêîíà, 4-ëèòðîâîé, íàïîëíåííîé ñëåçàìè êðîêî-
äèëîâ, è 5-ëèòðîâîé � ñëåçàìè êîòîâ. Òàêæå â åãî ðàñïîðÿæåíèè èìåëñÿ
ïóñòîé 8-ëèòðîâûé ñîñóä. Çåëüÿ áåññìåðòèÿ òðåáóåòñÿ ðîâíî 6 ëèòðîâ, ïðè-
÷¼ì êîíöåíòðàöèÿ âñåõ åãî èíãðåäèåíòîâ äîëæíà áûòü ðàâíîé. Ó÷èòûâàÿ
ñèëû, çàòðà÷åííûå íà äîáû÷ó âñåãî ýòîãî, íè îäíîé êàïëè ïðîëèâàòü áû-
ëî íåëüçÿ. Òàêæå Ôàóñò ïîíèìàë, ÷òî âñå ýòè æèäêîñòè ïåðåìåøèâàþòñÿ
î÷åíü áûñòðî äî ðàâíîìåðíîãî ñîñòîÿíèÿ. Ïîìîãèòå åìó ñïðàâèòüñÿ ñ äàí-
íîé çàäà÷åé.

Çàäà÷à 1.11. Çëîé ìàã Êðîêîáîáð âàðèò çåëüå. Íà ïîñëåäíåì ýòàïå îí
äîëæåí äîáàâèòü òðè ðàçà ïîäðÿä ðîâíî ïî 3 ìèëëèëèòðà ìåðòâîé âîäû.
Ê ñîæàëåíèþ, â ýòîò ðàç îí ïðèí¼ñ â ñâîþ áàøíþ òîëüêî êîëáó ñ 9 ìèë-
ëèëèòðàìè ì¼ðòâîé âîäû è ó íåãî íåò âðåìåíè ñáåãàòü ê ðîäíèêó åù¼ ðàç.
Ó ñåáÿ îí íàø¼ë ïóñòûå ïðîáèðêè â 5, 4 è 2 ìèëëèëèòðà îáú¼ìîì. Êàê
ñòîèò ïîñòóïèòü Êðîêîáîáðó, ÷òîáû äîâàðèòü ñâî¼ çåëüå?
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4 Ïðèìåðû è êîíñòðóêöèè

Ìàòåðèàë äëÿ ðàçáîðà íà çàíÿòèè

Íàçâàíèå äàííîé òåìû, â ïðèíöèïå, ãîâîðèò ñàìî çà ñåáÿ � â óñëîâèè çàäà-
÷è íàñ îáû÷íî ïðîñÿò ïðèâåñòè ïðèìåð èëè ñîñòàâèòü êîíñòðóêöèþ, îáëà-
äàþùóþ çàäàííûìè ñâîéñòâàìè. Ïðè ýòîì, îôîðìëåíèå ðåøåíèÿ îáû÷íî
íå âûçûâàåò ïðîáëåì � äîñòàòî÷íî ïðèâåñòè òðåáóåìûé ïðèìåð, è, âîç-
ìîæíî, îáúÿñíèòü, ïî÷åìó îí ïîäõîäèò. Äîêàçàòåëüñòâ òîãî, ÷òî îí ¾ñà-
ìûé êðàñèâûé¿ èëè åäèíñòâåííûé, íå òðåáóåòñÿ.

Ïîäîáíûå çàäà÷è äîñòàòî÷íî ÷àñòî ìîæíî âñòðåòèòü íà÷àëüíûìè (òðàäè-
öèîííî, íàèáîëåå ë¼ãêèìè) íîìåðàìè â ðàçëè÷íûõ îëèìïèàäàõ ìóíèöè-
ïàëüíîãî ýòàïà âñåðîññèéñêîé îëèìïèàäû øêîëüíèêîâ.

Âàñ ìîãóò ïîïðîñèòü ïðèâåñòè ïðèìåð, ñâÿçàííûé ïðàêòè÷åñêè ñî âñåì,
÷åì óãîäíî, íà÷èíàÿ ñ àðèôìåòè÷åñêèõ êîíñòðóêöèé è çàêàí÷èâàÿ êîí-
ñòðóêöèÿìè ãåîìåòðè÷åñêèìè, ëîãè÷åñêèìè è òàê äàëåå.

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî çàäà÷ ñ ðàéîííûõ îëèìïèàä.

Çàäà÷à 1.4.1. Íàéäèòå äåñÿòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ñóììà è ïðîèçâåäåíèå
êîòîðûõ ðàâíû äâàäöàòè.

Ðåøåíèå. Â äàííîé çàäà÷å íàì çàðàíåå èçâåñòíî ïðîèçâåäåíèå äàííûõ 10
÷èñåë, ïîýòîìó ïåðâûì äåëîì ìû ðàñêëàäûâàåì ÷èñëî 20 íà ïðîñòûå ìíî-
æèòåëè (íàïîìíèì, ÷òî ïðîñòûì íàçûâàåòñÿ ÷èñëî, êîòîðîå äåëèòñÿ òîëü-
êî íà 1 è ñàìî ñåáÿ, ñàìî ÷èñëî 1 ïðîñòûì íå ÿâëÿåòñÿ): 20 = 2 ·2 ·5. Òàêèì
îáðàçîì, ñòàíîâèòñÿ î÷åâèäíî, ÷òî íå ìåíåå 7 ìíîæèòåëåé ðàâíû 1. Äàëåå
ïðîñòûì ïåðåáîðîì ñëó÷àåâ ìû ìîæåì ïîëó÷èòü, ÷òî

20 = 1 · 1 · 1 · 1 · 1 · 1 · 1 · 1 · 2 · 10 = 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 2 + 10.

Ýòîò ïðèìåð è ñëåäóåò çàïèñàòü â ðåøåíèè, ïðè ýòîì ìîæíî íå îïèñûâàòü,
êàê ìû åãî ïîëó÷èëè.

Ðàññìîòðèì áîëåå ¾ãåîìåòðè÷åñêóþ¿ çàäà÷ó.

Çàäà÷à 1.4.2. Íàðèñóéòå 8 îäèíàêîâûõ êâàäðàòîâ òàê, ÷òîáû ðîâíî 15
òî÷åê áûëè âåðøèíàìè íàðèñîâàííûõ êâàäðàòîâ.

Ðåøåíèå. Ó êàæäîãî êâàäðàòà èìååòñÿ 4 âåðøèíû. Çíà÷èò, åñëè êâàäðàòû
ðàñïîëîæåíû â ðàçíûõ ìåñòàõ, âåðøèí áóäåò 4× 8 = 32, ÷òî áîëåå ÷åì â 2
ðàçà áîëüøå, ÷åì íàì òðåáóåòñÿ. Â òàêîì ñëó÷àå ïîïðîáóåì ¾ñêó÷êîâàòü¿
íàøè êâàäðàòû. Ñãðóïïèðóåì 4 êâàäðàòà â âèäå îäíîãî áîëüøîãî (ðèñóíîê
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a)). Ýòî äàñò íàì 9 âåðøèí. Îñòàëîñü äîáàâèòü åù¼ 4 êâàäðàòà, äîáàâèâ
òîëüêî 6 âåðøèí. Äîáàâèì åù¼ 2 êâàäðàòà ðÿäîì, äîïîëíèâ ôèãóðó äî
ïðÿìîóãîëüíèêà 2× 3 (ðèñóíîê á)). Äîáàâèëîñü 2 êâàäðàòà è 3 âåðøèíû.
Äîáàâèâ åù¼ 2 êâàäðàòà òàêèì æå îáðàçîì, ïîëó÷èì òðåáóåìîå � ðèñóíîê
â). Åãî ìû è ïðèâîäèì â êà÷åñòâå è ðåøåíèÿ, è îòâåòà.

à) á) â)

Âåðí¼ìñÿ ê àðèôìåòèêå.

Çàäà÷à 1.4.3. Íàéäèòå êàêîå-íèáóäü íàòóðàëüíîå ÷èñëî, êîòîðîå â 2002
ðàçà áîëüøå ñóììû ñâîèõ öèôð.

Ðåøåíèå. Î÷åâèäíî, ÷òî íàøå ÷èñëî äåëèòñÿ íà 2002, çíà÷èò, åù¼ è, êàê
ìèíèìóì, ÷åòûð¼õçíà÷íîå. ×òîáû íå ñîñòàâëÿòü óæàñíûõ óðàâíåíèé ñ
ìíîæåñòâîì íåèçâåñòíûõ, íà÷í¼ì âûïèñûâàòü ÷èñëà, äåëÿùèåñÿ íà 2002
è ïðîâåðÿòü èõ íà óäîâëåòâîðåíèå óñëîâèþ:

2002 6= (2 + 0 + 0 + 2) · 2002 = 4 · 2002,

2002 · 2 = 4004 6= (4 + 0 + 0 + 4) · 2002 = 8 · 2002,

2002 · 3 = 6006 6= (6 + 0 + 0 + 6) · 2002 = 12 · 2002,

2002 · 4 = 8008 6= (8 + 0 + 0 + 8) · 2002 = 16 · 2002,

2002 · 5 = 10010 6= (1 + 0 + 0 + 1 + 0) · 2002 = 2 · 2002,

Íàêîíåö, ñëåäóþùåå ÷èñëî óäîâëåòâîðèò óñëîâèþ, è ìû ïîëó÷èì îòâåò

2002 · 6 = 12012 = (1 + 2 + 0 + 1 + 2) · 2002 = 6 · 2002.

Çàäàâàëüíèê

Çàäà÷à 1.4.4. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1994.6.1) Ñðåäè ÷åòûð¼õ
ëþäåé íåò òð¼õ ñ îäèíàêîâûì èìåíåì, èëè ñ îäèíàêîâûì îò÷åñòâîì, èëè ñ
îäèíàêîâîé ôàìèëèåé, íî ó êàæäûõ äâóõ ñîâïàäàåò èëè èìÿ, èëè îò÷åñòâî,
èëè ôàìèëèÿ. Ìîæåò ëè òàêîå áûòü?
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Çàäà÷à 1.4.5. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2015.6.1)
×åðåç äâîð ïðîõîäÿò ÷åòûðå ïåðåñåêàþùèåñÿ òðîïèíêè
(ñì. ïëàí). Ïîñàäèòå ÷åòûðå ÿáëîíè òàê, ÷òîáû ïî îáå ñòî-
ðîíû îò êàæäîé òðîïèíêè áûëî ïîðîâíó ÿáëîíü.

Çàäà÷à 1.4.6. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2017.6.1;7.1) Ôåðìåð îãî-
ðîäèë ñíàðóæè ó÷àñòîê çåìëè è ðàçäåëèë åãî íà òðåóãîëüíèêè ñî ñòîðî-
íîé 50 ì. Â íåêîòîðûõ òðåóãîëüíèêàõ îí âûñàäèë êàïóñòó, à â íåêîòîðûå
ïóñòèë ïàñòèñü êîç. Ïîìîãèòå ôåðìåðó ïîñòðîèòü ïî ëèíèÿì ñåòêè äîïîë-
íèòåëüíûå çàáîðû êàê ìîæíî ìåíüøåé îáùåé äëèíû, ÷òîáû çàùèòèòü âñþ
êàïóñòó îò êîç.

Çàäà÷à 1.4.7. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2015.7.1)
Âî äâîðå, ãäå ïðîõîäÿò ÷åòûðå ïåðåñåêàþùèåñÿ òðîïèíêè,
ðàñò¼ò îäíà ÿáëîíÿ (ñì. ïëàí). Ïîñàäèòå åù¼ òðè ÿáëîíè
òàê, ÷òîáû ïî îáå ñòîðîíû îò êàæäîé òðîïèíêè áûëî ïî-
ðîâíó ÿáëîíü.

Çàäà÷à 1.4.8. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2012.7.1) Êâàäðàò 3×3 çà-
ïîëíåí öèôðàìè òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå ñëåâà. Ðàçðåøàåòñÿ õîäèòü
ïî êëåòêàì ýòîãî êâàäðàòà, ïåðåõîäÿ èç êëåòêè â ñîñåäíþþ (ïî ñòîðîíå),
íî íè â êàêóþ êëåòêó íå ðàçðåøàåòñÿ ïîïàäàòü äâàæäû. Ïåòÿ ïðîø¼ë, êàê
ïîêàçàíî íà ðèñóíêå ñïðàâà, è âûïèñàë ïî ïîðÿäêó âñå öèôðû, âñòðåòèâ-
øèåñÿ ïî ïóòè, � ïîëó÷èëîñü ÷èñëî 84937561. Íàðèñóéòå äðóãîé ïóòü òàê,
÷òîáû ïîëó÷èëîñü ÷èñëî ïîáîëüøå (÷åì áîëüøå, òåì ëó÷øå).

5 7 2

6 3 9

1 8 4

5 7 2

6 3 9

1 8 4

Çàäà÷à 1.4.9. (Òóðíèð Àðõèìåäà � 2014.1) Òðåáóåòñÿ ïåðåäâèíóòü êàæ-
äóþ èç ïÿòè ôèøåê íà ñîñåäíþþ êëåòêó òàê, ÷òîáû â èòîãå â êàæäîé
ñòðîêå, êàæäîì ñòîëáöå è íà êàæäîé äèàãîíàëè îêàçàëîñü íå áîëåå îä-
íîé ôèøêè. (Äâå êëåòêè íàçûâàþòñÿ ñîñåäíèìè, åñëè îíè èìåþò îáùóþ
ñòîðîíó.) Ïîêàæèòå, êàê ýòî ñäåëàòü. (Ïåðåäâèæåíèÿ ôèøåê ïîêàæèòå
ñòðåëêàìè.)
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Çàäà÷à 1.4.10. (Òóðíèð Àðõèìåäà � 2017.1) Íà ðèñóíêå ðàññòàâëåíû êàð-
òî÷êè ñ ÷èñëàìè 1, 2, 3, . . . , 9 òàê, ÷òî ïîëó÷èëèñü ÷åòûðå íåâåðíûõ ðàâåí-
ñòâà (òðè ãîðèçîíòàëüíûõ, îäíî âåðòèêàëüíîå).

7 + 8 = 9

=

4 : 5 = 6

×
1 − 2 = 3

Ïåðåñòàâüòå ýòè êàðòî÷êè òàê, ÷òîáû âñå ðàâåíñòâà ñòàëè âåðíûìè. Äî-
ñòàòî÷íî ïðèâåñòè îòâåò.

Çàäà÷à 1.4.11. (Òóðíèð Àðõèìåäà � 2005.7.1)
Íà ðèñóíêå èçîáðàæåíî, êàê èçìåíÿëñÿ êóðñ òóã-
ðèêà â òå÷åíèå íåäåëè. Ó Ïåòè áûëî 30 ðóáëåé.
Â îäèí èç äíåé íåäåëè îí îáìåíÿë âñå ñâîè ðóá-
ëè íà òóãðèêè. Ïîòîì îí îáìåíÿë âñå òóãðèêè íà
ðóáëè. Çàòåì îí åù¼ ðàç îáìåíÿë âñå âûðó÷åí-
íûå ðóáëè íà òóãðèêè, è, â êîíöå êîíöîâ, îáìå-
íÿë âñå òóãðèêè îáðàòíî íà ðóáëè. Íàïèøèòå, â
êàêèå äíè îí ñîâåðøàë ýòè îïåðàöèè, åñëè â âîñ-
êðåñåíüå ó íåãî îêàçàëîñü 54 ðóáëÿ. (Äîñòàòî÷íî
ïðèâåñòè ïðèìåð.)

ïíâò ñð ÷òïò ñá0
1
2
3
4
5
6

ðóá. çà
òóãðèê

Çàäà÷à 1.4.12. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2014.6.2) Èç øåñòè êî-
ñòÿøåê äîìèíî (ñì. ðèñóíîê) ñëîæèòå ïðÿìîóãîëüíèê 3× 4 òàê, ÷òîáû âî
âñåõ òð¼õ ñòðî÷êàõ òî÷åê áûëî ïîðîâíó è âî âñåõ ÷åòûð¼õ ñòîëáöàõ òî÷åê
áûëî òîæå ïîðîâíó. (Âûäåëèòå ïîæèðíåå ãðàíèöû äîìèíîøåê.)

Çàäà÷à 1.4.13. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2010.6.3) Ïîðîñ¼íîê
Íàô-Íàô ïðèäóìàë, êàê ñëîæèòü ïàðàëëåëåïèïåä èç îäèíàêîâûõ êóáè-
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êîâ è îêëåèòü åãî òðåìÿ êâàäðàòàìè áåç ùåëåé è íàëîæåíèé. Ñäåëàéòå
ýòî è âû.

Çàäà÷à 1.4.14. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2014.6.4) Íàðèñóéòå ôè-
ãóðó, êîòîðóþ ìîæíî ðàçðåçàòü íà ÷åòûðå ôèãóðêè, èçîáðàæ¼ííûå ñëåâà,
à ìîæíî � íà ïÿòü ôèãóðîê, èçîáðàæ¼ííûõ ñïðàâà. (Ôèãóðêè ìîæíî ïî-
âîðà÷èâàòü.)

Çàäà÷à 1.4.15. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2007.6.4) Â Ñîâåðøåííîì
ãîðîäå øåñòü ïëîùàäåé. Êàæäàÿ ïëîùàäü ñîåäèíåíà ïðÿìûìè óëèöàìè
ðîâíî ñ òðåìÿ äðóãèìè ïëîùàäÿìè. Íèêàêèå äâå óëèöû â ãîðîäå íå ïå-
ðåñåêàþòñÿ. Èç òð¼õ óëèö, îòõîäÿùèõ îò êàæäîé ïëîùàäè, îäíà ïðîõîäèò
âíóòðè óãëà, îáðàçîâàííîãî äâóìÿ äðóãèìè. Íà÷åðòèòå âîçìîæíûé ïëàí
òàêîãî ãîðîäà.

Çàäà÷à 1.4.16. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2016.7.3) Ñëîæèòå èç
òð¼õ îäèíàêîâûõ êëåò÷àòûõ ôèãóð áåç îñè ñèììåòðèè ôèãóðó ñ îñüþ ñèì-
ìåòðèè.

Çàäà÷à 1.4.17. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1998.6.5;7.3) Íà êîëüöå-
âîé äîðîãå ðàñïîëîæåíû ÷åòûðå áåíçîêîëîíêè: A, B, C è D. Ðàññòîÿíèå
ìåæäó A è B � 50 êì, ìåæäó A è C � 40 êì, ìåæäó C è D � 25 êì, ìåæ-
äó D è A � 35 êì (âñå ðàññòîÿíèÿ èçìåðÿþòñÿ âäîëü êîëüöåâîé äîðîãè â
êðàò÷àéøóþ ñòîðîíó).

1. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ðàñïîëîæåíèÿ áåíçîêîëîíîê (ñ óêàçàíèåì ðàññòîÿíèé
ìåæäó íèìè), óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ çàäà÷è.

2. Íàéäèòå ðàññòîÿíèå ìåæäó B è C (óêàæèòå âñå âîçìîæíîñòè).

Çàäà÷à 1.4.18. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2007.6.5;7.5) Íàðèñóéòå,
êàê èç äàííûõ òð¼õ ôèãóðîê, èñïîëüçîâàâ êàæäóþ ðîâíî îäèí ðàç, ñëî-
æèòü ôèãóðó, èìåþùóþ îñü ñèììåòðèè.

Çàäà÷à 1.4.19. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2008.6.5) Àâòîñòîÿíêà â
Öâåòî÷íîì ãîðîäå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êâàäðàò 7 × 7 êëåòî÷åê, â êàæäîé
èç êîòîðûõ ìîæíî ïîñòàâèòü ìàøèíó. Ñòîÿíêà îáíåñåíà çàáîðîì, îäíà èç
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ñòîðîí óãëîâîé êëåòêè óäàëåíà (ýòî âîðîòà). Ìàøèíà åçäèò ïî äîðîæêå
øèðèíîé â êëåòêó. Íåçíàéêó ïîïðîñèëè ðàçìåñòèòü êàê ìîæíî áîëüøå ìà-
øèí íà ñòîÿíêå òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ëþáàÿ ìîãëà âûåõàòü, êîãäà ïðî÷èå
ñòîÿò. Íåçíàéêà ðàññòàâèë 24 ìàøèíû òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå. Ïî-
ïûòàéòåñü ðàññòàâèòü ìàøèíû ïî-äðóãîìó, ÷òîáû èõ ïîìåñòèëîñü áîëüøå.

Çàäà÷à 1.4.20. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ �
2014.7.5) Âïèøèòå â ïÿòü êðóæêîâ íàòóðàëüíûå ÷èñëà
òàê, ÷òîáû åñëè äâà êðóæêà:

� ñîåäèíåíû ëèíèåé, òî ñòîÿùèå â íèõ ÷èñëà äîëæ-
íû îòëè÷àòüñÿ ðîâíî â äâà èëè ðîâíî â ÷åòûðå
ðàçà;

� íå ñîåäèíåíû ëèíèåé, òî îòíîøåíèå ñòîÿùèõ â íèõ
÷èñåë íå äîëæíî áûòü ðàâíî íè 2, íè 4.

Çàäà÷à 1.4.21. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2006.7.5) Äåä çâàë âíóêà
ê ñåáå â äåðåâíþ: ¾Âîò ïîñìîòðèøü, êàêîé ÿ íåîáûêíîâåííûé ñàä ïîñàäèë!
Ó ìåíÿ òàì ðàñòóò ãðóøè è ÿáëîíè, ïðè÷¼ì ÿáëîíè ïîñàæåíû òàê, ÷òî íà
ðàññòîÿíèè 10 ìåòðîâ îò êàæäîé ÿáëîíè ðàñò¼ò ðîâíî äâå ãðóøè¿. � ¾Íó
è ÷òî òóò èíòåðåñíîãî, � îòâåòèë âíóê. � Ó òåáÿ, çíà÷èò, ÿáëîíü âäâîå
ìåíüøå, ÷åì ãðóø¿. ¾À âîò è íå óãàäàë, � óëûáíóëñÿ äåä. � ßáëîíü ó
ìåíÿ â ñàäó âäâîå áîëüøå, ÷åì ãðóø¿. Íàðèñóéòå, êàê ìîãëè ðàñòè ÿáëîíè
è ãðóøè â ñàäó ó äåäà.

Çàäà÷à 1.4.22. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2009.7.5) Íà÷åðòèòå äâà
÷åòûð¼õóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè â óçëàõ ñåòêè, èç êîòîðûõ ìîæíî ñëîæèòü:

à) êàê òðåóãîëüíèê, òàê è ïÿòèóãîëüíèê;
á) è òðåóãîëüíèê, è ÷åòûð¼õóãîëüíèê, è ïÿòèóãîëüíèê.

Ïîêàæèòå, êàê ýòî ìîæíî ñäåëàòü.

Çàäà÷à 1.4.23. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2014.7.5) Íåçíàéêà ðèñó-
åò çàìêíóòûå ïóòè âíóòðè ïðÿìîóãîëüíèêà 5 × 8, èäóùèå ïî äèàãîíàëÿì
ïðÿìîóãîëüíèêîâ 1× 2. Íà ðèñóíêå èçîáðàæ¼í ïðèìåð ïóòè, ïðîõîäÿùåãî
ïî 12 òàêèì äèàãîíàëÿì. Ïîìîãèòå Íåçíàéêå íàðèñîâàòü ïóòü êàê ìîæíî
äëèííåå.
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Çàäà÷à 1.4.24. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2005.7.1) Ó ýëåêòðîìîíò¼ðà áûë êóñîê ïðîâîäà äëèíîé 25 ì,
èç êîòîðîãî óòðîì îí ñîáèðàëñÿ âûðåçàòü íåîáõîäèìûå äëÿ ðàáîòû êóñêè
â 1 ì, 2 ì, 3 ì, 6 ì è 12 ì. Íî óòðîì îáíàðóæèëîñü, ÷òî íî÷üþ êàêîé-
òî õóëèãàí ðàçðåçàë ïðîâîä íà äâå ÷àñòè. Ñìîæåò ëè ìîíò¼ð âûïîëíèòü
íàìå÷åííûå ðàáîòû?

Çàäà÷à 1.4.25. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2013.7.2)
Â êâàäðàòå çàêðàøåíà ÷àñòü êëåòîê, êàê ïîêàçàíî íà ðè-
ñóíêå. Ðàçðåøàåòñÿ ïåðåãíóòü êâàäðàò ïî ëþáîé ëèíèè
ñåòêè, à çàòåì ðàçîãíóòü îáðàòíî. Êëåòêè, êîòîðûå ïðè
ïåðåãèáàíèè ñîâìåùàþòñÿ ñ çàêðàøåííûìè, òîæå çàêðà-
øèâàþòñÿ. Ìîæíî ëè çàêðàñèòü âåñü êâàäðàò çà: à) 5 èëè
ìåíåå; á) 4 èëè ìåíåå; â) 3 èëè ìåíåå òàêèõ ïåðåãèáàíèÿ?

Åñëè äà, âïèøèòå â êàæäóþ êëåòêó íîìåð ñãèáàíèÿ, ïîñëå êîòîðîãî îíà
áóäåò çàêðàøåíà âïåðâûå, ëèíèþ ñãèáà ïðîâåäèòå è ïîìåòüòå òîé æå öèô-
ðîé. Åñëè íåò, äîêàæèòå ýòî.

Çàäà÷à 1.4.26. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2005.7.2) Ìîæíî ëè ðàñ-
ñòàâèòü ÷èñëà à) îò 1 äî 7; á) îò 1 äî 9 ïî êðóãó òàê, ÷òîáû ëþáîå èç íèõ
äåëèëîñü íà ðàçíîñòü ñâîèõ ñîñåäåé?

Çàäà÷à 1.4.27. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2011.6.4;7.2) Ïóñòü íà ïëîñêîñòè îòìå÷åíî íåñêîëüêî òî÷åê. Íà-
çîâ¼ì ïðÿìóþ íå÷åñòíîé, åñëè îíà ïðîõîäèò ðîâíî ÷åðåç òðè îòìå÷åííûå
òî÷êè è ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò íå¼ îòìå÷åííûõ òî÷åê íå ïîðîâíó. Ìîæíî
ëè îòìåòèòü 7 òî÷åê è ïðîâåñòè äëÿ íèõ 5 íå÷åñòíûõ ïðÿìûõ?

Çàäà÷à 1.4.28. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2006.6.4) Ïî êðóãó áûëî çàïèñàíî 8 ÷èñåë. Çàòåì ìåæäó êàæäû-
ìè ñîñåäíèìè ÷èñëàìè çàïèñàëè èõ ñóììó, à ñòàðûå ÷èñëà ñò¼ðëè. Ìîãëî
ëè îêàçàòüñÿ òàê, ÷òî òåïåðü ïî êðóãó çàïèñàíû ÷èñëà 11, 12, 13, 14, 15,
16, 17, 18?

Çàäà÷à 1.4.29. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2005.6.5) Â ÷èñëàõÌÈ-
ÕÀÉËÎ è ËÎÌÎÍÎÑÎÂ êàæäàÿ áóêâà îáîçíà÷àåò öèôðó (ðàçíûì
áóêâàì ñîîòâåòñòâóþò ðàçíûå öèôðû). Èçâåñòíî, ÷òî ó ýòèõ ÷èñåë ïðîèç-
âåäåíèÿ öèôð ðàâíû. Ìîãóò ëè îáà ÷èñëà áûòü íå÷¼òíûìè?
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Çàäà÷à 1.4.30. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2004.7.4) Â 8A êëàññå ó÷èòñÿ 27 øêîëüíèêîâ. Èì ïðåäëîæèëè
ïîñåùàòü êðóæêè ïî ïåíèþ, ìîë÷àíèþ è ÷òåíèþ ñòèõîâ. Êàæäûé õî÷åò
ïîñåùàòü îäèí èëè íåñêîëüêî èç ýòèõ êðóæêîâ. Îêàçàëîñü, ÷òî â êàæäûé
êðóæîê æåëàåò õîäèòü áîëåå òðåòè êëàññà. Íóæíî ðàñïðåäåëèòü äåòåé ïî
êðóæêàì òàê, ÷òîáû êàæäûé ïîñåùàë òîëüêî îäèí êðóæîê, ïðè÷¼ì èç
òåõ, êîòîðûå õîòåë, è âî âñåõ êðóæêàõ áûëî ïîðîâíó äåòåé. Âñåãäà ëè ýòî
âîçìîæíî?

Çàäà÷à 1.4.31. (Òóðíèð Àðõèìåäà � 2012.4) Ìîæíî ëè âû÷åðêíóòü îäíî
èç íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îò 1 äî 9, à îñòàâøèåñÿ ÷èñëà ðàññòàâèòü â âåðøèíàõ
êóáà òàê, ÷òîáû ñóììû ÷èñåë íà êàæäîé ãðàíè êóáà áûëè ðàâíû ìåæäó
ñîáîé, íî íå áûëè êðàòíû âû÷åðêíóòîìó ÷èñëó?

Çàäà÷à 1.4.32. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2010.7.5) à) Ïîðîñ¼íîê
Íàô�Íàô ïðèäóìàë, êàê ñëîæèòü ïàðàëëåëåïèïåä èç îäèíàêîâûõ êóáèêîâ
è îêëåèòü åãî òðåìÿ êâàäðàòàìè áåç ùåëåé è íàëîæåíèé. Ñäåëàéòå ýòî è
âû.

á) À ìîæåò ëè Íàô�Íàô äîáèòüñÿ, ÷òîáû ïðè ýòîì êàæäûå äâà êâàäðàòà
ãðàíè÷èëè äðóã ñ äðóãîì?

Çàäà÷à 1.4.33. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2008.7.5) Ñåð¼æà âûðå-
çàë èç êàðòîíà äâå îäèíàêîâûå ôèãóðû. Îí ïîëîæèë èõ ñ íàõë¼ñòîì íà
äíî ïðÿìîóãîëüíîãî ÿùèêà. Äíî îêàçàëîñü ïîëíîñòüþ ïîêðûòî. Â öåíòð
äíà âáèëè ãâîçäü. Ìîã ëè ãâîçäü ïðîòêíóòü îäíó êàðòîíêó è íå ïðîòêíóòü
äðóãóþ?

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Çàäà÷à 1.12. Çàïèøèòå ÷èñëî 1997 ñ ïîìîùüþ äåñÿòè äâîåê è àðèôìå-
òè÷åñêèõ îïåðàöèé.

Çàäà÷à 1.13. Êàê ðàçëîæèòü ãèðüêè âåñîì 1, 2, . . . , 9 ã â òðè êîðîáî÷êè
òàê, ÷òîáû â ïåðâîé áûëî äâå ãèðüêè, âî âòîðîé � òðè, â òðåòüåé � ÷åòûðå,
à ñóììàðíûé âåñ ãèðåê â êîðîáî÷êàõ áûë îäèíàêîâûì?

Çàäà÷à 1.14. Â ñòðàíå Áîáðÿíäèè æèâóò öèôðîâûå áîáðû. Êàæäûé äåíü
â áîáðÿíäèè ðîæäàåòñÿ ðîâíî îäèí áîá¼ð, ó êîòîðîãî íà øêóðêå íàïèñàí
íîìåð äíÿ îò ñîòâîðåíèÿ ìèðà. Çàêîí ãëàñèò, ÷òî êàæäîìó áîáðó, ñóììà
öèôð íà øêóðêå êîòîðîãî äåëèòñÿ íà 7, ïðè ðîæäåíèè ïðèñâàèâàþò ñòàòóñ
áîáðîäåìèêà. Îäíàæäû ìàìà-áîáðèõà ðîäèëà áîáðÿò-áëèçíåöîâ, íî, â ñâÿ-
çè ñ öèôðîâîé ñèñòåìîé ìèðà, îäèí ðîäèëñÿ îôèöèàëüíî íà äåíü ðàíüøå
äðóãîãî. Ìîæåò ëè áûòü òàêîå, ÷òî îáà áëèçíåöà � áîáðîäåìèêè?
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5 Àëãîðèòìû è îïåðàöèè

Ìàòåðèàë äëÿ ðàçáîðà íà çàíÿòèè

Äàííàÿ òåìà ÿâëÿåòñÿ ëîãè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì òåìû ¾ïðèìåðû è êîí-
ñòðóêöèè¿, íî åñëè â ¾ïðèìåðàõ è êîíñòðóêöèÿõ¿ îáû÷íî òðåáóåòñÿ ïðèâå-
ñòè ¾ñòàòè÷åñêèé ïðèìåð¿, òî â äàííîé òåìå ìû èùåì ïðèìåð ¾äèíàìè÷å-
ñêèé¿, òî åñòü îïèñûâàåì íåêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâèé, ñ ïîìîùüþ
êîòîðîé ìû ìîæåì ïðèéòè îò èçíà÷àëüíîé ïîçèöèè ê òðåáóåìîé.

Ïðèâåä¼ì íåîæèäàííûé äëÿ âàñ ïðèìåð çàäà÷è òàêîãî ðîäà, ïðåäëîæåí-
íîé íà ÅÃÝ ïî èíôîðìàòèêå (äà, çà 11 êëàññ).

Çàäà÷à 1.5.1. (ÅÃÝ ïî èíôîðìàòèêå 30.05.2013. Îñíîâíàÿ âîëíà. Äàëü-
íèé Âîñòîê. Âàðèàíò 4.) Ó èñïîëíèòåëÿ Óäâîèòåëü äâå êîìàíäû, êîòîðûì
ïðèñâîåíû íîìåðà:

1) âû÷òè 1;

2) óìíîæü íà 2.

Ïåðâàÿ èç íèõ óìåíüøàåò ÷èñëî íà ýêðàíå íà 1, âòîðàÿ óäâàèâàåò åãî.
Çàïèøèòå ïîðÿäîê êîìàíä â ïðîãðàììå, êîòîðàÿ ïðåîáðàçóåò ÷èñëî 17 â
÷èñëî 135 è ñîäåðæèò íå áîëåå 4 êîìàíä. Óêàçûâàéòå ëèøü íîìåðà êîìàíä.

Íàïðèìåð, ïðîãðàììà 212 � ýòî ïðîãðàììà

� óìíîæü íà 2;

� âû÷òè 1;

� óìíîæü íà 2.

Îíà ïðåîáðàçóåò ÷èñëî 3 â ÷èñëî 10.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî 135 íå÷¼òíî, à óâåëè÷èâàòü ÷èñëî ìû ìîæåì, òîëü-
êî äîìíîæàÿ íà 2, ïîýòîìó õîòÿ áû îäíà èç êîìàíä � ýòî âû÷èòàíèå 1.
Òàêæå çàìåòèì, ÷òî êîìàíä 2 íå ìåíåå òðåõ, ò. ê. èíà÷å ïîëó÷èì ÷èñëî,
íå áîëüøåå 17 · 2 · 2 = 68 < 135. Ïîýòîìó ó íàñ òðè êîìàíäû 2 è îäíà 1,
îòêóäà ïîëó÷èì ïåðåáîðîì ïðèìåð ïðîãðàììû, ïðåîáðàçóþùåé 17 â 135
� 2221.

Ïðîöåññ ñ ëàòèíñêîãî � ¾õîä, ïðîäâèæåíèå¿. Çàäà÷è ïî òåìå àëãîðèòìîâ
è îïåðàöèé ïîäðàçóìåâàþò ïîøàãîâîå, õîä çà õîäîì, âûïîëíåíèå îïðåäå-
ë¼ííûõ äåéñòâèé (êàê ïðàâèëî, èõ îãðàíè÷åííîå êîëè÷åñòâî). Ïðè ýòîì
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ðåøåíèå çàäà÷è ñâîäèòñÿ ê ¾çàïóñêó¿ îïðåäåë¼ííîãî ïðîöåññà � àëãîðèò-
ìà, ïîñëåäîâàòåëüíîñòè øàãîâ, ïðè÷åì âàæíî ïîêàçàòü, ÷òî îí áóäåò êî-
íå÷íûì è ïðèâåä¼ò ê íóæíîìó ðåçóëüòàòó. Íàïðèìåð.

Çàäà÷à 1.5.2. Â ïàðëàìåíòå ó êàæäîãî íå áîëåå òð¼õ âðàãîâ. Äîêàæè-
òå, ÷òî ïàðëàìåíò ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâå ïàëàòû òàê, ÷òî ó êàæäîãî
äåïóòàòà â ñâîåé ïàëàòå áóäåò íå áîëåå îäíîãî âðàãà.

Ðåøåíèå. Ïðîäåìîíñòðèðóåì îðãàíèçàöèþ ïðîöåññà ðàçáèåíèÿ ïî øàãàì.
Ïåðåâîäèòü äåïóòàòîâ â ïàëàòû áóäåì ïî îäíîìó. Ðàçîáü¼ì ïàðëàìåíò
ñëó÷àéíûì îáðàçîì íà äâå ïàëàòû. Äàëåå íàéä¼ì äåïóòàòà, èìåþùåãî íå
ìåíåå äâóõ âðàãîâ â ñâîåé ïàëàòå, è ïåðåñàäèì åãî â äðóãóþ ïàëàòó. Îáùåå
÷èñëî ïàð âðàãîâ, ñèäÿùèõ â îäíîé ïàëàòå, ïðè ýòîì óìåíüøàåòñÿ. Ïðîöåññ
áóäåò êîíå÷íûì è îñòàíîâèòñÿ, òàê êàê êîëè÷åñòâî âðàæäóþùèõ ïàð íå
áîëüøå, ÷åì êîëè÷åñòâî ÷åëîâåê â ïàðëàìåíòå, óìíîæåííîå íà òðè (íà
ñàìîì äåëå, äàæå ìåíüøå, íî ýòî ìû ïðîéä¼ì â ñåäüìîé ãëàâå). Îñòàíîâêà
ïðîöåññà îçíà÷àåò ïîñòðîåíèå íóæíîãî ðàçáèåíèÿ.

Ê ñîæàëåíèþ, èíîãäà âñòðå÷àþòñÿ îøèáî÷íûå ðàññóæäåíèÿ. Ê âûøåïðè-
âåä¼ííîé çàäà÷å ìîæíî, íàïðèìåð, ïðèâåñòè òàêîå ¾ðåøåíèå¿.

ÍÅÐåøåíèå. Ïîìåñòèì âñåõ äåïóòàòîâ â çàë. Âûáåðåì îäíîãî äåïóòàòà è
îòïðàâèì åãî â ïàëàòó A. Çàòåì âûáåðåì äåïóòàòà, íå èìåþùåãî âðàãîâ
â A (ïîêà òàêèå åñòü), è îòïðàâèì â A. Ïîâòîðèì ýòó èòåðàöèþ äî òåõ
ïîð, ïîêà òàêîâûå äåïóòàòû îñòàíóòñÿ. Ïîñëå âûáåðåì â çàëå äåïóòàòà,
èìåþùåãî ðîâíî îäíîãî âðàãà, è îòïðàâèì â A. Ïðîäåëàåì òàê íåñêîëüêî
ðàç, ïîêà è òàêèå äåïóòàòû íå çàêîí÷àòñÿ. Ïîñëå îòâåä¼ì â êîìíàòó B
äåïóòàòîâ, ó êîòîðûõ òðè âðàãà â A. Ò. ê. îíè íå âðàæäóþò ìåæäó ñîáîé,
ýòî íå áóäåò ïðîòèâîðå÷èòü óñëîâèþ. Â çàëå îñòàíóòñÿ äåïóòàòû, èìåþùèå
ðîâíî äâóõ âðàãîâ â A. Íî òîãäà â B ó íèõ íå áîëåå îäíîãî âðàãà, è èõ
ìîæíî îòïðàâèòü â B.

Îøèáêà â ïîñëåäíåì ¾ðåøåíèè¿ ñëåäóþùàÿ. Îòïðàâëÿÿ â A äåïóòàòà X,
èìåþùåãî â A îäíîãî âðàãà Y , è îòïðàâëÿÿ Z, èìåþùåãî îäíîãî âðàãà �
ïóñòü ýòî ñíîâà áóäåò Y , ïîëó÷èì, ÷òî ó Y óæå äâà âðàãà â A.
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Çàäà÷à 1.5.3. Â çåìëþ âîòêíóëè 3 ïèêè, 2
ïóñòûå, à íà òðåòüþ áûëè íàñàæåíû äèñêè
äèàìåòðîì â 3, 2 è 1 äåöèìåòð â óêàçàííîì
ïîðÿäêå ñíèçó ââåðõ. Ðàçðåøàåòñÿ ñëåäóþ-
ùåå: âçÿòü âåðõíèé äèñê, íàñàæåííûé íà
îäíó èç ïèê, è íàñàäèòü åãî íà äðóãóþ ïè-
êó, ïðè ýòîì êëàñòü ðàçðåøàåòñÿ òîëüêî
äèñê ìåíüøåãî äèàìåòðà íà äèñê áîëüøå-
ãî. Òðåáóåòñÿ â ðåçóëüòàòå ýòèõ îïåðàöèé
ïåðåíåñòè âñå äèñêè â óêàçàííîì ïîðÿäêå
íà äðóãóþ ïèêó.

Ðåøåíèå. Ïðåäñòàâèì ðåøåíèå â âèäå òàáëèöû, â êîòîðîé áóäåì îòîáðà-
æàòü äèñêè, íàñàæåííûå íà êàæäóþ èç ïèê íà ñîîòâåòñòâóþùåì øàãå
(ñàìàÿ ëåâàÿ öèôðà îçíà÷àåò âåðõíèé äèñê).

Øàã 0 123
Øàã 1 23 1
Øàã 2 3 1 2
Øàã 3 3 12
Øàã 4 3 12
Øàã 5 1 3 2
Øàã 6 1 23
Øàã 7 123

Ïîëó÷åííûé íà ïîñëåäíåì øàãå ðåçóëüòàò çàâåðøàåò ðåøåíèå çàäà÷è.

Çàäàâàëüíèê

Çàäà÷à 1.5.4. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2004.6.1) Äàíû äâå ïàëî÷êè. Èõ ìîæíî ïðèêëàäûâàòü äðóã ê
äðóãó è äåëàòü îòìåòêè. Êàê ñ ïîìîùüþ ýòèõ îïåðàöèé âûÿñíèòü, ÷òî
áîëüøå � äëèíà áîëåå êîðîòêîé ïàëî÷êè èëè 2/3 äëèíû áîëåå äëèííîé
ïàëî÷êè?

Çàäà÷à 1.5.5. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2002.6.1) Ó ïåðâîãî èç äåñÿòè äðóçåé åñòü 5 òóãðèêîâ, ó âòî-
ðîãî � 10 òóãðèêîâ, ó òðåòüåãî � 15 òóãðèêîâ, è ò. ä., ó äåñÿòîãî � 50 òóã-
ðèêîâ. Îíè ñåëè íà êîâ¼ð�ñàìîë¼ò, ïîë¼ò íà êîòîðîì ñòîèò 5 òóãðèêîâ ñ
íîñà. Ñìîãóò ëè îíè ÷åñòíî ðàñïëàòèòüñÿ ñ êîâðîì�ñàìîë¼òîì, åñëè òîò
íå äà¼ò ñäà÷ó è íå ðàçìåíèâàåò äåíüãè?
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Çàäà÷à 1.5.6. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2010.7.1) Ó Þðû åñòü
êàëüêóëÿòîð, êîòîðûé ïîçâîëÿåò óìíîæàòü ÷èñëî íà 3, ïðèáàâëÿòü ê ÷èñëó
3 èëè (åñëè ÷èñëî äåëèòñÿ íà 3 íàöåëî) äåëèòü íà 3. Êàê íà ýòîì êàëüêó-
ëÿòîðå ïîëó÷èòü èç ÷èñëà 1 ÷èñëî 11?

Çàäà÷à 1.5.7. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1994.6.2) Íàéäèòå â ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè 2, 6, 12, 20, 30, . . . ÷èñëî, ñòîÿùåå íà: à) 6; á) 1994 ìåñòå?
Îòâåò îáúÿñíèòå.

Çàäà÷à 1.5.8. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1998.6.2) Òðè ¼æèêà äå-
ëèëè òðè êóñî÷êà ñûðà ìàññàìè 5 ã, 8 ã è 11 ã. Ëèñà ñòàëà èì ïîìîãàòü.
Îíà ìîæåò îò ëþáûõ äâóõ êóñî÷êîâ îäíîâðåìåííî îòðåçàòü è ñúåñòü ïî 1
ã ñûðà. Ñìîæåò ëè ëèñà îñòàâèòü ¼æèêàì ðàâíûå êóñî÷êè ñûðà?

Çàäà÷à 1.5.9. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2014.6.3) Îäóâàí÷èê
óòðîì ðàñïóñêàåòñÿ, äâà äíÿ öâåò¼ò æ¼ëòûì, íà òðåòèé äåíü óòðîì ñòàíî-
âèòñÿ áåëûì, à ê âå÷åðó îáëåòàåò. Â÷åðà äí¼ì íà ïîëÿíå áûëî 20 æ¼ëòûõ
è 14 áåëûõ îäóâàí÷èêîâ, à ñåãîäíÿ � 15 æ¼ëòûõ è 11 áåëûõ. Ñêîëüêî:

à) æ¼ëòûõ îäóâàí÷èêîâ áûëî íà ïîëÿíå ïîçàâ÷åðà;
á) áåëûõ îäóâàí÷èêîâ áóäåò íà ïîëÿíå çàâòðà?

Çàäà÷à 1.5.10. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2016.6.3) Íà ëåâîì áåðåãó ðåêè ñîáðàëèñü 5 ôèçèêîâ è 5 õè-
ìèêîâ. Âñåì íàäî íà ïðàâûé áåðåã. Åñòü äâóõìåñòíàÿ ëîäêà. Íà ïðàâîì
áåðåãó íè â êàêîé ìîìåíò íå ìîãóò íàõîäèòüñÿ ðîâíî òðè õèìèêà èëè ðîâ-
íî òðè ôèçèêà. Êàêèì îáðàçîì èì âñåì ïåðåïðàâèòüñÿ, ñäåëàâ 9 ðåéñîâ
íàïðàâî?

Çàäà÷à 1.5.11. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2009.6.3) Åñòü ïÿòü áàòàðååê, èç êîòîðûõ òðè çàðÿæåíû, à äâå
ðàçðÿæåíû. Ôîòîàïïàðàò ðàáîòàåò îò äâóõ çàðÿæåííûõ áàòàðååê. Ïîêà-
æèòå, êàê çà ÷åòûðå ïîïûòêè ìîæíî ãàðàíòèðîâàííî âêëþ÷èòü ôîòîàï-
ïàðàò.

Çàäà÷à 1.5.12. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2009.6.4) Ïîí÷èê íàõîäèòñÿ â ñëîìàííîì ëóíîõîäå íà ðàññòîÿ-
íèè 18 êì îò Ëóííîé áàçû, â êîòîðîé ñèäèò Íåçíàéêà. Ìåæäó íèìè óñòîé-
÷èâàÿ ðàäèîñâÿçü. Çàïàñà âîçäóõà â ëóíîõîäå õâàòèò íà 3 ÷àñà, êðîìå òî-
ãî, ó Ïîí÷èêà åñòü áàëëîí äëÿ ñêàôàíäðà, ñ çàïàñîì âîçäóõà íà 1 ÷àñ.
Ó Íåçíàéêè åñòü ìíîãî áàëëîíîâ ñ çàïàñîì âîçäóõà íà 2 ÷àñà êàæäûé.
Íåçíàéêà íå ìîæåò íåñòè áîëüøå äâóõ áàëëîíîâ îäíîâðåìåííî (îäíèì èç
íèõ îí ïîëüçóåòñÿ ñàì). Ñêîðîñòü ïåðåäâèæåíèÿ ïî Ëóíå â ñêàôàíäðå ðàâ-
íà 6 êì/÷. Ñìîæåò ëè Íåçíàéêà ñïàñòè Ïîí÷èêà è íå ïîãèáíóòü ñàì?

Çàäà÷à 1.5.13. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2014.7.4) Îäóâàí÷èê
óòðîì ðàñïóñêàåòñÿ, òðè äíÿ öâåò¼ò æ¼ëòûì, íà ÷åòâ¼ðòûé äåíü óòðîì
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ñòàíîâèòñÿ áåëûì, à ê âå÷åðó ïÿòîãî äíÿ îáëåòàåò. Â ïîíåäåëüíèê äí¼ì íà
ïîëÿíå áûëî 20 æ¼ëòûõ è 14 áåëûõ îäóâàí÷èêîâ, à â ñðåäó � 15 æ¼ëòûõ
è 11 áåëûõ. Ñêîëüêî áåëûõ îäóâàí÷èêîâ áóäåò íà ïîëÿíå â ñóááîòó?

Çàäà÷à 1.5.14. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1990.6.4;7.4) Ïîñòàâüòå â
ðÿä à) 5 ïðîñòûõ ÷èñåë; á) 6 ïðîñòûõ ÷èñåë òàê, ÷òîáû ðàçíîñòè ñîñåäíèõ
÷èñåë â êàæäîì ðÿäó áûëè ðàâíû.

Çàäà÷à 1.5.15. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2008.7.4) Â êëóáå âñòðåòèëèñü äâàäöàòü äæåíòëüìåíîâ. Íåêî-
òîðûå èç íèõ áûëè â øëÿïàõ, à íåêîòîðûå � áåç øëÿï. Âðåìÿ îò âðåìåíè
îäèí èç äæåíòëüìåíîâ ñíèìàë ñ ñåáÿ øëÿïó è íàäåâàë å¼ íà îäíîãî èç
òåõ, ó êîãî â ýòîò ìîìåíò øëÿïû íå áûëî. Â êîíöå äåñÿòü äæåíòëüìåíîâ
ïîäñ÷èòàëè, ÷òî êàæäûé èç íèõ îòäàâàë øëÿïó áîëüøåå êîëè÷åñòâî ðàç,
÷åì ïîëó÷àë. Ñêîëüêî äæåíòëüìåíîâ ïðèøëè â êëóá â øëÿïàõ?

Çàäà÷à 1.5.16. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2011.6.5;7.4) Âàñÿ âûïèñàë âñå ñëîâà (íå îáÿçàòåëüíî îñìûñ-
ëåííûå), êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ âû÷åðêèâàíèåì ðîâíî äâóõ áóêâ èç ñëîâà
ÈÍÒÅÃÐÈÐÎÂÀÍÈÅ, à Ìàøà ñäåëàëà òî æå ñàìîå ñî ñëîâîì ÑÓ-
ÏÅÐÊÎÌÏÜÞÒÅÐ. Ó êîãî ïîëó÷èëîñü áîëüøå ñëîâ?

Çàäà÷à 1.5.17. (Òóðíèð Àðõèìåäà � 2017.4) Íà Íîâîãîäíåì áàçàðå ïðî-
äàþòñÿ ãèðëÿíäû èç øàðèêîâ. Â êàæäîé ãèðëÿíäå 201 øàðèê: íåêîòîðûå
� êðàñíûå, îñòàëüíûå � çåë¼íûå. Øàðèêè âîëøåáíûå � ïî êîìàíäå Äå-
æóðíîãî Ñíåãîâèêà îíè ìîãóò ìåíÿòü öâåò: êðàñíûå ñòàíîâÿòñÿ çåë¼íûìè,
à çåë¼íûå � êðàñíûìè. Çà îäèí ðàç îí ìîæåò ïîìåíÿòü öâåò êàêèõ-íèáóäü
äâóõ, òð¼õ èëè ÷åòûð¼õ øàðèêîâ, ðàñïîëîæåííûõ ïîäðÿä. Çà êàæäîå ïå-
ðåêðàøèâàíèå Ñíåãîâèê áåðåò 1 êîïåéêó. Ôåäÿ óòâåðæäàåò, ÷òî ðóáëÿ åìó
çàâåäîìî õâàòèò íà òî, ÷òîáû ïðåâðàòèòü ëþáóþ ãèðëÿíäó â îäíîöâåòíóþ.
Ïðàâ ëè Ôåäÿ?

Çàäà÷à 1.5.18. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2015.7.5) Èìååòñÿ íàáîð
èç äâóõ êàðòî÷åê: 1 è 2 . Çà îäíó îïåðàöèþ ðàçðåøàåòñÿ ñîñòàâèòü âû-
ðàæåíèå, èñïîëüçóþùåå ÷èñëà íà êàðòî÷êàõ, àðèôìåòè÷åñêèå äåéñòâèÿ,
ñêîáêè. Åñëè åãî çíà÷åíèå � öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî, òî åãî âûäà-
þò íà íîâîé êàðòî÷êå. (Íàïðèìåð, èìåÿ êàðòî÷êè 3 , 5 è 7 , ìîæíî

ñîñòàâèòü âûðàæåíèå 7 5 / 3 è ïîëó÷èòü êàðòî÷êó 25 èëè ñîñòàâèòü

âûðàæåíèå 3 5 è ïîëó÷èòü êàðòî÷êó 35 .) Êàê ïîëó÷èòü êàðòî÷êó ñ
÷èñëîì 2015 çà:

à) 4 îïåðàöèè;
á) 3 îïåðàöèè?

Çàäà÷à 1.5.19. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1991.7.5) Äàíû äâå ïî-
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ñëåäîâàòåëüíîñòè:

2, 4, 8, 16, 14, 10, 2 è 3, 6, 12.

Â êàæäîé èç íèõ êàæäîå ÷èñëî ïîëó÷åíî èç ïðåäûäóùåãî ïî îäíîìó è
òîìó æå çàêîíó. Íàéäèòå ýòîò çàêîí. Íàéäèòå âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà,
ïåðåõîäÿùèå ñàìè â ñåáÿ (ïî ýòîìó çàêîíó). Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî 21991

ïîñëå íåñêîëüêèõ ïåðåõîäîâ ñòàíåò îäíîçíà÷íûì.

Çàäà÷à 1.5.20. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2006.7.5) Íà áåñêîíå÷íîì ëèñòå êëåò÷àòîé áóìàãè x êëåòîê ïî-
êðàøåíû â ÷¼ðíûé öâåò. Êàæäóþ ñåêóíäó âñå áåëûå êëåòêè, ó êîòîðûõ
õîòÿ áû òðè ñîñåäà èç ÷åòûð¼õ ÷¼ðíûå, ñòàíîâÿòñÿ ÷¼ðíûìè, à âñå êëåò-
êè, ó êîòîðûõ õîòÿ áû òðè ñîñåäà èç ÷åòûð¼õ áåëûå, ñòàíîâÿòñÿ áåëûìè.
Îñòàëüíûå êëåòêè íå ìåíÿþòñÿ. Ìîæåò ëè ÷åðåç íåñêîëüêî ñåêóíä ñëó-
÷èòüñÿ òàê, ÷òî íà ëèñòå áóìàãè îêàæåòñÿ ðîâíî 3

2x ÷¼ðíûõ êëåòîê?

Çàäà÷à 1.5.21. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1997.6.6) Ñåìüÿ íî÷üþ
ïîäîøëà ê ìîñòó. Ïàïà ìîæåò ïåðåéòè åãî çà 1 ìèíóòó, ìàìà � çà 2, ìà-
ëûø � çà 5, à áàáóøêà � çà 10 ìèíóò. Ó íèõ åñòü îäèí ôîíàðèê. Ìîñò
âûäåðæèâàåò òîëüêî äâîèõ. Êàê èì ïåðåéòè ìîñò çà 17 ìèíóò? (Åñëè ïå-
ðåõîäÿò äâîå, òî îíè èäóò ñ ìåíüøåé èç èõ ñêîðîñòåé. Äâèãàòüñÿ ïî ìîñòó
áåç ôîíàðèêà íåëüçÿ. Ñâåòèòü èçäàëè íåëüçÿ. Íîñèòü äðóã äðóãà íà ðóêàõ
íåëüçÿ.)

Çàäà÷à 1.5.22. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1997.6.6) Êîùåé Áåñ-
ñìåðòíûé âçÿë â ïëåí 43 ÷åëîâåêà è óâ¼ç èõ íà îñòðîâ. Îòïðàâèëñÿ Èâàí�
Öàðåâè÷ íà äâóõìåñòíîé ëîäêå âûðó÷àòü èõ. À Êîùåé åìó è ãîâîðèò:

� Íàäîåëî ìíå ýòèõ äàðìîåäîâ êîðìèòü, ïóñòü ïëûâóò îòñþäà íà òâîåé
ëîäêå ïîäîáðó-ïîçäîðîâó. Èìåé â âèäó: ñ îñòðîâà íà áåðåã äîïëûòü ìîæíî
òîëüêî âäâî¼ì, à îáðàòíî è îäèí ñïðàâèòñÿ. Ïåðåä ïåðåïðàâîé ÿ ñêàæó
êàæäîìó íå ìåíåå ÷åì ïðî 40 äðóãèõ ïëåííèêîâ, ÷òî ýòî îáîðîòíè. Êîìó
ïðî êîãî ñêàæó, ñàì âûáåðåøü. Åñëè ïëåííèê ïðî êîãî-òî ñëûøàë, ÷òî òîò
îáîðîòåíü, îí ñ íèì â ëîäêó íå ñÿäåò, à íà áåðåãó íàõîäèòüñÿ ñìîæåò. ß
çàêîëäóþ èõ òàê, ÷òîáû íà ñóøå îíè ìîë÷àëè, çàòî â ëîäêå ðàññêàçûâà-
ëè äðóã äðóãó ïðî âñåõ èçâåñòíûõ èì îáîðîòíåé. Ïîêà õîòü îäèí ïëåííèê
îñòà¼òñÿ íà îñòðîâå, òåáå ñ íèìè ïëàâàòü íåëüçÿ. Ëèøü êîãäà âñå 43 îêà-
æóòñÿ íà òîì áåðåãó, îäíîìó èç íèõ ìîæíî áóäåò çà òîáîé ïðèïëûòü. À
êîëè íå ñóìååøü óñòðîèòü èì ïåðåïðàâó � îñòàíåøüñÿ ó ìåíÿ íàâñåãäà.

Åñòü ëè ó Èâàíà ñïîñîá ïðîéòè èñïûòàíèå è âåðíóòüñÿ ñ ïëåííèêàìè äî-
ìîé?

Çàäà÷à 1.5.23. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2014.6.6) Ê êàáèíêå êàíàòíîé äîðîãè, âåäóùåé íà ãîðó, ïîäîøëè
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÷åòûðå ÷åëîâåêà, êîòîðûå âåñÿò 50, 60, 70 è 90 êã. Ñìîòðèòåëÿ íåò, à â
àâòîìàòè÷åñêîì ðåæèìå êàáèíêà åçäèò òóäà-ñþäà òîëüêî ñ ãðóçîì îò 100
äî 250 êã (â ÷àñòíîñòè, ïóñòîé îíà íå åçäèò), ïðè óñëîâèè, ÷òî ïàññàæèðîâ
ìîæíî ðàññàäèòü íà äâå ñêàìüè òàê, ÷òîáû âåñà íà ñêàìüÿõ îòëè÷àëèñü íå
áîëåå, ÷åì íà 25 êã. Êàêèì îáðàçîì âñå îíè ñìîãóò ïîäíÿòüñÿ íà ãîðó?

Çàäà÷à 1.5.24. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1993.6.7) Àëè�Áàáà ñòîèò
ñ áîëüøèì ìåøêîì ìîíåò â óãëó ïóñòîé ïðÿìîóãîëüíîé ïåùåðû ðàçìåðîì
m× n êëåòîê, ðàñêðàøåííûõ â øàõìàòíîì ïîðÿäêå. Èç ëþáîé êëåòêè îí
ìîæåò ñäåëàòü øàã â ëþáóþ èç ÷åòûð¼õ ñîñåäíèõ êëåòîê (ââåðõ, âíèç,
âïðàâî èëè âëåâî). Ïðè ýòîì îí äîëæåí ëèáî ïîëîæèòü 1 ìîíåòó â ýòîé
êëåòêå, ëèáî çàáðàòü èç íå¼ 1 ìîíåòó, åñëè, êîíå÷íî, îíà íå ïóñòà. Ìîæåò
ëè ïîñëå ïðîãóëêè Àëè�Áàáû ïî ïåùåðå îêàçàòüñÿ, ÷òî íà ÷¼ðíûõ êëåòêàõ
ëåæèò ðîâíî ïî 1 ìîíåòå, à íà áåëûõ ìîíåò íåò?

Çàäà÷à 1.5.25. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2003.6.7) Ïî êðóãó ñòîÿò âîñåìü êîçëîâ ðàçíîãî ðîñòà. Ëþáîé
èç íèõ óìååò ïåðåïðûãèâàòü ÷åðåç äâóõ ñîñåäíèõ êîçëîâ ïðîòèâ ÷àñîâîé
ñòðåëêè. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ëþáîì íà÷àëüíîì ðàñïîëîæåíèè êîçëîâ îíè
ñìîãóò âñòàòü ïî ðîñòó.

Çàäà÷à 1.5.26. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2005.7.6) Íà ñòîëå ëåæèò ñòîïêà êàðò ¾ðóáàøêîé¿ ââåðõ. Òðå-
áóåòñÿ ïåðåëîæèòü èõ â îáðàòíîì ïîðÿäêå (è ñíîâà ¾ðóáàøêîé¿ ââåðõ),
ïðèìåíèâ íåñêîëüêî ðàç òàêóþ îïåðàöèþ: èç ëþáîãî ìåñòà ñòîïêè âûíè-
ìàþòñÿ äâå ñîñåäíèå êàðòû, ïåðåâîðà÷èâàþòñÿ êàê åäèíîå öåëîå è êëà-
äóòñÿ íà ïðåæíåå ìåñòî. Ïðè êàêîì êîëè÷åñòâå êàðò â ñòîïêå ýòî ìîæíî
ñäåëàòü?

Çàäà÷à 1.5.27. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2012.7.7) Íà ñêëàäàõ äâóõ ìàãàçèíîâ õðàíèòñÿ ïøåíî: íà ïåðâîì
ñêëàäå íà 16 òîíí áîëüøå, ÷åì íà âòîðîì. Êàæäóþ íî÷ü ðîâíî â ïîëíî÷ü
âëàäåëåö êàæäîãî ìàãàçèíà âîðóåò ó ñâîåãî êîíêóðåíòà ÷åòâåðòü èìåþùå-
ãîñÿ íà åãî ñêëàäå ïøåíà è ïåðåòàñêèâàåò íà ñâîé ñêëàä. ×åðåç 10 íî÷åé
âîðèøåê ïîéìàëè. Íà êàêîì ñêëàäå â ìîìåíò èõ ïîèìêè áûëî áîëüøå
ïøåíà è íà ñêîëüêî?

Çàäà÷à 1.5.28. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2003.7.7) Âîñåìü òîìîâ ¾Ýíöèêëîïåäèè Êîçëîâ¿ ñëîæèëè â
ñòîïêó. Ðàçðåøàåòñÿ âûíèìàòü èç ñòîïêè ëèáî òðåòüþ ñâåðõó êíèãó, ëèáî
ñàìóþ íèæíþþ, è êëàñòü å¼ íàâåðõ. Äîêàæèòå, ÷òî íåçàâèñèìî îò íà÷àëü-
íîãî ðàñïîëîæåíèÿ òîìîâ èõ ìîæíî ñëîæèòü ïî ïîðÿäêó íîìåðîâ.

Çàäà÷à 1.5.29. (Êóð÷àòîâ � 2016.8) Íà îëèìïèàäó ïðèøëè 300 ó÷åíèêîâ
èç íå ìåíåå ÷åì 4 øêîë. Äîêàæèòå, ÷òî èõ ìîæíî ðàçáèòü íà êîìàíäû ïî
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3 ÷åëîâåêà â êàæäîé òàê, ÷òîáû â êàæäîé êîìàíäå ëèáî âñå òðè ó÷åíèêà
áûëè èç îäíîé øêîëû, ëèáî âñå òðè � èç ðàçíûõ øêîë.

Çàäà÷à 1.5.30. (Ìîñêîâñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà � 2001.8.3) Äà-
íû øåñòü ñëîâ: ÇÀÍÎÇÀ, ÇÈÏÓÍÛ, ÊÀÇÈÍÎ, ÊÅÔÀËÜ, ÎÒ-
ÌÅËÜ,ØÅËÅÑÒ. Çà îäèí øàã ìîæíî çàìåíèòü ëþáóþ áóêâó â ëþáîì
èç ýòèõ ñëîâ íà ëþáóþ äðóãóþ (íàïðèìåð, çà îäèí øàã ìîæíî ïîëó÷èòü èç
ñëîâà ÇÀÍÎÇÀ ñëîâî ÇÊÍÎÇÀ. Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî øàãîâ íóæíî,
÷òîáû ñäåëàòü âñå ñëîâà îäèíàêîâûìè (äîïóñêàþòñÿ áåññìûñëåííûå)?

Çàäà÷à 1.5.31. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1991.5-6.2) Ýëåêòðèê áûë
âûçâàí äëÿ ðåìîíòà ãèðëÿíäû èç ÷åòûð¼õ ñîåäèí¼ííûõ ïîñëåäîâàòåëüíî
ëàìïî÷åê, îäíà èç êîòîðûõ ïåðåãîðåëà. Íà âûâèí÷èâàíèå ëþáîé ëàìïî÷-
êè èç ãèðëÿíäû óõîäèò 10 ñåêóíä, íà çàâèí÷èâàíèå � 10 ñåêóíä. Âðåìÿ,
êîòîðîå òðàòèòñÿ íà äðóãèå äåéñòâèÿ, ìàëî. Çà êàêîå íàèìåíüøåå âðåìÿ
ýëåêòðèê çàâåäîìî ìîæåò íàéòè ïåðåãîðåâøóþ ëàìïî÷êó, åñëè ó íåãî åñòü
îäíà çàïàñíàÿ ëàìïî÷êà?

Çàäà÷à 1.5.32. (Òóðíèð èì. Ëîìîíîñîâà � 1986.8.4) Â êîìïàíèè èç k ÷å-
ëîâåê (k > 3) ó êàæäîãî ïîÿâèëàñü íîâîñòü, èçâåñòíàÿ åìó îäíîìó. Çà îäèí
òåëåôîííûé ðàçãîâîð äâîå ñîîáùàþò äðóã äðóãó âñå èçâåñòíûå èì íîâî-
ñòè. Äîêàæèòå, ÷òî çà 2k − 4 ðàçãîâîðà âñå îíè ìîãóò óçíàòü âñå íîâîñòè.

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Çàäà÷à 1.15. Â çåìëþ âîòêíóëè 3 ïèêè, 2 ïóñòûå, à íà òðåòüþ áûëè íà-
ñàæåíû äèñêè äèàìåòðîì â 4, 3, 2 è 1 äåöèìåòð â òàêîì ïîðÿäêå ñíèçó
ââåðõ. Ðàçðåøàåòñÿ ñëåäóþùåå: âçÿòü âåðõíèé äèñê, íàñàæåííûé íà îä-
íó èç ïèê, è íàñàäèòü åãî íà äðóãóþ ïèêó, ïðè ýòîì êëàñòü ðàçðåøàåòñÿ
òîëüêî äèñê ìåíüøåãî äèàìåòðà íà äèñê áîëüøåãî. Òðåáóåòñÿ â ðåçóëüòàòå
ýòèõ îïåðàöèé ïåðåíåñòè âñå äèñêè â òàêîì ïîðÿäêå íà äðóãóþ ïèêó.

Çàäà÷à 1.16. Êîììåðñàíò Âàñÿ çàíÿëñÿ òîðãîâëåé. Êàæäîå óòðî îí ïî-
êóïàåò òîâàð íà íåêîòîðóþ ÷àñòü èìåþùèõñÿ ó íåãî äåíåã (âîçìîæíî, íà
âñå èìåþùèåñÿ ó íåãî äåíüãè). Ïîñëå îáåäà îí ïðîäà¼ò êóïëåííûé òîâàð â
2 ðàçà äîðîæå, ÷åì êóïèë. Êàê íóæíî òîðãîâàòü Âàñå, ÷òîáû ÷åðåç 5 äíåé
ó íåãî áûëî ðîâíî 25000 ðóáëåé, åñëè ñíà÷àëà ó íåãî áûëî 1000 ðóáëåé?

Çàäà÷à 1.17. Îäèí ãåíåðàë ðåøèë ïðîâåñòè ìîäåðíèçàöèþ âîéñêà ðîáî-
òîâ. Äëÿ ýòîãî îí ðàññòàâèë ñîëäàò-ðîáîòîâ â êðóã è íà÷àë èäòè ïî êðóãó,
ïðåâðàùàÿ êàæäîãî äåñÿòîãî ñîëäàòà â äðîíà, ïîñëå ÷åãî òîò ñíèìàëñÿ ñ
ìåñòà è óëåòàë. Îäíàêî èç-çà ñâîåé çàáûâ÷èâîñòè îí ïðîø¼ë êðóã íå îäèí
ðàç è îñòàíîâèëñÿ, çàìåòèâ, ÷òî îñòàëñÿ òîëüêî îäèí ñîëäàò. Êàêîé íîìåð
áûë ó ýòîãî ñîëäàòà, åñëè âñåãî èõ áûëî 20?
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6 Ðàçáîð çàäà÷ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøå-

íèÿ

Ðàçðåçàíèÿ

Çàäà÷à 1.1. Áóêâîé ¾Ã¿ íàçûâàåòñÿ êëåò÷àòàÿ ôèãóðà, ñîñòîÿùàÿ èç
2, 3, 4, . . . êëåòîê, èäóùèõ ïîäðÿä, è åù¼ îäíîé êëåòêè, èìåþùåé îáùóþ
ñòîðîíó ñ îäíîé èç êðàéíèõ êëåòîê:

. . .

Èìååòñÿ íàáîð, ñîñòîÿùèé èç áóêâ ¾Ã¿, â êîòîðîì ôèãóðà êàæäîãî ðàçìåðà
âñòðå÷àåòñÿ ðîâíî ïî äâà ðàçà. Ñîñòàâüòå êâàäðàò 8 × 8 èç ôèãóð íàáîðà
òàê, ÷òîáû íå áûëî ôèãóðû êàêîãî-òî ðàçìåðà, èñïîëüçîâàííîé ðîâíî îäèí
ðàç.

Ðåøåíèå. Îäíî èç âîçìîæíûõ ðåøåíèé ïðèâåäåíî íà ðèñóíêå íèæå.

Çàäà÷à 1.2. Îäèí àâñòðèéñêèé õóäîæíèê è êàðòîãðàô, ñèäÿ â òþðüìå çà
äåáîø â ïèâíîé, î÷åíü õîòåë ñäåëàòü ôëàã äëÿ ñâîåé îðãàíèçàöèè. Îí ïëà-
íèðîâàë, ÷òîáû ôëàã áûë êâàäðàòíûì, ðàçìåðîì 5 íà 5 ìåòðîâ, ñ äûðêîé
â ñàìîì öåíòðå ðàçìåðîì 1 íà 1 ìåòð. Îäíàêî â åãî ðàñïîðÿæåíèè èìåëñÿ
ëèøü ïðÿìîóãîëüíûé êóñîê òêàíè ðàçìåðîì 6 íà 4 ìåòðà ñ ðàçëèíîâêîé ïî
êâàäðàòíîé ñåòêå øàãîì â 1 ìåòð, ëèíèè êîòîðîé áûëè ïàðàëëåëüíû ñòîðî-
íàì ïðÿìîóãîëüíèêà è íà÷èíàëèñü îò íèõ. Òàêæå åìó õîòåëîñü ðàçðåçàòü
èñõîäíûé êóñîê íå áîëåå, ÷åì íà 4 ÷àñòè, êîòîðûå åù¼ è âäîáàâîê äîëæ-
íû áûëè áûòü îäèíàêîâûìè, ÷òîáû èõ ïðîùå áûëî ïðÿòàòü, à ðàçðåçû îí
õîòåë äåëàòü òîëüêî ïî ëèíèÿì ðàçëèíîâêè. Ê òîìó æå, åñëè ñòðàæà çà-
ìåòèëà áû ó íåãî êóñêè òêàíè ïðÿìîóãîëüíîé ôîðìû, îíà áû ñðàçó ìîãëà
åãî çàïîäîçðèòü. Ïîìîãèòå ìîëîäîìó ÷åëîâåêó ñïðàâèòüñÿ ñ ýòîé çàäà÷åé.
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Ðåøåíèå. Âîçìîæíîå ðåøåíèå ïðèâåäåíî íà ðèñóíêå.

Çàäà÷à 1.3. Èìåþòñÿ ïðÿìîóãîëüíèêè 1 × 1, 1 × 2, 1 × 3, . . . , 1 × 13. Ñî-
ñòàâüòå èç íèõ ïðÿìîóãîëüíèê, êàæäàÿ ñòîðîíà êîòîðîãî áîëüøå åäèíèöû.

Ðåøåíèå. Íàéä¼ì ðàçìåð èñêîìîãî òðåóãîëüíèêà. Åãî ïëîùàäü äîëæíà
áûòü ðàâíà ñóììå ïëîùàäåé âñåõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ, òî åñòü S = 1+2+. . .+
13 = 91. ×òîáû ïîëó÷èëñÿ ïðÿìîóãîëüíèê, ýòî äîëæíî áûòü ïðîèçâåäåíèå
äâóõ ÷èñåë, êàæäîå èç êîòîðûõ áîëüøå åäèíèöû, 91 = 7 · 13. Óëîæèòü
ôèãóðó 1× 13 ìîæíî òîëüêî ïî äëèííîé ñòîðîíå. Òîãäà çàìåòèì, ÷òî 1 +
12 = 2+11 = . . . = 5+7, îòêóäà è ïîëó÷àåì èçÿùíîå ðàçðåçàíèå (ðèñóíîê
íèæå).

Âçâåøèâàíèÿ

Çàäà÷à 1.4. Åñòü 9 âíåøíå îäèíàêîâûõ êîíôåò, èç êîòîðûõ îäíà íåâêóñ-
íàÿ (áîëåå ë¼ãêàÿ, ïîòîìó ÷òî áåç íà÷èíêè). Êàê ñ ïîìîùüþ ÷àøå÷íûõ
âåñîâ áåç ãèðü âûäåëèòü íåâêóñíóþ êîíôåòó çà 2 âçâåøèâàíèÿ?

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî èç òð¼õ êîíôåò ìû ìîæåì âûÿâèòü íåâêóñíóþ
çà îäíî âçâåøèâàíèå. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü åñòü òðè êîíôåòû, âçâåñèì
ïåðâûå äâå: åñëè îíè ðàçëè÷íû ïî âåñó, òî íàèáîëåå ë¼ãêàÿ � íåâêóñíàÿ,
åñëè ðàâíû, òî íåâêóñíàÿ � òðåòüÿ.

Ó íàñ äåâÿòü êîíôåò, ðàçäåëèì èõ íà òðè êó÷êè ïî òðè êîíôåòû. Íàøà
çàäà÷à � óçíàòü, â êàêîé èç êó÷åê íàõîäèòñÿ ë¼ãêàÿ êîíôåòà. Òîãäà îñòà-
íåòñÿ îäíî âçâåøèâàíèå, ÷òîáû âûÿâèòü èç ýòèõ òð¼õ íåâêóñíóþ, à ýòî ìû
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óìååì äåëàòü. Íî âåäü ýòî òà æå ñàìàÿ çàäà÷à: åñòü òðè êó÷êè, îäíà èç
êîòîðûõ ëåã÷å, ïðîñòî â ýòîì ñëó÷àå âçâåøèâàåì íå ïî îäíîé êîíôåòå à
ïî êó÷êå, ÷. ò. ä.

Çàäà÷à 1.5. Ñðåäè ñåìè ìîíåò èìåþòñÿ 2 ôàëüøèâûå (áîëåå ë¼ãêèå). Çà
3 âçâåøèâàíèÿ íà ÷àøå÷íûõ âåñàõ áåç ãèðü îïðåäåëèòå îáå ôàëüøèâûå
ìîíåòû.

Ðåøåíèå. Âîçüì¼ì äâå êó÷êè ïî òðè ìîíåòû, ñðàâíèì èõ.

Åñëè îíè ðàâíû, òî ýòî çíà÷èò, ÷òî â êàæäîé èç íèõ ïî îäíîé ôàëüøè-
âîé. Òîãäà, ÷òîáû âûÿâèòü ôàëüøèâóþ, ïîíàäîáèòñÿ ïî âçâåøèâàíèþ äëÿ
êàæäîé êó÷êè (ñì. ðåøåíèå ïðåäûäóùåé çàäà÷è). Âñåãî ïîëó÷àåòñÿ òðè
âçâåøèâàíèÿ.

Åñëè æå îíè íå ðàâíû, òî âîçìîæíû äâà âàðèàíòà: ëèáî ìîíåòà, êîòîðàÿ
íå áûëà â êó÷êàõ � ôàëüøèâàÿ, ëèáî îáå ôàëüøèâûõ â ë¼ãêîé êó÷êå.
Ïîïðîáóåì ïîíÿòü, êàêîé èç äâóõ ñëó÷àåâ ìû ïîëó÷èëè. Â áîëåå òÿæ¼ëîé
êó÷êå òî÷íî íåò ôàëüøèâûõ ìîíåò, ïîýòîìó âçâåñèì îäíó èç ìîíåò ýòîé
êó÷êè ñ ìîíåòîé, íå âõîäÿùåé â êó÷êè. Åñëè îíè ðàçëè÷íû � òî èìååì
ïåðâûé ñëó÷àé, åñëè ðàâíû � òî âòîðîé.

Â ïåðâîì ñëó÷àå èç ë¼ãêîé êó÷êè âûÿâëÿåì ôàëüøèâóþ çà îäíî âçâåøèâà-
íèå, à âòîðàÿ ôàëüøèâàÿ ìîíåòà � òà, êîòîðàÿ íå âõîäèëà â êó÷êè. Âñåãî
ïîëó÷èëè òðè âçâåøèâàíèÿ.

Âî âòîðîì ñëó÷àå ìû òî÷íî çíàåì, ÷òî îáå ôàëüøèâûå ìîíåòû íàõîäÿòñÿ â
ë¼ãêîé êó÷êå. Áîëåå òÿæ¼ëóþ íàñòîÿùóþ ìîíåòó ìû ìîæåì íàéòè çà îäíî
çà âçâåøèâàíèå, è òîãäà ôàëüøèâûå ìîíåòû � äâå îñòàâøèåñÿ. Òàêæå
ïîëó÷èëè òðè âçâåøèâàíèÿ.

Çàäà÷à 1.6. Ñðåäè 9 ìîíåò ðîâíî îäíà ôàëüøèâàÿ (íåèçâåñòíî, ëåã÷å îíà
èëè òÿæåëåå íàñòîÿùåé). Êàê îïðåäåëèòü å¼ ñ ïîìîùüþ òð¼õ âçâåøèâàíèé
íà ÷àøå÷íûõ âåñàõ áåç ãèðü?

Ðåøåíèå. Â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùèõ äâóõ çàäà÷ íåèçâåñòíî, ëåã÷å èëè òÿ-
æåëåå ôàëüøèâàÿ. Ýòî äîáàâëÿåò ëèøíåå âçâåøèâàíèå.

Îïÿòü ðàçäåëèì äåâÿòü ìîíåò íà òðè êó÷êè. Âçâåñèì äâå ïàðû êó÷åê:
ïåðâóþ ñî âòîðîé, âòîðóþ ñ òðåòüåé. Çàìåòèì, ÷òî ôàëüøèâàÿ ìîíåòà �
îäíà, ïîýòîìó ìû ïîëó÷èì ÷òî äâå êó÷êè ðàâíû, à òðåòüÿ � íåò, è â çàâè-
ñèìîñòè îò òîãî, òÿæåëåå èëè ëåã÷å îòëè÷àþùàÿñÿ êó÷êà � ïîéì¼ì, êàê
îòëè÷àåòñÿ ôàëüøèâàÿ ìîíåòà.

Áåð¼ì ýòó îòëè÷àþùóþñÿ êó÷êó è ïî óæå èçâåñòíîìó ìåòîäó â îäíî âçâå-
øèâàíèå âûÿâëÿåì ôàëüøèâóþ. Âñåãî ïîëó÷èëè òðè âçâåøèâàíèÿ.
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Çàäà÷à 1.7. Åñòü 9 êã çåðíà è ÷àøå÷íûå âåñû ñ ãèðüêîé â 200 ãðàìì. Êàê
ñ ïîìîùüþ 3 âçâåøèâàíèé îòìåðèòü ðîâíî 2 êã çåðíà?

Ðåøåíèå. Âîçüì¼ì êó÷êó çåðíà, å¼ ìàññà m. Ìû ìîæåì ïîëó÷èòü äâå êó÷-
êè ìàññàìè ëèáîm/2,m/2 (ññûïàòü íà äâå ÷àøè, íå èñïîëüçóÿ ãèðþ), ëèáî
m/2 − 100, m/2 + 100 (òî æå, íî íà îäíîé èç ÷àø ãèðÿ), ëèáî m, m − 200
(â ðàâíîâåñíîì ñîñòîÿíèè âåñîâ íà îäíó èç ÷àø ïîëîæèòü ãèðþ è ññûïàòü
ñ ýòîé ÷àøè çåðíî äî òåõ ïîð, ïîêà ñíîâà íå äîñòèãíåì ðàâíîâåñèÿ).

Ó íàñ åñòü 9000 ãðàìì çåðíà è õî÷åòñÿ, ÷òîáû âåñ íîâûõ êó÷åê äåëèëñÿ
íà 200. Ðàçäåëèì çåðíî íà êó÷êè ïî 4400 è 4600 ãðàìì. Òåïåðü ¾ðàñïîëî-
âèíèì¿ 4400 → 2200 + 2200 è ïîòîì âû÷òåì èç îäíîé êó÷êè 200 ãðàìì.
Â èòîãå ìû âîñïîëüçîâàëèñü êàæäîé îïåðàöèåé ïî ðàçó è ïîëó÷èëè òðè
âçâåøèâàíèÿ.

Çàäà÷à 1.8. Ó áîáðà-õðàíèòåëÿ çåðíà åñòü 6 ãèðü ñ íàíåñ¼ííîé ìàðêèðîâ-
êîé 1, 2, 3, 4, 5 è 6 êã. Îäíàêî îí ïîäîçðåâàåò, ÷òî ó äâóõ ãèðü ìîæåò áûòü
ïåðåïóòàíà ìàðêèðîâêà. Êàê ïðè ïîìîùè äâóõ âçâåøèâàíèé íà ÷àøå÷íûõ
âåñàõ, íà êîòîðûõ ìîæíî ñðàâíèòü âåñà ëþáûõ ãðóïï ãèðü, îïðåäåëèòü,
âåðíà ëè äàííàÿ ìàðêèðîâêà? Ãèðè èçãîòîâëåíû èç ðàçíûõ ìàòåðèàëîâ,
ïîýòîìó ¾íà ãëàç¿ îïðåäåëèòü äàííóþ èíôîðìàöèþ îí íå ìîæåò.

Ðåøåíèå. Áóäüòå âíèìàòåëüíû! Â äàííîé çàäà÷å òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü, íå
êàêèå 2 ãèðè ïåðåïóòàíû, à òîëüêî ëèøü, âåðíà ìàðêèðîâêà èëè íåò.

Ïåðâûì âçâåøèâàíèåì ïîñòàâèì íà îäíó ÷àøêó âåñîâ ãèðè ñ ìàðêèðîâêà-
ìè ¾6¿ è ¾1¿, à íà âòîðóþ � ¾2¿ è ¾5¿. Åñëè âåñû íàõîäÿòñÿ íå â ðàâíîâå-
ñèè, çíà÷èò, ìàðêèðîâêà òî÷íî ïåðåïóòàíà, è âòîðîå âçâåøèâàíèå óæå íå
ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì. Åñëè âåñû íàõîäÿòñÿ â ðàâíîâåñèè, òî âîçìîæíû
ñëåäóþùèå ñëó÷àè:
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� ïåðåïóòàíû ìàðêèðîâêè íà ãèðÿõ ¾6¿ è ¾1¿;
� ïåðåïóòàíû ìàðêèðîâêè íà ãèðÿõ ¾2¿ è ¾5¿;
� ïåðåïóòàíû ìàðêèðîâêè íà ãèðÿõ ¾3¿ è ¾4¿.

Âòîðûì âçâåøèâàíèåì ïîñòàâèì íà îäíó ÷àøêó âåñîâ ãèðè ñ ìàðêèðîâêà-
ìè ¾6¿ è ¾2¿, à íà âòîðóþ � ¾5¿ è ¾3¿. Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî ïåðâîìó
âçâåøèâàíèþ, ïîëó÷àåì, ÷òî â ñëó÷àå ðàâíîâåñèÿ, åñëè áû ïåðâîãî âçâå-
øèâàíèÿ íå áûëî, áûëè áû âîçìîæíû âàðèàíòû:

� ïåðåïóòàíû ìàðêèðîâêè íà ãèðÿõ ¾6¿ è ¾2¿;
� ïåðåïóòàíû ìàðêèðîâêè íà ãèðÿõ ¾3¿ è ¾5¿;
� ïåðåïóòàíû ìàðêèðîâêè íà ãèðÿõ ¾1¿ è ¾4¿.

Òàêèì îáðàçîì, äàííûå ñèñòåìû âîçìîæíûõ îøèáîê ìàðêèðîâêè íåñîâ-
ìåñòíû, çíà÷èò, çà äàííûå 2 âçâåøèâàíèÿ ìû ãàðàíòèðîâàííî îïðåäåëèì,
íå ïåðåïóòàíû ëè ìàðêèðîâêè ó êàêèõ-ëèáî 2 ãèðü.

Ïåðåëèâàíèÿ

Çàäà÷à 1.9. Â áî÷êå 16 ñ ïîëîâèíîé ëèòðîâ âàðåíüÿ. Êàê îòëèòü èç íå¼
6 ëèòðîâ ñ ïîìîùüþ äåâÿòèëèòðîâîãî âåäðà è ïÿòèëèòðîâîãî áèäîíà?

Ðåøåíèå. Åñëè íåò æåëàíèÿ èñïîëüçîâàòü äðîáè, ìîæíî ñ÷èòàòü îáú¼ì
íå â ëèòðàõ, à â ïîëîâèíêàõ ëèòðà. Òîãäà â áî÷êå èìååòñÿ 33 ïîëîâèíêè,
â âåäðå ïîìåùàåòñÿ 18 ïîëîâèíîê è â áèäîíå � 10 ïîëîâèíîê. Òàáëèöà
ðåøåíèé òîãäà áóäåò òàêîé.

Ñîñóä Áî÷êà Âåäðî Áèäîí
Ðàçìåð ñîñóäà 33 18 10

Øàã 0 33 0 0
Øàã 1 23 0 10
Øàã 2 23 10 0
Øàã 3 13 10 10
Øàã 4 13 18 2
Øàã 5 31 0 2
Øàã 6 31 2 0
Øàã 7 21 2 10
Øàã 8 21 12 0

Çàäà÷à ðåøåíà.

Çàäà÷à 1.10. Ãîâîðÿò, ÷òî âåëèêèé ÷åðíîêíèæíèê Èîãàíí Ôàóñò, èçó-
÷àÿ òðóäû, ÷óäîì ñïàñåííûå èç Àëåêñàíäðèéñêîé áèáëèîòåêè âî âðåìÿ å¼
ðàçðóøåíèÿ, íàòêíóëñÿ íà äðåâíèé ìàíóñêðèïò, â êîòîðîì îïèñûâàëñÿ ðå-
öåïò èçãîòîâëåíèÿ ýëèêñèðà áåññìåðòèÿ, äëÿ êîòîðîãî áûëè íåîáõîäèìû
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ñë¼çû äðàêîíîâ, êðîêîäèëîâ è êîòîâ. Ñ òðóäîì äîáûâ âñå ýòè èíãðåäèåí-
òû, Ôàóñò âåðíóëñÿ â ñâîþ ëàáîðàòîðèþ ñ 6-ëèòðîâîé ñêëÿíêîé, äîâåðõó
íàïîëíåííîé ñëåçàìè äðàêîíà, 4-ëèòðîâîé, íàïîëíåííîé ñëåçàìè êðîêî-
äèëîâ, è 5-ëèòðîâîé � ñëåçàìè êîòîâ. Òàêæå â åãî ðàñïîðÿæåíèè èìåëñÿ
ïóñòîé 8-ëèòðîâûé ñîñóä. Çåëüÿ áåññìåðòèÿ òðåáóåòñÿ ðîâíî 6 ëèòðîâ, ïðè-
÷¼ì êîíöåíòðàöèÿ âñåõ åãî èíãðåäèåíòîâ äîëæíà áûòü ðàâíîé. Ó÷èòûâàÿ
ñèëû, çàòðà÷åííûå íà äîáû÷ó âñåãî ýòîãî, íè îäíîé êàïëè ïðîëèâàòü áû-
ëî íåëüçÿ. Òàêæå Ôàóñò ïîíèìàë, ÷òî âñå ýòè æèäêîñòè ïåðåìåøèâàþòñÿ
î÷åíü áûñòðî äî ðàâíîìåðíîãî ñîñòîÿíèÿ. Ïîìîãèòå åìó ñïðàâèòüñÿ ñ äàí-
íîé çàäà÷åé.

Ðåøåíèå. Áóäåì ïèñàòü ïîñëå êàæäîé âåëè÷èíû òèï ñë¼ç â ñêîáêàõ.

Ñîñóä 4-ëèòðîâûé 5-ëèòðîâûé 6-ëèòðîâûé 8-ëèòðîâûé
Øàã 0 4(êð) 5(ê) 6(ä) 0
Øàã 1 4(êð) 5(ê) 0 6(ä)
Øàã 2 0 5(ê) 4(êð) 6(ä)
Øàã 3 4(ä) 5(ê) 4(êð) 2(ä)
Øàã 4 4(ä) 5(ê) 0 4(êð), 2(ä)
Øàã 5 2(ä) 5(ê) 0 4(êð), 4(ä)
Øàã 6 0 5(ê) 2(ä) 4(êð), 4(ä)
Øàã 7 2(êð), 2(ä) 5(ê) 2(ä) 2(êð), 2(ä)
Øàã 8 2(êð), 2(ä) 5(ê) 0 2(êð), 4(ä)
Øàã 9 0 5(ê) 2(êð), 2(ä) 2(êð), 4(ä)
Øàã 10 0 3(ê) 2(êð), 2(ê), 2(ä) 2(êð), 4(ä)

Çàäà÷à ðåøåíà.

Çàäà÷à 1.11. Çëîé ìàã Êðîêîáîáð âàðèò çåëüå. Íà ïîñëåäíåì ýòàïå îí
äîëæåí äîáàâèòü òðè ðàçà ïîäðÿä ðîâíî ïî 3 ìèëëèëèòðà ìåðòâîé âîäû.
Ê ñîæàëåíèþ, â ýòîò ðàç îí ïðèí¼ñ â ñâîþ áàøíþ òîëüêî êîëáó ñ 9 ìèë-
ëèëèòðàìè ì¼ðòâîé âîäû è ó íåãî íåò âðåìåíè ñáåãàòü ê ðîäíèêó åù¼ ðàç.
Ó ñåáÿ îí íàø¼ë ïóñòûå ïðîáèðêè â 5, 4 è 2 ìèëëèëèòðà îáú¼ìîì. Êàê
ñòîèò ïîñòóïèòü Êðîêîáîáðó, ÷òîáû äîâàðèòü ñâî¼ çåëüå?
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Ðåøåíèå. Òàáëèöà áóäåò òàêîé.

Ñîñóä Êîëáà Ïðîáèðêà 1 Ïðîáèðêà 2 Ïðîáèðêà 3
Ðàçìåð ñîñóäà 9 5 4 2

Øàã 0 9 0 0 0
Øàã 1 7 0 0 2
Øàã 2 3 0 4 2
Øàã 3 3 4 0 2
Øàã 4 0 4 3 2
Øàã 5 4 0 3 2
Øàã 6 6 0 3 0
Øàã 7 1 5 3 0
Øàã 8 1 3 3 2
Øàã 9 3 3 3 0

Ñëîæíîñòü çàäà÷è â íåîáû÷íîé ôîðìóëèðîâêå. Òðè ðàçà ïîäðÿä îçíà÷à-
åò, ÷òî ó Êðîêîáîáðà íåò âðåìåíè, ÷òîáû îòìåðÿòü íîâûå 3 ìèëëèëèòðà
ïîñëå òîãî, êàê óæå îí äîáàâèë ïîðöèþ â çåëüå. Òàê ÷òî, òðåáóåòñÿ òàê
ðàçëèòü çåëüå ïî ïðîáèðêàì, ÷òîáû â íèõ áûëî èìåííî ïî òðè ìèëëèëèò-
ðà îäíîâðåìåííî. Ðåøåíèå, â êîòîðîì íåñêîëüêî ðàç áóäóò ïîëó÷åíû òðè
ìèëëèëèòðà, êîòîðûå ïîòîì áóäóò âûëèòû â çåëüå, áàëëîâ íå ïðèíåñ¼ò.
Êàê òîëüêî çàäà÷ó ìû ïîíÿëè, ðåøèòü å¼ íåñëîæíî.

Ïðèìåðû è êîíñòðóêöèè

Çàäà÷à 1.12. Çàïèøèòå ÷èñëî 1997 ñ ïîìîùüþ äåñÿòè äâîåê è àðèôìå-
òè÷åñêèõ îïåðàöèé.

Ðåøåíèå. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïîëíîãî áàëëà ïî ýòîé çàäà÷å äîñòàòî÷íî ïðåäú-
ÿâèòü ðåøåíèå. Â òàêèõ çàäà÷àõ îáû÷íî äîïóñêàåòñÿ íå ñòàâèòü ìåæäó
÷èñëàìè çíàêîâ îïåðàöèé, ÷òî ïîçâîëÿåò èç ÷åòûð¼õ äâîåê ïîëó÷èòü ÷èñ-
ëî 2222. Íàì òðåáóåòñÿ ÷èñëî 1997, ÷åòûðå äâîéêè äëÿ ïîëó÷åíèÿ 2222 ìû
óæå èñïîëüçîâàëè. Îñòàëîñü âû÷åñòü ÷èñëî 225, êîòîðîå íóæíî ïîëó÷èòü
øåñòüþ äâîéêàìè:

1997 = 2222− 222− 2− 2 : 2.

Çàäà÷à 1.13. Êàê ðàçëîæèòü ãèðüêè âåñîì 1, 2, . . . , 9 ã â òðè êîðîáî÷êè
òàê, ÷òîáû â ïåðâîé áûëî äâå ãèðüêè, âî âòîðîé � òðè, â òðåòüåé � ÷åòûðå,
à ñóììàðíûé âåñ ãèðåê â êîðîáî÷êàõ áûë îäèíàêîâûì?
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Ðåøåíèå. Çàäà÷à ðåøàåòñÿ âåñüìà ïðîñòî: âíà÷àëå âû÷èñëÿåì âåñ êàæäîé
êîðîáî÷êè. Âåñ âñåõ ãèðåê � 45 ãðàììîâ, çíà÷èò, îäíà êîðîáî÷êà äîëæíà
ñîäåðæàòü ãèðüêè íà 15 ãðàììîâ. Îäíó êîðîáî÷êó ìû íàïîëíèì ãèðüêàìè
â 9 è 6 ãðàììîâ, âòîðóþ � 8, 5 è 2 ãðàììà, òðåòüþ � 1, 3, 4, 7 ãðàììîâ.
Îòâåò ïðåäúÿâëåí, çàäà÷à ðåøåíà.

Çàäà÷à 1.14. Â ñòðàíå Áîáðÿíäèè æèâóò öèôðîâûå áîáðû. Êàæäûé äåíü
â áîáðÿíäèè ðîæäàåòñÿ ðîâíî îäèí áîá¼ð, ó êîòîðîãî íà øêóðêå íàïèñàí
íîìåð äíÿ îò ñîòâîðåíèÿ ìèðà. Çàêîí ãëàñèò, ÷òî êàæäîìó áîáðó, ñóììà
öèôð íà øêóðêå êîòîðîãî äåëèòñÿ íà 7, ïðè ðîæäåíèè ïðèñâàèâàþò ñòàòóñ
áîáðîäåìèêà. Îäíàæäû ìàìà-áîáðèõà ðîäèëà áîáðÿò-áëèçíåöîâ, íî, â ñâÿ-
çè ñ öèôðîâîé ñèñòåìîé ìèðà, îäèí ðîäèëñÿ îôèöèàëüíî íà äåíü ðàíüøå
äðóãîãî. Ìîæåò ëè áûòü òàêîå, ÷òî îáà áëèçíåöà � áîáðîäåìèêè?

Ðåøåíèå. Ïîíÿòíî, ÷òî â çàäà÷å ïðîñÿò íàéòè äâà ïîñëåäîâàòåëüíûõ íà-
òóðàëüíûõ ÷èñëà, ñóììà öèôð êàæäîãî èç êîòîðûõ äåëèòñÿ íà ñåìü. Çàìå-
òèì, ÷òî òàêîå ìîæåò ïðîèçîéòè òîëüêî, åñëè ìåíüøåå ÷èñëî îêàí÷èâàåòñÿ
íà íåñêîëüêî äåâÿòîê, òîãäà, ïðè ïðèáàâëåíèè åäèíèöû, ïðîèçîéä¼ò èçìå-
íåíèå ñóììû áîëüøå, ÷åì íà 1. Ïóñòü äåâÿòîê n øòóê, òîãäà, ïðèáàâèâ
åäèíèöó, ìû èçìåíèì ñóììó öèôð íà k = 1 − 9n, k äåëèòñÿ íà 7 ïðè n
ðàâíîì 4. Îòñþäà ïîëó÷èì, ÷òî ìåíüøåå ÷èñëî ìîæåò îêàí÷èâàòüñÿ íà
9999, è, ÷òîáû ñóììà åãî öèôð äåëèëàñü íà 7, äîïèøåì 6 â íà÷àëî ÷èñ-
ëà, ïîëó÷èâ 69999. Îòñþäà, íîìåð âòîðîãî áëèçíåöà 70000. Îáà íîìåðà
óäîâëåòâîðÿþò ïîñòàâëåííûì óñëîâèÿì.

Àëãîðèòìû è îïåðàöèè

Çàäà÷à 1.15. Â çåìëþ âîòêíóëè 3 ïèêè, 2 ïóñòûå, à íà òðåòüþ áûëè íà-
ñàæåíû äèñêè äèàìåòðîì â 4, 3, 2 è 1 äåöèìåòð â òàêîì ïîðÿäêå ñíèçó
ââåðõ. Ðàçðåøàåòñÿ ñëåäóþùåå: âçÿòü âåðõíèé äèñê, íàñàæåííûé íà îä-
íó èç ïèê, è íàñàäèòü åãî íà äðóãóþ ïèêó, ïðè ýòîì êëàñòü ðàçðåøàåòñÿ
òîëüêî äèñê ìåíüøåãî äèàìåòðà íà äèñê áîëüøåãî. Òðåáóåòñÿ â ðåçóëüòàòå
ýòèõ îïåðàöèé ïåðåíåñòè âñå äèñêè â òàêîì ïîðÿäêå íà äðóãóþ ïèêó.

Ðåøåíèå. Ïðåäñòàâèì ðåøåíèå â âèäå òàáëèöû, â êîòîðîé áóäåì îòîáðà-
æàòü äèñêè, íàñàæåííûå íà êàæäóþ èç ïèê íà ñîîòâåòñòâóþùåì øàãå
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(ñàìàÿ ëåâàÿ öèôðà îçíà÷àåò âåðõíèé äèñê).

Øàã 0 1234
Øàã 1 234 1
Øàã 2 34 1 2
Øàã 3 34 12
Øàã 4 4 3 12
Øàã 5 14 3 2
Øàã 6 14 23
Øàã 7 4 123
Øàã 8 123 4
Øàã 9 23 14
Øàã 10 2 3 14
Øàã 11 12 3 4
Øàã 12 12 34
Øàã 13 2 1 34
Øàã 14 1 234
Øàã 15 1234

Ïîñòðîåííàÿ òàáëèöà çàâåðøàåò ðåøåíèå çàäà÷è.

Çàäà÷à 1.16. Êîììåðñàíò Âàñÿ çàíÿëñÿ òîðãîâëåé. Êàæäîå óòðî îí ïî-
êóïàåò òîâàð íà íåêîòîðóþ ÷àñòü èìåþùèõñÿ ó íåãî äåíåã (âîçìîæíî, íà
âñå èìåþùèåñÿ ó íåãî äåíüãè). Ïîñëå îáåäà îí ïðîäà¼ò êóïëåííûé òîâàð â
2 ðàçà äîðîæå, ÷åì êóïèë. Êàê íóæíî òîðãîâàòü Âàñå, ÷òîáû ÷åðåç 5 äíåé
ó íåãî áûëî ðîâíî 25000 ðóáëåé, åñëè ñíà÷àëà ó íåãî áûëî 1000 ðóáëåé?

Ðåøåíèå. Çàäà÷ó ìîæíî ðåøàòü ñ êîíöà. Ïîñëå ïÿòîãî äíÿ ó íåãî äîëæ-
íî ñòàòü 25000 ðóáëåé. Åñëè ó íåãî áûëî 13000 ðóáëåé ïîñëå ÷åòâ¼ðòîãî
äíÿ, òî, êóïèâ íà 12000 òîâàðà è ïðîäàâ èõ çà 24000, îí ïîëó÷èò èñêîìóþ
ñóììó. Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî, åñëè ïîñëå òðåòüåãî äíÿ ó íåãî áóäåò 7000
ðóáëåé, òî îí êóïèò òîâàð íà 6000 ðóáëåé è ïðîäàñò çà 12000. À 7000 ðóá-
ëåé ïîëó÷àåì èç 4000, çàêóïèâ òîâàð íà 3000. Íó à 4000 ìû ïîëó÷èì çà
äâà äíÿ, çàêóïàÿ òîâàð íà âñå äåíüãè îáà ðàçà.

Çàäà÷à 1.17. Îäèí ãåíåðàë ðåøèë ïðîâåñòè ìîäåðíèçàöèþ âîéñêà ðîáî-
òîâ. Äëÿ ýòîãî îí ðàññòàâèë ñîëäàò-ðîáîòîâ â êðóã è íà÷àë èäòè ïî êðóãó,
ïðåâðàùàÿ êàæäîãî äåñÿòîãî ñîëäàòà â äðîíà, ïîñëå ÷åãî òîò ñíèìàëñÿ ñ
ìåñòà è óëåòàë. Îäíàêî èç-çà ñâîåé çàáûâ÷èâîñòè îí ïðîø¼ë êðóã íå îäèí
ðàç è îñòàíîâèëñÿ, çàìåòèâ, ÷òî îñòàëñÿ òîëüêî îäèí ñîëäàò. Êàêîé íîìåð
áûë ó ýòîãî ñîëäàòà, åñëè âñåãî èõ áûëî 20?

Ðåøåíèå. Íà ðèñóíêå ïðèâåä¼í ïîñëåäîâàòåëüíûé ïîðÿäîê ïðåâðàùåíèé
â ñîîòâåòñòâèè ñ àëãîðèòìîì, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî îñòàíåòñÿ ñîëäàò ïîä
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Ãëàâà 2

Âîêðóã ãåîìåòðèè

Äàííûé ðàçäåë îáúåäèíÿåò ãåîìåòðè÷åñêèå è ïðåäãåîìåòðè÷åñêèå çàäà-
íèÿ, â îñíîâíîì íå òðåáóþùèå çíàíèé øêîëüíîé ãåîìåòðèè.

1 Ðàñêðàñêè

Ìàòåðèàë äëÿ ðàçáîðà íà çàíÿòèè

Èíîãäà â îëèìïèàäàõ âñòðå÷àþòñÿ çàäà÷è, â êîòîðûõ íå íóæíî íè÷åãî
äîêàçûâàòü, à íóæíî ÷òî-íèáóäü ïðåäúÿâèòü, íàïðèìåð, ðàñêðàøåííóþ â
ðàçíûå öâåòà ôèãóðó. Íà÷èíàþùèì îáû÷íî íðàâèòñÿ, ÷òî íè÷åãî íå íàäî
äîêàçûâàòü, íî ðåøåíèå íå âñåãäà ëåãêî íàéòè. Â 1852 ãîäó øîòëàíäñêèé
ôèçèê Ôðýíñèñ Ãóòðè, ðàáîòàÿ íàä êàðòîé ãðàôñòâ Àíãëèè, çàìåòèë, ÷òî
äëÿ å¼ ðàñêðàñêè äîñòàòî÷íî ÷åòûð¼õ êðàñîê. Åãî áðàò ñîîáùèë îá ýòîì
íàáëþäåíèè Î. äå Ìîðãàíó � èçâåñòíîìó ìàòåìàòèêó, à ïîñëå À.Êýëè
ñôîðìóëèðîâàë ãèïîòåçó (1878) � ¾ïðîáëåìó ÷åòûð¼õ êðàñîê¿ � ìîæíî
ëè ðàñêðàñèòü ëþáóþ êàðòó ìèðà, èñïîëüçóÿ 4 öâåòà, òàê, ÷òîáû ãðàíè÷à-
ùèå ñòðàíû áûëè ðàñêðàøåíû â ðàçíûå öâåòà? Íåñìîòðÿ íà êàæóùóþñÿ
ïðîñòîòó äàííîé ãèïîòåçû, å¼ äîêàçàòåëüñòâî îêàçàëîñü íåïðîñòûì. Òîëü-
êî â 1976 ãîäó çàäà÷à áûëà ðåøåíà Êåííåòîì Àïïåëåì è Âîëüôãàíãîì
Õàêåíîì, ïðè ýòîì çíà÷èòåëüíóþ ÷àñòü âû÷èñëåíèé âûïîëíèë êîìïüþ-
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òåð, à òåêñò äîêàçàòåëüñòâà îêàçàëñÿ íàñòîëüêî îáú¼ìíûì (ñîòíè ñòðàíèö
è òûñÿ÷è äèàãðàìì), ÷òî ìàëî êòî èç ìàòåìàòèêîâ ñìîã ïðî÷åñòü åãî ïîë-
íîñòüþ.

Îäíà èç êëàññè÷åñêèõ íåîëèìïèàäíûõ òåì äëÿ çàäà÷ íà ðàñêðàñêè � ýòî
ñóäîêó. Ïîÿñíèì, ÷òî òàêîå ñóäîêó, äëÿ òåõ, êòî ñ ýòèì íå ñòàëêèâàëñÿ.

Ïðè èãðå â ñóäîêó èãðîâîå ïîëå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êâàäðàò ðàçìåðîì
9 × 9, ðàçäåë¼ííûé íà ìåíüøèå êâàäðàòû ñî ñòîðîíîé â 3 êëåòêè. Òàêèì
îáðàçîì, âñ¼ èãðîâîå ïîëå ñîñòîèò èç 81 êëåòêè. Â íèõ óæå â íà÷àëå èãðû
ñòîÿò íåêîòîðûå ÷èñëà (îò 1 äî 9), íàçûâàåìûå ïîäñêàçêàìè. Îò èãðîêà
òðåáóåòñÿ çàïîëíèòü ñâîáîäíûå êëåòêè öèôðàìè îò 1 äî 9 òàê, ÷òîáû â
êàæäîé ñòðîêå, â êàæäîì ñòîëáöå è â êàæäîì ìàëîì êâàäðàòå 3× 3 êàæ-
äàÿ öèôðà âñòðå÷àëàñü áû òîëüêî îäèí ðàç. Êëàññè÷åñêèì ñóäîêó îáû÷íî
ïðèçíà¼òñÿ ñóäîêó èç 9 öâåòîâ (öèôð). Ñóùåñòâóþò òàêæå ðàçíîâèäíî-
ñòè ñ áîëüøèìè è ìåíüøèìè èãðîâûìè ïîëÿìè, íàïðèìåð, ñ ïîëåì 4× 4,
ðàçäåë¼ííûì íà 4 êâàäðàòà 2 × 2. Ðàçáåð¼ì ïðîñòåéøèå ìåòîäû ðåøåíèÿ
ïîäîáíûõ çàäà÷.

Çàäà÷à 2.1.1. Ðåøèòå ñóäîêó.

1

2

3

4

1

Ðåøåíèå. Ïðîíóìåðóåì êëåòêè äîñêè, êàê â øàõìàòàõ èëè ïðè èãðå â
ìîðñêîé áîé, äëÿ óäîáñòâà îïèñàíèÿ õîäà ðåøåíèÿ. Çàìåòèì, ÷òî â ïðàâîì
íèæíåì êâàäðàòå óæå îòìå÷åíî 3 èç 4 êëåòîê, òî åñòü, íà êëåòêå C1 ìîæåò
ñòîÿòü òîëüêî ÷èñëî 2.

Ðàññìîòðèì ëåâûé íèæíèé êâàäðàò. Â í¼ì îáÿçàòåëüíî äîëæíà áûòü öèô-
ðà 1 íà îäíîé èç êëåòîê. Ýòà öèôðà íå ìîæåò ñòîÿòü â ñòîëáöå A, òàê êàê
â í¼ì óæå ñòîèò 1 íà êëåòêå A4. Òàêæå, öèôðà íå ìîæåò ñòîÿòü â ñòðîêå 2,
òàê êàê â êëåòêå D2 óæå ñòîèò 1. Òàêèì îáðàçîì, 1 ìîæåò ñòîÿòü òîëüêî
íà ìåñòå B1. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìû ïîëó÷àåì, ÷òî â ïðàâîì âåðõíåì
êâàäðàòå 1 ìîæåò ñòîÿòü òîëüêî íà ìåñòå C3.

Ïîâòîðèì ðàññóæäåíèÿ äëÿ öèôðû 2 â ëåâîì íèæíåì êâàäðàòå è ïîëó÷èì,
÷òî îíà ìîæåò ñòîÿòü òîëüêî íà êëåòêå A2. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè,
÷òî â ñòðîêå 2 óæå îòìå÷åíî 3 ÷èñëà, çíà÷èò, íà B2 ìîæåò ñòîÿòü òîëü-
êî öèôðà 4, çíà÷èò, â ëåâîì íèæíåì êâàäðàòå îñòàëîñü ïîñòàâèòü òîëüêî
öèôðó 3 íà êëåòêó A1. Òàêèì îáðàçîì, â ñòîëáöå A îñòàëîñü ïîñòàâèòü
öèôðó 4 íà ïîçèöèè A3. Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ, ïîëó÷èì îòâåò. Çàïîë-
íåííîå ñóäîêó çàâåðøàåò ðåøåíèå çàäà÷è.
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Ê äàííîé òåìå ìîæíî îòíåñòè è çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâà.

Çàäà÷à 2.1.2. (Òóðãîð. Îñåííèé òóð. Òðåíèðîâî÷íûé âàðèàíò � 1988.7-
8.4) Êàæäóþ ãðàíü êóáèêà ðàçáèëè íà ÷åòûðå ðàâíûõ êâàäðàòà è ðàñ-
êðàñèëè ýòè êâàäðàòû â òðè öâåòà òàê, ÷òîáû êâàäðàòû, èìåþùèå îáùóþ
ñòîðîíó, áûëè ïîêðàøåíû â ðàçíûå öâåòà. Äîêàæèòå, ÷òî â êàæäûé öâåò
ïîêðàøåíî ïî 8 êâàäðàòîâ.

Ðåøåíèå. Íàðèñóåì ïîëó÷èâøèéñÿ êóáèê è ïîñìîòðèì
âíèìàòåëüíî íà íåãî. Ðàññìîòðèì, êàêèå ¾ñîñåäè¿ åñòü ó
÷¼ðíîãî êâàäðàòèêà.
Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ñîñåäè 1 è 2 ÿâëÿþòñÿ ñîñåäÿìè äðóã
äðóãó. À çíà÷èò, âñå 3 êâàäðàòèêà, âûõîäÿùèå èç îäíîé
âåðøèíû êóáà, äîëæíû áûòü ðàçíîãî öâåòà. Êóáèê ìîæíî
¾ðàçðåçàòü¿ íà 8 ìàëåíüêèõ êóáèêîâ, â êàæäîì èç êîòî-
ðûõ ïîêðàøåíû 3 ãðàíè, ïðè÷¼ì â ðàçíûå öâåòà, òî åñòü,
â êàæäûé öâåò ïîêðàøåíî ïî 8 êâàäðàòèêîâ.

2
1

Â ïðèíöèïå, ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ íà ðàñêðàñêè çà÷àñòóþ òåñíî ïåðåêëè-
êàþòñÿ ñ ðàññìîòðåííûìè â ïåðâîé ãëàâå ìåòîäàìè.

Çàäà÷à 2.1.3. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1999.6.3) Êâàäðàò 4 íà 4
ðàçäåë¼í íà 16 êëåòîê. Ðàñêðàñüòå ýòè êëåòêè â ÷¼ðíûé è áåëûé öâåòà
òàê, ÷òîáû ó êàæäîé ÷¼ðíîé êëåòêè áûëî òðè áåëûõ ñîñåäà, à ó êàæäîé
áåëîé êëåòêè áûë ðîâíî îäèí ÷¼ðíûé ñîñåä. (Ñîñåäíèìè ñ÷èòàþòñÿ êëåòêè,
èìåþùèå îáùóþ ñòîðîíó.)

Ðåøåíèå. Ïóñòü ó íàñ âñåãî x ãðàíèö ìåæäó ÷¼ðíûìè è áåëûìè êëåòêà-
ìè. Òîãäà ó êàæäîé áåëîé êëåòêè ðîâíî îäíà èç ãðàíèö � ãðàíèöà ìåæäó
êëåòêàìè ðàçíûõ öâåòîâ, òî åñòü ó íàñ âñåãî x áåëûõ êëåòîê. Â òî æå
âðåìÿ, ó êàæäîé ÷¼ðíîé êëåòêè 3 ñòîðîíû � ãðàíèöû ìåæäó íåþ è îêðó-
æàþùèìè å¼ áåëûìè êëåòêàìè, òî åñòü, ÷¼ðíûõ êëåòîê âñåãî x

3 . Òàê êàê
êàæäàÿ êëåòêà êâàäðàòà èìååò áåëûé èëè ÷¼ðíûé öâåò, ìîæíî ïîëó÷èòü
óðàâíåíèå x+ x

3 = 16, îòêóäà x = 12.

×¼ðíàÿ êëåòêà íå ìîæåò ñòîÿòü â óãëó, òàê êàê ó óãëîâûõ êëåòîê âñåãî ïî
2 ñîñåäà. Â òî æå âðåìÿ, òàê êàê óãëîâûå êëåòêè áåëûå, à ó áåëûõ êëåòîê
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åñòü îäèí ÷¼ðíûé ñîñåä, ó÷èòûâàÿ ôàêò, ÷òî âñåãî ÷¼ðíûõ êëåòîê 4, ìîæíî
ïîëó÷èòü îòâåò.

Â êà÷åñòâå ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è äîñòàòî÷íî ïðåäîñòàâèòü òîëüêî ðèñó-
íîê.

È â çàêëþ÷åíèå ïðèâåä¼ì îäèí èíòåðåñíûé ôàêò (ïîêà áåç äîêàçàòåëü-
ñòâà).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà ïëîñêîñòè ïðîâåäåíî ìíîæåñòâî ïåðåñåêàþùèõñÿ,
íåïåðåñåêàþùèõñÿ è êàñàþùèõñÿ ïðÿìûõ è îêðóæíîñòåé. Îêàçûâàåòñÿ,
ìîæíî ðàñêðàñèòü ïëîñêîñòü â 2 öâåòà òàê, ÷òî ãðàíèöû öâåòîâ è îáðàçóþò
ýòè ïðÿìûå è îêðóæíîñòè!

Çàäàâàëüíèê

Çàäà÷à 2.1.4. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2000.6.2;7.1) Â êâàäðàòå
7× 7 êëåòîê çàêðàñüòå íåêîòîðûå êëåòêè òàê, ÷òîáû â êàæäîé ñòðîêå è â
êàæäîì ñòîëáöå îêàçàëîñü ðîâíî ïî òðè çàêðàøåííûõ êëåòêè.

Çàäà÷à 2.1.5. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1990.6.1;7.1) Ðàñêðàñüòå
ïëîñêîñòü â òðè öâåòà òàê, ÷òîáû íà êàæäîé ïðÿìîé áûëè òî÷êè íå áîëåå,
÷åì äâóõ öâåòîâ, è êàæäûé öâåò áûë áû èñïîëüçîâàí.

Çàäà÷à 2.1.6. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1996.6.6) Ïîêðàñüòå êëåò-
êè äîñêè 5 × 5 â ïÿòü öâåòîâ òàê, ÷òîáû â êàæäîì ãîðèçîíòàëüíîì ðÿäó,
â êàæäîì âåðòèêàëüíîì ðÿäó è â êàæäîì âûäåëåííîì áëîêå âñòðå÷àëèñü
âñå öâåòà.
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Çàäà÷à 2.1.7. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2002.6.4) Õóäîæíèê�
àâàíãàðäèñò Çìèé Êëåòî÷êèí ïîêðàñèë íåñêîëüêî êëåòîê äîñêè ðàçìå-
ðîì 7 × 7, ñîáëþäàÿ ïðàâèëî: êàæäàÿ ñëåäóþùàÿ çàêðàøèâàåìàÿ êëåòêà
äîëæíà ñîñåäñòâîâàòü ïî ñòîðîíå ñ ïðåäûäóùåé çàêðàøåííîé êëåòêîé, íî
íå äîëæíà ñîñåäñòâîâàòü íè ñ îäíîé äðóãîé ðàíåå çàêðàøåííîé êëåòêîé.
Åìó óäàëîñü ïîêðàñèòü 31 êëåòêó.

Ïîáåéòå åãî ðåêîðä � çàêðàñüòå à) 32 êëåòêè; á) 33 êëåòêè.

Çàäà÷à 2.1.8. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2002.7.5) Õóäîæíèê�
àâàíãàðäèñò Çìèé Êëåòî÷êèí ïîêðàñèë íåñêîëüêî êëåòîê äîñêè ðàçìå-
ðîì 8 × 8, ñîáëþäàÿ ïðàâèëî: êàæäàÿ ñëåäóþùàÿ çàêðàøèâàåìàÿ êëåòêà
äîëæíà ñîñåäñòâîâàòü ïî ñòîðîíå ñ ïðåäûäóùåé çàêðàøåííîé êëåòêîé, íî
íå äîëæíà � íè ñ îäíîé äðóãîé ðàíåå çàêðàøåííîé êëåòêîé. Åìó óäàëîñü
ïîêðàñèòü 36 êëåòîê. Ïîáåéòå åãî ðåêîðä! (Æþðè óìååò çàêðàøèâàòü 42
êëåòêè!)

Çàäà÷à 2.1.9. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2001.6.6) Ïîëÿ êëåò÷àòîé
äîñêè ðàçìåðîì 8× 8 áóäåì ïî î÷åðåäè çàêðàøèâàòü â êðàñíûé öâåò òàê,
÷òîáû ïîñëå çàêðàøèâàíèÿ êàæäîé ñëåäóþùåé êëåòêè ôèãóðà, ñîñòîÿùàÿ
èç çàêðàøåííûõ êëåòîê, èìåëà îñü ñèììåòðèè. Ïîêàæèòå, êàê ìîæíî, ñî-
áëþäàÿ ýòî óñëîâèå, çàêðàñèòü à) 26 êëåòîê; á) 28 êëåòîê. (Â êà÷åñòâå îò-
âåòà ðàññòàâüòå íà òåõ êëåòêàõ, êîòîðûå äîëæíû áûòü çàêðàøåíû, ÷èñëà
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îò 1 äî 26 èëè äî 28 â òîì ïîðÿäêå, â êîòîðîì ïðîâîäèëîñü çàêðàøèâàíèå.)

Çàäà÷à 2.1.10. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2004.6.7) Êëåòêè òåòðàä-
íîãî ëèñòà ðàñêðàøåíû â âîñåìü öâåòîâ. Äîêàæèòå, ÷òî íàéä¼òñÿ ôèãóðà

âèäà , âíóòðè êîòîðîé åñòü êëåòêè îäíîãî öâåòà.

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Çàäà÷à 2.1. Äåðåâÿííûé êóá ïîêðàñèëè ñíàðóæè áåëîé êðàñêîé, êàæ-
äîå åãî ðåáðî ðàçäåëèëè íà 10 ðàâíûõ ÷àñòåé, ïîñëå ÷åãî êóá ðàñïèëèëè
òàê, ÷òî ïîëó÷èëèñü ìàëåíüêèå êóáèêè, ó êîòîðûõ ðåáðî â 10 ðàç ìåíüøå,
÷åì ó èñõîäíîãî êóáà. Ñêîëüêî ïîëó÷èëîñü ìàëåíüêèõ êóáèêîâ, ó êîòîðûõ
îêðàøåíà õîòÿ áû îäíà ãðàíü?

Çàäà÷à 2.2. Ðåøèòå ñóäîêó.

4 5 2

2 3 5

1 4

1 4

6 4 5

5 6 3
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2 Ìåòîä ðàñêðàñêè

Ìàòåðèàë äëÿ ðàçáîðà íà çàíÿòèè

Õîðîøî ïðîäóìàííàÿ ðàñêðàñêà ôèãóð ñïîñîáíà òâîðèòü ÷óäåñà. Áîëü-
øèíñòâó èç íàñ ñ äåòñòâà çíàêîìà øàõìàòíàÿ äîñêà è ïîðÿäîê, â êîòîðîì
ðàñïîëîæåíû ÷¼ðíûå è áåëûå ïîëÿ. Îêàçûâàåòñÿ, ýòà ðàñêðàñêà ïîìîãàåò
ðåøèòü íåêîòîðûå çàäà÷è íàìíîãî áîëåå íàãëÿäíûì è ïîíÿòíûì ñïîñî-
áîì. Â êà÷åñòâå ðàçìèíêè ðàññìîòðèì îäíó èç ñàìûõ èçâåñòíûõ çàäà÷ íà
ðàçðåçàíèÿ ïî äàííîé òåìå.

Çàäà÷à 2.2.1. Äàíà äîñêà ðàçìåðîì 8×8 êëåòîê, ó êîòîðîé âûðåçàí ëåâûé
íèæíèé è ïðàâûé âåðõíèé óãëû (ðèñóíîê íèæå). Ìîæíî ëè òàêóþ äîñêó
ðàçðåçàòü íà äîìèíî ðàçìåðîì 1 íà 2 êëåòêè?

Ðåøåíèå. Ïûòàÿñü ïîäîáðàòü ïðèìåð òàêîãî ðàçáèåíèÿ, ìû âñ¼ âðåìÿ áó-
äåì òåðïåòü íåóäà÷ó, ÷òî çàñòàâëÿåò çàäóìàòüñÿ � ìîæåò áûòü, ýòî âîîáùå
íåâîçìîæíî? Íî êàê äîêàçàòü, ÷òî ýòî íåâîçìîæíî? Âåäü ñóùåñòâóåò ïðî-
ñòî îãðîìíîå êîëè÷åñòâî âàðèàíòîâ ïîïûòîê ðàññòàâèòü äîìèíî, è ïåðå-
áðàòü èõ çà âðåìÿ îëèìïèàäû íå ñìîæåò íå òîëüêî å¼ ó÷àñòíèê, íî è ñàìûé
ìîùíûé êîìïüþòåð. Òóò íàì íà ïîìîùü ïðèõîäèò øàõìàòíàÿ ðàñêðàñêà.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà äîñêó áåç âûðåçàííûõ óãîëêîâ: â íåé êîëè÷åñòâî áå-
ëûõ è ÷¼ðíûõ ïîëåé áóäåò îäèíàêîâûì � ïî 32 êëåòêè. Çàìåòèì òåïåðü,
÷òî ëåâûé íèæíèé è ïðàâûé âåðõíèé óãëû îäíîãî öâåòà. Ïóñòü ýòîò öâåò
îêàçàëñÿ ÷¼ðíûì (ñëó÷àé ñ áåëûì öâåòîì àáñîëþòíî àíàëîãè÷åí). Òîãäà ó
äîñêè ñ äâóìÿ âûðåçàííûìè ïîëÿìè 32 áåëûõ ïîëÿ è 30 ÷¼ðíûõ. Íî êàæ-
äàÿ äîìèíîøêà ñîñòîèò èç îäíîé áåëîé è îäíîé ÷¼ðíîé êëåòêè! Çíà÷èò, è
äîñêà, ðàçðåçàííàÿ íà äîìèíîøêè, äîëæíà ñîäåðæàòü ïîðîâíó ÷¼ðíûõ è
áåëûõ êëåòîê, ÷òî íå òàê. Ñëåäîâàòåëüíî, äàííóþ äîñêó íåëüçÿ ðàçðåçàòü
íà äîìèíîøêè.

Ðàññìîòðåííàÿ ðàñêðàñêà ÿâëÿåòñÿ äàëåêî íå åäèíñòâåííîé, êîòîðàÿ èñ-
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ïîëüçóåòñÿ ïðè ðåøåíèè ïîäîáíîãî òèïà çàäà÷, íàïðèìåð, ñëåäóþùèå ðàñ-
êðàñêè âñòðå÷àþòñÿ òàêæå äîâîëüíî ÷àñòî:

� ¾ïîëîñàòàÿ ðàñêðàñêà¿ � â íåé ïåðâûé ñòîëáåö ïîëíîñòüþ ÷¼ðíûé,
ñëåäóþùèé çà íèì � áåëûé, ïîòîì ñíîâà ÷¼ðíûé, è òàê äàëåå (ðèñó-
íîê à));

� ¾áîëüøàÿ øàõìàòíàÿ ðàñêðàñêà¿ � ïî÷òè òî æå ñàìîå, ÷òî è îáû÷-
íàÿ øàõìàòíàÿ ðàñêðàñêà, òîëüêî âñ¼ ðàçáèâàåòñÿ íà êâàäðàòû 2 íà
2 (ðèñóíîê á)).

à) ¾ïîëîñàòàÿ ðàñêðàñêà¿
á) ¾áîëüøàÿ øàõìàòíàÿ

ðàñêðàñêà¿

Ðàñêðàñêè, êàê ïðàâèëî, èñïîëüçóþòñÿ, ÷òîáû äîêàçàòü, ÷òî òðåáóåìîãî
ðàçáèåíèÿ íå ñóùåñòâóåò. Îáû÷íî â çàäà÷å íå ñðàçó ïîíÿòíî, êàêóþ ðàñ-
êðàñêó íóæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ðåøåíèÿ, ïîýòîìó ïåðâûì øàãîì ñëåäóåò
îïðåäåëèòü, êàêàÿ èìåííî ðàñêðàñêà ïîìîæåò ðåøèòü çàäà÷ó. Âîçìîæíî,
äëÿ ýòîãî ïîòðåáóåòñÿ ïåðåáðàòü íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ ðàñêðàñêè.
Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó.

Çàäà÷à 2.2.2. Äàíà äîñêà ðàçìåðîì 10 íà 10. Ìîæíî ëè å¼ ðàçðåçàòü íà
ïðÿìîóãîëüíèêè ðàçìåðîì 1 íà 4?

Ðåøåíèå. Ïîïðîáóåì èñïîëüçîâàòü øàõìàòíóþ ðàñêðàñêó � òîãäà íà íåé
áóäåò ïî 50 ÷¼ðíûõ è áåëûõ ïîëåé. Íî âåäü êàæäûé ïðÿìîóãîëüíèê çàíè-
ìàåò ïî 2 ÷¼ðíûõ è 2 áåëûõ ïîëÿ, òî åñòü, òåîðåòè÷åñêè, 25 ïðÿìîóãîëüíè-
êîâ ðàçìåðîì 1 íà 4 áóäóò äàâàòü 50 ÷¼ðíûõ è 50 áåëûõ ïîëåé, è íèêàêîãî
ïðîòèâîðå÷èÿ â ýòîì ñëó÷àå íå ïîëó÷àåòñÿ. Íî îòñþäà âîâñå íå ñëåäóåò,
÷òî ïîäîáíîå ðàçáèåíèå ñóùåñòâóåò. Èñïîëüçóåì ¾áîëüøóþ¿ øàõìàòíóþ
ðàñêðàñêó. Òîãäà äîñêà äåëèòñÿ íà 25 êâàäðàòîâ 2 íà 2, è èç íèõ 13 áóäóò
÷¼ðíûìè, à 12 � áåëûìè. Çíà÷èò, âñåãî áóäåò 52 ÷¼ðíûõ è 48 áåëûõ ïîëåé.
Íî êàæäûé ïðÿìîóãîëüíèê 1 íà 4 çàíèìàåò ðîâíî 2 ÷¼ðíûõ è ðîâíî 2 áå-
ëûõ ïîëÿ. Ïîëó÷àåìîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî äîñêó íà óêàçàííûå
ïðÿìîóãîëüíèêè ðàçðåçàòü íåâîçìîæíî.

Çàäàâàëüíèê

Çàäà÷à 2.2.3. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2002.6.6) Ñêîëüêî ôèøåê ìîæåò ñòîÿòü íà øàõìàòíîé äîñêå,
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åñëè ëþáîé êâàäðàò, ñîñòîÿùèé èç äåâÿòè êëåòîê, ñîäåðæèò â òî÷íîñòè
îäíó ôèøêó?

Çàäà÷à 2.2.4. (Ìîñêîâñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ðåãàòà � 2013/14.7.4.3) Èç
øàõìàòíîé äîñêè (ðàçìåðîì 8× 8) âûðåçàëè öåíòðàëüíûé êâàäðàò ðàçìå-
ðîì 2×2. Ìîæíî ëè îñòàâøóþñÿ ÷àñòü äîñêè ðàçðåçàòü íà ðàâíûå ôèãóðêè
â âèäå áóêâû ¾Ã¿, ñîñòîÿùèå èç ÷åòûð¼õ êëåòîê?

Çàäà÷à 2.2.5. (Ìóíèöèïàëüíûé ýòàï Âñåðîññèéñêîé îëèìïèàäû øêîëü-
íèêîâ (Ìîñêâà) � 2014.9.6) Èç øàõìàòíîé äîñêè ðàçìåðîì 8× 8 âûðåçàëè
êâàäðàò ðàçìåðîì 2 × 2 òàê, ÷òî îñòàâøóþñÿ äîñêó óäàëîñü ðàçðåçàòü íà
ïðÿìîóãîëüíèêè ðàçìåðîì 1× 3. Îïðåäåëèòå, êàêîé êâàäðàò ìîãëè âûðå-
çàòü.

Çàäà÷à 2.2.6. (Ìîñêîâñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ðåãàòà � 2017/18.11.2.3) Èç
êëåò÷àòîé äîñêè ðàçìåðîì 8 × 8 âûïèëèëè âîñåìü ïðÿìîóãîëüíèêîâ ðàç-
ìåðîì 2×1. Ïîñëå ýòîãî èç îñòàâøåéñÿ ÷àñòè òðåáóåòñÿ âûïèëèòü êâàäðàò
ðàçìåðîì 2× 2. Îáÿçàòåëüíî ëè ýòî óäàñòñÿ?

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Çàäà÷à 2.3. Íà êëåò÷àòîé äîñêå ñòîèò ôèãóðà ¾áîá¼ð¿, êîòîðàÿ ìîæåò
õîäèòü íà òðè êëåòêè ïî ãîðèçîíòàëè è íà îäíó ïî âåðòèêàëè èëè ïÿòü
êëåòîê ïî âåðòèêàëè è îäíó ïî ãîðèçîíòàëè. Ìîæåò ëè ¾áîá¼ð¿, ñäåëàâ
íåñêîëüêî õîäîâ, ïîïàñòü â ñîñåäíþþ ïî ñòîðîíå ñ íà÷àëüíîé êëåòêó?

Çàäà÷à 2.4. Ìîæíî ëè êâàäðàò 10×10 ðàçðåçàòü íà ôèãóðû, ïðèâåä¼ííûå
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íèæå?

Çàäà÷à 2.5. Ìîæíî ëè êâàäðàò 8× 8 ñ âûðåçàííîé óãëîâîé êëåòêîé ðàç-
ðåçàòü íà ïðÿìîóãîëüíèêè ðàçìåðîì 1 íà 3 ?
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3 Ðàçâ¼ðòêè

Ìàòåðèàë äëÿ ðàçáîðà íà çàíÿòèè

Îäíîé èç âàæíûõ êîíöåïöèé ñòåðåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷ (òî åñòü, çàäà÷,
ñâÿçàííûõ ñ îáú¼ìíûìè ôèãóðàìè) ÿâëÿåòñÿ êîíöåïöèÿ ¾ðàçâ¼ðòêè¿.

Ðàññìîòðèì ôèãóðó, ñ êîòîðîé âû óæå ñòîëêíóëèñü â ïðîøëûõ ¾êâàíòàõ¿
� êóá. Êóá ìîæíî î÷åíü ëåãêî èçãîòîâèòü èç áóìàãè ñàìîñòîÿòåëüíî.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ðàçâ¼ðòêó êóáà, èçîáðàæ¼ííóþ íà ðèñóíêå. Åñëè
ìû ñîãí¼ì äàííóþ ôèãóðó ïî ëèíèÿì ñåòêè, ñîåäèíèâ è ñêëåèâ âìåñòå
ð¼áðà, îòìå÷åííûå ñòðåëî÷êàìè (èñïîëüçóÿ âûïóêëûå ÷àñòè ðàçâ¼ðòêè),
òî ïîëó÷èì òð¼õìåðíóþ ôèãóðó.

Ñóùåñòâóåò áîëüøîå êîëè÷åñòâî âîçìîæíûõ ðàçâ¼ðòîê êóáà èç êâàäðàòîâ,
âñå âàðèàíòû êîòîðûõ ïðèâåäåíû íà ðèñóíêå íèæå.

Èíîãäà ðàçâ¼ðòêà ìîæåò ïîìî÷ü ðåøèòü èëè îôîðìèòü çàäà÷ó, íàïðèìåð.

Çàäà÷à 2.3.1. (Òóðãîð. Âåñåííèé òóð. Òðåíèðîâî÷íûé âàðèàíò � 1988-
1989.7-8.4). Ìîæíî ëè íàðèñîâàòü íà ïîâåðõíîñòè êóáèêà Ðóáèêà òàêîé
çàìêíóòûé ïóòü, êîòîðûé ïðîõîäèò ÷åðåç êàæäûé êâàäðàòèê ðîâíî îäèí
ðàç (÷åðåç âåðøèíû êâàäðàòèêîâ ïóòü íå ïðîõîäèò)?
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Ðåøåíèå. Íàðèñóåì ðàçâ¼ðòêó êóáà è ïîïðîáóåì ïðîâåñòè ¾ñïëîøíîé¿
ïóòü, ïîìíÿ î òîì, êàê ñâÿçàíû ñòîðîíû êóáà. Ïîëó÷èì òàêóþ êàðòèí-
êó.

Îòñþäà äåëàåì âûâîä, ÷òî òàêîé ïóòü íàðèñîâàòü ìîæíî.

Áåç èçîáðàæåíèÿ ðàçâ¼ðòêè ðåøåíèå áûëî áû ãîðàçäî áîëåå äëèííûì è
íåïîíÿòíûì.

Íå âñåãäà ðàçâ¼ðòêà áóäåò ïðåäñòàâëÿòü èç ñåáÿ ôèãóðó, êîòîðóþ íóæíî
ñêëåèâàòü ïî ð¼áðàì, èíîãäà ýòî ìîæåò áûòü ÷òî-òî áîëåå ñëîæíîå.

Çàäà÷à 2.3.2. (Ìîñêîâñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà � 1954.8.1). Èç
êâàäðàòà ðàçìåðîì 3 íà 3 âûðåçàòü îäíó ôèãóðó, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò
ðàçâ¼ðòêó ïîëíîé ïîâåðõíîñòè êóáà, äëèíà ðåáðà êîòîðîãî ðàâíà 1.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî ðàçâ¼ðòêà âûðåçàåòñÿ èç ñèììåòðè÷íîé ôèãóðû.
Ïîïðîáóåì ñäåëàòü ñèììåòðè÷íóþ ðàçâ¼ðòêó êóáà. Ðàçðåæåì îäíó èç ãðà-
íåé êóáà ïî äèàãîíàëÿì, à çàòåì ñäåëàåì ðàçðåç ïî 4 ð¼áðàì, âûõîäÿùèì
èõ ýòîé ãðàíè, ïîëó÷èì:

A

B
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Ðàññòîÿíèå AB ðàâíî ÷åòûð¼ì äëèíàì ðåáðà êóáà, ò. å. ðàâíî 4. Çàìåòèì,
÷òî äèàãîíàëü êâàäðàòà 3 × 3 èìååò äëèíó 3

√
2 > 4, ïîýòîìó íàøà ðàç-

â¼ðòêà íå âûõîäèò çà åãî ãðàíèöû.

Çàäà÷à 2.3.3. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1998.7.6). Èç êâàäðàòà 5×5
âûðåçàëè öåíòðàëüíóþ êëåòêó. Ðàçðåæüòå ïîëó÷èâøóþñÿ ôèãóðó íà äâå
÷àñòè, â êîòîðûå ìîæíî çàâåðíóòü êóá 2× 2× 2.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî êâàäðàò ìîæíî ðàçðåçàòü, êàê íà ðèñóíêå ïîñåðå-
äèíå.

Êàæäàÿ ÷àñòü ñâîðà÷èâàåòñÿ, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå ñïðàâà, è îáðàçóåò
ñî âòîðîé òàêîé æå êóá 2× 2× 2.

Çàäàâàëüíèê

Çàäà÷à 2.3.4. (Âñåðîññèéñêàÿ îëèìïèàäà ïî ãåîìåòðèè � 2005.23) Îêëåé-
òå êóá â îäèí ñëîé ïÿòüþ ðàâíîâåëèêèìè âûïóêëûìè ïÿòèóãîëüíèêàìè.

Çàäà÷à 2.3.5. (Âñåðîññèéñêàÿ îëèìïèàäà ïî ãåîìåòðèè � 2011.10.8) Åñòü
ëèñò æåñòè ðàçìåðîì 6×6. Ðàçðåøàåòñÿ íàäðåçàòü åãî, íî òàê, ÷òîáû îí íå
ðàñïàäàëñÿ íà ÷àñòè, è ñãèáàòü. Êàê ñäåëàòü êóá ñ ðåáðîì 2, ðàçäåë¼ííûé
ïåðåãîðîäêàìè íà åäèíè÷íûå êóáèêè?

Çàäà÷à 2.3.6. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2007.8-9.1) Äàíà ïðÿìîóãîëüíàÿ ïîëîñêà ðàçìåðîì 12×1. Oêëåé-
òå ýòîé ïîëîñêîé â äâà ñëîÿ êóá ñ ðåáðîì 1 (ïîëîñêó ìîæíî ñãèáàòü, íî
íåëüçÿ íàäðåçàòü).

Çàäà÷à 2.3.7. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2010.6.4) Äàí êóá ñ ðåáðîì 2. Ïîêàæèòå, êàê íàêëåèòü íà íåãî
áåç íàëîæåíèé 10 êâàäðàòîâ ñî ñòîðîíîé 1 òàê, ÷òîáû íèêàêèå êâàäðàòû
íå ãðàíè÷èëè ïî îòðåçêó (ïî ñòîðîíå èëè å¼ ÷àñòè). Ïåðåãèáàòü êâàäðàòû
íåëüçÿ.

Çàäà÷à 2.3.8. (Ìîñêîâñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ðåãàòà � 2011/12.10.2.2) Âî-
êðóã öèëèíäðè÷åñêîé êîëîííû âûñîòîé 20 ìåòðîâ è äèàìåòðà 3 ìåòðà îá-
âèòà óçêàÿ ëåíòà, êîòîðàÿ ïîäíèìàåòñÿ îò ïîäíîæèÿ äî âåðøèíû ñåìüþ
ïîëíûìè âèòêàìè. Êàêîâà äëèíà ëåíòû?
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Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Çàäà÷à 2.6. Â ìóçåå Ãóããåíõàéì â Íüþ-Éîðêå åñòü ñêóëüïòóðà, èìåþùàÿ
ôîðìó êóáà. Æóê, ñåâøèé íà îäíó èç âåðøèí, õî÷åò êàê ìîæíî áûñò-
ðåå îñìîòðåòü ñêóëüïòóðó, ÷òîáû ïåðåéòè ê äðóãèì ýêñïîíàòàì (äëÿ ýòîãî
äîñòàòî÷íî ïîïàñòü â ïðîòèâîïîëîæíóþ âåðøèíó êóáà). Êàêîé ïóòü åìó
âûáðàòü?

Çàäà÷à 2.7. Ñîñòàâüòå ðàçâ¼ðòêó ïðàâèëüíîé ÷åòûð¼õóãîëüíîé ïèðàìè-
äû.

Çàäà÷à 2.8. (Ìóíèöèïàëüíûé ýòàï Âñåðîññèéñêîé îëèìïèàäû øêîëüíè-
êîâ (Ìîñêâà) � 2014.5.4). Ïîëèíà ðåøèëà ðàñêðàñèòü ñâîé êëåò÷àòûé
áðàñëåò ðàçìåðîì 10 × 2 (ðèñóíîê ñëåâà) âîëøåáíûì óçîðîì èç îäèíà-
êîâûõ ôèãóðîê (ðèñóíîê ñïðàâà), ÷åðåäóÿ â íèõ äâà öâåòà. Ïîìîãèòå åé
ýòî ñäåëàòü.
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4 Çàìîùåíèå ïëîñêîñòè

Ìàòåðèàë äëÿ ðàçáîðà íà çàíÿòèè

Ñîâðåìåííàÿ ìàòåìàòèêà, êàê íàóêà, ñî âðåìåíåì ñòàíîâèòñÿ âñ¼ ìåíåå äî-
ñòóïíîé äëÿ ïîíèìàíèÿ øèðîêîìó êðóãó ëèö. Îäíîé èç ïðè÷èí ÿâëÿåòñÿ
îòêàç îò ãåîìåòðè÷åñêîãî, íàãëÿäíîãî, îïèñàíèÿ â ïîëüçó ôîðìàëèçàöèè
è àëãåáðàèçàöèè ìàòåìàòèêè. Îäíàêî, íåñìîòðÿ íà âûñîêèé óðîâåíü àá-
ñòðàêöèè ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêè è ïðîäîëæàþùååñÿ ýêñòðåìàëüíîå ïî-
âûøåíèå ñòåïåíè àáñòðàêöèè, â ýòîì ðàçäåëå íàóêè äî ñèõ ïîð ñîâåðøà-
þòñÿ îòêðûòèÿ, ñìûñë êîòîðûõ èíòóèòèâíî ÿñåí íåïðîôåññèîíàëó, íàïðè-
ìåð, ñâÿçàííûå ñ çàäà÷åé çàìîùåíèÿ ïëîñêîñòè ïàðêåòàìè (ìíîãîóãîëü-
íèêàìè îäèíàêîâîé ôîðìû). Áîëåå òîãî, ñîâñåì íåäàâíî îòêðûòèÿ ìîãëè
ñîâåðøàòü íåïðîôåññèîíàëû.

Òàê, èçâåñòíîé ÿâëÿåòñÿ èñòîðèÿ îòêðûòèÿ â 1970-õ ãîäàõ äîìîõîçÿéêîé èç
Ñàí-Äèåãî Ìàðäæîðè Ðàéñ, ìàòåðüþ ïÿòåðûõ äåòåé, íå èìåþùåé ìàòåìà-
òè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ, íîâîãî âèäà ïÿòèóãîëüíûõ ïàðêåòîâ � îäíîãî èç
ðåøåíèé çàäà÷è ïîèñêà âûïóêëûõ ïÿòèóãîëüíèêîâ, êîòîðûìè ìîæíî çà-
ìîñòèòü ïëîñêîñòü áåç ïðîáåëîâ è íàëîæåíèé. Ñòàòüþ â Scienti�c American
Ì.Ãàðäíåðà, ïðèçûâàþùåãî ê ïîèñêó äàííûõ ïÿòèóãîëüíèêîâ, îíà ïðî÷è-
òàëà ñëó÷àéíî, à î ñâî¼ì îòêðûòèè ñîîáùèëà Ãàðäíåðó.

Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, òðîòóàðíóþ ïëèòêó.

Íà ëåâîì ðèñóíêå ìû çàìîñòèëè ïëîñêîñòü ïëèòêàìè íåñêîëüêèõ âèäîâ,
íà ïðàâîì � îäèíàêîâûìè ïëèòêàìè.

Â ïðåäûäóùåé òåìå ìû ðàññìàòðèâàëè ðàçâ¼ðòêè êóáà. Ëþáîé ðàçâ¼ðòêîé
êóáà ìîæíî çàìîñòèòü ïëîñêîñòü.

Ïðèâåä¼ì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ.
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Îäíèìè èç âàæíûõ ïðèíöèïîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è íà çàìîùåíèå ïëîñêîñòè
ÿâëÿþòñÿ ïðèíöèïû ïîâòîðÿåìîñòè è ñèììåòðèè. Ïî ñóòè, â êëàññè÷åñêîé
îëèìïèàäíîé ìàòåìàòèêå çàäà÷è íà çàìîùåíèå ïëîñêîñòè � ýòî çàäà÷è íà
ðàçðåçàíèå áåñêîíå÷íîãî ïðîñòðàíñòâà íà îäèíàêîâûå ÷àñòè.

Çàäà÷à 2.4.1. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1990.5.4) Çàìîñòèòå ïëîñ-
êîñòü îäèíàêîâûìè ïÿòèóãîëüíèêàìè.

Ðåøåíèå. Ïåðâîé ðåàêöèåé ïðè ðåøåíèè äàííîé çàäà÷è ìîæåò áûòü æåëà-
íèå íàðèñîâàòü îäèíàêîâûå ïðàâèëüíûå ïÿòèóãîëüíèêè. Íàïðèìåð, î÷åíü
÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ ¾ðåøåíèå¿ ñëåäóþùåãî âèäà.

¾Ðàçðåæåì¿ ïÿòèóãîëüíèê íà 3 òðåóãîëüíèêà. Â êàæäîì èç íèõ ñóììà
óãëîâ ðàâíà 180◦, çíà÷èò, ñóììà óãëîâ ïÿòèóãîëüíèêà ðàâíà 180◦ · 3 =
540◦. Çíà÷èò, îäèí óãîë ðàâåí 540◦ : 5 = 108◦ ãðàäóñîâ. Ïîñëå çàìîùåíèÿ
ïëîñêîñòè â êàæäîì óãîëêå ñõîäèòñÿ íåñêîëüêî óãëîâ ïÿòèóãîëüíèêà, íî
360◦ ãðàäóñîâ íåëüçÿ ïîäåëèòü íà 108◦, çíà÷èò, òàê çàìîñòèòü ïëîñêîñòü
íåëüçÿ.

Åñëè áû â çàäà÷å ãîâîðèëîñü ïðî ïðàâèëüíûé ïÿòèóãîëüíèê, ýòî áûëî áû
ðåøåíèåì, íî ïðî ïðàâèëüíîñòü îäèíàêîâûõ ïÿòèóãîëüíèêîâ â óñëîâèè
ñêàçàíî íå áûëî! Íà ñàìîì äåëå, çàìîñòèòü ïîäîáíûì îáðàçîì ïëîñêîñòü
ìîæíî. Íàïðèìåð, ðàçðåæåì ïëîñêîñòü ñíà÷àëà íà ðàâíûå êâàäðàòû, à
çàòåì ðàçäåëèì êàæäûé èç íèõ íà äâà ðàâíûõ ïÿòèóãîëüíèêà.
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Ïîëó÷åííûé ðèñóíîê çàâåðøàåò ðåøåíèå çàäà÷è.

Çàäà÷à 2.4.2. (Âñåðîññèéñêàÿ îëèìïèàäà ïî ãåîìåò-
ðèè èì. È. Ô. Øàðûãèíà (Ìîñêâà) � 2005.10-11.3).
ABCDE � ïðàâèëüíûé ïÿòèóãîëüíèê. Òî÷êà B′ ñèì-
ìåòðè÷íà òî÷êå B îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé AC (ñì. ðèñó-
íîê). Ìîæíî ëè ïÿòèóãîëüíèêàìè, ðàâíûìè AB′CDE,
çàìîñòèòü ïëîñêîñòü? E D

C

B

A
B′

Ðåøåíèå. Íàéä¼ì óãëû ïîëó÷åííîãî ïÿòèóãîëüíèêà. Â õîäå ðåøåíèÿ
ïðåäûäóùåé çàäà÷è ìû óæå ïîëó÷èëè, ÷òî óãîë ïðàâèëüíîãî ïÿòèóãîëüíè-
êà ñîñòàâëÿåò 108◦. Ïîëó÷èì, ÷òî AB′CDE èìååò óãëû, ðàâíûå 36◦, 252◦,
36◦, 108◦, 108◦ ñîîòâåòñòâåííî. À òàêæå, ðàâíûå ñòîðîíû â ñèëó òîãî, ÷òî
ABCDE � ïðàâèëüíûé è AB′ = AB = BC = B′C, ò. ê. B′ ñèììåòðè÷íà
B îòíîñèòåëüíî AC.

Ïîýòîìó ôèãóðàìè, ðàâíûìè AB′CDE, ìîæíî çàìîñòèòü ¾ïîëîñó¿ (ðèñ.
ñëåâà). Çàòåì, òàêèìè ðàâíûìè ïàðàëëåëüíûìè ïîëîñàìè çàìîñòèì âñþ
ïëîñêîñòü (ðèñ. ñïðàâà).

Ïîëó÷åííûé ðèñóíîê çàâåðøàåò ðåøåíèå çàäà÷è.

Çàäàâàëüíèê

Çàäà÷à 2.4.3. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2005.6.3) Èç íàáîðà óãîëêîâ, èçîáðàæ¼ííûõ íà ðèñóíêå, ñëî-
æèòå ïðÿìîóãîëüíèê.
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Çàäà÷à 2.4.4. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1990.5.4) Çàìîñòèòå ïëîñ-
êîñòü îäèíàêîâûìè ñåìèóãîëüíèêàìè.

Çàäà÷à 2.4.5. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2004.6.4;7.5) Ñëîæèòå èç
ôèãóð, èçîáðàæ¼ííûõ íà ðèñóíêå:

à) êâàäðàò ðàçìåðîì 9× 9 ñ âûðåçàííûì â åãî öåíòðå êâàäðàòîì 3× 3;
á) ïðÿìîóãîëüíèê ðàçìåðîì 9× 12.

Ôèãóðû ìîæíî íå òîëüêî ïîâîðà÷èâàòü, íî è ïåðåâîðà÷èâàòü.

Çàäà÷à 2.4.6. (Òóðãîð. Îñåííèé òóð. Òðåíèðîâî÷íûé âàðèàíò �
1996/97.8-9.2) Ïðè êàêèõ öåëûõ çíà÷åíèÿõ n ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê
ñî ñòîðîíîé n ìîæíî çàìîñòèòü ïëèòêàìè, èìåþùèìè ôîðìó ðàâíîáîêîé
òðàïåöèè ñî ñòîðîíàìè 1, 1, 1, 2?

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Çàäà÷à 2.9. Çàìîñòèòü ïëîñêîñòü îäèíàêîâûìè 8-óãîëüíèêàìè.

Çàäà÷à 2.10. Çàìîñòèòü ïëîñêîñòü îäèíàêîâûìè 9-óãîëüíèêàìè.

Çàäà÷à 2.11. Çàìîñòèòü ïëîñêîñòü ñëåäóþùåé ðàçâ¼ðòêîé êóáà.
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5 Çàìîùåíèÿ è ðàçðåçàíèÿ ñ îãðàíè÷åíèÿìè

Ìàòåðèàë äëÿ ðàçáîðà íà çàíÿòèè

Çàäà÷è íà çàìîùåíèÿ áûëè ðàññìîòðåíû â ïðåäûäóùåì ¾êâàíòå¿, îäíàêî
ñóùåñòâóþò òàêæå íåìíîãî ìîäèôèöèðîâàííûå çàäàíèÿ, ïîäðàçóìåâàþ-
ùèå äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ: îãðàíè÷åíèå ïî êîëè÷åñòâó ôèãóð èëè èõ
òèïîâ; îãðàíè÷åíèå ïî ñïîñîáó äåéñòâèÿ ñ ôèãóðîé � ìîæíî ëè èñïîëüçî-
âàòü ¾ïåðåâåðíóòûå¿ (çåðêàëüíî-ñèììåòðè÷íûå äàííîé) ôèãóðû, è ò. ä.

Çàäà÷è íà ðàçðåçàíèå ÿâëÿëèñü ïðåäìåòîì óâëå÷åíèÿ ìíîãèõ ìàòåìàòèêîâ
ñ äðåâíåéøèõ âðåìåí. Ìíîãèå ïðîñòûå çàäà÷è äàííîãî òèïà áûëè ðåøåíû
åù¼ â àíòè÷íîñòè, íî ïî ïðàâó àâòîðîì ïåðâîãî ñèñòåìàòè÷åñêîãî òðóäà,
ïîñâÿùåííîãî ðàçðåçàíèÿì, ñ÷èòàåòñÿ Àáóë-Âåôà � çíàìåíèòûé ìàòåìà-
òèê è àñòðîíîì ïåðñèäñêîãî ïðîèñõîæäåíèÿ X âåêà, æèâøèé â Áàãäàäå (îí,
â ÷èñëå ïðî÷åãî, ââ¼ë ïîíÿòèÿ òàíãåíñà è êîòàíãåíñà, ðàññìîòðåë çàäà÷è
íà ïîñòðîåíèÿ öèðêóëåì è ëèíåéêîé). Äî íàñ äîøëè ëèøü ôðàãìåíòû åãî
òðóäîâ. Îäíà èç ñàìûõ èçâåñòíûõ çàäà÷ � çàäà÷à Àáóë-Âåôà: ðàçðåçàòü
òðè ðàâíûõ êâàäðàòà íà íåñêîëüêî ÷àñòåé, èç êîòîðûõ ìîæíî ñîñòàâèòü
îäèí áîëüøîé êâàäðàò. Å¼ ðåøåíèå ïðèâåäåíî íà ðèñóíêå íèæå: äâà êâàä-
ðàòà ðàçðåçàíû ïî äèàãîíàëÿì íà ÷åòûðå òðåóãîëüíèêà, ðàñïîëàãàåìûå
âîêðóã òðåòüåãî êâàäðàòà. Åùå ÷åòûðå ðàçðåçà çàâåðøàþò ðåøåíèå çàäà-
÷è.

C

DE

OBA

F

1

2 3

4

5 6

1 2 3
4

5 6

Ãåîìåòðû âñåðü¼ç âçÿëèñü ðàññìàòðèâàòü çàäà÷è, ïîñâÿù¼ííûå ðàçðåçàíè-
ÿì ôèãóð ñ îãðàíè÷åíèåì ïî íàèìåíüøåìó ÷èñëó ÷àñòåé è ïîñëåäóþùèì
ñîñòàâëåíèåì èç íèõ òîé èëè èíîé íîâîé ôèãóðû, ëèøü â íà÷àëå XX âåêà.
Îäíèì èç îñíîâîïîëîæíèêîâ ýòîãî óâëåêàòåëüíîãî ðàçäåëà ãåîìåòðèè áûë
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çíàìåíèòûé ñîñòàâèòåëü ãîëîâîëîìîê Ãåíðè Ý.Äüþäåíè. Äðåâíþþ çàäà-
÷ó Àáóë-Âåôà Äüþäåíè ðåøèë, ïîëó÷èâ ëèøü 6 ÷àñòåé, ÷òî â íàñòîÿùåå
âðåìÿ ÿâëÿåòñÿ ðàçáèåíèåì ñ èõ íàèìåíüøèì âîçìîæíûì êîëè÷åñòâîì (íà
ðèñóíêå ñïðàâà AB = ED = CF,O � öåíòð îêðóæíîñòè).

Çàäà÷à 2.5.1. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ �
2010.6.5) Ñàøà ðàçðåçàë øàõìàòíóþ äîñêó 8 × 8
ïî ãðàíèöàì êëåòîê íà 30 ïðÿìîóãîëüíèêîâ òàê,
÷òîáû ðàâíûå ïðÿìîóãîëüíèêè íå ñîïðèêàñàëèñü
äàæå óãëàìè. Ìîæíî ëè óëó÷øèòü åãî äîñòèæåíèå,
ðàçðåçàâ äîñêó íà áîëüøåå ÷èñëî ïðÿìîóãîëüíèêîâ ñ
ñîáëþäåíèåì òîãî æå óñëîâèÿ?

Ðåøåíèå. Íà ðèñóíêå äîñêà ðàçðåçàíà íà 35 ïðÿìîóãîëüíèêîâ.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî íà áîëüøåå ÷èñëî ïðÿìîóãîëüíèêîâ âûøåóêàçàííûì îá-
ðàçîì ðàçðåçàòü äîñêó íåëüçÿ. Îäíàêî äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî âåñüìà ãðî-
ìîçäêî, è ïðèâîäèòü ìû åãî íå áóäåì. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è îíî, ðàçóìååò-
ñÿ, íå òðåáîâàëîñü.

Çàäà÷à 2.5.2. Íåçíàéêà ðàçðåçàë ôèãóðó íà òð¼õêëåòî÷íûå è ÷åòûð¼õ-
êëåòî÷íûå óãîëêè, íàðèñîâàííûå ñïðàâà îò íå¼. Ñêîëüêî òð¼õêëåòî÷íûõ
óãîëêîâ ìîãëî ïîëó÷èòüñÿ?

Ðåøåíèå. Ôèãóðà ñîñòîèò èç 22 êëåòîê. Ïóñòü x � êîëè÷åñòâî ïîëó÷èâ-
øèõñÿ òð¼õêëåòî÷íûõ óãîëêîâ, à y � ÷åòûð¼õêëåòî÷íûõ. Òîãäà 3x+ 4y =
22. Çàìåòèì, ÷òî x ÷¼òíî è x < 8 (òàê êàê 3x íå ìîæåò áûòü áîëüøå 22), òî
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Ðèñ. 5.1: Ñëó÷àè äëÿ x = 2 ñëåâà è äëÿ x = 6 ñïðàâà.

åñòü, x = 0, 2, 4 èëè 6. Çíà÷åíèÿ x = 0 è x = 4 íå ïîäõîäÿò, òàê êàê y ïîëó-
÷àåòñÿ íåöåëûì. Îáà îñòàâøèõñÿ âàðèàíòà äëÿ x = 2 è x = 6 ðåàëèçóþòñÿ,
êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå.

Åñëè âû ïðîñòî ïîëó÷èòå ðèñóíêè ïåðåáîðîì � ïîëíûé áàëë çà äàííóþ
çàäà÷ó âû íå ïîëó÷èòå, íóæíî îáúÿñíèòü, ïî÷åìó äðóãèå âàðèàíòû íåâîç-
ìîæíû!

Çàäà÷à 2.5.3. (Òóðãîð. Îñåííèé òóð. Òðåíèðîâî÷íûé âàðèàíò � 2015.8-
9.2) Èç îäèíàêîâûõ íåðàâíîáåäðåííûõ ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ ñî-
ñòàâèëè ïðÿìîóãîëüíèê (áåç äûðîê è íàëîæåíèé). Îáÿçàòåëüíî ëè êàêèå-
òî äâà èç ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ ðàñïîëîæåíû òàê, ÷òî îáðàçóþò ïðÿìîóãîëü-
íèê?

Ðåøåíèå. Íå îáÿçàòåëüíî. Íàïðèìåð, âîçüì¼ì ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëü-
íèê è ïðèëîæèì ê äâóì åãî ñòîðîíàì ãèïîòåíóçàìè ïðÿìîóãîëüíûå òðå-
óãîëüíèêè ñ óãëîì 60◦ ïðè îáùåé âåðøèíå.

Îñòàëîñü ðàçðåçàòü ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê âûñîòîé èç äðóãîé âåð-
øèíû.
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Çàäàâàëüíèê

Çàäà÷à 2.5.4. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2005.6.4)
Íåçíàéêà ðàçìåñòèë áåç íàëîæåíèé â êâàäðàòå 10 × 10 òîëüêî
13 ôèãóð (¾ñêîáîê¿), èçîáðàæ¼ííûõ íà ðèñóíêå. Ïîïðîáóéòå
ðàçìåñòèòü áîëüøå.

Çàäà÷à 2.5.5. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2003.6.5) Â ðàñïîðÿæåíèè
þíîãî ïàðêåò÷èêà èìååòñÿ 10 îäèíàêîâûõ ïëèòîê, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñî-
ñòîèò èç 4 êâàäðàòîâ è èìååò ôîðìó áóêâû ¾Ã¿ (âñå ïëèòêè îðèåíòèðîâà-
íû îäèíàêîâî). Ìîæåò ëè îí ñîñòàâèòü èç íèõ ïðÿìîóãîëüíèê ðàçìåðîì
5 × 8? (Ïëèòêè ìîæíî ïîâîðà÷èâàòü, íî íåëüçÿ ïåðåâîðà÷èâàòü. Íàïðè-
ìåð, íà ðèñóíêå èçîáðàæåíî íåâåðíîå ðåøåíèå: çàøòðèõîâàííàÿ ïëèòêà
íåïðàâèëüíî îðèåíòèðîâàíà.)

Çàäà÷à 2.5.6. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2016.6.5) Âàñÿ íàðèñîâàë êàðàíäàøîì ðàçáèåíèå êëåò÷àòîãî
ïðÿìîóãîëüíèêà íà ïðÿìîóãîëüíèêè ðàçìåðîì 3 × 1 (òðèìèíî), çàêðàñèë
ðó÷êîé öåíòðàëüíóþ êëåòêó êàæäîãî èç ïîëó÷èâøèõñÿ ïðÿìîóãîëüíèêîâ,
ïîñëå ÷åãî ñò¼ð êàðàíäàøíûå ëèíèè. Âñåãäà ëè ìîæíî âîññòàíîâèòü èñ-
õîäíîå ðàçáèåíèå?

Çàäà÷à 2.5.7. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1999.6.6) Íà ïëîñêîñòè íà-
ðèñîâàí ñåðûé êâàäðàò. Èìååòñÿ ñåìü êâàäðàòíûõ ïëèòîê òîãî æå ðàçìå-
ðà. Íóæíî ïîëîæèòü èõ íà ïëîñêîñòü òàê, ÷òîáû îíè íå ïåðåêðûâàëèñü è
÷òîáû êàæäàÿ ïëèòêà ïîêðûâàëà õîòÿ áû ÷àñòü ñåðîãî êâàäðàòà (õîòÿ áû
îäíó òî÷êó âíóòðè íåãî). Êàê ýòî ñäåëàòü?

Çàäà÷à 2.5.8. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2008.7.8) Ïðåäëîæåííûå âàì ÷åòûðå îäèíàêîâûå ôèãóðû (ðè-
ñóíîê ñëåâà) òðåáóåòñÿ óëîæèòü â øåñòèóãîëüíèê (ðèñóíîê ñïðàâà) òàê,
÷òîáû îíè íå âûñòóïàëè çà åãî ãðàíèöû è íå íàêëàäûâàëèñü äðóã íà äðó-
ãà (äàæå ÷àñòè÷íî).
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Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Çàäà÷à 2.12. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2010.6.1;7.2) Ó áàáóøêè áûëà êëåò÷àòàÿ òðÿïî÷êà, èçîáðàæ¼í-
íàÿ íà ðèñóíêå.

Îäíàæäû îíà çàõîòåëà ñøèòü èç íå¼ ïîäñòèëêó êîòó â âèäå êâàäðàòà ðàç-
ìåðîì 5 × 5. Áàáóøêà ðàçðåçàëà òðÿïî÷êó íà òðè ÷àñòè è ñøèëà èç íèõ
êâàäðàòíûé êîâðèê, òàêæå ðàñêðàøåííûé â øàõìàòíîì ïîðÿäêå. Ïîêà-
æèòå, êàê îíà ìîãëà ýòî ñäåëàòü (ó òðÿïî÷êè îäíà ñòîðîíà ëèöåâàÿ, à
äðóãàÿ èçíàíî÷íàÿ, òî åñòü ÷àñòè ìîæíî ïîâîðà÷èâàòü, íî íåëüçÿ ïåðåâî-
ðà÷èâàòü).

Çàäà÷à 2.13. Ìîæíî ëè ðàçðåçàòü êâàäðàò íà ÷åòûðå ÷àñòè òàê, ÷òîáû
êàæäàÿ ÷àñòü èìåëà îáùèé îòðåçîê ñ ëþáîé äðóãîé?
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6 Ãåîìåòðèÿ íà êëåò÷àòîé áóìàãå

Ìàòåðèàë äëÿ ðàçáîðà íà çàíÿòèè

Ãåîìåòðèÿ íà êëåò÷àòîé áóìàãå íàì óæå õîðîøî çíàêîìà ïî ïðåäûäóùèì
òåìàì. Ïåðåéä¼ì ê áîëåå ñëîæíûì èëè íåîáû÷íûì çàäà÷àì, ñâÿçàííûì ñ
¾êëåòî÷íîñòüþ¿ ïðîñòðàíñòâà. Äëÿ ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ çàäà÷ èç äàííîé
òåìû âàì, âîçìîæíî, ïîòðåáóþòñÿ çíàíèÿ èç êóðñà ãåîìåòðèè çà 7 êëàññ.

Çàäà÷à 2.6.1. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2005.7.3)
Çà÷åðêíèòå âñå øåñòíàäöàòü òî÷åê, èçîáðàæ¼ííûõ íà ðè-
ñóíêå, øåñòüþ îòðåçêàìè, íå îòðûâàÿ êàðàíäàøà îò áóìàãè
è íå ïðîâîäÿ îòðåçêîâ ïî ëèíèÿì ñåòêè.

Ðåøåíèå. Âàðèàíò ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è óêàçàí íà ðèñóíêå

Çàäà÷à 2.6.2. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1999.6.5) Íàðèñóéòå íà
êëåò÷àòîé áóìàãå òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè â óãëàõ êëåòîê, äâå ìåäèàíû
êîòîðîãî ïåðïåíäèêóëÿðíû. (Ìåäèàíà ñîåäèíÿåò âåðøèíó òðåóãîëüíèêà ñ
ñåðåäèíîé ïðîòèâîïîëîæíîé ñòîðîíû.)

Ðåøåíèå.

Êàê íàéòè ïëîùàäü ôèãóðû, èçîáðàæ¼ííîé íà êëåò÷àòîé áóìàãå? Îáû÷-
íî òàêèå ïëîùàäè ñ÷èòàþò ðàçáèåíèåì íà ïðÿìîóãîëüíèêè è òðåóãîëüíèêè
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èëè èñïîëüçóÿ äîïîëíåíèÿ äî íèõ. Íî ýòî ìîæíî âû÷èñëèòü ãîðàçäî ïðî-
ùå! Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî âåðíà óäèâèòåëüíàÿ ôîðìóëà (ôîðìóëà Ïèêà):

S = Â+
Ã
2
− 1,

ãäå Â � êîëè÷åñòâî óçëîâ ñåòêè, ëåæàùèõ âíóòðè ìíîãîóãîëüíèêà, à Ã
� íà åãî ãðàíèöå. Èç ýòîé ôîðìóëû âèäíî, â ÷àñòíîñòè, ÷òî ïëîùàäü
ìíîãîóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè â óçëàõ ñåòêè âñåãäà ÿâëÿåòñÿ öåëîé èëè
ïîëóöåëîé.

Çàäà÷à 2.6.3. Êàêóþ ïëîùàäü èìååò ñëåäóþùèé ìíîãîóãîëüíèê?

Ðåøåíèå. Ñíà÷àëà ïîñ÷èòàåì ÷èñëî óçëîâ êîîðäèíàò-
íîé ñåòêè âíóòðè ìíîãîóãîëüíèêà (÷¼ðíûå), è íà ãðà-
íèöå (áåëûå): Â = 19, Ã = 9. Îòêóäà, ïîëüçóÿñü ôîð-
ìóëîé, ïîëó÷èì S = 19 + 9

2 − 1 = 22,5.

Çàäà÷à 2.6.4. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2007.7.4) Íà êëåò÷àòîé áó-
ìàãå îòìå÷åíû ÷åòûðå óçëà ñåòêè, îáðàçóþùèå êâàäðàò 4 × 4. Îòìåòüòå
åù¼ äâà óçëà è ñîåäèíèòå èõ çàìêíóòîé ëîìàíîé òàê, ÷òîáû ïîëó÷èëñÿ
øåñòèóãîëüíèê (íå îáÿçàòåëüíî âûïóêëûé) ïëîùàäè 6 êëåòîê.

Ðåøåíèå. Â êà÷åñòâå ðåøåíèÿ íåîáõîäèìî íå òîëüêî ïðåäîñòàâèòü ðèñó-
íîê, íî è îáúÿñíèòü, êàê ïîäñ÷èòàíà ïëîùàäü ïîëó÷åííîé ôèãóðû. Íà ãðà-
íèöå ðàñïîëîæåíî 14 óçëîâ ñåòêè, âíóòðè � 0, òàêèì îáðàçîì, S = 7−1 = 6.
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Íà îëèìïèàäàõ âñòðå÷àþòñÿ òàêæå çàäà÷è, â êîòîðûõ ¾êëåòêè¿ íå êâàä-
ðàòíûå, à òðåóãîëüíûå, íàïðèìåð, êàê íà ðèñóíêå.

Çàäàâàëüíèê

Çàäà÷à 2.6.5. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1993.7.1) Ìîæíî ëè â öåí-
òðû 16 êëåòîê øàõìàòíîé äîñêè 8 × 8 âáèòü ãâîçäè òàê, ÷òîáû íèêàêèå
òðè ãâîçäÿ íå ëåæàëè íà îäíîé ïðÿìîé?

Çàäà÷à 2.6.6. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2009.7.1) Ïåòÿ è Âàñÿ æè-
âóò â ñîñåäíèõ äîìàõ (ïëàí íà ðèñóíêå). Âàñÿ æèâ¼ò â ÷åòâ¼ðòîì ïîäúåç-
äå. Èçâåñòíî, ÷òî Ïåòå, ÷òîáû äîáåæàòü äî Âàñè êðàò÷àéøèì ïóò¼ì (íå
îáÿçàòåëüíî èäóùèì ïî ñòîðîíàì êëåòîê), áåçðàçëè÷íî, ñ êàêîé ñòîðîíû
îáåãàòü ñâîé äîì. Îïðåäåëèòå, â êàêîì ïîäúåçäå æèâåò Ïåòÿ.
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Çàäà÷à 2.6.7. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2013.6.2) Èç êàæäîãî
êëåò÷àòîãî êâàäðàòà ñî ñòîðîíîé 3 êëåòêè âûðåçàåòñÿ ôèãóðà èç ïÿòè êëå-
òîê ñ òàêèì æå ïåðèìåòðîì, êàê ó êâàäðàòà, íî ïëîùàäüþ 5 êëåòîê. Ñàøà
óòâåðæäàåò, ÷òî ñìîæåò âûðåçàòü 7 òàêèõ ðàçëè÷íûõ ôèãóð (íèêàêèå äâå
èç íèõ íå ñîâìåñòÿòñÿ ïðè íàëîæåíèè, äàæå åñëè ôèãóðû ïåðåâîðà÷èâàòü).
Íå îøèáàåòñÿ ëè îí?

Çàäà÷à 2.6.8. (Òóðíèð Àðõèìåäà � 2013.2) Èìåíèå ìàðêèçà Êàðàáàñà
èìååò ôîðìó ïðÿìîóãîëüíèêà (íà ðèñóíêå íèæå). ×àñòü ó÷àñòêà çàíèìàåò
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ëåñ (âûäåëåí ò¼ìíûì), îñòàëüíîå � ïàñòáèùà. ×åãî ó ìàðêèçà áîëüøå �
ëåñà èëè ïàñòáèù? Îòâåò îáúÿñíèòå.

Çàäà÷à 2.6.9. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2006.7.3) Íàòàøà ñäåëàëà
èç ëèñòà êëåò÷àòîé áóìàãè êàëåíäàðü íà ÿíâàðü 2006 ãîäà (íà ðèñóíêå
íèæå) è çàìåòèëà, ÷òî öåíòðû êëåòîê 10, 20 è 30 ÿíâàðÿ îáðàçóþò ðàâíî-
áåäðåííûé ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê. Íàòàøà ïðåäïîëîæèëà, ÷òî ýòî
áóäåò âåðíî è â ëþáîì äðóãîì ãîäó, çà èñêëþ÷åíèåì òåõ ëåò, êîãäà öåíòðû
êëåòîê 10, 20 è 30 ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Ïðàâà ëè Íàòàøà?

1

2 3 4 5 6 7 8

9 10 11 12 13 14 15

16 17 18 19 20 21 22

23 24 25 26 27 28 29

30 31

Çàäà÷à 2.6.10. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2006.6.8) Ïðÿìîóãîëüíèêè ABCD è KLMN èìåþò ñîîòâåò-
ñòâåííî ïàðàëëåëüíûå ñòîðîíû è ðàñïîëîæåíû òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðè-
ñóíêå. Äîêàæèòå, ÷òî ïëîùàäè ÷åòûð¼õóãîëüíèêîâ ALCN è KBMD ðàâ-
íû.

A B

CD

K L

MN

Çàäà÷à 2.6.11. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2015.7.8) Íà ñåòêå èç ðàâíîñòîðîííèõ òðåóãîëüíèêîâ ïîñòðîåí
óãîë ACB. Íàéäèòå åãî âåëè÷èíó.
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B

C

Çàäà÷à 2.6.12. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà
äëÿ 6�7 êëàññîâ � 2012.6.2) Èç 16 ñïè÷åê ñëîæåí ðîìá ñî ñòîðî-
íîé â äâå ñïè÷êè, ðàçáèòûé íà òðåóãîëüíèêè ñî ñòîðîíîé â îäíó
ñïè÷êó. À ñêîëüêî ñïè÷åê ïîòðåáóåòñÿ, ÷òîáû ñëîæèòü ðîìá ñî
ñòîðîíîé â 10 ñïè÷åê, ðàçáèòûé íà òàêèå æå òðåóãîëüíèêè ñî
ñòîðîíîé â îäíó ñïè÷êó?

Çàäà÷à 2.6.13. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2014.6.2) Êîëÿ è Ìàêñ æèâóò â ãîðîäå ñ òðåóãîëüíîé ñåòêîé
äîðîã. Â ýòîì ãîðîäå ïåðåäâèãàþòñÿ íà âåëîñèïåäàõ, ïðè ýòîì ðàçðåøàåòñÿ
ïîâîðà÷èâàòü òîëüêî íàëåâî. Êîëÿ ïîåõàë â ãîñòè ê Ìàêñó è ïî äîðîãå
ñäåëàë ðîâíî 4 ïîâîðîòà íàëåâî. Íà ñëåäóþùèé äåíü Ìàêñ ïîåõàë ê Êîëå
è ïðèåõàë ê íåìó, ñîâåðøèâ òîëüêî îäèí ïîâîðîò íàëåâî. Îêàçàëîñü, ÷òî
äëèíû èõ ìàðøðóòîâ îäèíàêîâû. Èçîáðàçèòå, êàêèì îáðàçîì îíè ìîãëè
åõàòü (äîìà Êîëè è Ìàêñà îòìå÷åíû íà ðèñóíêå).

Çàäà÷à 2.6.14. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2006.7.6) Ïåòÿ çàêðàñèë
îäíó êëåòêó ïðÿìîóãîëüíèêà. Ñàøà ìîæåò çàêðàøèâàòü äðóãèå êëåòêè
ýòîãî ïðÿìîóãîëüíèêà ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: ìîæíî êðàñèòü ëþáóþ
êëåòêó, ó êîòîðîé íå÷¼òíîå ÷èñëî çàêðàøåííûõ ñîñåäåé (ïî ñòîðîíå). Ñìî-
æåò ëè Ñàøà çàêðàñèòü âñå êëåòêè ïðÿìîóãîëüíèêà (íåçàâèñèìî îò òîãî,
êàêóþ êëåòêó âûáðàë Ïåòÿ), åñëè ðàçìåðû ïðÿìîóãîëüíèêà: à) 8 × 9; á)
8× 10 êëåòîê?

Çàäà÷à 2.6.15. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2009.7.8) Åñòü 40 îäèíàêîâûõ øíóðîâ. Åñëè ïîäæå÷ü ëþáîé
øíóð ñ îäíîé ñòîðîíû, îí ñãîðàåò, à åñëè ñ äðóãîé � íå ãîðèò. Âàñÿ ðàñ-
êëàäûâàåò øíóðû â âèäå êâàäðàòà (íà ðèñóíêå êàæäûé øíóð � ñòîðîíà
êëåòêè). Çàòåì Ïåòÿ ðàññòàâëÿåò 12 çàïàëîâ. Ñìîæåò ëè Âàñÿ ðàçëîæèòü
øíóðû òàê, ÷òî Ïåòå íå óäàñòñÿ ñæå÷ü âñå øíóðû?
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Çàäà÷à 2.6.16. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2010.7.8) Êâàäðàò ñ âåðøèíàìè â óçëàõ ñåòêè è ñòîðîíàìè
äëèíîé 2009, èäóùèìè ïî ëèíèÿì ñåòêè, ðàçðåçàëè ïî ëèíèÿì ñåòêè íà
íåñêîëüêî ïðÿìîóãîëüíèêîâ. Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè íèõ åñòü õîòÿ áû îäèí
ïðÿìîóãîëüíèê, ïåðèìåòð êîòîðîãî äåëèòñÿ íà 4.

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Çàäà÷à 2.14. (Ìóíèöèïàëüíûé ýòàï Âñåðîññèéñêîé îëèìïèàäû øêîëü-
íèêîâ (Ìîñêâà) � 2007.7.5) Íà êëåò÷àòîé áóìàãå íàðèñîâàí êâàäðàò ñî
ñòîðîíîé 5 êëåòîê. Åãî òðåáóåòñÿ ðàçáèòü íà 5 ÷àñòåé îäèíàêîâîé ïëîùà-
äè, ïðîâîäÿ îòðåçêè âíóòðè êâàäðàòà òîëüêî ïî ëèíèÿì ñåòêè. Ìîæåò ëè
îêàçàòüñÿ òàê, ÷òî ñóììàðíàÿ äëèíà ïðîâåä¼ííûõ îòðåçêîâ íå ïðåâîñõîäèò
16 êëåòîê?

Çàäà÷à 2.15. Ìîæíî ëè çàïîëíèòü êëåòêè áåñêîíå÷íîãî êëåò÷àòîãî ëèñòà
êðåñòèêàìè è íîëèêàìè òàê, ÷òîáû íè íà îäíîé ãîðèçîíòàëè, âåðòèêàëè è
äèàãîíàëè íåëüçÿ áûëî âñòðåòèòü òðè îäèíàêîâûõ çíàêà ïîäðÿä?
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7 Ãåîìåòðèÿ êâàäðàòîâ è ïðÿìîóãîëüíèêîâ

Ìàòåðèàë äëÿ ðàçáîðà íà çàíÿòèè

Ãåîìåòðèÿ êâàäðàòîâ è ïðÿìîóãîëüíèêîâ � òåìà, êîòîðóþ ìîæíî â êàêîì-
òî ñìûñëå ñ÷èòàòü ïðîäîëæåíèåì òåìû ¾ãåîìåòðèÿ íà êëåò÷àòîé áóìàãå¿.
Îäíàêî, â äàííîé òåìå âåðøèíàìè ôèãóð íå îáÿçàòåëüíî ÿâëÿþòñÿ óçëû
ñåòêè.

Çàäà÷à 2.7.1. (Ìîñêîâñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ðåãàòà � 2012.7.2.2) Ðàçðåæü-
òå êâàäðàò 4×4 ïî ëèíèÿì ñåòêè íà 9 ïðÿìîóãîëüíèêîâ òàê, ÷òîáû ðàâíûå
ïðÿìîóãîëüíèêè íå ñîïðèêàñàëèñü íè ñòîðîíàìè, íè âåðøèíàìè.

Ðåøåíèå. Ïðèìåð ïîäîáíîãî ðàçðåçàíèÿ ïðèâåä¼í íà ðèñóíêå íèæå.

Çàäà÷à 2.7.2. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2017.6.3) Â áîëüøîé êâàäðàòíûé çàë ïðèâåçëè äâà êâàäðàò-
íûõ êîâðà, ñòîðîíà îäíîãî êîâðà âäâîå áîëüøå ñòîðîíû äðóãîãî. Êîãäà èõ
ïîëîæèëè â ïðîòèâîïîëîæíûå óãëû çàëà, îíè â äâà ñëîÿ íàêðûëè 4 ì2, à
êîãäà èõ ïîëîæèëè â ñîñåäíèå óãëû, òî 14 ì2. Êàêîâû ðàçìåðû çàëà?

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì äëèíó ñòîðîíû êîìíàòû çà x, à äëèíó ñòîðîíû áîëü-
øîãî êîâðà çà a. Ïðîèëëþñòðèðóåì óñëîâèå ðèñóíêîì.
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x x

x− a/2 x−ax−ax−ax−ax−ax−ax−ax−ax−ax−ax−ax−ax−ax−ax−ax−ax−ax−ax−ax−ax−ax−ax−ax−ax−ax−ax−ax−ax−ax−ax−ax−ax−ax−ax−ax−ax−ax−ax−ax−ax−ax−ax−ax−ax−ax−ax−ax−ax−ax−ax−ax−ax−ax−ax−ax−ax−ax−ax−ax−ax−ax−ax−ax−ax−a x− a/2 x−ax−ax−ax−ax−ax−ax−ax−ax−ax−ax−ax−ax−ax−ax−ax−ax−ax−ax−ax−ax−ax−ax−ax−ax−ax−ax−ax−ax−ax−ax−ax−ax−ax−ax−ax−ax−ax−ax−ax−ax−ax−ax−ax−ax−ax−ax−ax−ax−ax−ax−ax−ax−ax−ax−ax−ax−ax−ax−ax−ax−ax−ax−ax−ax−a

a a

a/2 a/2

a/2

Â ïåðâîì ñëó÷àå êîâðû íàêðûâàþò êâàäðàò ñî ñòîðîíîé

x− (x− a)−
(
x− a

2

)
=

3

2
a− x.

Âî âòîðîì � ïðÿìîóãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè

x− (x− a)−
(
x− a

2

)
=

3

2
a− x è a

2
.

Çíà÷èò,
(
3
2a− x

)
· a2 = 14 ì2. Ïîñêîëüêó ñòîðîíà êâàäðàòà, ïëîùàäü êîòî-

ðîãî 4 ì2, ðàâíà 2 ì, òî 3
2a − x = 2 ì. Ïîäñòàâèâ ýòî â óðàâíåíèå âûøå,

ïîëó÷èì: 2 ì · a2 = 14 ì2, ò. å. a = 14 ì, à x = 3
2a− 2 ì = 19 ì.

Çàäà÷à 2.7.3. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2005.6.4) Äëèíó ïðÿìîóãîëüíèêà óâåëè÷èëè íà 1 ì, à øèðèíó
óìåíüøèëè íà 1 ìì. Ìîãëà ëè ïðè ýòîì ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíèêà óìåíü-
øèòüñÿ?

Ðåøåíèå. Ïóñòü íà÷àëüíàÿ äëèíà ïðÿìîóãîëüíèêà ðàâíà 2 ì, à øèðèíà
2 ìì, êîíå÷íûå èõ âåëè÷èíû áóäóò ðàâíû 3 ì è 1 ìì ñîîòâåòñòâåííî.
Òîãäà íà÷àëüíàÿ ïëîùàäü áûëà 4 ì·ìì, à êîíå÷íàÿ 3 ì·ìì, ò. å. ïëîùàäü
óìåíüøèëàñü.

Íàïîìíèì, ÷òî òàêîå ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê è êàê íàçûâàþòñÿ åãî
ñòîðîíû. Ïðÿìîóãîëüíûì íàçûâàåòñÿ òðåóãîëüíèê, â êîòîðîì îäèí èç óã-
ëîâ � ïðÿìîé, òî åñòü ðàâåí 90 ãðàäóñàì. Ñòîðîíû, ïðèìûêàþùèå ê ïðÿ-
ìîìó óãëó, íàçûâàþòñÿ êàòåòàìè, ñòîðîíà, ëåæàùàÿ íàïðîòèâ ïðÿìîãî
óãëà � ãèïîòåíóçîé.
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ê
àò
åò

êàòåò

ãèïîòåíóçà

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû çíàåì äëèíû êàòåòîâ. Êàê ìû ìîæåì óçíàòü äëèíó
ãèïîòåíóçû? Îäíà èç âàæíåéøèõ ôîðìóë, èñïîëüçóåìûõ â ãåîìåòðè÷å-
ñêèõ çàäà÷àõ, â êîòîðûõ åñòü ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè � òåîðåìà
Ïèôàãîðà: ñóììà êâàäðàòîâ êàòåòîâ ðàâíà êâàäðàòó ãèïîòåíóçû. Òðîé-
êè öåëûõ ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùèå äàííîìó óñëîâèþ, îáû÷íî íàçûâàþòñÿ
¾ïèôàãîðîâûìè òðîéêàìè¿. Ñàìîé èçâåñòíîé ïèôàãîðîâîé òðîéêîé ÿâëÿ-
åòñÿ òðîéêà 3, 4, 5: 32 + 42 = 52.

Çàäà÷à 2.7.4. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2005.6.9) Íà ñòîðîíå AB êâàäðàòà ABCD îòìå÷åíà ïðîèçâîëü-
íàÿ òî÷êàM . Äîêàæèòå, ÷òî ïëîùàäü çàøòðèõîâàííîãî òðåóãîëüíèêà ðàâ-
íà ñóììå ïëîùàäåé ÷¼ðíûõ òðåóãîëüíèêîâ.

A M B

CD

Ðåøåíèå. Ïóñòü òî÷êà O � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ DB è MC. Çàìåòèì, ÷òî
òðåóãîëüíèêè ADB è DMC èìåþò ðàâíûå îñíîâàíèÿ è âûñîòû, çíà÷èò, èõ
ïëîùàäè îäèíàêîâû. Ðàñïèøåì èõ ÷åðåç ïëîùàäè òðåóãîëüíèêîâ, êîòîðûå
îíè ñîäåðæàò: SADM+SDMO+SMOB = SDMO+SDOC , ò. å. SADM+SMOB =
SDOC , ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Çàäàâàëüíèê

Çàäà÷à 2.7.5. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1995.6.3) Ïðÿìîóãîëüíèê
ñîñòàâëåí èç øåñòè êâàäðàòîâ. Íàéäèòå ñòîðîíó ñàìîãî áîëüøîãî êâàäðà-
òà, åñëè ñòîðîíà ñàìîãî ìàëåíüêîãî ðàâíà 1.
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Çàäà÷à 2.7.6. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1993.6.6) Êâàäðàò ABCD
ñî ñòîðîíîé 2 è êâàäðàò DEFK ñî ñòîðîíîé 1 ñòîÿò ðÿäîì íà âåðõíåé
ñòîðîíå AK êâàäðàòà AKLM ñî ñòîðîíîé 3. Ìåæäó ïàðàìè òî÷åê A è E,
B è F , C è K, D è L íàòÿíóòû ïàóòèíêè. Ïàóê ïîäíèìàåòñÿ ñíèçó ââåðõ
ïî ìàðøðóòó AEFB è ñïóñêàåòñÿ ïî ìàðøðóòó CKDL. Êàêîé ìàðøðóò
êîðî÷å?

A

B C

D

E F

K

LM

Çàäà÷à 2.7.7. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2017.7.4) Äàí êâàäðàò
ABCD. Íà ïðîäîëæåíèè äèàãîíàëè AC çà òî÷êó C îòìå÷åíà òàêàÿ òî÷êà
K, ÷òî BK = AC. Íàéäèòå óãîë ∠BKC.

Çàäà÷à 2.7.8. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2017.6.9) Ó Âèêè åñòü ÷åòûðå ôèãóðêè, ó Àëèíû åñòü êâàä-
ðàò, à ó Ïîëèíû åñòü êâàäðàò äðóãîãî ðàçìåðà. Îáúåäèíèâøèñü, Àëèíà è
Âèêà ìîãóò ñëîæèòü êâàäðàò, èñïîëüçóÿ âñå ñâîè ïÿòü ôèãóðîê. Ìîæåò
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ëè îêàçàòüñÿ òàê, ÷òî Ïîëèíà è Âèêà òàêæå ñìîãóò ñëîæèòü êâàäðàò, èñ-
ïîëüçóÿ âñå ñâîè ïÿòü ôèãóðîê? (Êâàäðàòû ñêëàäûâàþòñÿ áåç ïðîñâåòîâ
è íàëîæåíèé.)

Çàäà÷à 2.7.9. (Øêîëüíûé ýòàï Âñåðîññèéñêîé îëèìïèàäû øêîëüíèêîâ
� 2016.6.5) Ïðÿìîóãîëüíèê ABCD ðàçäåëèëè íà ÷åòûðå ìåíüøèõ ïðÿ-
ìîóãîëüíèêà ñ îäèíàêîâûìè ïåðèìåòðàìè. Èçâåñòíî, ÷òî AB = 18 ñì, à
BC = 16 ñì. Íàéäèòå äëèíû ñòîðîí îñòàëüíûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ.

A B

CD

E
F

G H

K
L

Çàäà÷à 2.7.10. (¾Ïîêîðè Âîðîáü¼âû ãîðû¿ 2016.5�6.4; 7�8.3) Ìàëåíüêèé
îãîðîä ðàçìåðîì 6× 7 ìåòðîâ ðàçáèëè íà 5 êâàäðàòíûõ ãðÿäîê. Âñå ìåæè
ìåæäó ãðÿäêàìè ïðîõîäÿò ïàðàëëåëüíî ñòîðîíàì ïðÿìîóãîëüíèêà, ñòîðî-
íà êàæäîé ãðÿäêè ñîñòàâëÿåò öåëîå ÷èñëî ìåòðîâ. Íàéäèòå ñóììàðíóþ
äëèíó ïîëó÷èâøèõñÿ ìåæ. Ñ÷èòàòü ìåæè ëèíèÿìè, íå èìåþùèìè òîëùè-
íû.

Çàäà÷à 2.7.11. (¾Ïîêîðè Âîðîáü¼âû ãîðû¿ 2016.5�8.5) Â êâàäðàòå ABCD
òî÷êè F è E � ñåðåäèíû ñòîðîí AB è CD ñîîòâåòñòâåííî. Òî÷êó E ñî-
åäèíèëè ñ âåðøèíàìè A è B, à òî÷êó F � ñ C è D, êàê ïîêàçàíî íà
ðèñóíêå. Îïðåäåëèòå ïëîùàäü ðîìáà FGEH, îáðàçîâàâøåãîñÿ â öåíòðå,
åñëè èçâåñòíà ñòîðîíà êâàäðàòà AB = 4.

A B

CD E

F

G H

Çàäà÷à 2.7.12. (Ìóíèöèïàëüíûé ýòàï Âñåðîññèéñêîé îëèìïèàäû øêîëü-
íèêîâ � 2015.6.4) Ðàìêà äëÿ òð¼õ êâàäðàòíûõ ôîòîãðàôèé èìååò âåçäå
îäèíàêîâóþ øèðèíó. Ïåðèìåòð îäíîãî îòâåðñòèÿ ðàâåí 60 ñì, ïåðèìåòð
âñåé ðàìêè ðàâåí 180 ñì. ×åìó ðàâíà øèðèíà ðàìêè?
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Çàäà÷à 2.7.13. (¾Ïîêîðè Âîðîáü¼âû ãîðû¿ 2015.7.2) Âíóòðè áîëüøîãî
ïðÿìîóãîëüíèêà ðàçìåðîì A × B ðàñïîëîæåí ìàëåíüêèé ïðÿìîóãîëüíèê
ðàçìåðîì a × b. Íàéäèòå ðàçíîñòü ìåæäó ñóììàðíîé ïëîùàäüþ ñâåòëî�
ñåðûõ è ñóììàðíîé ïëîùàäüþ ò¼ìíî�ñåðûõ ÷åòûð¼õóãîëüíèêîâ, åñëè èç-
âåñòíî, ÷òî A = 20, B = 30, a = 4, b = 7.

A

B

a b

Çàäà÷à 2.7.14. (¾Ïîêîðè Âîðîáü¼âû ãîðû¿ 2014.7.3) Ôåðìåðû Èâàíîâ,
Ïåòðîâ, Ñèäîðîâ, Âàñèëüåâ è Åðìîëàåâ âëàäåþò ó÷àñòêàìè ïðÿìîóãîëü-
íîé ôîðìû, ïëîùàäü êîòîðûõ óêàçàíà íà ÷åðòåæå. Íàéäèòå ïëîùàäü îá-
ùåãî ïàñòáèùà.

Èâàíîâ
25 ãà

ëåñ
Åðìîëàåâ
30 ãà

Ïåòðîâ
28 ãà

Îáùåå
ïàñòáèùå

îçåðî

ïóñòûðü
Ñèäîðîâ
10 ãà

Âàñèëüåâ
20 ãà

Çàäà÷à 2.7.15. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1995.7.3) Ôèãóðà íà ðè-
ñóíêå ñîñòàâëåíà èç êâàäðàòîâ. Íàéäèòå ñòîðîíó ëåâîãî íèæíåãî, åñëè
ñòîðîíà ñàìîãî ìàëåíüêîãî ðàâíà 1.
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Çàäà÷à 2.7.16. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2002.7.3) Ìîæíî ëè òàê ðàñïîëîæèòü íà ïëîñêîñòè ÷åòûðå ïðÿ-
ìîóãîëüíèêà, ÷òîáû íè îäíà âåðøèíà íå áûëà îáùåé äëÿ âñåõ ïðÿìî-
óãîëüíèêîâ, íî ó ëþáûõ äâóõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ áûëà îäíà îáùàÿ âåðøèíà?
(Ïðÿìîóãîëüíèêè ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ.)

Çàäà÷à 2.7.17. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ �
2011.7.4) Ïðÿìîóãîëüíûé ëèñò áóìàãè ñîãíóëè, ñîâ-
ìåñòèâ âåðøèíó ñ ñåðåäèíîé ïðîòèâîïîëîæíîé êîðîòêîé
ñòîðîíû, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå íèæå. Îêàçàëîñü, ÷òî
òðåóãîëüíèêè I è II ðàâíû. Íàéäèòå äëèííóþ ñòîðîíó
ïðÿìîóãîëüíèêà, åñëè êîðîòêàÿ ðàâíà 8.

I

II

Çàäà÷à 2.7.18. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1990.6�7.6) Âíóòðè êâàä-
ðàòà ABCD ðàñïîëîæåí êâàäðàò KMXY . Äîêàæèòå, ÷òî ñåðåäèíû îòðåç-
êîâ AK, BM , CX è DY òàêæå ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè êâàäðàòà.

Çàäà÷à 2.7.19. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2014.7.7) Äâà óãëà ïðÿìîóãîëüíîãî ëèñòà áóìàãè ñîãíóëè òàê,
êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå. Ïðîòèâîïîëîæíàÿ ñòîðîíà ïðè ýòîì îêàçàëàñü
ðàçäåë¼ííîé íà òðè ðàâíûå ÷àñòè. Äîêàæèòå, ÷òî çàêðàøåííûé òðåóãîëü-
íèê � ðàâíîñòîðîííèé.

Çàäà÷à 2.7.20. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2016.7.8) Êâàäðàòû ABCD è BEFG ðàñïîëîæåíû òàê, êàê ïî-
êàçàíî íà ðèñóíêå. Îêàçàëîñü, ÷òî òî÷êè A,G è E ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.
Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà òî÷êè D,F è E òàêæå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.
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A B

CD

E

F

G

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Çàäà÷à 2.16. (Ìóíèöèïàëüíûé ýòàï Âñåðîññèéñêîé îëèìïèàäû øêîëüíè-
êîâ � 2014.6.3) Èç ÷åòûð¼õ ôîòîãðàôèé ìîæíî ñîñòàâèòü òðè ðàçëè÷íûõ
ïðÿìîóãîëüíèêà, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå. Ïåðèìåòð êàêîãî-òî îäíîãî èç
íèõ ðàâåí 56 ñì. Íàéäèòå ïåðèìåòðû îñòàëüíûõ äâóõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ,
åñëè ïåðèìåòð ôîòîãðàôèè ðàâåí 20 ñì.

Çàäà÷à 2.17. (Ìàòåðèàëû ìàòåìàòè÷åñêèõ êðóæêîâ ÌÖÍÌÎ) Äàí âû-
ðåçàííûé èç áóìàãè ïðÿìîóãîëüíèê ðàçìåðîì 2×3. Èìåÿ â ðàñïîðÿæåíèè
áåñêîíå÷íîå ÷èñëî òàêèõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ, ïîêàæèòå, êàêèì îáðàçîì èõ
ìîæíî ñëîæèòü íà ïëîñêîñòè òàê, ÷òîáû áåç ÷åðò¼æíûõ ïðèáîðîâ ìîæíî
áûëî îòìåòèòü âåðøèíû êâàäðàòà ñî ñòîðîíîé, ðàâíîé äèàãîíàëè ýòîãî
ïðÿìîóãîëüíèêà.
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8 Ðàçáîð çàäà÷ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøå-

íèÿ

Ðàñêðàñêè

Çàäà÷à 2.1. Äåðåâÿííûé êóá ïîêðàñèëè ñíàðóæè áåëîé êðàñêîé, êàæ-
äîå åãî ðåáðî ðàçäåëèëè íà 10 ðàâíûõ ÷àñòåé, ïîñëå ÷åãî êóá ðàñïèëèëè
òàê, ÷òî ïîëó÷èëèñü ìàëåíüêèå êóáèêè, ó êîòîðûõ ðåáðî â 10 ðàç ìåíüøå,
÷åì ó èñõîäíîãî êóáà. Ñêîëüêî ïîëó÷èëîñü ìàëåíüêèõ êóáèêîâ, ó êîòîðûõ
îêðàøåíà õîòÿ áû îäíà ãðàíü?

Ðåøåíèå. Äàííóþ çàäà÷ó (êàê è áîëüøèíñòâî çàäà÷, â êîòîðûõ íóæíî
âû÷èñëèòü ÷òî-ëèáî, ââåä¼ííîå óñëîâèåì ¾õîòÿ áû¿) ïðîùå âñåãî ðåøàòü
¾îò îáðàòíîãî¿. Äëÿ ýòîãî âíà÷àëå íàéä¼ì êîëè÷åñòâî êóáèêîâ, ó êîòîðûõ
íå ïîêðàøåíî íè îäíîé ãðàíè. Âñåãî êóáèêîâ � 10·10·10, à íåîêðàøåííûìè
îñòàëèñü âñå êóáèêè, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ çà ¾âåðõíèì ñëîåì¿, òî åñòü, îíè
îáðàçóþò êóáèê 8 · 8 · 8. Òàêèì îáðàçîì, õîòÿ áû îäíó îêðàøåííóþ ãðàíü
èìåþò 103 − 83 = 488 êóáèêîâ.

Çàäà÷à 2.2. Ðåøèòå ñóäîêó.

4 5 2

2 3 5

1 4

1 4

6 4 5

5 6 3

Ðåøåíèå. Äåéñòâèÿìè, ïðåäëîæåííûìè â òåîðåòè÷åñêîé ÷àñòè, ïîëó÷àåì.

6 4 1 5 2 3

2 3 5 4 1 6

5 2 3 1 6 4

1 6 4 3 5 2

3 1 2 6 4 5

4 5 6 2 3 1

Çàïîëíåííîå ñóäîêó çàâåðøàåò ðåøåíèå çàäà÷è.
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Ìåòîä ðàñêðàñêè

Çàäà÷à 2.3. Íà êëåò÷àòîé äîñêå ñòîèò ôèãóðà ¾áîá¼ð¿, êîòîðàÿ ìîæåò
õîäèòü íà òðè êëåòêè ïî ãîðèçîíòàëè è íà îäíó ïî âåðòèêàëè èëè ïÿòü
êëåòîê ïî âåðòèêàëè è îäíó ïî ãîðèçîíòàëè. Ìîæåò ëè ¾áîá¼ð¿, ñäåëàâ
íåñêîëüêî õîäîâ, ïîïàñòü â ñîñåäíþþ ñ íà÷àëüíîé êëåòêó?

Ðåøåíèå. Ýòî î÷åíü ïðîñòàÿ çàäà÷à, åñëè ìû çàìåòèì, ÷òî íà øàõìàòíîé
äîñêå ôèãóðà ¾áîá¼ð¿ ïðè õîäå íèêîãäà íå ìåíÿåò öâåò ïîëÿ. Âñå ñîñåä-
íèå ñ íà÷àëüíûì ïîëåì ïîëÿ èìåþò äðóãîé öâåò. Òàê ÷òî, îòâåòîì áóäåò
¾íåâîçìîæíî¿.

Çàäà÷à 2.4. Ìîæíî ëè êâàäðàò 10×10 ðàçðåçàòü íà ôèãóðû, ïðèâåä¼ííûå
íèæå?

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ïîëîñàòóþ ðàñêðàñêó ñ ãîðèçîíòàëüíûìè ïîëîñà-
ìè. Çàìåòèì, ÷òî êàæäàÿ ôèãóðà äàííîãî âèäà çàíèìàåò ëèáî 1 ÷¼ðíóþ
êëåòêó è 3 áåëûõ, ëèáî 1 áåëóþ êëåòêó è 3 ÷¼ðíûõ. Âñåãî â êâàäðàòå 10×10
100 êëåòîê, à â êàæäîé ôèãóðå ïî 4 êëåòêè. Ïîýòîìó, åñëè êâàäðàò ìîæíî
ðàçðåçàòü íà ôèãóðû, òî èõ áóäåò 25 øòóê. Âñåãî íà äîñêå 50 áåëûõ ïîëåé.
Êàæäàÿ ôèãóðà çàíèìàåò ëèáî 1, ëèáî 3 áåëûõ ïîëÿ, íî ñóììà 25 íå÷¼ò-
íûõ ÷èñåë íå ìîæåò áûòü ÷¼òíîé. Ïîýòîìó êâàäðàò 10 × 10 íåâîçìîæíî
ðàçðåçàòü íà äàííûå ôèãóðû.

Çàäà÷à 2.5. Ìîæíî ëè êâàäðàò 8× 8 ñ âûðåçàííîé óãëîâîé êëåòêîé ðàç-
ðåçàòü íà ïðÿìîóãîëüíèêè ðàçìåðîì 1 íà 3 ?

Ðåøåíèå. Íàøà öåëü � ðàñêðàñèòü ôèãóðó òàê, ÷òîáû êàê áû ìû íè óêëà-
äûâàëè ïðÿìîóãîëüíèê 1 × 3, îí çàíèìàë áû îäíó è ðîâíî îäíó çàêðà-
øåííóþ êëåòêó (íàçîâ¼ì ýòî ¾óñëîâèåì¿). Íà ðèñóíêå ñïðàâà îäíà òàêàÿ
âîçìîæíàÿ ðàñêðàñêà.

×òîáû çàíÿòü âñå ïîìå÷åííûå êðåñòèêàìè êëåò-
êè, òðåáóåòñÿ ïîëîæèòü 22 ïðÿìîóãîëüíèêà. Íî
âåäü òîãäà çàíèìàåìàÿ èìè ïëîùàäü áóäåò ðàâíà
66 êëåòêàì, à â íàøåì ðàñïîðÿæåíèè òîëüêî 63.
Çíà÷èò, òàêîãî ðàçðåçàíèÿ íå ñóùåñòâóåò.
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Ïðè ðåøåíèè äàííîé çàäà÷è ìû ìîæåì íàéòè è äðóãèå ðàñêðàñêè, óäîâëå-
òâîðÿþùèå ¾óñëîâèþ¿. Åñëè áû òàêèõ êëåòîê îêàçàëîñü ìåíüøå 22, íàì
áû ïîòðåáîâàëîñü ïðåäúÿâèòü ðåøåíèå (÷åãî ñäåëàòü íå ïîëó÷èëîñü áû).
Èìåííî ïîýòîìó ìû èç ìíîæåñòâà ðàñêðàñîê, óäîâëåòâîðÿþùèõ ¾óñëî-
âèþ¿, âûáðàëè òó, â êîòîðîé çàêðàøåííûõ êëåòîê áîëüøå 21.

Ðàçâ¼ðòêè

Çàäà÷à 2.6. Â ìóçåå Ãóããåíõàéì â Íüþ-Éîðêå åñòü ñêóëüïòóðà, èìåþùàÿ
ôîðìó êóáà. Æóê, ñåâøèé íà îäíó èç âåðøèí, õî÷åò êàê ìîæíî áûñò-
ðåå îñìîòðåòü ñêóëüïòóðó, ÷òîáû ïåðåéòè ê äðóãèì ýêñïîíàòàì (äëÿ ýòîãî
äîñòàòî÷íî ïîïàñòü â ïðîòèâîïîëîæíóþ âåðøèíó êóáà). Êàêîé ïóòü åìó
âûáðàòü?

Ðåøåíèå. Ïðè âûáîðå ðàçâ¼ðòêè êóáà ñî ñëåäóþùèì
ðàñïîëîæåíèåì íà÷àëüíîé è êîíå÷íîé âåðøèíû, ñòàíî-
âèòñÿ ñîâåðøåííî ïîíÿòíî, ÷òî êðàò÷àéøèé ïóòü íà êó-
áå áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü êðàò÷àéøåìó ïóòè, ò. å. ïóòè
ïî ïðÿìîé, íà ðàçâ¼ðòêå.

B

A

Çàäà÷à 2.7. Ñîñòàâüòå ðàçâ¼ðòêó ïðàâèëüíîé ÷åòûð¼õóãîëüíîé ïèðàìè-
äû.

Ðåøåíèå. Ñàìûé ïðîñòîé âèä ó ðàçâ¼ðòêè áóäåò, åñëè
âûáðàòü â êà÷åñòâå å¼ ¾öåíòðà¿ îñíîâàíèå ïèðàìèäû.

Çàäà÷à 2.8. (Ìóíèöèïàëüíûé ýòàï Âñåðîññèéñêîé îëèìïèàäû øêîëüíè-
êîâ (Ìîñêâà) � 2014.5.4). Ïîëèíà ðåøèëà ðàñêðàñèòü ñâîé êëåò÷àòûé
áðàñëåò ðàçìåðîì 10 × 2 (ðèñóíîê ñëåâà) âîëøåáíûì óçîðîì èç îäèíà-
êîâûõ ôèãóðîê (ðèñóíîê ñïðàâà), ÷åðåäóÿ â íèõ äâà öâåòà. Ïîìîãèòå åé
ýòî ñäåëàòü.
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Ðåøåíèå. Ñäåëàåì ðàçâ¼ðòêó áðàñëåòà è ïðîâåä¼ì ðàçáèåíèå è ðàñêðàñêó
(íà ðèñóíêå íèæå).

Çàìîùåíèå ïëîñêîñòè

Çàäà÷à 2.9. Çàìîñòèòü ïëîñêîñòü îäèíàêîâûìè 8-óãîëüíèêàìè.

Ðåøåíèå. Ïðèìåð çàìîùåíèÿ ïîêàçàí íà ðèñóíêå íèæå. Äàííûìè êâàäðà-
òàìè ìîæíî çàìîñòèòü ïëîñêîñòü, çíà÷èò, èçíà÷àëüíûìè ìíîãîóãîëüíèêà-
ìè � òîæå.

Çàäà÷à 2.10. Çàìîñòèòü ïëîñêîñòü îäèíàêîâûìè 9-óãîëüíèêàìè.

Ðåøåíèå. Ïðèìåð çàìîùåíèÿ ïîêàçàí íà ðèñóíêå. Ïîñòðîåííûå áåñêîíå÷-
íûå ïîëîñû ñ ïàðàëëåëüíûìè êðàÿìè ïîçâîëÿþò çàâåðøèòü çàìîùåíèå
ïëîñêîñòè.
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Çàäà÷à 2.11. Çàìîñòèòü ïëîñêîñòü ñëåäóþùåé ðàçâ¼ðòêîé êóáà.

Ðåøåíèå. Ïðèìåð çàìîùåíèÿ ïîêàçàí íà ðèñóíêå íèæå. Ïîñòðîåííûå áåñ-
êîíå÷íûå ïîëîñû ñ ïàðàëëåëüíûìè êðàÿìè ïîçâîëÿþò çàâåðøèòü çàìîùå-
íèå ïëîñêîñòè.

Çàìîùåíèÿ è ðàçðåçàíèÿ ñ îãðàíè÷åíèÿìè

Çàäà÷à 2.12. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2010.6.1;7.2) Ó áàáóøêè áûëà êëåò÷àòàÿ òðÿïî÷êà, èçîáðàæ¼í-
íàÿ íà ðèñóíêå. Îäíàæäû îíà çàõîòåëà ñøèòü èç íå¼ ïîäñòèëêó êîòó â
âèäå êâàäðàòà ðàçìåðîì 5× 5. Áàáóøêà ðàçðåçàëà òðÿïî÷êó íà òðè ÷àñòè
è ñøèëà èç íèõ êâàäðàòíûé êîâðèê, òàêæå ðàñêðàøåííûé â øàõìàòíîì
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ïîðÿäêå. Ïîêàæèòå, êàê îíà ìîãëà ýòî ñäåëàòü (ó òðÿïî÷êè îäíà ñòîðî-
íà ëèöåâàÿ, à äðóãàÿ èçíàíî÷íàÿ, òî åñòü ÷àñòè ìîæíî ïîâîðà÷èâàòü, íî
íåëüçÿ ïåðåâîðà÷èâàòü).

Ðåøåíèå. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü íåñêîëüêèìè ñïîñîáàìè, íåêîòîðûå èç êîòî-
ðûõ óêàçàíû íà ðèñóíêå.

Çàäà÷à 2.13. Ìîæíî ëè ðàçðåçàòü êâàäðàò íà ÷åòûðå ÷àñòè òàê, ÷òîáû
êàæäàÿ ÷àñòü èìåëà îáùèé îòðåçîê ñ ëþáîé äðóãîé?

Ðåøåíèå. Êâàäðàò ìîæíî ðàçðåçàòü, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå íèæå.

Ãåîìåòðèÿ íà êëåò÷àòîé áóìàãå

Çàäà÷à 2.14. (Ìóíèöèïàëüíûé ýòàï Âñåðîññèéñêîé îëèìïèàäû øêîëü-
íèêîâ (Ìîñêâà) � 2007.7.5) Íà êëåò÷àòîé áóìàãå íàðèñîâàí êâàäðàò ñî
ñòîðîíîé 5 êëåòîê. Åãî òðåáóåòñÿ ðàçáèòü íà 5 ÷àñòåé îäèíàêîâîé ïëîùà-
äè, ïðîâîäÿ îòðåçêè âíóòðè êâàäðàòà òîëüêî ïî ëèíèÿì ñåòêè. Ìîæåò ëè
îêàçàòüñÿ òàê, ÷òî ñóììàðíàÿ äëèíà ïðîâåä¼ííûõ îòðåçêîâ íå ïðåâîñõîäèò
16 êëåòîê?

107



Ðåøåíèå. Äà, òàê êâàäðàò ðàçáèòü ìîæíî, òàê êàê äàííûå ÷àñòè íå îáÿ-
çàòåëüíî äîëæíû áûòü îäèíàêîâûìè, ïðîñòî äîëæíû áûòü îäèíàêîâîé
ïëîùàäè, òî åñòü, ñîñòàâëÿòü 25 : 5 = 5 êëåòîê. Îäèí èç âîçìîæíûõ ïðè-
ìåðîâ ïðèâåä¼í íà ðèñóíêå.

Çàäà÷à 2.15. Ìîæíî ëè çàïîëíèòü êëåòêè áåñêîíå÷íîãî êëåò÷àòîãî ëèñòà
êðåñòèêàìè è íîëèêàìè òàê, ÷òîáû íè íà îäíîé ãîðèçîíòàëè, âåðòèêàëè è
äèàãîíàëè íåëüçÿ áûëî âñòðåòèòü òðè îäèíàêîâûõ çíàêà ïîäðÿä?

Ðåøåíèå. Äà, ìîæíî. Íà êàæäîé ãîðèçîíòàëè ýëåìåíòû ÷åðåäóþòñÿ ïî 2,
íà âåðòèêàëÿõ � ïî 1, à íà äèàãîíàëÿõ � ïî 2.

Ãåîìåòðèÿ êâàäðàòîâ è ïðÿìîóãîëüíèêîâ

Çàäà÷à 2.16. (Ìóíèöèïàëüíûé ýòàï Âñåðîññèéñêîé îëèìïèàäû øêîëüíè-
êîâ � 2014.6.3) Èç ÷åòûð¼õ ôîòîãðàôèé ìîæíî ñîñòàâèòü òðè ðàçëè÷íûõ
ïðÿìîóãîëüíèêà, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå. Ïåðèìåòð êàêîãî-òî îäíîãî èç
íèõ ðàâåí 56 ñì. Íàéäèòå ïåðèìåòðû îñòàëüíûõ äâóõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ,
åñëè ïåðèìåòð ôîòîãðàôèè ðàâåí 20 ñì.
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Ðåøåíèå. Íà ïåðâîì ðèñóíêå ïîëó÷åííûé ïðÿìîóãîëüíèê â 2 ðàçà âûøå è
â 2 ðàçà øèðå, ÷åì îòäåëüíàÿ ôîòîãðàôèÿ, à, çíà÷èò, åãî ïåðèìåòð ðîâíî
â 2 ðàçà áîëüøå, ÷åì ïåðèìåòð îäíîé ôîòîãðàôèè, òî åñòü 40 ñì.

Ïðÿìîóãîëüíèê, èçîáðàæ¼ííûé íà âòîðîì ðèñóíêå, â 4 ðàçà øèðå ôîòî-
ãðàôèè è èìååò âûñîòó, åé ðàâíóþ, çíà÷èò, åãî ïåðèìåòð ðàâåí ñóììå ïå-
ðèìåòðà îäíîé ôîòîãðàôèè è å¼ øèðèíû, âçÿòîé 6 ðàç.

Ïðÿìîóãîëüíèê, èçîáðàæ¼ííûé íà òðåòüåì ðèñóíêå, â 4 ðàçà âûøå ôî-
òîãðàôèè è èìååò øèðèíó, åé ðàâíóþ, çíà÷èò, åãî ïåðèìåòð ðàâåí ñóììå
ïåðèìåòðà îäíîé ôîòîãðàôèè è å¼ âûñîòû, âçÿòîé 6 ðàç.

Ïóñòü ïåðèìåòð âòîðîãî ïðÿìîóãîëüíèêà ðàâåí 56 ñì. Òàê êàê ïåðèìåòð
ôîòîãðàôèè ðàâåí 20 ñì, òî 56 − 20 = 36 ñì � å¼ øåñòèêðàòíàÿ øèðèíà.
Çíà÷èò, â ýòîì ñëó÷àå øèðèíà ôîòîãðàôèè ðàâíà 6 ñì, òîãäà å¼ âûñîòà
ðàâíà 20 : 2−6 = 4 ñì. Ñëåäîâàòåëüíî, ïåðèìåòð òðåòüåãî ïðÿìîóãîëüíèêà
ðàâåí 20 + 6 · 4 = 44 ñì.

Åñëè æå 56 ñì � ýòî ïåðèìåòð òðåòüåãî ïðÿìîóãîëüíèêà, òî âûñîòà è øè-
ðèíà ïîìåíÿþòñÿ ìåñòàìè, ïîýòîìó òåïåðü ïåðèìåòð âòîðîãî ïðÿìîóãîëü-
íèêà áóäåò ðàâåí 44 ñì.

Çàäà÷à 2.17. (Ìàòåðèàëû ìàòåìàòè÷åñêèõ êðóæêîâ ÌÖÍÌÎ) Äàí âû-
ðåçàííûé èç áóìàãè ïðÿìîóãîëüíèê ðàçìåðîì 2×3. Èìåÿ â ðàñïîðÿæåíèè
áåñêîíå÷íîå ÷èñëî òàêèõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ, ïîêàæèòå, êàêèì îáðàçîì èõ
ìîæíî ñëîæèòü íà ïëîñêîñòè òàê, ÷òîáû áåç ÷åðò¼æíûõ ïðèáîðîâ ìîæíî
áûëî îòìåòèòü âåðøèíû êâàäðàòà ñî ñòîðîíîé, ðàâíîé äèàãîíàëè ýòîãî
ïðÿìîóãîëüíèêà.

Ðåøåíèå. Ñëîæèì 4 ïðÿìîóãîëüíèêà â ôèãóðó, èçîáðàæ¼ííóþ íà ðèñóí-
êå. Ñòîðîíû AD è AB ðàâíû êàê ñîîòâåòñòâåííûå ýëåìåíòû ðàâíûõ ïðÿ-
ìîóãîëüíèêîâ AFDG è AHBE, àíàëîãè÷íî ∠DAF = ∠ABE. Òàêæå,
∠AEB = 90◦,⇒ ∠EAB+∠EBA = 90◦,⇒ ∠EAB+∠DAF = ∠DAB = 90◦.
Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî ðàâíû è ïåðåïåíäèêóëÿðíû âñå ñîñåäíèå
ñòîðîíû ÷åòûð¼õóãîëüíèêà ABCD, çíà÷èò, îí ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì.
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Ãëàâà 3

Âîêðóã àëãåáðû

Äàííûé ðàçäåë îáúåäèíÿåò â ñåáå àëãåáðàè÷åñêèå è àðèôìåòè÷åñêèå çàäà-
÷è. Äàæå åñëè âû ó÷èòåñü â ñòàðøèõ êëàññàõ è äàâíî óæå ïðîøëè ñèñòåìû
óðàâíåíèé, çàäà÷è íà äâèæåíèÿ è äðóãèå òèïû çàäà÷, ìû âñ¼ ðàâíî íàñòî-
ÿòåëüíî ðåêîìåíäóåì âàì îçíàêîìèòüñÿ ñ òåîðèåé, ïðåäëîæåííîé â ýòîé
ãëàâå. Íåêîòîðûå ìåòîäû èç ïðåäëîæåííûõ çäåñü âû ìîãëè óæå çàáûòü, à
íåêîòîðûå, íàèáîëåå èçÿùíûå, è íå ïðîõîäèòü âîâñå.

1 Ðàññòàíîâêà çíàêîâ

Ìàòåðèàë äëÿ ðàçáîðà íà çàíÿòèè

Ñ òåìîé ðàññòàíîâêè çíàêîâ, ÷èñåë è ñêîáîê ìû óæå ñòîëêíóëèñü â ïåðâîé
÷àñòè äàííîé êíèãè, íàïðèìåð, â êâàíòå ¾ïðèìåðû è êîíñòðóêöèè¿. Óãëó-
áèì íåìíîãî äàííóþ òåìó, òàê êàê äàííûé òèï çàäà÷ ÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ íà
îëèìïèàäàõ ïî ìàòåìàòèêå.

Íà÷í¼ì ñ êëàññè÷åñêîé çàäà÷è, ÷àñòî ïðåäëàãàåìîé íà ôàêóëüòàòèâàõ ïî
ìàòåìàòèêå äëÿ ðàçìèíêè.

Çàäà÷à 3.1.1. Èñïîëüçóÿ ÷åòûðå ÷åòâ¼ðêè, ïîëó÷èòå ÷èñëà îò 1 äî 10.

Ðåøåíèå. Ó äàííîé çàäà÷è äëÿ êàæäîãî ÷èñëà ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî ñïî-
ñîáîâ åãî ïðåäñòàâèòü, íàïðèìåð:

1 = 4 : 4 + 4− 4 = 44 : 44 = (4 + 4− 4) : 4;

2 = 4 : 4 + 4 : 4;
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3 = (4 + 4 + 4) : 4;

4 = 4 + (4− 4) : 4;

5 = (4 · 4 + 4) : 4;

6 = 4 + (4 + 4) : 4;

7 = 44 : 4− 4;

8 = 4 + 4 + 4− 4;

9 = 4 + 4 + 4 : 4;

10 = (44− 4) : 4.

Èíîãäà çàäà÷à ìîæåò ïîòðåáîâàòü ïðåäâàðèòåëüíîãî å¼ óïðîùåíèÿ.

Çàäà÷à 3.1.2. (Îëèìïèàäà ¾Ëîìîíîñîâ¿ � 2016.5�8.5) Ðàññòàâüòå çíàêè
óìíîæåíèÿ è äåëåíèÿ âìåñòî çâ¼çäî÷åê â âûðàæåíèè

1 ∗ 3 ∗ 32 ∗ 34 ∗ 38 ∗ 316 ∗ 332 ∗ 364 = 399

òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ðàâåíñòâî ñòàëî âåðíûì.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî âñå ÷èñëà â äàííîé çàäà÷å � ñòåïåíè òðîéêè.
Âñïîìíèì, ÷òî òàêîå äåëåíèå è óìíîæåíèå äëÿ ÷èñåë ñ îäèíàêîâûì îñ-
íîâàíèåì ñòåïåíè: ax · ay = ax+y, ax : ay = ax−y. Òàêèì îáðàçîì, äàííóþ
çàäà÷ó ìîæíî ñâåñòè ê ñëåäóþùåé.

Ðàññòàâüòå çíàêè ñëîæåíèÿ è âû÷èòàíèÿ âìåñòî çâ¼çäî÷åê â âûðàæåíèè

0 ∗ 1 ∗ 2 ∗ 4 ∗ 8 ∗ 16 ∗ 32 ∗ 64 = 99

òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ðàâåíñòâî ñòàëî âåðíûì.

Ïåðåä ÷èñëîì 64 íóæíî ïîñòàâèòü çíàê ¾+¿, èíà÷å ñóììà âñåõ îñòàâøèõñÿ
÷èñåë (63), íå ¾ïåðåâåñèò¿ äàííîå ÷èñëî è ñóììà îñòàíåòñÿ îòðèöàòåëüíîé,
à 99 � ÷èñëî ïîëîæèòåëüíîå.

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñâåëàñü ê 0 ∗ 1 ∗ 2 ∗ 4 ∗ 8 ∗ 16 ∗ 32+64 = 99. Ïåðåíîñÿ
64 â ïðàâóþ ÷àñòü è óïðîùàÿ, ïîëó÷àåì 0 ∗ 1 ∗ 2 ∗ 4 ∗ 8 ∗ 16 ∗ 32 = 35.

Ïîâòîðèâ òî æå ñàìîå ðàññóæäåíèå ñ ÷èñëîì 32, ïîëó÷àåì

0 ∗ 1 ∗ 2 ∗ 4 ∗ 8 ∗ 16 + 32 = 35, 0 ∗ 1 ∗ 2 ∗ 4 ∗ 8 ∗ 16 = 3.
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Ïåðåä ÷èñëîì 16 äîëæåí òîæå ñòîÿòü ïëþñ, èáî ñóììà îñòàâøèõñÿ ÷èñåë
(15) íå ïîçâîëèò ïîëó÷èòü ïîëîæèòåëüíûé ðåçóëüòàò.

Òàêèì îáðàçîì,

0 ∗ 1 ∗ 2 ∗ 4 ∗ 8 + 16 = 3, 0 ∗ 1 ∗ 2 ∗ 4 ∗ 8 = −13.

Àíàëîãè÷íûìè ðàññóæäåíèÿìè ïîëó÷àåì, ÷òî ïåðåä 8 ñòîèò ìèíóñ. Çíà-
÷èò,

0 ∗ 1 ∗ 2 ∗ 4− 8 = −13, 0 ∗ 1 ∗ 2 ∗ 4 = −5.

Òàêæå ïîëó÷èì, ÷òî ïåðåä 4 òîæå ñòîèò ìèíóñ:

0 ∗ 1 ∗ 2− 4 = −5, 0 ∗ 1 ∗ 2 = −1,

îòêóäà î÷åâèäíî ðåøåíèå 0+1−2 = −1. Òàêèì îáðàçîì, îòâåòîì íà äàííóþ
çàäà÷ó áóäåò

1 · 3 : 32 : 34 : 38 · 316 · 332 · 364 = 399.

Çàäàâàëüíèê

Çàäà÷à 3.1.3. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2000.6.1) Â çàïèñè

∗ 1 ∗ 2 ∗ 4 ∗ 8 ∗ 16 ∗ 32 ∗ 64 = 27

âìåñòî çíàêîâ ¾∗¿ ïîñòàâüòå çíàêè ¾+¿ èëè ¾−¿ òàê, ÷òîáû ðàâåíñòâî
ñòàëî âåðíûì.

Çàäà÷à 3.1.4. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1997.6.1) Âèòÿ âûëîæèë
èç êàðòî÷åê ñ öèôðàìè ïðèìåð íà ñëîæåíèå è çàòåì ïîìåíÿë ìåñòàìè äâå
êàðòî÷êè. Êàê âèäèòå, ðàâåíñòâî íàðóøèëîñü. Êàêèå êàðòî÷êè ïåðåñòàâèë
Âèòÿ?

314159
291828
585787

+

Çàäà÷à 3.1.5. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1991.6.1;7.1) Àâòîáóñíûé
áèëåò áóäåì ñ÷èòàòü ñ÷àñòëèâûì, åñëè ìåæäó åãî öèôðàìè ìîæíî â íóæ-
íûõ ìåñòàõ ðàññòàâèòü çíàêè ÷åòûð¼õ àðèôìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé è ñêîáêè
òàê, ÷òîáû çíà÷åíèå ïîëó÷åííîãî âûðàæåíèÿ ðàâíÿëîñü 100. ßâëÿåòñÿ ëè
ñ÷àñòëèâûì áèëåò �123456?

Çàäà÷à 3.1.6. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2014.7.1) Èñïîëüçóÿ òðè
ðàçëè÷íûõ çíàêà àðèôìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé è çíàê ðàâåíñòâà, ïîëó÷èòå
âåðíîå ðàâåíñòâî èç çàïèñè ñåãîäíÿøíåé äàòû: 16032014.
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Çàäà÷à 3.1.7. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2004.6.4) Ïåòÿ âûêëàäûâàë ïðèìåðû èç ñïè÷åê. Öèôðû îí ¾çà-
ïèñûâàë¿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Êîãäà Ïåòÿ îòâë¼êñÿ, Âàñÿ â çàïèñàííîì èì âåðíîì ïðèìåðå íà ñëîæåíèå
âíóòðè êàæäîé öèôðû ïåðåëîæèë ðîâíî îäíó ñïè÷êó è ïîëó÷èë:

Âîññòàíîâèòå èñõîäíîå ðàâåíñòâî.

Çàäà÷à 3.1.8. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1995.7.4) Ðàññòàâüòå ñêîá-
êè òàê, ÷òîáû ïîëó÷èëîñü âåðíîå ðàâåíñòâî:

1− 2 · 3 + 4 + 5 · 6 · 7 + 8 · 9 = 1995.

Çàäà÷à 3.1.9. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2003.7.1) Ðàññòàâüòå ñêîá-
êè è çíàêè àðèôìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé òàê, ÷òîáû ïîëó÷èëîñü âåðíîå ðà-
âåíñòâî:

1

2

1

6

1

6009
= 2003.

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Çàäà÷à 3.1. Ðàññòàâüòå ìåæäó íåêîòîðûìè ñåìüþ ñòîÿùèìè ïîäðÿä äå-
âÿòêàìè çíàêè ¾+¿ èëè ¾−¿, ÷òîáû ïîëó÷èòü ÷èñëî 1989:

9 9 9 9 9 9 9 = 1989.

Åñëè ìåæäó íåêîòîðûìè öèôðàìè çíàêà íåò, íàïðèìåð, ìåæäó äâóìÿ äå-
âÿòêàìè 9 9, ýòó çàïèñü ñ÷èòàåì ìíîãîçíà÷íûì ÷èñëîì.

Çàäà÷à 3.2. Èñïîëüçîâàâ ðîâíî ÷åòûðå ðàçà öèôðó 7, çíàêè äåéñòâèé è
ñêîáêè, ïðåäñòàâüòå âñå öåëûå ÷èñëà îò 0 äî 10.
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2 ×èñëîâûå ðåáóñû

Ìàòåðèàë äëÿ ðàçáîðà íà çàíÿòèè

×èñëîâûå ðåáóñû � òåìà, îôîðìëåíèå çàäà÷ ïî êîòîðîé çà÷àñòóþ âûçû-
âàåò ñåðü¼çíûå âîïðîñû.

Êëàññè÷åñêèé ÷èñëîâîé ðåáóñ � ýòî ïðèìåð, â êîòîðîì îäèíàêîâûå öèô-
ðû çàìåíåíû íà îäèíàêîâûå áóêâû, à ðàçíûå öèôðû � íà ðàçíûå áóêâû.
Ïî ñóòè, äàííàÿ çàäà÷à � ýòî ðåøåíèå îäíîãî èëè íåñêîëüêèõ óðàâíåíèé
ñ î÷åíü æ¼ñòêèìè óñëîâèÿìè (êàæäàÿ öèôðà ìîæåò áûòü òîëüêî öåëûì
÷èñëîì îò 0 äî 9). Ðåøèòü ÷èñëîâîé ðåáóñ � ýòî ðàñøèôðîâàòü èñõîäíûé
ïðèìåð, óêàçàâ âñå âîçìîæíûå ñèòóàöèè è îáîñíîâàâ, ÷òî äðóãèå íåâîç-
ìîæíû (êðîìå òåõ ñëó÷àåâ, êîãäà íàñ ïðîñÿò íàéòè õîòü êàêîå-íèáóäü ðå-
øåíèå). Åñëè âû ñîìíåâàåòåñü, òðåáóåòñÿ ëè äîêàçûâàòü, ÷òî âû óêàçàëè
âñå âîçìîæíûå ñëó÷àè � ëó÷øå äîêàæèòå. Åñëè ýòî ñëèøêîì ñëîæíî, íî
âû âñ¼ åù¼ ñîìíåâàåòåñü � ëó÷øå óòî÷íèòå ýòî ó îðãàíèçàòîðîâ îëèìïè-
àäû.

Ðàññìîòðèì îäíó èç çàäà÷ íà äàííóþ òåìó.

Çàäà÷à 3.2.1. Ðåøèòå ÷èñëîâîé ðåáóñ AAA−AA−A = BB.

Ðåøåíèå. Íàïèøåì â ñòîëáèê ïðèìåð

AAA
AA

A 0 0

−

Òàêèì îáðàçîì, èñõîäíûé ðåáóñ ñâîäèòñÿ ê ðåáóñó A00−A = BB.

Åñëè âñïîìíèòü, ÷òîA00 = A·100, òî ìîæíî ïîíÿòü, ÷òî 100·A−A = BB,
99 ·A = BB.

Åñëè A > 2, òî 99 ·A ðàâíî, êàê ìèíèìóì, 99 · 2 = 198, òî åñòü, èìååò íå
ìåíüøå òð¼õ çíàêîâ. Ìåæäó òåì, ÷èñëî ÂÂ äâóçíà÷íî, à, çíà÷èò, A = 1,
è òîãäà 99 ·A = 99.

Òàêèì îáðàçîì, îòâåòîì íà äàííûé ÷èñëîâîé ðåáóñ ÿâëÿåòñÿ

111− 11− 1 = 99.

Ðàññìîòðèì ðåáóñ ñ óìíîæåíèåì.

Çàäà÷à 3.2.2. Ðåøèòå ðåáóñ ÁÀÎ ·ÁÀ ·Á = 2002.
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Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ïåðâûå öèôðû äàííûõ ÷èñåë. Îíè îäèíàêîâû. Ïî-
ïðîáóåì îöåíèòü öèôðó Á. Åñëè Á = 1, òî ÁÀÎ ·ÁÀ ·Á íàõîäèòñÿ ìåæäó
100 · 10 · 1 = 1000 è 199 · 19 · 1 = 3781.

Åñëè Á èìååò çíà÷åíèå 2 èëè áîëåå, òî ÁÀÎ ·ÁÀ ·Á áîëüøå èëè ðàâíî,
÷åì 200 · 20 · 2 = 8000, ÷òî ïðåâûøàåò òðåáóåìîå.

Òàêèì îáðàçîì, ðåáóñ ïðåäñòàâèëñÿ â âèäå 1ÀÎ · 1À · 1 = 2002, òî åñòü
1ÀÎ · 1À = 2002.

Îöåíèì âòîðóþ öèôðó, òî åñòü, À. Åñëè À = 2, òî 1ÀÎ · 1À íàõîäèòñÿ
ìåæäó 120 · 12 = 1440 è 129 · 12 = 1548, íåäîáîð.

Åñëè À = 3, òî 1ÀÎ ·1À íàõîäèòñÿ ìåæäó 130 ·13 = 1690 è 139 ·13 = 1807,
íåäîáîð.

Åñëè À = 4, òî 1ÀÎ ·1À íàõîäèòñÿ ìåæäó 140 ·14 = 1960 è 149 ·14 = 2086,
òî åñòü ïðèíàäëåæèò òðåáóåìîìó ïðîìåæóòêó.

Åñëè À èìååò çíà÷åíèå 5 èëè áîëåå, òî 1ÀÎ · 1À íå ìåíüøå, ÷åì 150 · 15 =
2250, ÷òî ïðåâûøàåò òðåáóåìîå çíà÷åíèå.

Òàêèì îáðàçîì, ðåáóñ ïðåäñòàâèëñÿ â âèäå 14Î · 14 · 1 = 2002, òî åñòü
14Î = 2002 : 14 = 143, òî åñòü Î = 3.

Îòâåòîì íà ðåáóñ ÿâëÿåòñÿ 143 · 14 · 1 = 2002.

Çàäà÷à 3.2.3. Ðàñøèôðóéòå ïðèìåð: Ä−Â−À = Ä : Â : À = 2 (ðàçíûì
áóêâàì ñîîòâåòñòâóþò ðàçíûå öèôðû).

Ðåøåíèå. Äàííûé ðåáóñ ÿâëÿåòñÿ ñîâñåì íåñëîæíûì, è åãî ìîæíî ðåøèòü
ïåðåáîðîì. Ìîæíî âûäåëèòü äâà óñëîâèÿ: ïåðâîå � Ä−Â−À = 2, âòîðîå
� Ä : Â : À = 2. Èç âòîðîãî óñëîâèÿ ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî Ä = 2 ·Â ·À. Òîãäà
Ä ÿâëÿåòñÿ ÷¼òíîé öèôðîé.

Ðàññìîòðèì âñå âîçìîæíûå ñëó÷àè.

Ä = 0 íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ä : Â : À = 2.

Ä = 2, òîãäà 2 = 2 ·Â ·À, òîãäà Â ·À = 1, òî åñòü Â = À = 1, è, òàê êàê
ðàçíûì áóêâàì ñîîòâåòñòâóþò ðàçíûå öèôðû, ïîëó÷èì ïðîòèâîðå÷èå.

Ä = 4, òîãäà 4 = 2·Â·À, òîãäà Â·À = 2, òî åñòü, Â èÀ � 1 è 2. Ïîäñòàâèì
ïîëó÷åííîå â ïåðâîå óñëîâèå: 4− 2− 1 = 2, ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå.

Ä = 6, òîãäà 6 = 2·Â·À, òîãäà Â·À = 3, òî åñòü, Â èÀ � 1 è 3. Ïîäñòàâèì
ïîëó÷åííîå â ïåðâîå óñëîâèå: 6− 3− 1 = 2, ïîëó÷èëè äâà ðåøåíèÿ ðåáóñà:
Ä = 6, Â=1, À=3 è Ä=6, Â=3, À=1.

Ä = 8, òîãäà 8 = 2 · Â ·À, òîãäà Â ·À = 4, òî åñòü, òàê êàê îíè ðàçíûå,
òî Â è À � 1 è 4. Ïîäñòàâèì ïîëó÷åííîå â ïåðâîå óñëîâèå: 8− 4− 1 = 2,

116



ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå.

Îòâåò: Ä = 6, Â = 1, À = 3 èëè Ä = 6, Â = 3, À = 1.

Çàäàâàëüíèê

Çàäà÷à 3.2.4. (Òóðíèð Àðõèìåäà � 2013.1) Ïîäáåðèòå âìåñòî áóêâ öèô-
ðû òàê, ÷òîáû ðàâåíñòâî ñòàëî âåðíûì:

22 +ÒÓÐÍ+ÈÐ = 2013.

Âñå ðåøåíèÿ íàõîäèòü íå òðåáóåòñÿ.

Çàäà÷à 3.2.5. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2001.6.1) Ðåøèòå ðåáóñ:

ÀÕ ·ÓÕ = 2001.

Çàäà÷à 3.2.6. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2011.6.1) Ðåøèòå ðåáóñ: ËÅÒÎ + ËÅÑ = 2011. Íàéäèòå âñå
âîçìîæíûå ðåøåíèÿ.

Çàäà÷à 3.2.7. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2009.6.1) Èçâåñòíî, ÷òî ÆÆ+Æ =Ì�Ä. Íà êàêóþ öèôðó
îêàí÷èâàåòñÿ ïðîèçâåäåíèå Â ·È ·Í ·Í ·È ·Ï ·Ó ·Õ (ðàçíûìè áóêâàìè
îáîçíà÷åíû ðàçíûå öèôðû, îäèíàêîâûì � îäèíàêîâûå)?

Çàäà÷à 3.2.8. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2006.6.1) Â ïðèìåðå íà ñëîæåíèå ïîä çâ¼çäî÷êàìè ñêðûâàþòñÿ
âñå äåñÿòü öèôð ïî îäíîìó ðàçó. Íàéäèòå õîòÿ áû îäèí òàêîé ïðèìåð.

*

* *

* * *

* * * *

+

Çàäà÷à 3.2.9. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2005.6.1) Íàéäèòå õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå ðåáóñà

ß+Î ·Í+Ä ·Ð ·Ó · Ç ·Ü ·ß =Ì ·Û.

(Îäèíàêîâûìè áóêâàìè îáîçíà÷åíû îäèíàêîâûå öèôðû, ðàçíûìè � ðàç-
íûå.)

Çàäà÷à 3.2.10. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2010.7.1) Çàìåíèòå áóêâû öèôðàìè â ðåáóñå

Ã+Î = Ë−Î = Â ·Î = Ë−Î =Ì−Ê = À
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òàê, ÷òîáû âñå ðàâåíñòâà ñòàëè âåðíûìè; ïðè ýòîì îäèíàêîâûì áóêâàì
äîëæíû ñîîòâåòñòâîâàòü îäèíàêîâûå öèôðû, à ðàçëè÷íûì � ðàçëè÷íûå.
Íàéäèòå âñå ðåøåíèÿ ðåáóñà.

Çàäà÷à 3.2.11. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2006.7.1) Íàéäèòå âñå ðåøåíèÿ ðåáóñà è äîêàæèòå, ÷òî äðóãèõ
íåò:

ÀÐÀ = ÐÀÒ.

(Îäèíàêîâûìè áóêâàìè îáîçíà÷åíû îäèíàêîâûå öèôðû, ðàçíûìè � ðàç-
íûå.)

Çàäà÷à 3.2.12. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2003.6.2) Íàéäèòå íàè-
ìåíüøåå ÷åòûð¼õçíà÷íîå ÷èñëî ÑÅÅÌ, äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóåò ðåøå-
íèå ðåáóñàÌÛ+ÐÎÆÜ = ÑÅÅÌ. (Îäèíàêîâûì áóêâàì ñîîòâåòñòâóþò
îäèíàêîâûå öèôðû, ðàçíûì � ðàçíûå.)

Çàäà÷à 3.2.13. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2013.6.2)

Âîò ðåáóñ äîâîëüíî ïðîñòîé:
ÝÕ â÷åòâåðî áîëüøå, ÷åì ÎÉ,
ÀÉ â÷åòâåðî áîëüøå, ÷åì ÎÕ.
Íàéäè ñóììó âñåõ ÷åòûð¼õ.

Çàäà÷à 3.2.14. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2000.6.3) Øèôð êîäîâîãî
çàìêà ÿâëÿåòñÿ äâóçíà÷íûì ÷èñëîì. Áóðàòèíî çàáûë êîä, íî ïîìíèò, ÷òî
ñóììà öèôð ýòîãî ÷èñëà, ñëîæåííàÿ ñ èõ ïðîèçâåäåíèåì, ðàâíà ñàìîìó
÷èñëó. Íàïèøèòå âñå âîçìîæíûå âàðèàíòû êîäà, ÷òîáû Áóðàòèíî ñìîã
áûñòðåå îòêðûòü çàìîê.

Çàäà÷à 3.2.15. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2002.6.3) Ðåøèòå ðåáóñ: ÒÈÊ+ÒÀÊ = ÀÊÒ.

Çàäà÷à 3.2.16. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2011.6.4) Íàéäèòå âñå ðå-
øåíèÿ ðåáóñà

ß+ÎÍ+ÎÍ+ÎÍ+ÎÍ+ÎÍ+ÎÍ+ÎÍ+ÎÍ =ÌÛ.

Çàäà÷à 3.2.17. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1995.6.4) Çàìåíèòü ðàç-
íûå áóêâû ðàçíûìè öèôðàìè, îäèíàêîâûå � îäèíàêîâûìè, à çâ¼çäî÷êè �
ëþáûìè òàê, ÷òîáû ïîëó÷èëñÿ ïðàâèëüíûé ïðèìåð.

1 9 9 5

∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ÃÎÄ
ÑÂÈÍÜÈ

+

×
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Çàäà÷à 3.2.18. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2012.6.4) Â ðàâåíñòâå ÒÈÕÎ+ÒÈÃÐ = ÑÏÈÒ çàìåíèòå îäè-
íàêîâûå áóêâû îäèíàêîâûìè öèôðàìè, à ðàçíûå áóêâû � ðàçíûìè öèô-
ðàìè òàê, ÷òîáû ÒÈÃÐ áûë áû êàê ìîæíî ìåíüøå (íóëåé ñðåäè öèôð
íåò). Îáúÿñíèòå, ïî÷åìó åù¼ ìåíüøå ÒÈÃÐ áûòü íå ìîæåò.

Çàäà÷à 3.2.19. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1994.7.3) Êîãäà Íåçíàé-
êó ïîïðîñèëè ïðèäóìàòü çàäà÷ó äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîé îëèìïèàäû â Ñîë-
íå÷íîì ãîðîäå, îí íàïèñàë ðåáóñ (íà ðèñóíêå íèæå). Ìîæíî ëè åãî ðåøèòü?
(Ðàçíûì áóêâàì äîëæíû ñîîòâåòñòâîâàòü ðàçíûå öèôðû.)

ÀÁÂ
ÃÄÅ

�ÆÇÈ

+

Çàäà÷à 3.2.20. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2014.7.3) Çàìåíèòå â ñëî-
âå ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ áóêâû öèôðàìè è çíàêàìè ñëîæåíèÿ è âû÷èòàíèÿ
òàê, ÷òîáû ïîëó÷èëîñü ÷èñëîâîå âûðàæåíèå, ðàâíîå 2014. (Îäèíàêîâûìè
áóêâàìè îáîçíà÷åíû îäèíàêîâûå öèôðû èëè çíàêè, ðàçíûìè � ðàçíûå.
Äîñòàòî÷íî ïðèâåñòè ïðèìåð.)

Çàäà÷à 3.2.21. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2016.6.5) Ðîáîò ïðèäó-
ìàë øèôð äëÿ çàïèñè ñëîâ: çàìåíèë íåêîòîðûå áóêâû àëôàâèòà îäíî-
çíà÷íûìè èëè äâóçíà÷íûìè ÷èñëàìè, èñïîëüçóÿ òîëüêî öèôðû 1, 2 è 3
(ðàçíûå áóêâû îí çàìåíÿë ðàçíûìè ÷èñëàìè). Ñíà÷àëà îí çàïèñàë øèô-
ðîì ñàì ñåáÿ: ÐÎÁÎÒ = 3112131233. Çàøèôðîâàâ ñëîâà ÊÐÎÊÎÄÈË
è ÁÅÃÅÌÎÒ, îí ñ óäèâëåíèåì çàìåòèë, ÷òî ÷èñëà âûøëè ñîâåðøåííî
îäèíàêîâûìè! Ïîòîì Ðîáîò çàïèñàë ñëîâî ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ. Íàïèøèòå
÷èñëî, êîòîðîå ó íåãî ïîëó÷èëîñü.

Çàäà÷à 3.2.22. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2004.6.5) Âàäèê íàïèñàë
íàçâàíèå ñâîåãî ðîäíîãî ãîðîäà è âñå åãî öèêëè÷åñêèå ñäâèãè (ïåðåñòà-
íîâêè ïî êðóãó), ïîëó÷èâ òàáëèöó 1. Çàòåì, óïîðÿäî÷èâ ýòè ¾ñëîâà¿ ïî
àëôàâèòó, îí ñîñòàâèë òàáëèöó 2 è âûïèñàë å¼ ïîñëåäíèé ñòîëáåö: ÂÊ-
ÑÀÌÎ. Ñàøà ñäåëàë òî æå ñàìîå ñ íàçâàíèåì ñâîåãî ðîäíîãî ãîðîäà è
ïîëó÷èë ¾ñëîâî¿ÌÒÒËÀÐÀÅÊÈÑ. ×òî ýòî çà ãîðîä, åñëè åãî íàçâàíèå
íà÷èíàåòñÿ ñ áóêâû Ñ?

Òàáëèöà 1
Ì Î Ñ Ê Â À
À Ì Î Ñ Ê Â
Â À Ì Î Ñ Ê
Ê Â À Ì Î Ñ
Ñ Ê Â À Ì Î
Î Ñ Ê Â À Ì

Òàáëèöà 2
À Ì Î Ñ Ê Â
Â À Ì Î Ñ Ê
Ê Â À Ì Î Ñ
Ì Î Ñ Ê Â À
Î Ñ Ê Â À Ì
Ñ Ê Â À Ì Î
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Çàäà÷à 3.2.23. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2004.7.4) Òàíÿ íàïèñàëà
íàçâàíèå ñâîåãî ðîäíîãî ãîðîäà è âñå åãî öèêëè÷åñêèå ñäâèãè (ïåðåñòà-
íîâêè ïî êðóãó), ïîëó÷èâ òàáëèöó 1. Çàòåì, óïîðÿäî÷èâ ýòè ¾ñëîâà¿ ïî
àëôàâèòó, îíà ñîñòàâèëà òàáëèöó 2 è âûïèñàëà å¼ ïîñëåäíèé ñòîëáåö: ÂÊ-
ÑÀÌÎ. Âàëåðà ñäåëàë òî æå ñàìîå ñ íàçâàíèåì ñâîåãî ðîäíîãî ãîðîäà è
ïîëó÷èë ¾ñëîâî¿ ÎÑÑÍÃÑÎÐÎÊ. ×òî ýòî çà ãîðîä, åñëè åãî íàçâàíèå
çàêàí÷èâàåòñÿ íà áóêâó Ê?

Òàáëèöà 1
Ì Î Ñ Ê Â À
À Ì Î Ñ Ê Â
Â À Ì Î Ñ Ê
Ê Â À Ì Î Ñ
Ñ Ê Â À Ì Î
Î Ñ Ê Â À Ì

Òàáëèöà 2
À Ì Î Ñ Ê Â
Â À Ì Î Ñ Ê
Ê Â À Ì Î Ñ
Ì Î Ñ Ê Â À
Î Ñ Ê Â À Ì
Ñ Ê Â À Ì Î

Çàäà÷à 3.2.24. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2014.6.6) Èçâåñòíûé ïðå-
ñòóïíèê ïðîôåññîð Ìîðèàðòè äîëãî ñêðûâàëñÿ îò Øåðëîêà Õîëìñà è ëîí-
äîíñêîé ïîëèöèè. È âîò îäíàæäû ïîëèöåéñêèì óäàëîñü ïåðåõâàòèòü òåëå-
ãðàììó, êîòîðóþ Ìîðèàðòè ïðèñëàë ñîîáùíèêó:

Âñòðå÷àé çàâòðà ïîåçä ÑÒÎ âàãîí Î

Èíñïåêòîð Ëåñòðåéä óæå ðàñïîðÿäèëñÿ áûëî ïîñëàòü íàðÿä ïîëèöèè èñ-
êàòü íóëåâîé âàãîí ñîòîãî ïîåçäà, íî òóò ïðèíåñëè åù¼ äâå ïåðåõâà÷åííûå
òåëåãðàììû íà òîò æå àäðåñ:

ÑÅÊÐÅÒ−ÎÒÊÐÎÉ = ÎÒÂÅÒ−ÒÂÎÉ

ÑÅÊÐÅÒ−ÎÒÊÐÛÒ = 20010

Ëåñòðåéä çàäóìàëñÿ. À Õîëìñ âîñêëèêíóë: ¾Òåïåðü ÿñíî, êàêîé ïîåçä íà-
äî âñòðå÷àòü!¿ Èíñïåêòîð óäèâèëñÿ. ¾Ýëåìåíòàðíî, Ëåñòðåéä! � ïîÿñíèë
ñûùèê. � Ýòî æå øèôð. Â ýòèõ ïðèìåðàõ îäèíàêîâûå áóêâû îáîçíà÷àþò
îäèíàêîâûå öèôðû, ðàçíûå � ðàçíûå, à ÷¼ðòî÷êà � ýòî ìèíóñ! Ìîðèàðòè
åäåò â ïîåçäå �. . . ¿

Íàïèøèòå íîìåð ïîåçäà è âàãîíà. Îáúÿñíèòå, êàê ìîã ðàññóæäàòü Õîëìñ.

Çàäà÷à 3.2.25. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2008.6.8) Êàæäàÿ áóêâà â ñëîâàõ ÝÕ èÌÎÐÎÇ ñîîòâåòñòâóåò
êàêîé-òî öèôðå, ïðè÷¼ì îäèíàêîâûì öèôðàì ñîîòâåòñòâóþò îäèíàêîâûå
áóêâû, à ðàçíûì � ðàçíûå.

Èçâåñòíî, ÷òî Ý ·Õ = M ·Î · Ð ·Î · Ç, à Ý +Õ = Ì +Î + Ð +Î + Ç.
×åìó ðàâíî Ý ·Õ+M ·Î ·Ð ·Î · Ç?
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Çàäà÷à 3.2.26. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2005.7.5) Ðåøèòå ðåáóñ:

250 ·ËÅÒ+ÌÃÓ = 2005 · ÃÎÄ.

(Ðàçíûìè áóêâàìè îáîçíà÷åíû ðàçíûå öèôðû, à îäèíàêîâûìè � îäèíàêî-
âûå; ïðè ýòîì íåêîòîðûìè áóêâàìè ìîãóò áûòü îáîçíà÷åíû óæå èìåþùè-
åñÿ öèôðû 2, 5 è 0.)

à) Íàéäèòå õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå ðåáóñà.
á) Äîêàæèòå, ÷òî äðóãèõ ðåøåíèé íåò.

Çàäà÷à 3.2.27. (Òóðíèð Àðõèìåäà � 2015.5) Âàñÿ ñîñòàâëÿåò î÷åðåäíîé
ðåáóñ. ×òîáû çàêîí÷èòü ðàáîòó, îí õî÷åò ïîäîáðàòü òàêèå çíà÷åíèÿ áóêâ,
÷òîáû ÷èñëî ÏÀÍÎÐÀÌÀ ðàçäåëèëîñü íàöåëî íà ÷èñëî ÏÀÍÀÌÀ.
Óäàñòñÿ ëè åìó ýòî ñäåëàòü? (Â ðåáóñå îäèíàêîâûå áóêâû äîëæíû îáîçíà-
÷àòü îäèíàêîâûå öèôðû, ðàçíûå áóêâû � ðàçíûå öèôðû.)

Çàäà÷à 3.2.28. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2016.7.6) Ìàëüâèíà çàïèñàëà ðàâåíñòâî

ÌÀ ·ÒÅ ·ÌÀ ·ÒÈ ·ÊÀ = 2016000

è ïðåäëîæèëà Áóðàòèíî çàìåíèòü îäèíàêîâûå áóêâû îäèíàêîâûìè öèô-
ðàìè, ðàçíûå áóêâû � ðàçíûìè öèôðàìè, ÷òîáû ðàâåíñòâî ñòàëî âåðíûì.
Åñòü ëè ó Áóðàòèíî øàíñ âûïîëíèòü çàäàíèå, èëè òàêèõ çàìåí íå ñóùå-
ñòâóåò?

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Çàäà÷à 3.3. Íàéäèòå âñå ðåøåíèÿ ðåáóñà:

ÀÐÊÀ+ÐÊÀ+ÊÀ+À = 2014.

Ðàçëè÷íûì áóêâàì ñîîòâåòñòâóþò ðàçëè÷íûå öèôðû, à îäèíàêîâûì áóê-
âàì � îäèíàêîâûå öèôðû.

Çàäà÷à 3.4. (È.Â.ßêîâëåâ) Ðåáóñ ÒÜÌÀ +ÆÓÒÜ = ÓÆÀÑ èìååò
ðîâíî øåñòü ðåøåíèé. Íàéäèòå õîòÿ áû îäíî èç íèõ.
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3 Îáðàòíûé õîä

Ìàòåðèàë äëÿ ðàçáîðà íà çàíÿòèè

Äàííàÿ òåìà î÷åíü ïðîñòà, è å¼ çà÷àñòóþ ïðîõîäÿò äàæå â íà÷àëüíûõ
êëàññàõ îáû÷íûõ øêîë. Ðåøåíèå íåêîòîðûõ òåêñòîâûõ çàäà÷ ìîæåò áûòü
íàéäåíî áåç ñîñòàâëåíèÿ óðàâíåíèÿ ìåòîäîì, íàçûâàåìûì â ðàçëè÷íîé ëè-
òåðàòóðå ñëîâàìè ¾àíàëèç ñ êîíöà¿ èëè ¾îáðàòíûé õîä¿.

Ýòîò ìåòîä ïðèìåíÿåòñÿ â îñíîâíîì òîãäà, êîãäà íåêîòîðàÿ íåèçâåñòíàÿ
âåëè÷èíà èëè íàáîð âåëè÷èí ìåíÿåòñÿ ïî êàêîìó-òî çàêîíó è èçâåñòåí
êîíå÷íûé ðåçóëüòàò.

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ìîæíî, îòòàëêèâàÿñü îò ðåçóëüòàòà, ïðîäåëàòü çà-
äàííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü õîäîâ ¾çàäîì íàïåðåä¿ è ïîëó÷èòü èñõîäíóþ
âåëè÷èíó.

Ðàññìîòðèì êëàññè÷åñêóþ çàäà÷ó íà ýòó òåìó.

Çàäà÷à 3.3.1. Áèëüáî ïîø¼ë íà ðûíîê çà ïðîäóêòàìè. Ó êàæäîãî ïðî-
äàâöà îí òðàòèë ïîëîâèíó èìåþùèõñÿ ìîíåò è åù¼ ïîëìîíåòû, ïîñåòèâ
òàêèì îáðàçîì ïÿòåðûõ ïðîäàâöîâ è ïîòðàòèâ âñå ìîíåòû. Ñêîëüêî ìîíåò
áûëî ó Áèëüáî â ñàìîì íà÷àëå?

Ðåøåíèå. Áóäåì ðåøàòü çàäà÷ó ñ êîíöà. Ïîñëå 5-ãî ¾øàãà¿ îñòàëîñü 0
ìîíåò. Äî òîãî, êàê ïîòðàòèòü ïîëìîíåòû, îñòàâàëîñü ïîëìîíåòû. Äî òîãî,
êàê ïîòðàòèòü ïîëîâèíó èìåþùèõñÿ äåíåã � îñòàâàëîñü 1

2 · 2 = 1 ìîíåòà.
Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå 4-ãî øàãà îñòàëàñü îäíà ìîíåòà.

Äî òîãî, êàê ïîòðàòèòü ïîëìîíåòû, îñòàâàëîñü 1 + 1
2 ìîíåò. Äî òîãî, êàê

ïîòðàòèòü ïîëîâèíó èìåþùèõñÿ äåíåã � îñòàâàëîñü
(
1+ 1

2

)
·2 = 3 ìîíåòû.

Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå 3-ãî øàãà îñòàëîñü 3 ìîíåòû.

Äî òîãî, êàê ïîòðàòèòü ïîëìîíåòû, îñòàâàëîñü 3 + 1
2 ìîíåò. Äî òîãî, êàê

ïîòðàòèòü ïîëîâèíó èìåþùèõñÿ äåíåã � îñòàâàëîñü
(
3 + 1

2

)
· 2 = 7 ìîíåò.

Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå 2-ãî øàãà îñòàëîñü 7 ìîíåò.

Äî òîãî, êàê ïîòðàòèòü ïîëìîíåòû, îñòàâàëîñü 7 + 1
2 ìîíåò. Äî òîãî, êàê

ïîòðàòèòü ïîëîâèíó èìåþùèõñÿ äåíåã � îñòàâàëîñü
(
7+ 1

2

)
· 2 = 15 ìîíåò.

Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå 1-ãî øàãà îñòàëîñü 15 ìîíåò.

Äî òîãî, êàê ïîòðàòèòü ïîëìîíåòû, îñòàâàëîñü 15 + 1
2 ìîíåò. Äî òîãî, êàê

ïîòðàòèòü ïîëîâèíó èìåþùèõñÿ äåíåã � îñòàâàëàñü
(
15+ 1

2

)
·2 = 31 ìîíåòà.

Òî åñòü â ñàìîì íà÷àëå áûëà 31 ìîíåòà.

Îäíà èç ñàìûõ ïðîòèâíûõ, íî î÷åíü ïðîñòûõ çàäà÷, êîòîðóþ áîëüøèíñòâî
øêîëüíèêîâ íå ìîãóò áûñòðî ïîíÿòü.
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Çàäà÷à 3.3.2. Ïîâåðõíîñòü îçåðà Áîáðîëåéê ïîêðûâàåòñÿ ëîòîñàìè. Êàæ-
äóþ íåäåëþ ïëîùàäü, çàíèìàåìàÿ ëîòîñàìè, óäâàèâàåòñÿ, ïîêðûâàÿ âñ¼
îçåðî çà 20 íåäåëü. ×åðåç ñêîëüêî íåäåëü îçåðî çàðîñëî íàïîëîâèíó?

Ðåøåíèå. Íà ñàìîì äåëå, äàííàÿ çàäà÷à çàíèìàåò ðîâíî îäíî äåéñòâèå.
Òàê êàê íà êàæäîì øàãå ëîòîñîâ ñòàíîâèòñÿ âäâîå áîëüøå, òî íà ïîñëåä-
íåì øàãå èõ êîëè÷åñòâî óäâîèòñÿ ñ ïîëîâèíû îçåðà äî öåëîãî. Çíà÷èò,
îòâåò íà äàííóþ çàäà÷ó � 20− 1 = 19 íåäåëü.

Èíîãäà â çàäà÷å íàäî ðàññìàòðèâàòü îáðàòíûé õîä íå äëÿ îäíîãî, à äëÿ
íåñêîëüêèõ ïåðñîíàæåé.

Çàäà÷à 3.3.3. Ôèëè è Êèëè èãðàëè íà çîëîòûå ìîíåòû. Ñíà÷àëà Ôèëè
ïðîèãðàë ïîëîâèíó ñâîèõ ìîíåò, îòäàâ èõ Êèëè, êîòîðûé ïîòîì ïðîèãðàë
ïîëîâèíó ñâîèõ; ïîòîì ñíîâà Ôèëè ïðîèãðàë ïîëîâèíó ñâîèõ. Â ðåçóëüòàòå
ó Ôèëè îêàçàëîñü 19 ìîíåò, à ó Êèëè � 47. Ñêîëüêî ìîíåò áûëî ó Ôèëè
äî íà÷àëà èãðû?

Ðåøåíèå. Â êîíöå ñèòóàöèÿ ñòàëà òàêîé: ó Ôèëè � 19 ìîíåò, ó Êèëè � 47
ìîíåò.

Ïåðåä ýòèì Ôèëè ïðîèãðàë ïîëîâèíó ñâîèõ ìîíåò, çíà÷èò, ó íåãî èõ áûëî
âäâîå áîëüøå. Çíà÷èò, ó Ôèëè áûëî 19 · 2 = 38, à ó Êèëè � 47 − 19 = 28
ìîíåò.

Ïåðåä ýòèì Êèëè ïðîèãðàë ïîëîâèíó ñâîèõ ìîíåò, çíà÷èò, ó íåãî èõ áûëî
âäâîå áîëüøå. Çíà÷èò, ó Êèëè áûëî 28 · 2 = 56, à ó Ôèëè � 38 − 28 = 10
ìîíåò.

Ïåðåä ýòèì Ôèëè ïðîèãðàë ïîëîâèíó ñâîèõ ìîíåò, çíà÷èò, ó íåãî èõ áûëî
âäâîå áîëüøå. Çíà÷èò, ó Ôèëè áûëî 10·2 = 20 ìîíåò, à ó Êèëè � 56−10 = 46
ìîíåò.

Çàäàâàëüíèê

Çàäà÷à 3.3.4. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1999.6.1) Íà ïðÿìîé îò-
ìåòèëè íåñêîëüêî òî÷åê. Ïîñëå ýòîãî ìåæäó êàæäûìè äâóìÿ ñîñåäíèìè
òî÷êàìè îòìåòèëè åù¼ ïî òî÷êå. Òàêîå ¾óïëîòíåíèå¿ ïîâòîðèëè åù¼ äâà-
æäû (âñåãî 3 ðàçà). Â ðåçóëüòàòå íà ïðÿìîé îêàçàëîñü îòìå÷åíî 113 òî÷åê.
Ñêîëüêî òî÷åê áûëî îòìå÷åíî ïåðâîíà÷àëüíî?

Çàäà÷à 3.3.5. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1996.7.2) Äâà ïèðàòà èã-
ðàëè íà çîëîòûå ìîíåòû. Ñíà÷àëà ïåðâûé ïðîèãðàë ïîëîâèíó ñâîèõ ìîíåò
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(îòäàë âòîðîìó), ïîòîì âòîðîé ïðîèãðàë ïîëîâèíó ñâîèõ, ïîòîì ñíîâà ïåð-
âûé ïðîèãðàë ïîëîâèíó ñâîèõ. Â ðåçóëüòàòå ó ïåðâîãî îêàçàëîñü 15 ìîíåò,
à ó âòîðîãî � 33. Ñêîëüêî ìîíåò áûëî ó ïåðâîãî ïèðàòà äî íà÷àëà èãðû?

Çàäà÷à 3.3.6. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1993.7.3) Ðåøèòå óðàâíå-
íèå:

1993 = 1 + 8 :
(
1 + 8 : (1− 8 : (1 + 4 : (1− 4 : (1− 8 : x))))

)
.

Çàäà÷à 3.3.7. (Òóðíèð èì. Ëîìîíîñîâà � 1989.12) Ó Äæîíà áûëà ïîëíàÿ
êîðçèíà òðåìïîí÷èêîâ. Ñíà÷àëà îí âñòðåòèë Àííó è äàë åé ïîëîâèíó ñâîèõ
òðåìïîí÷èêîâ è åù¼ ïîëòðåìïîí÷èêà. Ïîòîì îí âñòðåòèë Áàííó è îòäàë
åé ïîëîâèíó îñòàâøèõñÿ òðåìïîí÷èêîâ è åù¼ ïîëòðåìïîí÷èêà. Ïîñëå òîãî,
êàê îí âñòðåòèë Âàííó è ñíîâà îòäàë åé ïîëîâèíó òðåìïîí÷èêîâ è åù¼
ïîëòðåìïîí÷èêà, êîðçèíà îïóñòåëà. Ñêîëüêî òðåìïîí÷èêîâ áûëî ó Äæîíà
âíà÷àëå? (×òî òàêîå òðåìïîí÷èêè âûÿñíèòü íå óäàëîñü, òàê êàê ê êîíöó
çàäà÷è èõ íå îñòàëîñü.)

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Çàäà÷à 3.5. Ìåððè, Ïèïïèí è Ñýì äåëèëè 120 êàøòàíîâ. Ñíà÷àëà Ìåððè
äàë Ïèïïèíó è Ñýìó ñòîëüêî êàøòàíîâ, ñêîëüêî ó íèõ áûëî. Çàòåì Ïèïïèí
äàë Ñýìó è Ìåððè ñòîëüêî, ñêîëüêî ó íèõ áûëî. È íàêîíåö, Ñýì äàë Ìåððè
è Ïèïïèíó ñòîëüêî, ñêîëüêî ó íèõ ê òîìó ìîìåíòó èìåëîñü. Â ðåçóëüòàòå
âñåì äîñòàëîñü ïîðîâíó. Ñêîëüêî êàøòàíîâ áûëî ó êàæäîãî â íà÷àëå?

Çàäà÷à 3.6. Òðè õîááèòà èìåþò â ñóììå 24 ïèðîæêà ñ åæåâèêîé, ïðè÷¼ì
êàæäûé èìååò íà 3 ïèðîæêà ìåíüøå, ÷åì åìó ëåò. Ìëàäøèé õîááèò áûë
ñîîáðàçèòåëüíûì è ïðåäëîæèë ïîìåíÿòü ÷àñòü ïèðîæêîâ, îñòàâèâ ñâîþ
ïîëîâèíó ïèðîæêîâ, à äðóãóþ ðàçäåëèâ ìåæäó äâóìÿ äðóãèìè ïîðîâíó.
Ïîñëå ýòîãî ñðåäíèé ïî âîçðàñòó õîááèò òàêæå îñòàâèò ïîëîâèíó ïèðîæ-
êîâ, à äðóãóþ ðàçäåëèò ïîðîâíó ìåæäó ìëàäøèì è ñòàðøèì. Â êîíöå
ñòàðøèé õîááèò ïðîäåëàåò ïî çàìûñëó ìëàäøåãî òó æå îïåðàöèþ. Òàê
îíè è ñäåëàëè. Îêàçàëîñü, ÷òî âñå ïîëó÷èëè ïîðîâíó. Ñêîëüêî ëåò êàæäî-
ìó õîááèòó?

Çàäà÷à 3.7. Íàä íàòóðàëüíûì ÷èñëîì äîïóñêàåòñÿ ïðîèçâîäèòü ñëåäó-
þùèå îïåðàöèè: óìíîæàòü íà 2 è ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì ïåðåñòàâëÿòü â
í¼ì öèôðû (íî íåëüçÿ ñòàâèòü 0 íà ïåðâîå ìåñòî). Ìîæíî ëè ñ ïîìîùüþ
òàêèõ îïåðàöèé ïîëó÷èòü èç ÷èñëà 1 ÷èñëî 811?

Çàäà÷à 3.8. Â äîìå Äæåêà 15 ýòàæåé è ñòðàííûé ëèôò, â êîòîðîì ëèøü
äâå êíîïêè: ¾+7¿ è ¾−9¿. Ìîæåò ëè Äæåê, èñïîëüçóÿ òîëüêî ëèôò, ïî-
ïàñòü ñ 3-ãî ýòàæà íà 12-é?
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4 Ìåòîä Ïðîêðóñòà

Ìàòåðèàë äëÿ ðàçáîðà íà çàíÿòèè

Èìÿ ðàçáîéíèêà Ïðîêðóñòà âàì íàâåðíÿêà èçâåñòíî èç äðåâíåãðå÷åñêîé
ìèôîëîãèè. Îäíàêî åãî çëîäåéñêèé ìåòîä ¾îòðåçàòü ëèøíåå èëè äîáàâèòü
íåäîñòàþùåå¿ ìîæåò áûòü âåñüìà ïîëåçåí â ìàòåìàòè÷åñêèõ çàäà÷àõ! Ýòî
ïîçâîëÿåò íå ïåðåóñëîæíÿòü óñëîâèå è ðåøåíèå è íå ââîäèòü óðàâíåíèÿ
èëè äàæå ñèñòåìû óðàâíåíèé â çàäà÷å, ãäå ýòî íå íåîáõîäèìî.

Çàäà÷à 3.4.1. Ó Ïåòè è Âàñè âìåñòå 100 ðóáëåé, ïðè÷¼ì ó Ïåòè íà 26
ðóáëåé áîëüøå, ÷åì ó Âàñè. Ñêîëüêî äåíåã ó êàæäîãî?

Ðåøåíèå. Äàâàéòå èçîáðàçèì ïðÿìîóãîëüíèêàìè êîëè÷åñòâî Ïåòèíûõ è
Âàñèíûõ äåíåã.

26Ïåòÿ

Âàñÿ

Îòðåæåì ¾ëèøíèé êóñîê¿ Ïåòèíûõ äåíåã (ðàçìåðîì 26 ðóáëåé). Îñòà-
íåòñÿ äâà îäèíàêîâûõ áîëüøèõ ïðÿìîóãîëüíèêà, äàþùèõ â ñóììå 100 −
26 = 74 ðóáëÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, îäèí áîëüøîé ïðÿìîóãîëüíèê ñîñòàâëÿåò
74 : 2 = 37 ðóáëåé. Ýòî è åñòü äåíüãè Âàñè. Íó à êîëè÷åñòâî Ïåòèíûõ
äåíåã ðàâíî 37+ 26 = 63 ðóáëÿ. Òàêèì îáðàçîì, îòâåò: 63 è 37 ðóáëåé.

Çàäà÷à 3.4.2. Ñóììà ÷åòûð¼õ ïîñëåäîâàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë ðàâíà 58.
Íàéäèòå ýòè ÷èñëà.

Ðåøåíèå. Îòíèìåì îò âòîðîãî ÷èñëà åäèíèöó � ïîëó÷èì ïåðâîå ÷èñëî.
Îòíèìåì îò òðåòüåãî ÷èñëà äâîéêó � ïîëó÷èì ïåðâîå ÷èñëî. Íàêîíåö,
îòíèìåì îò ÷åòâ¼ðòîãî ÷èñëà òðîéêó � è ñíîâà ïîëó÷èì ïåðâîå ÷èñëî.
Âñåãî ìû îòíÿëè 1+2+3 = 6, è â ðåçóëüòàòå èìååì ÷åòûðå ïåðâûõ ÷èñëà.
Èõ ñóììà ðàâíà 58− 6 = 52, ïîýòîìó ïåðâîå ÷èñëî ðàâíî 52 : 4 = 13.

Çàäà÷à 3.4.3. Íåñêîëüêî áîáðîâ (ïðÿìîõîäÿùèõ, ïîýòîìó íîã ó áîáðîâ
2), íàâüþ÷èâ ñâîè ïîæèòêè íà ïîíè, îòïðàâèëèñü â äàëüíèé ïóòü ñ öåëüþ
ïîêîðèòü Àìàçîíêó. Èõ çàìåòèëè óäàâû, êîòîðûå íàñ÷èòàëè â êàðàâàíå
36 íîã è 15 ãîëîâ. Ñêîëüêî áûëî áîáðîâ?
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Ðåøåíèå. Ïðèâåä¼ì äîñòàòî÷íî æåñòîêîå ðåøåíèå äàííîé çàäà÷è. Ïóñòü
ó àìàçîíñêèõ óäàâîâ ðàñòóò çóáû, è îíè óìåþò îòêóñûâàòü íîãè áîáðàì
è ïîíè. Èçíà÷àëüíî ó êàæäîãî áîáðà 2 íîãè, à ó êàæäîãî ïîíè � 4. Åñëè
óäàâû îòêóñÿò ó êàæäîãî áîáðà è ïîíè ïî 2 íîãè, òî ïîíè îñòàíóòñÿ äâó-
íîãèìè, à áîáðû � áåçíîãèìè. Ñêîëüêî íîã ïîêà ïðîãëîòèëè óäàâû? Îíè
îòêóñèëè ïî 2 íîãè ó êàæäîãî îáëàäàòåëÿ ãîëîâû, òî åñòü, 15 · 2 = 30 íîã,
çíà÷èò, èòîãî îñòàëîñü 36 − 30 = 6 íîã, êîòîðûå ðàçäåëåíû ìåæäó ïîíè,
çíà÷èò, âñåãî áûëî 6 : 2 = 3 ïîíè è 15− 3 = 12 áîáðîâ.

Çàäàâàëüíèê

Çàäà÷à 3.4.4. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1996.6.1) Â äâóõ êîøåëü-
êàõ ëåæàò äâå ìîíåòû, ïðè÷¼ì â îäíîì êîøåëüêå ìîíåò âäâîå áîëüøå, ÷åì
â äðóãîì. Êàê òàêîå ìîæåò áûòü?

Çàäà÷à 3.4.5. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2016.6.1) Ó Âèííè�Ïóõà ïÿòü äðóçåé, ó êàæäîãî èç êîòîðûõ
â äîìèêå åñòü ãîðøî÷êè ñ ì¼äîì: ó Òèãðû � 1, ó Ïÿòà÷êà � 2, ó Ñîâû �
3, ó Èà-Èà � 4, ó Êðîëèêà � 5. Âèííè�Ïóõ ïî î÷åðåäè ïðèõîäèò â ãîñòè
ê êàæäîìó äðóãó, ñúåäàåò îäèí ãîðøî÷åê ì¼äà, à îñòàëüíûå çàáèðàåò ñ
ñîáîé. Ê ïîñëåäíåìó äîìèêó îí ïîäîø¼ë, íåñÿ 10 ãîðøî÷êîâ ñ ì¼äîì. ×åé
äîìèê Ïóõ ìîã ïîñåòèòü ïåðâûì?

Çàäà÷à 3.4.6. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2008.7.1) Ïîñëå óòðåííåé ïðîáåæêè Êàðëñîí õóäååò íà êèëî-
ãðàìì, à ê âå÷åðó (ïîñëå ïîåäàíèÿ ïëþøåê) åãî âåñ óâåëè÷èâàåòñÿ íà
òðåòü. Ê âå÷åðó òðåòüåãî äíÿ (ïîñëå òîãî, êàê îí íà÷àë áåãàòü) Êàðëñîí

126



îáíàðóæèë, ÷òî ïîïðàâèëñÿ âäâîå. Ñêîëüêî îí âåñèë äî òîãî, êàê íà÷àë
çàíèìàòüñÿ ñïîðòîì?

Çàäà÷à 3.4.7. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2017.6.2) Ñàøà è Âàíÿ ðîäèëèñü 19 ìàðòà. Êàæäûé èç íèõ
îòìå÷àåò ñâîé äåíü ðîæäåíèÿ òîðòîì ñî ñâå÷êàìè ïî êîëè÷åñòâó èñïîë-
íèâøèõñÿ åìó ëåò. Â òîò ãîä, êîãäà îíè ïîçíàêîìèëèñü, ó Ñàøè íà òîðòå
áûëî ñòîëüêî æå ñâå÷åê, ñêîëüêî ó Âàíè ñåãîäíÿ. Èçâåñòíî, ÷òî ñóììàð-
íîå êîëè÷åñòâî ñâå÷åê íà ÷åòûð¼õ òîðòàõ Âàíè è Ñàøè (òîãäà è ñåãîäíÿ)
ðàâíî 216. Ñêîëüêî ëåò èñïîëíèëîñü Âàíå ñåãîäíÿ?

Çàäà÷à 3.4.8. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2011.7.2) Âäîëü äîðîæêè
ìåæäó äîìèêàìè Íåçíàéêè è Ñèíåãëàçêè ðîñëè â ðÿä öâåòû: 15 ïèîíîâ
è 15 òþëüïàíîâ âïåðåìåøêó. Îòïðàâèâøèñü èç äîìà â ãîñòè ê Íåçíàéêå,
Ñèíåãëàçêà ïîëèâàëà âñå öâåòû ïîäðÿä. Ïîñëå 10-ãî òþëüïàíà âîäà çà-
êîí÷èëàñü, è 10 öâåòîâ îñòàëèñü íå ïîëèòûìè. Íàçàâòðà, îòïðàâèâøèñü
èç äîìà â ãîñòè ê Ñèíåãëàçêå, Íåçíàéêà ñîáèðàë äëÿ íå¼ âñå öâåòû ïîä-
ðÿä. Ñîðâàâ 6-é òþëüïàí, îí ðåøèë, ÷òî äëÿ áóêåòà äîñòàòî÷íî. Ñêîëüêî
öâåòîâ îñòàëîñü ðàñòè âäîëü äîðîæêè?

Çàäà÷à 3.4.9. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2013.6.3;7.1) Ï¼ñ è êîò îä-
íîâðåìåííî ñõâàòèëè çóáàìè áàòîí êîëáàñû ñ ðàçíûõ ñòîðîí. Åñëè ï¼ñ
îòêóñèò ñâîé êóñîê è óáåæèò, êîòó äîñòàíåòñÿ íà 300 ã áîëüøå, ÷åì ïñó.
Åñëè êîò îòêóñèò ñâîé êóñîê è óáåæèò, ïñó äîñòàíåòñÿ íà 500 ã áîëüøå, ÷åì
êîòó. Ñêîëüêî êîëáàñû îñòàíåòñÿ, åñëè îáà îòêóñÿò ñâîè êóñêè è óáåãóò?

Çàäà÷à 3.4.10. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2015.6.3) Â ðÿä ñòîÿëî 10 äåòåé. Â ñóììå ó äåâî÷åê è ó ìàëü-
÷èêîâ îðåõîâ áûëî ïîðîâíó. Êàæäûé ðåá¼íîê îòäàë ïî îðåõó êàæäîìó èç
ñòîÿùèõ ïðàâåå åãî. Ïîñëå ýòîãî ó äåâî÷åê ñòàëî íà 25 îðåõîâ áîëüøå, ÷åì
áûëî. Ñêîëüêî â ðÿäó äåâî÷åê?

Çàäà÷à 3.4.11. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2012.6.3) Ãîðîäà A, B è C âìåñòå ñ ñîåäèíÿþùèìè èõ ïðÿìûìè
äîðîãàìè îáðàçóþò òðåóãîëüíèê. Èçâåñòíî, ÷òî ïðÿìîé ïóòü èç A â B íà
200 êì êîðî÷å îáúåçäà ÷åðåç C, à ïðÿìîé ïóòü èç A â C íà 300 êì êîðî÷å
îáúåçäà ÷åðåç B. Íàéäèòå ðàññòîÿíèå ìåæäó ãîðîäàìè B è C.

Çàäà÷à 3.4.12. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2012.6.4;7.3) Òîðò óïàêî-
âàí â êîðîáêó ñ êâàäðàòíûì îñíîâàíèåì. Âûñîòà êîðîáêè âäâîå ìåíüøå
ñòîðîíû ýòîãî êâàäðàòà. Ëåíòî÷êîé äëèíû 156 ñì ìîæíî ïåðåâÿçàòü êî-
ðîáêó è ñäåëàòü áàíòèê ñâåðõó (êàê íà ðèñóíêå ñëåâà). À ÷òîáû ïåðåâÿçàòü
å¼ ñ òî÷íî òàêèì æå áàíòèêîì ñáîêó (êàê íà ðèñóíêå ñïðàâà), íóæíà ëåí-
òî÷êà äëèíû 178 ñì. Íàéäèòå ðàçìåðû êîðîáêè.
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Çàäà÷à 3.4.13. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2003.6.5;7.2) Íà îñòðîâå Íåâåçåíèÿ îòìåíèëè ïîíåäåëüíèêè:
ó íèõ çà âîñêðåñåíüåì ñðàçó ñëåäóåò âòîðíèê. Çà ïîñëåäíèé ãîä (òî åñòü,
ñ 15 äåêàáðÿ 2002 ãîäà ïî 14 äåêàáðÿ 2003 ãîäà) âîñêðåñåíüÿ íà îñòðîâå
ñîâïàäàëè ñ íàøèìè âîñêðåñåíüÿìè ðîâíî âîñåìü ðàç. Êàêîé äåíü íåäåëè
íà îñòðîâå ñåãîäíÿ?

Çàäà÷à 3.4.14. (Òóðíèð Àðõèìåäà � 2017.2) Çà ïîëóãîäèå Ôåäÿ ïîëó÷èë
ïî ìàòåìàòèêå 35 îöåíîê. Ïåðåä ñàìûì Íîâûì ãîäîì âñå äâîéêè è òðîéêè
îí ïåðåñäàë: â ýëåêòðîííîì æóðíàëå äâîéêè áûëè èñïðàâëåíû íà òðîéêè,
à ¾ñòàðûå¿ òðîéêè � íà ÷åòâ¼ðêè. Ïðè ýòîì êîëè÷åñòâî òðîåê îñòàëîñü
ïðåæíèì, à ñðåäíèé áàëë âûðîñ íà 0,4. Ñêîëüêî äâîåê áûëî ó Ôåäè ïåð-
âîíà÷àëüíî?

Çàäà÷à 3.4.15. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2013.7.3) Âîêðóã ñòîëà
ïóñòèëè ïàêåò ñ ñåìå÷êàìè. Ïåðâûé âçÿë 1 ñåìå÷êó, âòîðîé � 2, òðåòèé �
3 è òàê äàëåå: êàæäûé ñëåäóþùèé áðàë íà îäíó ñåìå÷êó áîëüøå. Èçâåñòíî,
÷òî íà âòîðîì êðóãå áûëî âçÿòî â ñóììå íà 100 ñåìå÷åê áîëüøå, ÷åì íà
ïåðâîì. Ñêîëüêî ÷åëîâåê ñèäåëî çà ñòîëîì?

Çàäà÷à 3.4.16. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2012.6.6) Âåð¼âî÷êó ñëîæèëè ïîïîëàì, ïîòîì åù¼ ðàç ïîïîëàì,
ïîòîì ñíîâà ïîïîëàì, à çàòåì âñå ñëîè âåð¼âî÷êè ðàçðåçàëè â îäíîì ìåñòå.
Êàêîâà ìîãëà áûòü äëèíà âåð¼âî÷êè, åñëè èçâåñòíî, ÷òî êàêèå-òî äâà èç
ïîëó÷åííûõ êóñêîâ èìåëè äëèíû 9 ìåòðîâ è 4 ìåòðà?

Çàäà÷à 3.4.17. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2004.6.6) ×åòûðå äðóãà ó÷àñòâîâàëè â îëèìïèàäå. Âèòÿ ðåøèë
áîëüøå âñåõ çàäà÷ � âîñåìü, à Ïåòÿ ìåíüøå âñåõ � ïÿòü çàäà÷. Êàæäàÿ
çàäà÷à îëèìïèàäû áûëà ðåøåíà ðîâíî òðåìÿ èç äðóçåé. Ñêîëüêî çàäà÷
áûëî íà îëèìïèàäå?

Çàäà÷à 3.4.18. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2016.6.6) Ñîðîê äåòåé âî-
äèëè õîðîâîä. Èç íèõ 22 äåðæàëè çà ðóêó ìàëü÷èêà è 30 äåðæàëè çà ðóêó
äåâî÷êó. Ñêîëüêî äåâî÷åê áûëî â õîðîâîäå?

Çàäà÷à 3.4.19. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2016.7.5) Àðòåìîí ïîäàðèë Ìàëüâèíå áóêåò èç àëåíüêèõ öâå-
òî÷êîâ è ÷¼ðíûõ ðîç. Ó êàæäîé ÷¼ðíîé ðîçû 4 ïåñòèêà è 4 òû÷èíêè, à íà
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ñòåáëå äâà ëèñòêà. Ó êàæäîãî àëåíüêîãî öâåòî÷êà 8 ïåñòèêîâ è 10 òû÷è-
íîê, à íà ñòåáëå òðè ëèñòêà. Ëèñòêîâ â áóêåòå íà 108 ìåíüøå, ÷åì ïåñòèêîâ.
Ñêîëüêî òû÷èíîê â áóêåòå?

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Çàäà÷à 3.9. Ó Ïèíîêêèî åñòü ìîíåòû äîñòîèíñòâîì â 2 è 5 ñîëüäî. Åñëè
îí âîçüì¼ò âñå ñâîè ìîíåòû â 2 ñîëüäî, åìó íå õâàòèò 60 ñîëüäî, ÷òîáû
êóïèòü ÷åòûðå òîìà ýíöèêëîïåäèè. Åñëè âñå ìîíåòû â 5 ñîëüäî � íå õâàòèò
60 ñîëüäî íà ïÿòü òîìîâ. À âñåãî åìó íå õâàòàåò 60 ñîëüäî äëÿ ïîêóïêè
øåñòè òîìîâ. Ñêîëüêî ñòîèò îäèí òîì?

Çàäà÷à 3.10. Òàòüÿíà êóïèëà êðóàññàíû ñ òðåìÿ âèäàìè íà÷èíêè � ìà-
ëèíîé, ÷åðíèêîé è êëóáíèêîé. Êðóàññàíû ñ ìàëèíîé ñîñòàâëÿþò ïîëîâèíó
îò âñåõ êóïëåííûõ. Êðóàññàíîâ ñ ÷åðíèêîé � íà 14 ìåíüøå, ÷åì ñ ìàëèíîé.
À êðóàññàíîâ ñ êëóáíèêîé ïîëó÷èëîñü â äâà ðàçà ìåíüøå, ÷åì ñ ìàëèíîé
è ÷åðíèêîé âìåñòå. Ñêîëüêî êðóàññàíîâ êàæäîãî âèäà êóïèëà Òàòüÿíà?
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5 Ââåäåíèå â ñèñòåìû óðàâíåíèé

Ìàòåðèàë äëÿ ðàçáîðà íà çàíÿòèè

Çà÷àñòóþ ïðè ïîïûòêå ñîñòàâèòü óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå êàêóþ-ëèáî çà-
äà÷ó, ìû ïðèõîäèì ê òîìó, ÷òî îäíèì óðàâíåíèåì ýòî ïðåäñòàâèòü î÷åíü
òðóäíî è ãîðàçäî ïðîùå çàïèñàòü íåñêîëüêî ñóùåñòâóþùèõ óñëîâèé â âèäå
íåñêîëüêèõ óðàâíåíèé ñ íåñêîëüêèìè íåèçâåñòíûìè. Òàêèì îáðàçîì, ìû
ñîñòàâëÿåì ñèñòåìó óðàâíåíèé, îïèñûâàþùóþ äàííóþ çàäà÷ó.

Áîëüøèíñòâî øêîëüíèêîâ âïåðâûå ñ ðåøåíèåì ïîëíîöåííûõ çàäà÷ íà ñè-
ñòåìû óðàâíåíèé ñòàëêèâàþòñÿ óæå â ñåäüìîì êëàññå â öèêëå èçó÷åíèÿ
àëãåáðû, íî íà ñàìîì äåëå äàííàÿ òåìà íå òàê óæ è ñëîæíà è áîëüøèíñòâî
ïîäîáíûõ çàäà÷ ðåøàþòñÿ ìåòîäàìè, ïîíÿòíûìè äàæå ìëàäøåêëàññíèêó.

Ðàññìîòðèì îäíó èç çàäà÷ íà äàííóþ òåìó.

Çàäà÷à 3.5.1. Íà âîïðîñ î âîçðàñòå å¼ òðîèõ äåòåé ìàìà îòâåòèëà: ¾Ïåòå
è Êîëå âìåñòå 19 ëåò, Ïåòå è Àíå âìåñòå 14 ëåò, à ìëàäøèì âìåñòå 7 ëåò¿.
Ñêîëüêî ëåò êàæäîìó èç äåòåé? Îáúÿñíèòå ñâîé îòâåò.

Ðåøåíèå. Ïóñòü Êîëå X ëåò, Ïåòå � Y ëåò, à Àíå � Z ëåò. Òîãäà:
X + Y = 19,

Y + Z = 14,

X + Z = 7.

Åñëè ìû ñëîæèì âñå óðàâíåíèÿ, ó íàñ ïîëó÷èòñÿ:

X + Y + Y + Z +X + Z = 19 + 14 + 7.

×òî ýòî îçíà÷àåò? Åñëè ìû âîçüì¼ì âîçðàñò êàæäîãî ðåá¼íêà ïî äâà ðàçà
è ñëîæèì èõ âìåñòå, òî ìû ïîëó÷èì 19+14+7 = 40 ëåò. Åñëè ìû âîçüì¼ì
âîçðàñò êàæäîãî ðåá¼íêà ïî îäíîìó ðàçó, òî èì âìåñòå áóäåò 40 : 2 = 20
ëåò.

Âñïîìíèì, ÷òî êîãäà ìû ñêëàäûâàëè òîëüêî X è Y , ìû ïîëó÷àëè 19, à
êîãäà ñëîæèëè X è Y è Z, ìû ïîëó÷èëè 20. Îòëè÷àþòñÿ ýòè ñóììû íà Z,
à, çíà÷èò, Z = 20− 19 = 1.

Àíàëîãè÷íî, Y + Z = 14, òîãäà X = 20 − 14 = 6; X + Z = 7, òîãäà
Y = 20− 7 = 13.

Òàêèì îáðàçîì ìû ïîëó÷èëè, ÷òî Êîëå � 6 ëåò, Ïåòå � 13 ëåò, à Àíå � 1
ãîä.
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Ðàññìîòðèì åù¼ îäíó çàäà÷ó ïðî âîçðàñò. Òóò âàæíî èñïîëüçîâàòü åù¼
îäèí ôàêòîð � âðåìÿ.

Çàäà÷à 3.5.2. Ñåìüÿ ñîñòîèò èç òð¼õ ÷åëîâåê: îòöà, ìàòåðè è ñûíà. Â
íàñòîÿùåå âðåìÿ ñóììà èõ âîçðàñòîâ ñîñòàâëÿåò 74 ãîäà, à 10 ëåò íàçàä
ýòà ñóììà ñîñòàâëÿëà 47 ëåò. Ñêîëüêî ëåò ñåé÷àñ îòöó, åñëè îí ñòàðøå
ñûíà íà 28 ëåò?

Ðåøåíèå. Ñåé÷àñ ñóììà âîçðàñòîâ 74 ãîäà, 10 ëåò íàçàä îíà áûëà 47 ëåò.
Òîãäà â ñóììå ïàïà, ìàìà è ñûí ïîâçðîñëåëè íà 74 − 47 = 27 ëåò. Ïàïà
è ìàìà òî÷íî ïîâçðîñëåëè íà 10 ëåò, òîãäà ñûí ïîâçðîñëåë íà 7 ëåò çà 10
ëåò, à çíà÷èò, îí ðîäèëñÿ 7 ëåò íàçàä. Òîãäà îòöó ñåé÷àñ 7 + 28 = 35 ëåò.
Â äàííîé çàäà÷å íàì äàæå íå ïîòðåáîâàëîñü ñîñòàâëÿòü óðàâíåíèÿ, âñå
äåéñòâèÿ ìû âûïîëíèëè â óìå.

Âîò åù¼ îäíà çàäà÷à, êîòîðóþ ìîæíî ðåøèòü êàê ñèñòåìîé óðàâíåíèé, òàê
è â óìå.

Çàäà÷à 3.5.3. Èìååòñÿ 30 áð¼âåí äëèíîé 3 è 4 ì, ñóììàðíàÿ äëèíà êî-
òîðûõ ðàâíà 100 ì. Êàêèì ÷èñëîì ðàñïèëîâ ìîæíî ðàñïèëèòü áðåâíà íà
÷óðáàíû äëèíîé 1 ì? (Êàæäûì ðàñïèëîì ïèëèòñÿ ðîâíî îäíî áðåâíî).

Ðåøåíèå. Ñîñòàâëÿåì ñèñòåìó óðàâíåíèé. Ïóñòü ó íàñ èìååòñÿ X áð¼âåí
ïî 3 ìåòðà è Y � ïî 4 ìåòðà. Òîãäà èõ ñóììàðíàÿ äëèíà X ·3+Y ·4 = 100.
Âñåãî áð¼âåí 30, ïîýòîìó X + Y = 30. Òîãäà, åñëè ìû êîëè÷åñòâî áð¼âåí
êàæäîãî âèäà óâåëè÷èì â 3 ðàçà, òî ïîëó÷èì, ÷òî X · 3 + Y · 3 = 30 · 3,
X · 3 + Y · 3 = 90. Òî æå ñàìîå âûðàæåíèå, ãäå èìååòñÿ íå òðè, à ÷åòûðå
èãðåêà, áîëüøå íà 100 − 90 = 10. Òîãäà Y = 10, à X = 30 − 10 = 20. Íà
êàæäîì 4-ìåòðîâîì áðåâíå íóæíî ñäåëàòü 3 ðàñïèëà, íà òð¼õìåòðîâîì �
2, òî åñòü âñåãî 20 · 2 + 10 · 3 = 70 ðàñïèëîâ.
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Ðåøåíèå áåç ñèñòåìû óðàâíåíèé. Îäèí ðàñïèë äåëàåò èç îäíîãî áðåâíà
2, òî åñòü, äîáàâëÿåò îäíî áðåâíî. Âñåãî äîëæíî ïîëó÷èòüñÿ 100 : 1 =
100 áð¼âåí. Áûëî 30 áð¼âåí. Çíà÷èò, íåîáõîäèìî ñäåëàòü 100 − 30 = 70
ðàñïèëîâ.

Çàäàâàëüíèê

Çàäà÷à 3.5.4. (Òóðãîð. Âåñåííèé òóð. Òðåíèðîâî÷íûé âàðèàíò �
1995/96.10-11.1) Ñòî ÷åëîâåê îòâåòèëè íà âîïðîñ: ¾Áóäåò ëè íîâûé ïðå-
çèäåíò ëó÷øå ïðåæíåãî?¿ Èç íèõ a ÷åëîâåê ñ÷èòàþò, ÷òî áóäåò ëó÷øå, b
� ÷òî áóäåò òàêîé æå, è c � ÷òî áóäåò õóæå. Ñîöèîëîãè ïîñòðîèëè äâà
ïîêàçàòåëÿ ¾îïòèìèçìà¿ îïðîøåííûõ: m = a+ b

2 è n = a− c. Îêàçàëîñü,
÷òî m = 40. Íàéäèòå n.

Çàäà÷à 3.5.5. (Ìóíèöèïàëüíûé ýòàï Âñåðîññèéñêîé îëèìïèàäû øêîëü-
íèêîâ � 2010/11.9.1) Ïðî òðè ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñëà èçâåñòíî, ÷òî åñëè
âûáðàòü îäíî èç íèõ è ïðèáàâèòü ê íåìó ñóììó êâàäðàòîâ äâóõ äðóãèõ,
òî ïîëó÷èòñÿ îäíà è òà æå ñóììà, íåçàâèñèìî îò âûáðàííîãî ÷èñëà. Âåðíî
ëè, ÷òî âñå ÷èñëà ðàâíû?

Çàäà÷à 3.5.6. (Òóðãîð. Âåñåííèé òóð. Òðåíèðîâî÷íûé âàðèàíò �
1994/95.8-9.1) Ó êàññèðà áûëî 30 ìîíåò: 10, 15 è 20 êîïååê íà ñóììó 5
ðóáëåé. Äîêàæèòå, ÷òî 20-êîïåå÷íûõ ìîíåò ó íåãî áûëî áîëüøå, ÷åì 10-
êîïåå÷íûõ.

Çàäà÷à 3.5.7. (Ìîñêîâñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ðåãàòà � 2014/15.9.1) Âàñÿ
ñëîæèë ÷åòâ¼ðòóþ ñòåïåíü è êâàäðàò íåêîòîðîãî ÷èñëà, îòëè÷íîãî îò íóëÿ,
è ñîîáùèë ðåçóëüòàò Ïåòå. Ñìîæåò ëè Ïåòÿ îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü Âàñèíî
÷èñëî?

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Çàäà÷à 3.11. Èçâåñòíî, ÷òî 4 ïåðñèêà, 2 ãðóøè è ÿáëîêî âìåñòå âåñÿò 550
ãðàììîâ, à ïåðñèê, 3 ãðóøè è 4 ÿáëîêà âìåñòå âåñÿò 450 ãðàììîâ. Ñêîëüêî
âåñÿò ïåðñèê, ãðóøà è ÿáëîêî âìåñòå?

Çàäà÷à 3.12. Êóïëåíû ðóññêàÿ, íåìåöêàÿ, ôðàíöóçñêàÿ è àíãëèéñêàÿ
ìàðêè. Ñòîèìîñòü ïîêóïêè áåç ðóññêîé ìàðêè � 40 ðóáëåé, áåç íåìåöêîé
� 45 ðóáëåé, áåç ôðàíöóçñêîé � 44 ðóáëÿ, à áåç àíãëèéñêîé � 27 ðóáëåé.
Ñêîëüêî ñòîèò ðóññêàÿ ìàðêà?

Çàäà÷à 3.13. Äîêòîð Àéáîëèò ðàçäàë ÷åòûð¼ì çàáîëåâøèì çâåðÿì 2006
÷óäîäåéñòâåííûõ òàáëåòîê. Íîñîðîã ïîëó÷èë íà îäíó áîëüøå, ÷åì êðîêî-
äèë, áåãåìîò � íà îäíó áîëüøå, ÷åì íîñîðîã, à ñëîí � íà îäíó áîëüøå,
÷åì áåãåìîò. Ñêîëüêî òàáëåòîê ïðèä¼òñÿ ñúåñòü ñëîíó?
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6 Ñòîèìîñòü

Ìàòåðèàë äëÿ ðàçáîðà íà çàíÿòèè

Çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ ïîêóïêàìè òîâàðîâ ðàçëè÷íîé ñòîèìîñòè � èñòîðè-
÷åñêè îäíè èç ñàìûõ ñòàðûõ è ïîïóëÿðíûõ. Ïîñòàðàåìñÿ òàê æå, êàê è
ðàíåå, îáîéòèñü áåç ââåäåíèÿ ïåðåìåííûõ è ïðîäåìîíñòðèðîâàòü àðèôìå-
òè÷åñêèé ìåòîä � çà÷àñòóþ áîëåå èçÿùíûé è íàãëÿäíûé, ÷òî ïðåêðàñíî
ïåðåäàë â îäíîì èç ñâîèõ ïðîèçâåäåíèé À.Ï.×åõîâ.

Çàäà÷à 3.6.1. Â ðàññêàçå À.Ï.×åõîâà ¾Ðåïåòèòîð¿ ñûíà îòñòàâíîãî ãåíå-
ðàëà Óäîäîâà ó÷èò ãèìíàçèñò Åãîð Çèáåðîâ, ïðåäëàãàþùèé ðåøèòü ñëå-
äóþùóþ çàäà÷ó: ¾Êóïåö êóïèë 138 àðøèíîâ ÷¼ðíîãî è ñèíåãî ñóêíà çà
540 ðóáëåé. Ñïðàøèâàåòñÿ, ñêîëüêî àðøèí êóïèë îí òîãî è äðóãîãî, åñëè
ñèíåå ñòîèëî 5 ðóáëåé çà àðøèí, à ÷¼ðíîå 3 ðóáëÿ?¿

Ïðè ýòîì ñàì ãèìíàçèñò ðåøèòü àðèôìåòè÷åñêè å¼ íå ñìîã, çàÿâèâ, ÷òî
¾. . . ýòî çàäà÷à íà íåîïðåäåë¼ííûå óðàâíåíèÿ, à âîâñå íå àðèôìåòè÷å-
ñêàÿ. . . ¿. Îòåö ó÷åíèêà, óñëûøàâ ýòè ñëîâà, ñêàçàë, ÷òî ¾è áåç àëãåáðû
ðåøèòü ìîæíî¿, ïîù¼ëêàë íà ñ÷åòàõ è ïîëó÷èë âåðíûé îòâåò.

Ðåøåíèå. Ðåøåíèå çàäà÷è îñíîâûâàåòñÿ íà ïðåäïîëîæåíèè, íàïðèìåð, òà-
êîì. Åñëè áû êóïåö ïðèîáð¼ë ñóêíî îäíîãî òèïà � äîïóñòèì, ñèíåå, òî îí
çàïëàòèë áû 138 ·5 = 690 ðóáëåé. Ðàçíîñòü â 690−540 = 150 ðóáëåé ìîæíî
êîìïåíñèðîâàòü, çàìåíÿÿ àðøèí äîðîãîãî ñóêíà íà äåø¼âîå. Òàê, çàìåíà
îäíîãî àðøèíà ñèíåãî íà àðøèí ÷åðíîãî óìåíüøàåò ðàçíèöó íà 5− 3 = 2
ðóáëåé. Òàêèì îáðàçîì, âñåãî íåîáõîäèìî ïîìåíÿòü 150 : 2 = 75 àðøèí. Â
èòîãå ïîëó÷èì 75 àðøèí ÷¼ðíîãî è 138− 75 = 63 àðøèíà ñèíåãî.

Ðàññìîòðèì åù¼ ïðèìåð.

Çàäà÷à 3.6.2. Êàðàíäàø ñ áëîêíîòîì ñòîÿò 7 ðóáëåé, à 5 òàêèõ æå êàðàí-
äàøåé è 2 áëîêíîòà � 23 ðóáëÿ. Îïðåäåëèòü öåíó áëîêíîòà è êàðàíäàøà.

Ðåøåíèå. Ðåøåíèå îôîðìèì â òàáëè÷íîé ôîðìå.
Áëîêíîòû Êàðàíäàøè Ñòîèìîñòü

1 1 7 ðóá.
2 5 23 ðóá.

Ñïîñîá 1
2 2 14 ðóá.
2 5 23 ðóá.

2− 2 = 0 5− 2 = 3 23− 14 = 9 ðóá.
1 9 : 3 = 3 ðóá.

1 7− 3 = 4 ðóá.
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Áëîêíîòû Êàðàíäàøè Ñòîèìîñòü
1 1 7 ðóá.
2 5 23 ðóá.

Ñïîñîá 2
5 5 7 · 5 = 35 ðóá.
2 5 23 ðóá.

5− 2 = 3 5− 5 = 0 35− 23 = 12 ðóá.
1 12 : 3 = 4 ðóá.

1 7− 4 = 3 ðóá.

Êàê âû óæå ìîãëè ïîíÿòü, äàííàÿ òåìà îáû÷íî î÷åíü òåñíî ïåðåïëåòåíà ñ
çàäà÷àìè íà òåìû ¾ìåòîä Ïðîêðóñòà¿ è ¾ââåäåíèå â ñèñòåìû óðàâíåíèé¿.

Ðåøèì çàäà÷ó ñ íåñêîëüêî áîëåå ñëîæíîé ôîðìóëèðîâêîé.

Çàäà÷à 3.6.3. (Øêîëüíûé ýòàï Âñåðîññèéñêîé îëèìïèàäû øêîëüíèêîâ �
2018.5.3) Ïðîäàâåö çàêóïèë ïàðòèþ ðó÷åê è ïðîäàë èõ. Ïðè ýòîì íåêîòî-
ðûå ïîêóïàòåëè êóïèëè îäíó ðó÷êó çà 10 ðóáëåé, à íåêîòîðûå êóïèëè 3
ðó÷êè çà 20 ðóáëåé. Îêàçàëîñü, ÷òî ñ êàæäîé ïîêóïêè ïðîäàâåö ïîëó÷àë
îäèíàêîâóþ ïðèáûëü. Íàéäèòå öåíó, ïî êîòîðîé ïðîäàâåö çàêóïèë ðó÷êè.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì èñêîìóþ öåíó çàêóïêè ÷åðåç x, òîãäà ïðèáûëü ñ ïðî-
äàæè îäíîé ðó÷êè � 10− x, à ñ ïðîäàæè òð¼õ � 20− 3x. Ïî óñëîâèþ îáå
ïðèáûëè ðàâíû: 10− x = 20− 3x, îòêóäà x = 5.

Çàäàâàëüíèê

Çàäà÷à 3.6.4. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2004.6.2) Êèëîãðàìì ãî-
âÿäèíû ñ êîñòÿìè ñòîèò 78 ðóáëåé, êèëîãðàìì ãîâÿäèíû áåç êîñòåé �
90 ðóáëåé, à êèëîãðàìì êîñòåé � 15 ðóáëåé. Ñêîëüêî ãðàììîâ êîñòåé â
êèëîãðàììå ãîâÿäèíû?

Çàäà÷à 3.6.5. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2001.6.2) Îôåíÿ1 êóïèë íà
îïòîâîì ðûíêå ïàðòèþ ðó÷åê è ïðåäëàãàåò ïîêóïàòåëÿì ëèáî îäíó ðó÷êó
çà 5 ðóáëåé, ëèáî òðè ðó÷êè çà 10 ðóáëåé. Îò êàæäîãî ïîêóïàòåëÿ Îôåíÿ
ïîëó÷àåò îäèíàêîâóþ ïðèáûëü. Êàêîâà îïòîâàÿ öåíà ðó÷êè?

Çàäà÷à 3.6.6. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1995.7.2)

Îäèí ñàïôèð è äâà òîïàçà
öåííåé, ÷åì èçóìðóä, â òðè ðàçà.

1Ïðîäàâåö âðàçíîñ, êîðîáåéíèê
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À ñåìü ñàïôèðîâ è òîïàç
åãî öåííåå â âîñåìü ðàç.
Îïðåäåëèòü ìû ïðîñèì Âàñ,
ñàïôèð öåííåå èëü òîïàç?

Çàäà÷à 3.6.7. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1992.7.2) Â ÿíâàðå íà 1
äîëëàð ìîæíî áûëî êóïèòü 40 âèíòèêîâ èëè 60 øïóíòèêîâ. Â ôåâðà-
ëå âèíòèêè è øïóíòèêè ñòàëè ïðîäàâàòü íàáîðàìè èç 25 âèíòèêîâ è 25
øïóíòèêîâ ïî öåíå 1 äîëëàð çà íàáîð. Äëÿ ñáîðêè òðàêòîðà íåîáõîäèìî
600 âèíòèêîâ è 600 øïóíòèêîâ. Â êàêîì ìåñÿöå ñáîðêà òðàêòîðà ñòîèëà
äîðîæå, åñëè äðóãèå çàòðàòû íå èçìåíèëèñü?

Çàäà÷à 3.6.8. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1993.7.5) Ãóëëèâåð ïîïàë
â ñòðàíó ëèëèïóòîâ, èìåÿ 7000000 ðóáëåé. Íà âñå äåíüãè îí ñðàçó êóïèë
êåôèð â áóòûëêàõ ïî öåíå 7 ðóáëåé çà áóòûëêó (ïóñòàÿ áóòûëêà ñòîèëà
â òî âðåìÿ 1 ðóáëü). Âûïèâ âåñü êåôèð, îí ñäàë áóòûëêè è íà âñå âûðó-
÷åííûå äåíüãè ñðàçó êóïèë êåôèð. Ïðè ýòîì îí çàìåòèë, ÷òî è ñòîèìîñòü
êåôèðà, è ñòîèìîñòü ïóñòîé áóòûëêè âûðîñëè â äâà ðàçà. Çàòåì îí ñíîâà
âûïèë âåñü êåôèð, ñäàë áóòûëêè, íà âñå âûðó÷åííûå äåíüãè ñíîâà êóïèë
êåôèð è ò. ä. Ïðè ýòîì ìåæäó êàæäûìè äâóìÿ ïîñåùåíèÿìè ìàãàçèíà è
ñòîèìîñòü êåôèðà, è ñòîèìîñòü ïóñòîé áóòûëêè âîçðàñòàëè â äâà ðàçà.
Ñêîëüêî áóòûëîê êåôèðà âûïèë Ãóëëèâåð?

Çàäà÷à 3.6.9. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2010.6.4) Â îáìåííîì
ïóíêòå ñîâåðøàþòñÿ îïåðàöèè äâóõ òèïîâ:

1) äàé 2 åâðî � ïîëó÷è 3 äîëëàðà è êîíôåòó â ïîäàðîê;
2) äàé 5 äîëëàðîâ � ïîëó÷è 3 åâðî è êîíôåòó â ïîäàðîê.

Êîãäà áîãàòåíüêèé Áóðàòèíî ïðèø¼ë â îáìåííèê, ó íåãî áûëè òîëüêî äîë-
ëàðû. Êîãäà óø¼ë � äîëëàðîâ ñòàëî ïîìåíüøå, åâðî òàê è íå ïîÿâèëèñü,
çàòî îí ïîëó÷èë 50 êîíôåò. Âî ñêîëüêî äîëëàðîâ îáîø¼ëñÿ Áóðàòèíî òàêîé
¾ïîäàðîê¿?

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Çàäà÷à 3.14. Ïèíîêêèî êóïèë 14 áóëî÷åê äâóõ âèäîâ ïî öåíå 6 ñîëüäî
è 17 ñîëüäî. Âñåãî îí îòäàë 183 ñîëüäî. Ñêîëüêî áóëî÷åê êàæäîãî âèäà
êóïèë Ïèíîêêèî?

Çàäà÷à 3.15. Çàäà÷à èç ¾Àðèôìåòèêè¿ Ìàãíèöêîãî: ¾Êóïèë íåêòî 112
áàðàíîâ ñòàðûõ è ìîëîäûõ, äàë 49 ðóáëåé è 20 àëòûí. Çà ñòàðîãî ïëàòèë
ïî 15 àëòûí è ïî 2 äåíüãè, à çà ìîëîäîãî ïî 10 àëòûí; è âåäàòåëüíî åñòü,
êîëèêî ñòàðûõ è ìîëîäûõ áàðàíîâ êóïèë îí (1 àëòûí � 3 êîïåéêè, 1 äåíüãà
� 1

2 êîïåéêè)?¿.
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Çàäà÷à 3.16. Ìåððè, Ïåðåãðèí è Ñýì çàøëè â ¾Ãàðöóþùèé ïîíè¿. Ìåððè
çàêàçàë 4 êåêñà ñ òìèíîì, ÷àøêó êîôå è 10 ïîí÷èêîâ, çàïëàòèâ 12 ìåäÿêîâ.
Ïåðåãðèí âçÿë 3 êåêñà ñ òìèíîì, ÷àøêó êîôå è 7 ïîí÷èêîâ çà 10 ìåäÿêîâ.
Ñêîëüêî çàïëàòèë Ñýì çà êåêñ, ÷àøêó êîôå è ïîí÷èê?

Çàäà÷à 3.17. Â ñòðàíå Áîáðÿíäèè î÷åíü ðàçâèòà òîðãîâëÿ. Êàê-òî ðàç
Øëîìî çàêóïèë ïàðòèþ òî÷èëîê äëÿ çóáîâ îïòîì è íà÷àë èõ ïðîäàâàòü.
Ñåìåéíûé íàáîð èç 7 òî÷èëîê ñòîèë 20 áð¼âåí, à íàáîð îäèíî÷êè èç 1 òî-
÷èëêè ñòîèë 4 áðåâíà. Çà ñêîëüêî áð¼âåí Øëîìî êóïèë êàæäóþ òî÷èëêó,
åñëè ïðîäàæà ñåìåéíîãî íàáîðà ïðèíîñèëà åìó â òðè ðàçà áîëüøå ïðèáû-
ëè, ÷åì ïðîäàæà íàáîðà îäèíî÷êè?
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7 Äâèæåíèå

Äâèæåíüÿ íåò, ñêàçàë ìóäðåö áðàäàòûé.

Äðóãîé ñìîë÷àë è ñòàë ïðåä íèì õîäèòü.

Ñèëüíåå áû íå ìîã îí âîçðàçèòü;

Õâàëèëè âñå îòâåò çàìûñëîâàòûé.

Íî, ãîñïîäà, çàáàâíûé ñëó÷àé ñåé

Äðóãîé ïðèìåð íà ïàìÿòü ìíå ïðèâîäèò:

Âåäü êàæäûé äåíü ïðåä íàìè ñîëíöå

õîäèò,

Îäíàêî æ ïðàâ óïðÿìûé Ãàëèëåé.

� À.Ñ. Ïóøêèí, 1826

Ìàòåðèàë äëÿ ðàçáîðà íà çàíÿòèè

Ñ çàäà÷àìè íà äâèæåíèå âû âñå ñòàëêèâàëèñü, íà÷èíàÿ ñ íà÷àëüíîé øêî-
ëû. Íà÷àëîñü âñ¼ ñ îáû÷íîãî äâèæåíèÿ ïî äîðîãå, ïðîäîëæèëîñü äâèæåíè-
åì íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó è ¾âäîãîíêó¿, à çàêîí÷èëîñü èçó÷åíèåì ôîðìóë,
ñâÿçàííûõ ñ äâèæåíèåì ïî ðåêå.

Ïî÷åìó æå ýòà òåìà íàõîäèòñÿ â êíèãå, ïîñâÿù¼ííîé îëèìïèàäíîé ìà-
òåìàòèêå? Ïîòîìó ÷òî çàäà÷è íà äâèæåíèå, íåñìîòðÿ íà èõ êàæóùóþñÿ
ïðîñòîòó, î÷åíü ïîïóëÿðíû âî âñåâîçìîæíûõ îëèìïèàäàõ.

Ïðåæäå âñåãî ðàçáåð¼ì îäíó çàäà÷ó, ñâÿçàííóþ ñ äâèæåíèåì ïî ëåñòíèöå
è èìåþùóþ â ñâÿçè ñ ýòèì íåêîòîðûé ïîäâîõ.

Çàäà÷à 3.7.1. (Ðåãèîíàëüíûé ýòàï Âñåðîññèéñêîé îëèìïèàäû øêîëüíè-
êîâ ïî ôèçèêå, 2012 ã., 9 êë.) ×åáóðàøêà è êðîêîäèë Ãåíà ðåøèëè óñòðîèòü
çàáåã ïî ëåñòíèöå â äîìå äðóæáû. Âûÿñíèëîñü, ÷òî ×åáóðàøêà óñïåâàåò
òðè ðàçà äîáåæàòü äî ÷åòâ¼ðòîãî ýòàæà è âåðíóòüñÿ íà ïåðâûé çà âðåìÿ,
ïîêà Ãåíà ïîäíèìàåòñÿ íà øåñòíàäöàòûé ýòàæ. Íà êàêîé ýòàæ óñïååò ïîä-
íÿòüñÿ ×åáóðàøêà, ïîêà Ãåíà áóäåò áåãàòü ñ ïåðâîãî ýòàæà íà øåñòîé è
îáðàòíî? Ñ÷èòàéòå, ÷òî ×åáóðàøêà è Ãåíà áåãàþò ââåðõ-âíèç ñ ïîñòîÿí-
íûìè ñêîðîñòÿìè.

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ íà äâèæåíèå ïî ëåñòíèöå ñëåäóåò ïîìíèòü, ÷òî, åñëè
íå ñêàçàíî îáðàòíîå, èìååòñÿ â âèäó ñëåäóþùåå: ïåðâûé ýòàæ íàõîäèòñÿ
íåïîñðåäñòâåííî íà óðîâíå óëèöû, ò. å. íå òðåáóåòñÿ íè÷åãî ïðåîäîëåâàòü,
÷òîáû ¾ïîäíÿòüñÿ¿ íà ïåðâûé ýòàæ, òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïîäíÿòüñÿ ñ
óëèöû íà n-é ýòàæ, íóæíî ïðîáåæàòü ðàññòîÿíèå â n− 1, à íå â n ýòàæåé,
êàê ìîæåò ïîêàçàòüñÿ ñïåðâà ïðè ïîâåðõíîñòíîì ðàññìîòðåíèè äàííîãî
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âîïðîñà.

Ðåøåíèå. Èòàê, íàì äàíî, ÷òî ïîêà ×åáóðàøêà ïðîáåãàåò 2 ·3 · (4−1) = 18
ýòàæåé, Ãåíà ïðîáåãàåò 16 − 1 = 15. Ñòàëî áûòü, çà ðàâíûå ïðîìåæóòêè
âðåìåíè ×åáóðàøêà ïðîéä¼ò â 18

15 = 6
5 ðàç áîëüøåå ðàññòîÿíèå, ÷åì Ãåíà.

Ïîêà Ãåíà áåãàë íà øåñòîé ýòàæ è îáðàòíî, îí ïðåîäîëåë 2 · (6 − 1) = 10
ýòàæåé, çíà÷èò ×åáóðàøêà ïðåîäîëåë 10· 65 = 12 ýòàæåé, è óñïåë ïîäíÿòüñÿ
äî 12 + 1 = 13 ýòàæà.

Ðàññìîòðèì òåïåðü îòíîñèòåëüíîå äâèæåíèå, êîòîðîå â çàäà÷àõ ïðåäñòàâ-
ëåíî, êàê ïðàâèëî, äâèæåíèåì ïî ðåêå, ýñêàëàòîðó èëè êîíâåéåðíîé ëåíòå.
Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî òóò âñåãäà èìååòñÿ â âèäó, ÷òî ñêîðîñòü òå÷åíèÿ,
ýñêàëàòîðà èëè ëåíòû ïðîñòî ïðèáàâëÿåòñÿ ê áàçîâîé ñêîðîñòè (õîòÿ ýòî
è íå âïîëíå òî÷íî â ñëó÷àå ðåêè ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, íî îá ýòîì
âû óçíàåòå òîëüêî â óíèâåðñèòåòå ïðè èçó÷åíèè ðåëÿòèâèñòñêîé ìåõàíè-
êè). Íàïðèìåð, åñëè äàíî, ÷òî ñêîðîñòü êàòåðà â ñòîÿ÷åé âîäå ðàâíà v, à
ñêîðîñòü òå÷åíèÿ ðàâíà u, òî ñëåäóåò ñ÷èòàòü, ÷òî ïðè äâèæåíèè êàòåðà
ïî òå÷åíèþ åãî ñêîðîñòü áóäåò ðàâíà v + u, à ïðîòèâ òå÷åíèÿ v − u.

Çàäà÷à 3.7.2. Íåâíèìàòåëüíûé ïóòåøåñòâåííèê ïëûë íà ëîäêå ïî òå÷å-
íèþ, êàê âäðóã îáðîíèë â âîäó øëÿïó. Ïðîïàæó îí îáíàðóæèë ëèøü ÷åðåç
t1 = 1 ÷àñ ïîñëå ýòîãî. Îïîìíèâøèñü, îí ñðàçó ðàçâåðíóëñÿ è ïîïëûë îá-
ðàòíî, îñòàâèâ ìîùíîñòü äâèãàòåëÿ ëîäêè ïðåæíåé. ×åðåç êàêîå âðåìÿ t2
åìó óäàñòñÿ ïîäîáðàòü ñâîþ øëÿïó?

A B C Du · t1 u · t2 u · (t2 − t1)

(v + u) · t1

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷åíèÿ íà ðèñóíêå ñëåäóþùèå: òî÷êà A � ìåñòî, ãäå ïóòå-
øåñòâåííèê ïîòåðÿë øëÿïó; òî÷êà B � ìåñòî, ãäå áûëà øëÿïà â ìîìåíò,
êîãäà îí îïîìíèëñÿ; à òî÷êà D � ìåñòî, ãäå â ýòî âðåìÿ áûë îí ñàì; òî÷-
êà C � ìåñòî, ãäå ïóòåøåñòâåííèê ïîäîáðàë ñâîþ ïðîïàæó. Ïóñòü v �
ñêîðîñòü êàòåðà â ñòîÿ÷åé âîäå, à u � ñêîðîñòü òå÷åíèÿ ðåêè.

Ñêîðîñòü êàòåðà ïðè äâèæåíèè ïî òå÷åíèþ ðàâíà v + u, çíà÷èò, AD =
(v + u)t1, ïðîòèâ òå÷åíèÿ v − u, îòñþäà CD = (v − u)t2, øëÿïà äâèæåòñÿ
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ñî ñêîðîñòüþ òå÷åíèÿ u, ïîýòîìó AB = ut1 è BC = ut2. Ò. ê. AD = AB +
BC + CD, çàïèøåì:

(v + u)t1 = ut1 + ut2 + (v − u)t2, ò. å. vt1 + ut1 = ut1 + ut2 + vt2 − ut2,

çíà÷èò t1 = t2 = 1 ÷àñ.

Ïðîñòîé îòâåò âñåãäà çàñòàâëÿåò çàäóìàòüñÿ � íåò ëè ó çàäà÷è ïðîñòî-
ãî ðåøåíèÿ? Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå åñòü, îäíàêî äëÿ ýòîãî
ïðèä¼òñÿ ïðèâåñòè íåêèå ñîîáðàæåíèÿ íàñ÷¼ò îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ.

Ïðåäñòàâèì, ÷òî ìû íàõîäèìñÿ â âàãîíå ïîåçäà è, ñìîòðÿ â îêíî, âèäèì
ñòîÿùèé âïëîòíóþ ê íàì ïîåçä òàê, ÷òî íèêàêèå íåïîäâèæíûå îáúåêòû
íå ïîïàäàþò â ãðàíèöû íàøåãî îáçîðà. Òîãäà, åñëè òîëüêî ÷òî îáà ýòè ïî-
åçäà ñòîÿëè, è âäðóã íàø íà÷àë äâèãàòüñÿ, íàì ìîæåò ïîêàçàòüñÿ, ÷òî ýòî
äðóãîé ïîåçä äâèæåòñÿ ñ òîé æå ïî âåëè÷èíå ñêîðîñòüþ, íî â ïðîòèâîïî-
ëîæíóþ ñòîðîíó. Åñëè áû ìû ïðîåçæàëè ìèìî äðóãîãî, òàêæå äâèæóùå-
ãîñÿ ïîåçäà, íàì áû êàçàëîñü, ÷òî ìû íåñ¼ìñÿ î÷åíü áûñòðî, èëè íàîáîðîò,
åñëè ñëåäîâàëè áû ïîïóòíûì êóðñîì, ÷òî â æèçíè, ïðàâäà, áûâàåò ðåäêî,
îùóùàëè áû, ÷òî äâèæåìñÿ êðàéíå ìåäëåííî. Êðîìå òîãî, êàæäîäíåâíûì
ïðèìåðîì îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ íàáëþäåíèå íàìè Ñîëíöà
íà íåáå. Åñëè âåðèòü íàøèì ãëàçàì, òî Ñîëíöå êàæäûé äåíü ïîäíèìàåòñÿ
èç-çà ãîðèçîíòà ñ âîñòîêà, ïðîõîäèò âñ¼ íåáî, è ñàäèòñÿ íà çàïàäå, õîòÿ
âñå ìû ïðåêðàñíî çíàåì (àâòîðû êíèãè î÷åíü íà ýòî íàäåþòñÿ!), ÷òî íà ñà-
ìîì äåëå íàáëþäàåìîå íàìè ÿâëåíèå ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî Çåìëÿ âðàùàåòñÿ
âîêðóã ñâîåé îñè. Ïîñëåäíèé ïðèìåð ÿâëÿåòñÿ èñêëþ÷èòåëüíî èëëþñòðà-
òèâíûì, îïèñàíèå ñòîëü ñëîæíîãî äâèæåíèÿ íå âõîäèò â ðàìêè äàííîãî
êóðñà.

Îïèøåì æå òåïåðü âñ¼ ýòî áîëåå ôîðìàëüíî. Ïóñòü ó íàñ åñòü äâà ïðåä-
ìåòà, ñêîðîñòü ïåðâîãî èç êîòîðûõ ðàâíà v1, à âòîðîãî v2. Ââåä¼ì ïîíÿòèå
îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè, ò. å. ñêîðîñòè ïåðâîãî ïðåäìåòà îòíîñèòåëüíî âòî-
ðîãî, èëè âòîðîãî îòíîñèòåëüíî ïåðâîãî. Åñëè v1 è v2 íàïðàâëåíû â ðàçíûå
ñòîðîíû, îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòüþ ìû íàçîâ¼ì âåëè÷èíó v1 + v2, à åñëè
â îäíó, òî |v2 − v1|. Íàïðàâëåíèå îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè îïðåäåëÿåòñÿ
òåì, óâåëè÷èâàåòñÿ ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðåäìåòàìè, èëè æå óìåíüøàåòñÿ:
íàïðèìåð, ñêîðîñòü âòîðîãî ïðåäìåòà îòíîñèòåëüíî ïåðâîãî áóäåò íàïðàâ-
ëåíà â ñòîðîíó îò íåãî, åñëè ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðåäìåòàìè óâåëè÷èâàåòñÿ,
ò. å. ëèáî îáå ñêîðîñòè íàïðàâëåíû äðóã îò äðóãà, ëèáî ñêîðîñòü ïåðâîãî
áîëüøå è íàïðàâëåíà îò âòîðîãî ïðåäìåòà, ëèáî æå ìåíüøå è íàïðàâëåíà
ê íåìó.
v1 v2 v1 v2 v1 v2

Â ïðîòèâîïîëîæíîì ñëó÷àå, êîãäà ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðåäìåòàìè óìåíü-
øàåòñÿ, ò. å. ëèáî îáå ñêîðîñòè íàïðàâëåíû äðóã ê äðóãó, ëèáî ñêîðîñòü
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ïåðâîãî ìåíüøå è íàïðàâëåíà îò âòîðîãî ïðåäìåòà, ëèáî æå áîëüøå è íà-
ïðàâëåíà ê íåìó, ñêîðîñòü âòîðîãî ïðåäìåòà îòíîñèòåëüíî ïåðâîãî áóäåò
íàïðàâëåíà ê íåìó.
v1 v2 v1 v2 v1 v2

Ïðè ýòîì ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðåäìåòàìè ìåíÿåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ èõ
îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòüþ.

Îñîáåííî ÿñíûìè è íàãëÿäíûìè ñòàíîâÿòñÿ äàííûå ñîîáðàæåíèÿ ïðè ðàñ-
ñìîòðåíèè çàäà÷ íà òåìû, óêàçàííûå âûøå (äâèæåíèå ïî ðåêå ñ òå÷åíèåì,
ýñêàëàòîðó èëè êîíâåéåðíîé ëåíòå). Ïóñòü êàòåð ñ ñîáñòâåííîé ñêîðîñòüþ
v ïëûâ¼ò ïî ðåêå ñ ñîïóòñòâóþùèì åìó òå÷åíèåì, ñêîðîñòü êîòîðîãî ðàâíà
u. Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî òîò ôàêò, ÷òî ñêîðîñòü êàòåðà ïðîñòî ïðèáàâëÿåòñÿ
ê ñêîðîñòè òå÷åíèÿ, íà ñàìîì äåëå îçíà÷àåò, ÷òî ñêîðîñòü êàòåðà îòíîñè-
òåëüíî ¾òå÷åíèÿ¿, ò. å. îòíîñèòåëüíî êàêîãî-íèáóäü ïðåäìåòà, ïëûâóùåãî
ïî òå÷åíèþ, ðàâíà v. ×òî ýòî áóäåò îçíà÷àòü ïðèìåíèòåëüíî ê äàííîé
çàäà÷å? Ñïåðâà ïóòåøåñòâåííèê îòïëûâàë îò øëÿïû ñî ñêîðîñòüþ v â òå-
÷åíèå âðåìåíè t1, à çàòåì íàñ ñïðàøèâàþò, â òå÷åíèå êàêîãî âðåìåíè îí ê
íåé âîçâðàùàëñÿ ñ òîé æå ñêîðîñòüþ? Ðàçóìååòñÿ, òåïåðü ìû ìîæåì äàòü
îòâåò t2 = t1 = 1 ÷àñ óñòíî, áåçî âñÿêîãî ñ÷¼òà.

Çàäàâàëüíèê

Çàäà÷à 3.7.3. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2005.6.1) Òàðàêàí Âàëåí-
òèí îáúÿâèë, ÷òî óìååò áåãàòü ñî ñêîðîñòüþ 50 ì/ìèí. Åìó íå ïîâåðèëè,
è ïðàâèëüíî: íà ñàìîì äåëå Âàëåíòèí âñ¼ ïåðåïóòàë è äóìàë, ÷òî â ìåòðå
60 ñàíòèìåòðîâ, à â ìèíóòå 100 ñåêóíä. Ñ êàêîé ñêîðîñòüþ (â ¾íîðìàëü-
íûõ¿ ì/ìèí) áåãàåò òàðàêàí Âàëåíòèí?

Çàäà÷à 3.7.4. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2010.6.2) Ïàïà, Ìàøà è ßøà èäóò â øêîëó. Ïîêà ïàïà äåëà-
åò 3 øàãà, Ìàøà äåëàåò 5 øàãîâ. Ïîêà Ìàøà äåëàåò 3 øàãà, ßøà äåëàåò 5
øàãîâ. Ìàøà è ßøà ïîñ÷èòàëè, ÷òî âìåñòå îíè ñäåëàëè 400 øàãîâ. Ñêîëü-
êî øàãîâ ñäåëàë ïàïà?

Çàäà÷à 3.7.5. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2007.7.1) Äàøà è Òàíÿ æè-
âóò â îäíîì ïîäúåçäå. Äàøà æèâ¼ò íà 6 ýòàæå. Âûõîäÿ îò Äàøè, Òàíÿ
ïîøëà íå âíèç, êàê åé áûëî íóæíî, à ââåðõ. Äîéäÿ äî ïîñëåäíåãî ýòàæà,
Òàíÿ ïîíÿëà ñâîþ îøèáêó è ïîøëà âíèç íà ñâîé ýòàæ. Îêàçàëîñü, ÷òî
Òàíÿ ïðîøëà â ïîëòîðà ðàçà áîëüøå, ÷åì åñëè áû îíà ñðàçó ïîøëà âíèç.
Ñêîëüêî ýòàæåé â äîìå?

Çàäà÷à 3.7.6. (Òóðíèð Àðõèìåäà � 2016.2) Îäíàæäû óòðîì â 9:00 èç
äåðåâíè Ôåäèíî â äåðåâíþ Åêàòåðèíîâêà âûøåë ïåøåõîä Ôåäÿ. Îäíîâðå-
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ìåííî íàâñòðå÷ó åìó èç Åêàòåðèíîâêè âûåõàëà âåëîñèïåäèñòêà Êàòÿ. Èç-
âåñòíî, ÷òî äî ìîìåíòà âñòðå÷è Ôåäÿ óñïåë ïðîéòè òðåòü ïóòè ìåæäó äå-
ðåâíÿìè. Îäíàêî, åñëè áû Ôåäÿ âûøåë íà ÷àñ ðàíüøå, òî óñïåë áû ïðîéòè
äî âñòðå÷è ïîëîâèíó ïóòè. Â êàêîå âðåìÿ Ôåäÿ è Êàòÿ âñòðåòèëèñü?

Çàäà÷à 3.7.7. (Òóðíèð Àðõèìåäà � 2014.2) (Ñòàðèííàÿ çàäà÷à) Ðîòíàÿ
êîëîííà äâèæåòñÿ ïî íàïðàâëåíèþ ê øòàáó ñî ñêîðîñòüþ 6 êì/÷. Â 9:00
êîìàíäèð ðîòû îòïðàâèë ïî÷òîâîãî ãîëóáÿ ñ äîíåñåíèåì â øòàá. Ãîëóáü
äîñòàâèë äîíåñåíèå, ñðàçó ïîëåòåë îáðàòíî è âåðíóëñÿ â êîëîííó. Â êà-
êîå âðåìÿ ãîëóáü äîëåòåë äî øòàáà, åñëè åãî ñêîðîñòü ðàâíà 10 êì/÷, à
âåðíóëñÿ îí â 9:45?

Çàäà÷à 3.7.8. (Òóðíèð Àðõèìåäà � 2012.3) Âàñÿ è Êîëÿ ïëàâàþò â áàñ-
ñåéíå ïî ñîñåäíèì äîðîæêàì. Ñòàðòóþò îíè îäíîâðåìåííî ñ ïðîòèâîïî-
ëîæíûõ êîíöîâ áàññåéíà, ¾âñòðå÷àþòñÿ¿ è ïëûâóò äàëüøå. Äîïëûâ äî
êîíöà äîðîæêè, îíè ìãíîâåííî ðàçâîðà÷èâàþòñÿ, îïÿòü ¾âñòðå÷àþòñÿ¿ è
òàê äàëåå. Âàñÿ ïðîïëûâàåò äîðîæêó çà 5 ìèí, à Êîëÿ � çà 7 ìèí. ×å-
ðåç êàêîå âðåìÿ ïîñëå ñòàðòà Âàñÿ âïåðâûå äîãîíèò Êîëþ, ïëûâÿ ñ íèì â
îäíîì íàïðàâëåíèè?

Çàäà÷à 3.7.9. (Òóðíèð Àðõèìåäà � 2017.3) Ìåæäó Ëèñüåé íîðîé è Ïòè-
÷üèì äâîðîì ïðÿìàÿ äîðîãà. Ëèñà íàïðàâëÿåòñÿ íà Ïòè÷èé äâîð, à îòòóäà
îäíîâðåìåííî íàâñòðå÷ó åé è ñ òîé æå ñêîðîñòüþ âûáåãàåò Ï¼ñ. Ï¼ñ, ïî-
÷óÿâ Ëèñó íà ðàññòîÿíèè 100 ì, ïîáåæèò çà íåé ñ óòðîåííîé ñêîðîñòüþ.
Ëèñà, ïî÷óÿâ Ïñà íà ðàññòîÿíèè 60 ì, ïîáåæèò îò íåãî ñ óäâîåííîé ñêîðî-
ñòüþ. Ñìîæåò ëè Ëèñà ñêðûòüñÿ â íîðå, åñëè îò Ïòè÷üåãî äâîðà äî Ëèñüåé
íîðû 300 ì?

Çàäà÷à 3.7.10. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2008.7.3) Äèìà æèâ¼ò â
äåâÿòèýòàæíîì äîìå. Îí ñïóñêàåòñÿ íà ëèôòå ñî ñâîåãî ýòàæà íà ïåðâûé
çà 1 ìèíóòó. Èç-çà ìàëåíüêîãî ðîñòà Äèìà íå äîñòà¼ò äî êíîïêè ñâîåãî
ýòàæà. Ïîýòîìó, ïîäíèìàÿñü íàâåðõ, îí íàæèìàåò òó êíîïêó, äî êîòîðîé
ìîæåò äîòÿíóòüñÿ, à äàëüøå èä¼ò ïåøêîì. Âåñü ïóòü íàâåðõ çàíèìàåò 1
ìèíóòó 10 ñåêóíä. Ëèôò äâèæåòñÿ ââåðõ è âíèç ñ îäèíàêîâîé ñêîðîñòüþ, à
Äèìà ïîäíèìàåòñÿ âäâîå ìåäëåííåå ëèôòà. Íà êàêîì ýòàæå æèâ¼ò Äèìà?

Çàäà÷à 3.7.11. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1992.6.4;7.5) Ïåòÿ è Âè-
òÿ åõàëè âíèç ïî ýñêàëàòîðó. Ïîñåðåäèíå ýñêàëàòîðà õóëèãàí Âèòÿ ñîðâàë
ñ Ïåòè øàïêó è áðîñèë å¼ íà âñòðå÷íûé ýñêàëàòîð. Ïîñòðàäàâøèé Ïå-
òÿ ïîáåæàë îáðàòíî ââåðõ ïî ýñêàëàòîðó, ÷òîáû çàòåì ñïóñòèòüñÿ âíèç è
âåðíóòü øàïêó. Õèòðûé Âèòÿ ïîáåæàë ïî ýñêàëàòîðó âíèç, ÷òîáû çàòåì
ïîäíÿòüñÿ ââåðõ è óñïåòü ðàíüøå Ïåòè. Êòî óñïååò ðàíüøå, åñëè ñêîðîñòè
ðåáÿò îòíîñèòåëüíî ýñêàëàòîðà ïîñòîÿííû è íå çàâèñÿò îò íàïðàâëåíèÿ
äâèæåíèÿ?
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Çàäà÷à 3.7.12. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà
äëÿ 6�7 êëàññîâ � 2015.6.4) Êàáèíêè ãîðíîëûæíîãî ïîäú¼ì-
íèêà çàíóìåðîâàíû ïîäðÿä ÷èñëàìè îò 1 äî 99. Èãîðü ñåë â
êàáèíêó �42 ïîäú¼ìíèêà ó ïîäíîæèÿ ãîðû è â êàêîé-òî ìî-
ìåíò çàìåòèë, ÷òî îí ïîðàâíÿëñÿ ñ äâèæóùåéñÿ âíèç êàáèíêîé
�13 (íà ðèñóíêå ñïðàâà), à ÷åðåç 15 ñåêóíä åãî êàáèíêà ïîðàâ-
íÿëàñü ñ êàáèíêîé �12. ×åðåç êàêîå âðåìÿ Èãîðü ïðèáóäåò íà
âåðøèíó ãîðû?

42 13

Çàäà÷à 3.7.13. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2010.6.5;7.3) Îäíîêëàññíèêè Àíÿ, Áîðÿ è Âàñÿ æèâóò íà îäíîé
ëåñòíè÷íîé êëåòêå. Â øêîëó îíè èäóò ñ ïîñòîÿííûìè, íî ðàçëè÷íûìè
ñêîðîñòÿìè, íå îãëÿäûâàÿñü è íå äîæèäàÿñü äðóã äðóãà. Íî åñëè êòî-òî
èç íèõ óñïåâàåò äîãíàòü äðóãîãî, òî äàëüøå îí çàìåäëÿåòñÿ, ÷òîáû èäòè
âìåñòå ñ òåì, êîãî äîãíàë.

Îäíàæäû ïåðâîé âûøëà Àíÿ, âòîðûì Áîðÿ, òðåòüèì Âàñÿ, è êàêèå-òî äâîå
èç íèõ ïðèøëè â øêîëó âìåñòå. Íà ñëåäóþùèé äåíü ïåðâûì âûøåë Âàñÿ,
âòîðûì Áîðÿ, òðåòüåé Àíÿ. Ìîãóò ëè âñå òðîå ïðèéòè â øêîëó âìåñòå?

Çàäà÷à 3.7.14. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2012.7.4) Íà êàæäîì èç
äâóõ ðóêàâîâ ðåêè çà êèëîìåòð äî èõ ñëèÿíèÿ ñòîèò ïî ïðèñòàíè, à åù¼
îäíà ïðèñòàíü ñòîèò â äâóõ êèëîìåòðàõ ïîñëå ñëèÿíèÿ (íà ðèñóíêå íèæå).

Ëîäêà äîáðàëàñü îò îäíîé èç ïðèñòàíåé äî äðóãîé (íåèçâåñòíî, êàêîé)
çà 30 ìèíóò, îò äðóãîé äî òðåòüåé çà 18 ìèíóò. Çà ñêîëüêî ìèíóò îíà
ìîæåò äîáðàòüñÿ îò òðåòüåé ïðèñòàíè äî ïåðâîé? (Ñêîðîñòü òå÷åíèÿ ðåêè
ïîñòîÿííà è îäèíàêîâà âî âñåõ å¼ ÷àñòÿõ. Ñîáñòâåííàÿ ñêîðîñòü ëîäêè
òàêæå ïîñòîÿííà.)

Çàäà÷à 3.7.15. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1999.7.4) Äâà ïåøåõîäà
âûøëè íà ðàññâåòå. Êàæäûé ø¼ë ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ. Îäèí ø¼ë èç
A â B, äðóãîé � èç B â A. Îíè âñòðåòèëèñü â ïîëäåíü è, íå ïðåêðàùàÿ
äâèæåíèÿ, ïðèøëè: îäèí � â B â 4 ÷àñà âå÷åðà, à äðóãîé � â A â 9 ÷àñîâ
âå÷åðà. Â êîòîðîì ÷àñó â òîò äåíü áûë ðàññâåò?

Çàäà÷à 3.7.16. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2011.6.7) Ìàðñèàíå äåëÿò ñóòêè íà 13 ÷àñîâ. Ïîñëå òîãî, êàê
Ìàðñîâñêèé Çàÿö óðîíèë ÷àñû â ÷àé, ó íèõ èçìåíèëàñü ñêîðîñòü âðàùåíèÿ
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ñåêóíäíîé ñòðåëêè, à ñêîðîñòü âðàùåíèÿ äðóãèõ ñòðåëîê îñòàëàñü ïðåæ-
íåé. Èçâåñòíî, ÷òî êàæäóþ ïîëíî÷ü âñå òðè ñòðåëêè ñîâïàäàþò. Ñêîëüêî
âñåãî çà ñóòêè ìîæåò áûòü òàêèõ ìîìåíòîâ âðåìåíè, êîãäà òðè ñòðåëêè
ñîâïàäóò? Íàéäèòå âñå âîçìîæíûå îòâåòû.

1
2

3

4

5
67

8

9

10

11
12 13

Çàäà÷à 3.7.17. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2005.7.5) Ïàïà ïî ðåêå äîïëûâàåò îò ìîñòà äî ïëÿæà çà 9 ìèíóò,
à îò ïëÿæà äî ìîñòà � çà 12 ìèíóò. Ñûí æå îò ìîñòà äî ïëÿæà äîïëûâàåò
çà 12 ìèíóò. Ñêîëüêî âðåìåíè íóæíî ñûíó, ÷òîáû äîïëûòü îò ïëÿæà äî
ìîñòà?

Çàäà÷à 3.7.18. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2004.7.6) Èç Öâåòî÷íî-
ãî ãîðîäà â Ñîëíå÷íûé âåä¼ò øîññå äëèíîé 12 êì. Íà âòîðîì êèëîìåòðå
ýòîãî øîññå ðàñïîëîæåí æåëåçíîäîðîæíûé ïåðååçä, êîòîðûé òðè ìèíóòû
çàêðûò è òðè ìèíóòû îòêðûò è ò. ä., à íà ÷åòâ¼ðòîì è íà øåñòîì êèëîìåò-
ðàõ ðàñïîëîæåíû ñâåòîôîðû, êîòîðûå äâå ìèíóòû ãîðÿò êðàñíûì ñâåòîì è
òðè ìèíóòû � çåë¼íûì è òàê äàëåå. Íåçíàéêà âûåçæàåò èç Öâåòî÷íîãî ãî-
ðîäà â Ñîëíå÷íûé â òîò ìîìåíò, êîãäà ïåðååçä òîëüêî ÷òî çàêðûëñÿ, à îáà
ñâåòîôîðà òîëüêî ÷òî ïåðåêëþ÷èëèñü íà êðàñíûé. Çà êàêîå íàèìåíüøåå
âðåìÿ (â ìèíóòàõ) îí ñìîæåò äîåõàòü äî Ñîëíå÷íîãî ãîðîäà, íå íàðóøàÿ
ïðàâèë, åñëè åãî ýëåêòðîìîáèëü åäåò ïî øîññå ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ
(Íåçíàéêà íå óìååò íè òîðìîçèòü, íè óâåëè÷èâàòü ñêîðîñòü)?

Çàäà÷à 3.7.19. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿
� 2013.7.5) Òðè êâàäðàòíûå äîðîæêè ñ îáùèì
öåíòðîì îòñòîÿò äðóã îò äðóãà íà 1 ì. Òðè ìó-
ðàâüÿ ñòàðòóþò îäíîâðåìåííî èç ëåâûõ íèæ-
íèõ óãëîâ äîðîæåê è áåãóò ñ îäèíàêîâîé ñêî-
ðîñòüþ: Ìó è Ðà ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, à
Âåé ïî ÷àñîâîé. Êîãäà Ìó äîáåæàë äî ïðàâîãî
íèæíåãî óãëà áîëüøîé äîðîæêè, äâîå äðóãèõ,
íå óñïåâ åù¼ ñäåëàòü ïîëíîãî êðóãà, íàõîäè-
ëèñü íà ïðàâûõ ñòîðîíàõ ñâîèõ äîðîæåê, è âñå
òðîå îêàçàëèñü íà îäíîé ïðÿìîé. Íàéäèòå ñòî-
ðîíû êâàäðàòîâ.

1 ì

1 ì

Ìó

Ðà

Âåé
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Çàäà÷à 3.7.20. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìà-
òè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàññîâ �
2006.7.8) Ëàáèðèíò ñîñòîèò èç ïÿòè îêðóæ-
íîñòåé (íà ðèñóíêå íèæå). Äëèíû îêðóæ-
íîñòåé ðàâíû 10, 20, 40, 80 è 160 ìåòðîâ. Ïî
ëàáèðèíòó ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ íà÷èíà-
åò õîäèòü ÷åëîâåê, êîòîðûé îáõîäèò âñå åãî
îêðóæíîñòè ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå â ïîðÿäêå
âîçðàñòàíèÿ èõ äëèí.

Ïðîéäÿ ñàìóþ áîëüøóþ îêðóæíîñòü, îí ïåðåõîäèò íà ñàìóþ ìàëåíüêóþ
è íà÷èíàåò âñ¼ ñíà÷àëà. ×åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ ïî ëàáèðèíòó íà÷èíàåò
õîäèòü åù¼ îäèí ÷åëîâåê, êîòîðûé õîäèò ñ òîé æå ñêîðîñòüþ è ïî òîìó
æå ïëàíó, ÷òî è ïåðâûé, íî îáõîäèò îêðóæíîñòè ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè.
Äîêàæèòå, ÷òî ýòè äâà ÷åëîâåêà îáÿçàòåëüíî âñòðåòÿòñÿ.

Çàäà÷à 3.7.21. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2009.7.9) Ïîí÷èê çàêóñûâàë â ïðèäîðîæíîì êàôå, êîãäà ìèìî
íåãî ïðîåõàë àâòîáóñ. ×åðåç òðè ïëþøêè ïîñëå àâòîáóñà ìèìî Ïîí÷èêà
ïðîåõàë ìîòîöèêë, à åù¼ ÷åðåç òðè ïëþøêè � àâòîìîáèëü. Ìèìî Ñèðîï-
÷èêà, êîòîðûé çàêóñûâàë â äðóãîì êàôå ó òîé æå äîðîãè, îíè ïðîåõàëè
â äðóãîì ïîðÿäêå: ñíà÷àëà � àâòîáóñ, ÷åðåç òðè ïëþøêè � àâòîìîáèëü,
à åù¼ ÷åðåç òðè ïëþøêè � ìîòîöèêë. Èçâåñòíî, ÷òî Ïîí÷èê è Ñèðîï÷èê
âñåãäà åäÿò ïëþøêè ñ îäíîé è òîé æå ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ. Íàéäèòå ñêî-
ðîñòü àâòîáóñà, åñëè ñêîðîñòü àâòîìîáèëÿ 60 êì/÷, à ñêîðîñòü ìîòîöèêëà
30 êì/÷.

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Çàäà÷à 3.18. Äâà ïîåçäà åäóò ïî íàïðàâëåíèþ äðóã ê äðóãó ñî ñêîðîñòüþ
70 êì

÷
ó ïåðâîãî è 80 êì

÷
ó âòîðîãî. Ïàññàæèð âî âòîðîì ïîåçäå çàñ¼ê âðåìÿ,

çà êîòîðîå ïåðâûé ïîåçä ïðîø¼ë ìèìî íåãî, è ïîëó÷èë 12 ñ. Íàéäèòå äëèíó
ïåðâîãî ïîåçäà (â ìåòðàõ).

Çàäà÷à 3.19. Ñïîðòñìåí-êàíîèñò ïëûë ïðîòèâ òå÷åíèÿ Òåìçû è ïîä Ëîí-
äîíñêèì ìîñòîì ïîòåðÿë ôëÿãó. Ïðîïàæó îí çàìåòèë ëèøü ÷åðåç 10 ìèí,
ïîñëå ÷åãî ðàçâåðíóë êàíîý è äîãíàë ôëÿãó ó Òàóýðñêîãî ìîñòà. Íàéäèòå
ñêîðîñòü òå÷åíèÿ ðåêè, åñëè ìåæäó äâóìÿ ìîñòàìè 1 êì.

Çàäà÷à 3.20. Ðèê áåãàë ñ îäèíàêîâîé ñêîðîñòüþ ââåðõ-âíèç ïî äâèæóùå-
ìóñÿ â îäíîì íàïðàâëåíèè ýñêàëàòîðó, à Ìîðòè íàáëþäàë çà íèì è ïîä-
ñ÷èòûâàë, ñêîëüêî ñòóïåíåé Ðèê ïðîáåæèò. Ïîêà Ðèê ñáåæàë âíèç, Ìîðòè
íàñ÷èòàë 30 ñòóïåíåé, à ïî äîðîãå ââåðõ � 70 ñòóïåíåé. Ñêîëüêî ñòóïåíåé
íàñ÷èòàë Ìîðòè, åñëè Ðèê ïðîáåæàë áû ïî íåïîäâèæíîìó ýñêàëàòîðó?
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8 ×àñòè è îòíîøåíèÿ

Ìàòåðèàë äëÿ ðàçáîðà íà çàíÿòèè

Çàäà÷è íà ÷àñòè è îòíîøåíèÿ � èñòîðè÷åñêè îäíè èç ñàìûõ ñòàðûõ. Øè-
ðîêî èçâåñòíà äðåâíåðèìñêàÿ çàäà÷à î íàñëåäñòâå.

Çàäà÷à 3.8.1. Õîçÿèí, óìèðàÿ, îñòàâèë áåðåìåííîé æåíå çàâåùàíèå, ñî-
ãëàñíî êîòîðîìó íàñëåäñòâî íåîáõîäèìî áûëî ðàçäåëèòü ìåæäó ðåáåíêîì
è æåíîé â çàâèñèìîñòè îò ïîëà ïåðâîãî: åñëè æåíà ðîäèò äî÷ü, òî 2

3 äîñòà-
¼òñÿ æåíå, 1

3 äî÷åðè. Åñëè ðîäèòñÿ ñûí, òî æåíå îòäàòü 1
3 , ñûíó

2
3 . Æåíà

ðîäèëà äâîéíþ: ñûíà è äî÷ü. Êàê ïîäåëèòü íàñëåäñòâî?

Ðåøåíèå. Âî 2 âåêå äî í. ý. ðèìñêèì þðèñòîì Ñàëüâèåì Þëèàíîì áû-
ëî ïðåäëîæåíî ðàçäåëèòü èìóùåñòâî íà ñåìü ÷àñòåé: ñûíó îòäàòü ÷åòûðå
÷àñòè, ìàòåðè � äâå, äî÷åðè � îäíó. Â ñîîòâåòñòâèè ñ çàâåùàíèåì ñûí
ïîëó÷èò âäâîå áîëüøå ìàòåðè, êîòîðàÿ ïîëó÷èò âäâîå áîëüøå äî÷åðè.

Çàäà÷à 3.8.2. (Ìóíèöèïàëüíûé ýòàï Âñåðîññèéñêîé îëèìïèàäû øêîëü-
íèêîâ � 2015.5.2) Âîëê, �æ, ×èæ è Áîá¼ð äåëèëè àïåëüñèí. Åæó äîñòà-
ëîñü âäâîå áîëüøå äîëåê, ÷åì ×èæó, ×èæó � âïÿòåðî ìåíüøå, ÷åì Áîáðó,
à Áîáðó � íà 8 äîëåê áîëüøå, ÷åì ×èæó. Íàéäèòå, ñêîëüêî äîëåê áûëî â
àïåëüñèíå, åñëè Âîëêó äîñòàëàñü òîëüêî êîæóðà.

Ðåøåíèå. Ïóñòü ×èæó äîñòàëîñü x äîëåê àïåëüñèíà, òîãäà Åæó � 2x. Áîá-
ðó äîñòàíåòñÿ, ñ îäíîé ñòîðîíû � x+8, à ñ äðóãîé � 5x. Îòñþäà: x+8 = 5x,
îòêóäà x = 2. Òîãäà âñåãî â àïåëüñèíå áûëî: 2 (ó ×èæà) + 4 (ó Åæà) +
+ 10 (ó Áîáðà) = 16 äîëåê.

Èíîãäà ïîëåçíî ïðåäñòàâëÿòü íå òîëüêî ñòðîãî àíàëèòè÷åñêîå, ôîðìàëü-
íîå ðåøåíèå. Áîëåå ãëóáîêîìó îñîçíàíèþ çàëîæåííîé â çàäà÷å èäåè ñëó-
æèò íàãëÿäíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ. Ïîêàæåì ýòî íà ñëåäóþùåì ïðèìåðå.

Çàäà÷à 3.8.3. Êàê-òî ðàç Êîëóìá â ñâîèõ ïóòåøåñòâèÿõ íàòêíóëñÿ íà
îñòðîâ, íà êîòîðîì 2

3 âñåõ ìóæ÷èí áûëè æåíàòû, à 3
5 âñåõ æåíùèí �

çàìóæåì. Íà óäèâëåíèå êîíêèñòàäîðîâ îêàçàëîñü, ÷òî ìîðàëü îñòðîâèòÿí
â ïëàíå çàêëþ÷åíèÿ áðàêîâ âïîëíå ñîîòâåòñòâîâàëà åâðîïåéñêîé. Êàêàÿ
äîëÿ íàñåëåíèÿ îñòðîâà ñîñòîèò â áðàêå?

Ðåøåíèå. Ïóñòü âñåãî â áðàêå ñîñòîÿò 2t ÷åëîâåê. Ïîñ÷èòàåì êîëè÷åñòâî
ìóæ÷èí è æåíùèí:

t :
2

3
=

3

2
t, t :

3

5
=

5

3
t.
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Âñåãî íà îñòðîâå æèâóò: (
3

2
+

5

3

)
t =

19

6
t,

èç êîòîðûõ 2t â áðàêå. Òàêèì îáðàçîì, â áðàêå ñîñòîèò

2t :
19

6
t =

12

19
æèòåëåé îñòðîâà.

Íàãëÿäíî îïèñàííóþ âûøå ñèòóàöèþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì:

æåíùèíûìóæ÷èíû

â àêòèâíîì
ïîèñêå

â áðàêå

Çàäà÷à 3.8.4. Èçâåñòíî, ÷òî ñðåäè áîáðîâ êàæäûé ñåäüìîé � ïðîãðûçà-
òåëü áåð¼ç, à ñðåäè ïðîãðûçàòåëåé áåð¼ç êàæäûé ïÿòûé � áîá¼ð. Êîãî
áîëüøå: áîáðîâ èëè ïðîãðûçàòåëåé áåð¼ç?

Ðåøåíèå. Î÷åâèäíî, ÷òî âñ¼ ìíîæåñòâî ïðåäñòàâëåííûõ ïåðñîíàæåé äå-
ëèòñÿ íà òðè òèïà: ¾÷èñòûå áîáðû¿, ¾÷èñòûå ïðîãðûçàòåëè áåð¼ç¿ è òå,
êòî îäíîâðåìåííî ÿâëÿåòñÿ áîáðîì è ïðîãðûçàòåëåì áåð¼ç. Îáîçíà÷èì ïî-
ñëåäíèõ ÷åðåç a, âñåõ áîáðîâ ÷åðåç b à âñåõ ïðîãðûçàòåëåé ÷åðåç p. Òîãäà, ñ
îäíîé ñòîðîíû, a = b/7, à ñ äðóãîé a = p/5. Îòñþäà b/7 = p/5, èëè 5b = 7p,
ò. å. áîáðîâ â 7

5 ðàç áîëüøå, ÷åì ïðîãðûçàòåëåé áåð¼ç.
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Íàãëÿäíî îïèñàííóþ âûøå ñèòóàöèþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì:

áîáðû

ïðîãðûçàòåëè áåð¼ç

Çàäàâàëüíèê

Çàäà÷à 3.8.5. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2014.6.1;7.1) Äåòè õîäèëè
â ëåñ ïî ãðèáû. Åñëè Àíÿ îòäàñò ïîëîâèíó ñâîèõ ãðèáîâ Âèòå, ó âñåõ äåòåé
ñòàíåò ïîðîâíó ãðèáîâ, à åñëè âìåñòî ýòîãî Àíÿ îòäàñò âñå ñâîè ãðèáû
Ñàøå, òî ó Ñàøè ñòàíåò ñòîëüêî æå ãðèáîâ, ñêîëüêî ó âñåõ îñòàëüíûõ
âìåñòå âçÿòûõ. Ñêîëüêî äåòåé õîäèëî çà ãðèáàìè?

Çàäà÷à 3.8.6. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2011.6.1) ¾À ýòî âàì âè-
äåòü ïîêà ðàíî¿, � ñêàçàëà Áàáà�ßãà ñâîèì 33 ó÷åíèêàì è ñêîìàíäîâàëà:
¾Çàêðîéòå ãëàçà!¿. Ïðàâûé ãëàç çàêðûëè âñå ìàëü÷èêè è òðåòü äåâî÷åê.
Ëåâûé ãëàç çàêðûëè âñå äåâî÷êè è òðåòü ìàëü÷èêîâ. Ñêîëüêî ó÷åíèêîâ
âñ¼-òàêè óâèäåëè òî, ÷òî âèäåòü ïîêà ðàíî?

Çàäà÷à 3.8.7. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2010.6.1) Íà áàòîíå êîë-
áàñû íàðèñîâàíû òîíêèå ïîïåðå÷íûå êîëüöà. Åñëè ðàçðåçàòü ïî êðàñíûì
êîëüöàì, ïîëó÷èòñÿ 5 êóñêîâ, åñëè ïî æ¼ëòûì � 7 êóñêîâ, à åñëè ïî çåë¼-
íûì � 11 êóñêîâ. Ñêîëüêî êóñêîâ êîëáàñû ïîëó÷èòñÿ, åñëè ðàçðåçàòü ïî
êîëüöàì âñåõ òð¼õ öâåòîâ?

Çàäà÷à 3.8.8. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2007.6.1) Ïî äâóì òåëåâè-
çèîííûì êàíàëàì îäíîâðåìåííî íà÷àëè ïîêàçûâàòü îäèí è òîò æå ôèëüì.
Íà ïåðâîì êàíàëå ôèëüì ðàçáèëè íà ÷àñòè ïî 20 ìèíóò êàæäàÿ è âñòàâèëè
ìåæäó íèìè äâóõìèíóòíûå ðåêëàìíûå ïàóçû. À íà âòîðîì êàíàëå ôèëüì
ðàçáèëè íà ÷àñòè ïî 10 ìèíóò êàæäàÿ è âñòàâèëè ìåæäó íèìè ìèíóòíûå
ðåêëàìíûå ïàóçû. Íà êàêîì êàíàëå ôèëüì çàêîí÷èòñÿ ðàíüøå?

Çàäà÷à 3.8.9. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1995.6.1) Ïîñëå òîãî, êàê
Íàòàøà ñúåëà ïîëîâèíó ïåðñèêîâ èç áàíêè, óðîâåíü êîìïîòà ïîíèçèëñÿ íà
îäíó òðåòü. Íà êàêóþ ÷àñòü (îò ïîëó÷åííîãî óðîâíÿ) ïîíèçèòñÿ óðîâåíü
êîìïîòà, åñëè ñúåñòü ïîëîâèíó îñòàâøèõñÿ ïåðñèêîâ?

Çàäà÷à 3.8.10. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2008.6.1) Âèííè�Ïóõ,
Ïÿòà÷îê, Êðîëèê è îñëèê Èà�Èà îïóñòîøèëè áî÷îíîê ì¼äà. Ïðè ýòîì
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Ïÿòà÷îê ñúåë ïîëîâèíó òîãî, ÷òî ñúåë Âèííè�Ïóõ, Êðîëèê � ïîëîâèíó
òîãî, ÷òî íå ñúåë Âèííè�Ïóõ, à îñëèêó Èà�Èà äîñòàëàñü ëèøü äåñÿòàÿ
÷àñòü áî÷îíêà. Êàêàÿ ÷àñòü áî÷îíêà äîñòàëàñü Êðîëèêó?

Çàäà÷à 3.8.11. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2006.7.1) Âèííè�Ïóõ è
Ïÿòà÷îê ïîäåëèëè ìåæäó ñîáîé òîðò. Ïÿòà÷îê çàõíûêàë, ÷òî åìó äîñòà-
ëîñü ìàëî. Òîãäà Ïóõ îòäàë åìó òðåòü ñâîåé äîëè. Îò ýòîãî ó Ïÿòà÷êà
êîëè÷åñòâî òîðòà óâåëè÷èëîñü âòðîå. Êàêàÿ ÷àñòü òîðòà áûëà âíà÷àëå ó
Ïóõà è êàêàÿ ó Ïÿòà÷êà?

Çàäà÷à 3.8.12. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1992.6.2) Íà Íüþ-
Âàñþêîâñêîé âàëþòíîé áèðæå çà 11 òóãðèêîâ äàþò 14 äèíàðîâ, çà 22 ðóïèè
� 21 äèíàð, çà 10 ðóïèé � 3 òàëåðà, à çà 5 êðîí � 2 òàëåðà. Ñêîëüêî òóã-
ðèêîâ ìîæíî âûìåíÿòü çà 13 êðîí?

Çàäà÷à 3.8.13. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2016.6.2;7.2) Â ìàëåíü-
êîì ãîðîäå òîëüêî îäíà òðàìâàéíàÿ ëèíèÿ. Îíà êîëüöåâàÿ, è òðàìâàè õî-
äÿò ïî íåé â îáîèõ íàïðàâëåíèÿõ. Íà êîëüöå åñòü îñòàíîâêè Öèðê, Ïàðê è
Çîîïàðê. Îò Ïàðêà äî Çîîïàðêà ïóòü íà òðàìâàå ÷åðåç Öèðê âòðîå äëèí-
íåå, ÷åì íå ÷åðåç Öèðê. Îò Öèðêà äî Çîîïàðêà ïóòü ÷åðåç Ïàðê âäâîå
êîðî÷å, ÷åì íå ÷åðåç Ïàðê. Êàêîé ïóòü îò Ïàðêà äî Öèðêà � ÷åðåç Çîî-
ïàðê èëè íå ÷åðåç Çîîïàðê � êîðî÷å è âî ñêîëüêî ðàç?

Çàäà÷à 3.8.14. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2015.7.2) Â àêâàðèóìå
æèâ¼ò òðè âèäà ðûáîê: çîëîòûå, ñåðåáðÿíûå è êðàñíûå. Åñëè êîò ñúåñò
âñåõ çîëîòûõ ðûáîê, òî ðûáîê ñòàíåò íà 1 ìåíüøå, ÷åì 2/3 èñõîäíîãî ÷èñ-
ëà. Åñëè êîò ñúåñò âñåõ êðàñíûõ ðûáîê, òî ðûáîê ñòàíåò íà 4 áîëüøå, ÷åì
2/3 èñõîäíîãî ÷èñëà. Êàêèõ ðûáîê � çîëîòûõ èëè ñåðåáðÿíûõ � áîëüøå
è íà ñêîëüêî?

Çàäà÷à 3.8.15. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2009.7.2) Íà êàæäîì èç
äâóõ îãîðîäîâ Äåä ïîñàäèë ïî îäèíàêîâîìó êîëè÷åñòâó ðåïîê. Åñëè â îãî-
ðîä çàõîäèò Âíó÷êà, òî îíà âûä¼ðãèâàåò ðîâíî 1/3 ðåïîê, èìåþùèõñÿ ê
ýòîìó ìîìåíòó. Åñëè çàõîäèòÆó÷êà, òî îíà âûä¼ðãèâàåò 1/7 ðåïîê, à åñëè
çàõîäèò Ìûøêà, òî îíà âûä¼ðãèâàåò òîëüêî 1/12 ðåïîê. Ê êîíöó íåäåëè
íà ïåðâîì îãîðîäå îñòàëîñü 7 ðåïîê, à íà âòîðîì � 4. Çàõîäèëà ëè Æó÷êà
âî âòîðîé îãîðîä?

Çàäà÷à 3.8.16. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2007.6.3) Âîëê ñ òðåìÿ
ïîðîñÿòàìè íàïèñàë äåòåêòèâ ¾Òðè ïîðîñ¼íêà-2¿, à ïîòîì âìåñòå ñ Êðàñ-
íîé Øàïî÷êîé è å¼ áàáóøêîé � êóëèíàðíóþ êíèãó ¾Êðàñíàÿ Øàïî÷êà-2¿.
Â èçäàòåëüñòâå âûäàëè ãîíîðàð çà îáå êíèæêè ïîðîñ¼íêó Íàô�Íàôó. Îí
çàáðàë ñâîþ äîëþ è ïåðåäàë îñòàâøèåñÿ 2100 çîëîòûõ ìîíåò Âîëêó. Ãîíî-
ðàð çà êàæäóþ êíèãó äåëèòñÿ ïîðîâíó ìåæäó å¼ àâòîðàìè. Ñêîëüêî äåíåã
Âîëê äîëæåí âçÿòü ñåáå?
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Çàäà÷à 3.8.17. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2001.6.4) Ðàññòàâüòå ïî
êðóãó 6 ðàçëè÷íûõ ÷èñåë òàê, ÷òîáû êàæäîå èç íèõ ðàâíÿëîñü ïðîèçâåäå-
íèþ äâóõ ñîñåäíèõ.

Çàäà÷à 3.8.18. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2010.7.4) Ïðîñûïàÿñü êàæäîå óòðî â 8:30, èñòîïíèê íàáèâàåò
ïå÷êó óãë¼ì äî óïîðà. Ïðè ýòîì îí êëàä¼ò ðîâíî 5 êã óãëÿ. Êàæäûé âå÷åð,
ëîæàñü ñïàòü (à ëîæèòñÿ ñïàòü îí òàêæå â îäíî è òî æå âðåìÿ), îí îïÿòü
íàáèâàåò ïå÷êó óãë¼ì äî óïîðà è êëàä¼ò ïðè ýòîì ðîâíî 7 êã óãëÿ. Â êàêîå
âðåìÿ èñòîïíèê ëîæèòñÿ ñïàòü?

Çàäà÷à 3.8.19. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1997.7.5) Â òåñòå ê êàæ-
äîìó âîïðîñó óêàçàíû 5 âàðèàíòîâ îòâåòà. Îòëè÷íèê îòâå÷àåò íà âñå âî-
ïðîñû ïðàâèëüíî. Êîãäà äâîå÷íèêó óäà¼òñÿ ñïèñàòü, îí îòâå÷àåò ïðàâèëü-
íî, à â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � íàóãàä (òî åñòü ñðåäè íåñïèñàííûõ âîïðîñîâ
îí ïðàâèëüíî îòâå÷àåò íà 1/5 ÷àñòü). Âñåãî äâîå÷íèê ïðàâèëüíî îòâåòèë
íà ïîëîâèíó âîïðîñîâ. Êàêóþ äîëþ îòâåòîâ åìó óäàëîñü ñïèñàòü?

Çàäà÷à 3.8.20. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2012.7.5) Âàñÿ íàïèñàë
âåðíîå óòâåðæäåíèå:

¾Â ýòîé ôðàçå 1/3 âñåõ öèôð � öèôðû 3, à 1/2 âñåõ öèôð � öèôðû 1¿.

À Êîëÿ íàïèñàë ôðàçó:

¾Â ýòîé ôðàçå 1/ . . . âñåõ öèôð � öèôðû ∗, äîëè öèôð ∗ è ∗ îäèíàêîâû è
ðàâíû 1/ . . . , à äîëÿ âñåõ îñòàëüíûõ öèôð ñîñòàâëÿåò 1/ . . . ¿.

Âñòàâüòå âìåñòî çâ¼çäî÷åê òðè ðàçíûå öèôðû, à âìåñòî ìíîãîòî÷èé � òðè
ðàçíûõ ÷èñëà òàê, ÷òîáû ïîëó÷èëîñü âåðíîå óòâåðæäåíèå.

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Çàäà÷à 3.21. Áóðàòèíî ïðåäëîæèë êóïèòü èðèñêè. Íà ÷òî ïðàêòè÷íàÿ
Ìàëüâèíà îòâåòèëà: ¾Äàâàé ëó÷øå êóïèì ëåäåíöîâ. Êóïèòü èõ ìîæíî
íà ïîëîâèíó áîëüøå, à çàïëàòèòü çà íèõ ïðèä¼òñÿ áîëüøå òîëüêî íà ÷åò-
âåðòü¿. Âî ñêîëüêî ðàç ëåäåíöû äåøåâëå èðèñîê?

Çàäà÷à 3.22. (¾Ïîêîðè Âîðîáü¼âû ãîðû¿ 2017, 5�6.5, 7�8.4, 9.3) Ôèðìà
ïðîâîäèëà îïðîñ ñîòðóäíèêîâ, êàêèìè ñîöèàëüíûìè ñåòÿìè îíè ïîëüçó-
þòñÿ: ÂÊîíòàêòå èëè Îäíîêëàññíèêàìè. Íåêîòîðûå ñîòðóäíèêè îòâåòèëè,
÷òî èñïîëüçóþò ÂÊîíòàêòå, íåêîòîðûå � Îäíîêëàññíèêîâ, íåêîòîðûå ñêà-
çàëè, ÷òî èñïîëüçóþò îáå ñîöèàëüíûå ñåòè, à 40 ñîòðóäíèêîâ ñêàçàëè, ÷òî
íå ïîëüçóþòñÿ ñîö. ñåòÿìè. Ñðåäè âñåõ, êòî èñïîëüçóåò ñîö. ñåòè, ÂÊîí-
òàêòå èñïîëüçóþò 75%, à 65% � îáå ñåòè. Äîëÿ òåõ ñîòðóäíèêîâ, êîòîðûå
èñïîëüçóþò Îäíîêëàññíèêîâ, îò îáùåãî ÷èñëà âñåõ ñîòðóäíèêîâ ðàâíà 5

6 .
Ñêîëüêî âñåãî ñîòðóäíèêîâ ðàáîòàåò â ôèðìå?
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9 Ïðîöåíòû

Ñëîæíûå ïðîöåíòû � ýòî ñàìàÿ

ìîãóùåñòâåííàÿ ñèëà âî âñåëåííîé.

� À. Ýéíøòåéí

Ìàòåðèàë äëÿ ðàçáîðà íà çàíÿòèè

Äëÿ îñìûñëåíèÿ ìíîãèõ òåðìèíîâ, è ìàòåìàòè÷åñêèå � íå èñêëþ÷åíèå,
ïîëåçíî ïîíèìàòü äîñëîâíûé ïåðåâîä ïîíÿòèé. Òàê, ñëîâî ¾ïðîöåíò¿ ïðî-
èñõîäèò îò ëàòèíñêîãî ¾pro centum¿, ÷òî áóêâàëüíî ïåðåâîäèòñÿ ¾çà ñîò-
íþ¿, èëè ¾ñî ñòà¿. Íàì óäîáíî äëÿ ñåáÿ ïåðåâîäèòü ïðîöåíò êàê ñîòóþ
÷àñòü. Èäåÿ âûðàæåíèÿ ÷àñòåé öåëîãî ïîñòîÿííî â îäíèõ è òåõ æå äîëÿõ,
âûçâàííàÿ ïðàêòè÷åñêèìè ñîîáðàæåíèÿìè, ðîäèëàñü åùå â äðåâíîñòè ó âà-
âèëîíÿí è èíäóñîâ, áûëà ðàçâèòà â Ðèìå, ãäå íàçûâàëè ïðîöåíòàìè äåíüãè,
êîòîðûå ïëàòèë äîëæíèê çàèìîäàâöó çà êàæäóþ ñîòíþ.

Ñåãîäíÿ ñ âû÷èñëåíèÿìè ïðîöåíòîâ ìû âñòðå÷àåìñÿ êàæäûé äåíü. Äîïó-
ñòèì, çàéäÿ â ëþáèìûé èíòåðíåò-ìàãàçèí, âû âèäèòå îáúÿâëåíèå ¾Êíèãà
ïîäîðîæàëà íà 15% ¿. Åñëè ïåðâîíà÷àëüíàÿ öåíà áûëà a ðóá., òî òàêîå
ïîäîðîæàíèå îçíà÷àåò óâåëè÷åíèå öåíû íà 15

100 = 0,15 (15 ïðîöåíòîâ � 15
ñîòûõ ÷àñòåé), èëè a+ 0,15a = 1,15a.

Óâåëè÷èì ÷èñëî a íà x%:

a ·
(
1 +

x

100

)
.

Óìåíüøèì ÷èñëî a íà x%:

a ·
(
1− x

100

)
.

Öåíà a íà òîâàð óâåëè÷èâàåòñÿ äâà äíÿ ïîäðÿä � íà 15% è íà 27%:

a · 1,15 · 1,27.

Öåíà a íà òîâàð óâåëè÷èâàåòñÿ n äíåé íà x%:

a ·
(
1 +

x

100

)n
.

Â ïîñëåäíèõ äâóõ ñëó÷àÿõ ïîâòîðíûå ïðîöåíòû áðàëèñü îò óæå óâåëè÷åí-
íûõ ÷èñåë � â ýòîì ñëó÷àå èìåþò ìåñòî ò. í. ñëîæíûå ïðîöåíòû.
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Ïîíèìàòü, êàê ðàáîòàþò ïðîöåíòû, êðàéíå âàæíî. Îäèí èç àâòîðîâ êíèãè
ñòîëêíóëñÿ â ñâîåé æèçíè, êîãäà òîëüêî ââåëè ÅÃÝ, ñ âûïóñêíèöåé ïàðèê-
ìàõåðñêîãî ó÷èëèùà, êîòîðóþ îáÿçàëè ñäàâàòü ÅÃÝ ïî ìàòåìàòèêå (òîãäà
åù¼ íå áûëî áàçîâîãî è ïðîôèëüíîãî óðîâíÿ). Íà âîïðîñ ¾Ïðåäñòàâü, ÷òî
ðÿäîì íàõîäÿòñÿ ìàãàçèíû îäíîé ñåòè è â íèõ ïðîäà¼òñÿ îäíî è òî æå
ïëàòüå (ñ îäèíàêîâîé íà÷àëüíîé öåíîé), íî â îäíîì ñêèäêà íà íåãî îò
íà÷àëüíîé öåíû ñîñòàâëÿåò 10 ïðîöåíòîâ, à â äðóãîì � 90. Êóäà òû ïîé-
ä¼øü?¿ äåâóøêà îòâåòèëà ¾ Êîíå÷íî æå, ãäå 10, ýòî æå äåøåâëå!¿. Àâòîðû
èñêðåííå íàäåþòñÿ, ÷òî âû íèêîãäà íå äîïóñòèòå ïîäîáíûõ îøèáîê. . .

Çàäà÷à 3.9.1. Â äâóõ ìàãàçèíàõ ïðîäàþò îäèí òîâàð ïî îäèíàêîâîé öåíå.
Â ïåðâîì ñíà÷àëà óâåëè÷èëè öåíó òîâàðà íà 10%, à ïîòîì íà 25% îò íîâîé
öåíû; âî âòîðîì ìàãàçèíå âíà÷àëå óâåëè÷èëè öåíó òîãî æå òîâàðà íà 25%,
à ïîòîì íà 10% îò íîâîé öåíû. Â êàêîì ìàãàçèíå òîâàð äîðîæå?

Ðåøåíèå. Âû÷èñëèì êîýôôèöèåíò óâåëè÷åíèÿ öåíû: â ïåðâîì ìàãàçèíå
� 1,1 · 1,25; âî âòîðîì � 1,25 · 1,1. Öåíà òîâàðà áóäåò îäèíàêîâîé.

Çàäà÷à 3.9.2. Ñáåðåãàòåëüíàÿ êàññà ïðèíèìàåò âêëàäû îò íàñåëåíèÿ,
ïðåäîñòàâëÿÿ 10% ãîäîâûõ â êà÷åñòâå ïðèáûëè. Îäíàæäû ê êàññå ïðè-
ø¼ë Îñòàï Áåíäåð è ïîïðîñèë ðàáîòíèêà áàíêà ïîëîæèòü åãî äåíüãè íà
ïîëãîäà ïîä 5%, à ïîòîì åù¼ íà ïîëãîäà òàêæå ïîä 5% � ¾âåäü â èòîãå
ÿ ïîëó÷ó òå æå 5 + 5 = 10% ãîäîâûõ¿ � çàâåðÿë Îñòàï. Ïîìîãèòå ðàñ-
òåðÿâøåìóñÿ ðàáîòíèêó ïðîâåðèòü, ãîâîðèò ëè Îñòàï Áåíäåð ïðàâäó, è
âû÷èñëèòü ïðàâèëüíûé ïðîöåíò çà ïîëãîäà.

Ðåøåíèå. Ïðèìåì èñêîìûé ïðîöåíò çà x%. Òîãäà ÷åðåç ïîëãîäà êîýôôè-
öèåíò óâåëè÷åíèÿ áóäåò ðàâåí: (

1 +
x

100

)
,

à åù¼ ÷åðåç ïîëãîäà: (
1 +

x

100

)2
.

Ïî óñëîâèþ ÷åðåç ãîä êëèåíò äîëæåí ïîëó÷èòü 10%, ò. å.:(
1 +

x

100

)2
= 1,1,(

1 +
x

100

)
=
√
1,1 ≈ 1,0488,

x ≈ 4,88%.

Òàêèì îáðàçîì, ïðàâèëüíûì ïðîöåíòîì áûë áû ïðîöåíò ìåíüøèé, ÷åì 5,
è ìû âèäèì, ÷òî Îñòàï Áåíäåð õèò¼ð è õî÷åò ïîëó÷èòü áîëüøèé ïðîöåíò,
÷åì åìó ïðåäëàãàåò áàíê.
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Èñïîëüçîâàííàÿ îïåðàöèÿ êâàäðàòíîãî êîðíÿ, âîçìîæíî, âàì íå çíàêîìà.
Ýòî îïåðàöèÿ, îáðàòíàÿ âîçâåäåíèþ â êâàäðàò è îòâå÷àåò íà âîïðîñ ¾Êà-
êîå ÷èñëî íàäî âîçâåñòè â êâàäðàò, ÷òîáû ïîëó÷èòü òðåáóåìîå?¿. Ðàçóìå-
åòñÿ, â äàííîì ïðèìåðå ìîæíî áûëî äëÿ åãî íàõîæäåíèÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ
êàëüêóëÿòîðîì.

Èçâåñòíà èñòîðèÿ, ñâÿçàííàÿ ñ çàâåùàíèåì çíàìåíèòîãî àìåðèêàíñêîãî
ãîñóäàðñòâåííîãî äåÿòåëÿ Áåíäæàìèíà Ôðàíêëèíà. Îíî îïóáëèêîâàíî â
¾Ñîáðàíèè ðàçíûõ ñî÷èíåíèé Áåíäæàìèíà Ôðàíêëèíà¿. Âîò èçâëå÷åíèå
èç íåãî.

Çàâåùàíèå Á.Ôðàíêëèíà. ¾Ïðåïîðó÷àþ òûñÿ÷ó ôóíòîâ ñòåðëèíãîâ áî-
ñòîíñêèì æèòåëÿì. Åñëè îíè ïðèìóò ýòó òûñÿ÷ó ôóíòîâ, òî äîëæíû ïîðó-
÷èòü å¼ îòáîðíåéøèì ãðàæäàíàì, à îíè áóäóò äàâàòü èõ ñ ïðîöåíòàìè, ïî
5 íà ñòî â ãîä, â çà¼ì ìîëîäûì ðåìåñëåííèêàì 2. Ñóììà ýòà ÷åðåç ñòî ëåò
âîçâûñèòñÿ äî 131 000 ôóíòîâ ñòåðëèíãîâ. ß æåëàþ, ÷òîáû òîãäà 100 000
ôóíòîâ óïîòðåáëåíû áûëè íà ïîñòðîéêó îáùåñòâåííûõ çäàíèé, îñòàëü-
íûå æå 31 000 ôóíòîâ îòäàíû áûëè â ïðîöåíòû íà 100 ëåò. Ïî èñòå÷åíèè
âòîðîãî ñòîëåòèÿ ñóììà âîçðàñò¼ò äî 4 061 000 ôóíòîâ ñòåðëèíãîâ, èç êîèõ
106 0000 ôóíòîâ îñòàâëÿþ â ðàñïîðÿæåíèè áîñòîíñêèõ æèòåëåé, à 3 000 000
� ïðàâëåíèþ Ìàññà÷óñåòñêîé îáùèíû. Äàëåå íå îñìåëèâàþñü ïðîñòèðàòü
ñâîèõ âèäîâ¿.

Á.Ôðàíêëèí áûë äîñòàòî÷íî èñêóø¼ííûì â ìàòåìàòè÷åñêèõ âû÷èñëåíè-
ÿõ, î ÷¼ì ãîâîðèò íåïðîñòîé õàðàêòåð ïðèâåäåííîé âûøå çàäà÷è. Òàê, ÷òî-
áû óâåëè÷èòü 1000 ôóíòîâ íà 5% ãîäîâûõ íà ïðîòÿæåíèè 100 ëåò, èìåÿ â
âèäó ïðîöåíòû ñëîæíûå, íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü:

1000 · 1,05100.

Çàäà÷à áûñòðîãî ïðèáëèçèòåëüíîãî âîçâåäåíèÿ â ñîòóþ ñòåïåíü (à íå ïðî-
ñòî äîëãîå è ìó÷èòåëüíîå ïåðåìíîæåíèå âñåõ ÷èñåë) ðåøàåòñÿ íåìíîãî
áîëåå ñëîæíûìè ìåòîäàìè � íàïðèìåð, ëîãàðèôìèðîâàíèåì, î ÷¼ì áîëåå
ïîäðîáíî áóäåò ðàññêàçàíî â ñëåäóþùèõ òîìàõ äàííîé êíèãè.

Â äàííîì ïðèìåðå íàãëÿäíî âèäíî, ÷òî ñëîæíûå ïðîöåíòû ìîãóò ðàñòè
äîñòàòî÷íî áûñòðî. Òàê, ðîñò íà 1% â äåíü íà ïðîòÿæåíèè ãîäà äà¼ò óâå-
ëè÷åíèå â . . . áîëåå ÷åì 37 (!) ðàç, à óìåíüøåíèå íà 1% â äåíü â òå÷åíèå ãîäà
äà¼ò â èòîãå 0,02 îò èñõîäíîé ñóììû. Â ñâÿçè ñ ýòèì êîíòîðû òàê íàçûâàå-
ìûõ ìèêðîçàéìîâ, ê ñîæàëåíèþ, è ïðîöâåòàþò � áîëüøèíñòâî ôèíàíñîâî
íåãðàìîòíûõ ëþäåé ñ÷èòàþò, ÷òî îäèí ïðîöåíò â äåíü çà êðåäèò � ýòî
î÷åíü ìàëî.

Çàäà÷à 3.9.3. Â Øèðå ïðîèçîøåë íåóðîæàé åæåâèêè, â ðåçóëüòàòå ÷åãî
ïèðîãè ñ åæåâèêîé ïîäîðîæàëè íà 25%. Íà ñêîëüêî ïðîöåíòîâ ìåíüøå

2Â Àìåðèêå â òó ýïîõó åùå íå áûëî êðåäèòíûõ ó÷ðåæäåíèé.
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ïèðîãîâ ìîæíî êóïèòü íà òå æå äåíüãè?

Ðåøåíèå. Ïîâûøåíèå öåí íà 25% ãîâîðèò î òîì, ÷òî íîâàÿ öåíà ïèðîãà
ðàâíà ñòàðîé, óìíîæåííîé íà 5

4 . Çíà÷èò, íà òå æå äåíüãè ìîæíî êóïèòü
1 : 5

4 = 4
5 îò ñòàðîãî êîëè÷åñòâà ïèðîãîâ, òî åñòü íà 20% ìåíüøå.

Çàäà÷à 3.9.4. Ìåððè è Ïèïïèí ðàçäåëèëè ìåæäó ñîáîé âûðó÷êó îò ïðî-
äàæè ïèðîãîâ ñ åæåâèêîé äðóãèì õîááèòàì. Ìåððè ïîäóìàë: âîçüìè ÿ ìî-
íåò íà 40% áîëüøå, äîëÿ Ïèïïèíà óìåíüøèòñÿ íà 60%. À êàê èçìåíèëàñü
áû äîëÿ Ïèïïèíà, Âîçüìè Ìåððè ñåáå ìîíåò íà 50% áîëüøå?

Ðåøåíèå. Òàê êàê 40% îò äåíåã Ìåððè ðàâíû 60% îò äåíåã Ïèïïèíà, òî
ó Ìåððè ìîíåò â 1,5 ðàçà áîëüøå. Ñëåäîâàòåëüíî óâåëè÷åíèå äîëè Ìåððè
íà n% óìåíüøàåò äîëþ Ïèïïèíà íà 1,5n%. Ò. î., îòâåò � óìåíüøèëàñü áû
íà 75%.

Çàäà÷à 3.9.5. Áîáðû è áåëêè ðåøèëè ïîéòè â ïîõîä. Ïåðâîíà÷àëüíî áåëîê
áûëî 25% îò ÷èñëà âñåõ ó÷àñòíèêîâ. Íî îäíà áåëêà íå ïðèøëà, à âìåñòî
íå¼ ïðèø¼ë îäèí áîá¼ð, è òîãäà óæå ÷èñëî áåëîê ñîñòàâèëî òîëüêî 20%
îò ÷èñëà âñåõ ó÷àñòíèêîâ. Ñêîëüêî áåëîê è ñêîëüêî áîáðîâ ó÷àñòâîâàëî â
ïîõîäå?

Ðåøåíèå. Âíà÷àëå áåëîê áûëà ÷åòâåðòü îò ó÷àñòíèêîâ, êîãäà îäíà èç íèõ
íå ïðèøëà � èõ ñòàëà ïÿòàÿ ÷àñòü îò òîãî æå êîëè÷åñòâà, òàê êàê âìåñòî
íå¼ ïðèø¼ë áîá¼ð. Òîãäà, åñëè âñåãî áûëî x ó÷àñòíèêîâ, âíà÷àëå áåëîê
áûëî x/4, à ñòàëî � x/5. Òàê êàê ðàçíèöà ñîñòàâëÿåò îäíó áåëêó, òî ìîæ-
íî ïîëó÷èòü óðàâíåíèå x/4 − x/5 = 1, îòêóäà x = 20. Òàêèì îáðàçîì, â
èòîãîâîì ñîñòàâå ó÷àñòíèêîâ ïîõîäà áûëî 20/5 = 4 áåëêè è 20 − 4 = 16
áîáðîâ.

Çàäàâàëüíèê

Çàäà÷à 3.9.6. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2015.7.1) Òðè ïèðàòà äåëèëè ìåøîê ìîíåò. Ïåðâûé çà-
áðàë 3/7 âñåõ ìîíåò, âòîðîé � 51% îñòàòêà, ïîñëå ÷åãî òðåòüåìó îñòàëîñü
íà 8 ìîíåò ìåíüøå, ÷åì ïîëó÷èë âòîðîé. Ñêîëüêî ìîíåò áûëî â ìåøêå?

Çàäà÷à 3.9.7. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1994.7.1) Çà äâà ãîäà çà-
âîä ñíèçèë îáú¼ì âûïóñêàåìîé ïðîäóêöèè íà 51%. Ïðè ýòîì êàæäûé ãîä
îáú¼ì âûïóñêàåìîé ïðîäóêöèè ñíèæàëñÿ íà îäíî è òî æå ÷èñëî ïðîöåíòîâ.
Íà ñêîëüêî?
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Çàäà÷à 3.9.8. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1996.6.2) Àëèê, Áîðÿ è
Âàñÿ ñîáèðàëè ãðèáû. Áîðÿ ñîáðàë ãðèáîâ íà 20% áîëüøå, ÷åì Àëèê, íî
íà 20% ìåíüøå, ÷åì Âàñÿ. Íà ñêîëüêî ïðîöåíòîâ áîëüøå Àëèêà ñîáðàë
ãðèáîâ Âàñÿ?

Çàäà÷à 3.9.9. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2004.6.2) Îäíî ÷èñëî óâåëè÷èëè íà 2%, à äðóãîå � íà 3%. Ìîãëà
ëè ñóììà óâåëè÷èòüñÿ íà 5%? (×èñëà ñ÷èòàþòñÿ ïîëîæèòåëüíûìè.)

Çàäà÷à 3.9.10. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2009.6.3) Â ïàðêå ðîñëè
ëèïû è êë¼íû. Êë¼íîâ ñðåäè íèõ áûëî 60%. Âåñíîé â ïàðêå ïîñàäèëè ëèïû,
ïîñëå ÷åãî êë¼íîâ ñòàëî 20%. À îñåíüþ ïîñàäèëè êë¼íû, è êë¼íîâ ñòàëî
ñíîâà 60%. Âî ñêîëüêî ðàç óâåëè÷èëîñü êîëè÷åñòâî äåðåâüåâ â ïàðêå çà
ãîä?

Çàäà÷à 3.9.11. (Òóðíèð Àðõèìåäà � 2015.2) Íà çàâòðàê Ìàëûø è
Êàðëñîí åëè êîíôåòû, ïðè÷åì Êàðëñîí ñúåë âñå ñâîè êîíôåòû, à Ìà-
ëûø òîëüêî 20% ñâîèõ êîíôåò. Èçâåñòíî, ÷òî âìåñòå îíè ñúåëè 80% âñåõ
êîíôåò, èìåâøèõñÿ ó íèõ äî çàâòðàêà. Ó êîãî èç íèõ äî çàâòðàêà áûëî
áîëüøå êîíôåò è âî ñêîëüêî ðàç?

Çàäà÷à 3.9.12. (Òóðíèð Àðõèìåäà � 2011.2) Ó Ôåäè â äíåâíèêå íà 10%
áîëüøå äâîåê, ÷åì ó Ëèçû. Ôåäÿ èñïðàâèë 10% ñâîèõ äâîåê, à Ëèçà � 1%
ñâîèõ. Ó êîãî èç íèõ îñòàëîñü áîëüøå íåèñïðàâëåííûõ äâîåê?

Çàäà÷à 3.9.13. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2001.7.2) Ïðèõîäÿ â òèð,
èãðîê âíîñèò â êàññó 100 ðóáëåé. Ïîñëå êàæäîãî óäà÷íîãî âûñòðåëà êîëè-
÷åñòâî åãî äåíåã óâåëè÷èâàåòñÿ íà 10%, à ïîñëå êàæäîãî ïðîìàõà � óìåíü-
øàåòñÿ íà 10%. Ìîãëî ëè ïîñëå íåñêîëüêèõ âûñòðåëîâ ó èãðîêà îêàçàòüñÿ
80 ðóáëåé 19 êîïååê?

Çàäà÷à 3.9.14. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1998.7.2) Â áàíàíîâîé
ðåñïóáëèêå ïðîøëè âûáîðû â ïàðëàìåíò, â êîòîðîì ó÷àñòâîâàëè âñå æè-
òåëè. Âñå ãîëîñîâàâøèå çà ïàðòèþ ¾Ìàíäàðèí¿ ëþáÿò ìàíäàðèíû. Ñðåäè
ãîëîñîâàâøèõ çà äðóãèå ïàðòèè 90% íå ëþáÿò ìàíäàðèíû. Ñêîëüêî ïðî-
öåíòîâ ãîëîñîâ íàáðàëà ïàðòèÿ ¾Ìàíäàðèí¿ íà âûáîðàõ, åñëè ðîâíî 46%
æèòåëåé ëþáÿò ìàíäàðèíû?

Çàäà÷à 3.9.15. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1991.7.3) Â íà÷àëå ãî-
äà âèíòèêè, øïóíòèêè è ãàå÷êè ïðîäàâàëèñü ïî îäèíàêîâîé öåíå 1 ðóáëü
çà 1 êã. 27 ôåâðàëÿ Âåðõîâíûé Ñîâåò ÑÑÑÐ ïðèíÿë çàêîí î ïîâûøåíèè
öåíû íà âèíòèêè íà 50% è ñíèæåíèè öåíû íà øïóíòèêè íà 50%. 28 ôåâðà-
ëÿ Âåðõîâíûé Ñîâåò ÐÑÔÑÐ ïðèíÿë çàêîí î ñíèæåíèè öåíû íà âèíòèêè
íà 50% è ïîâûøåíèè öåíû íà øïóíòèêè íà 50%. Êàêîé òîâàð áóäåò ñàìûì
äîðîãèì è êàêîé ñàìûì äåø¼âûì â ìàðòå?
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Çàäà÷à 3.9.16. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2014.7.4) Â íà÷àëå ãîäà â 7 êëàññå ó÷èëèñü 25 ÷åëîâåê. Ïîñëå
òîãî, êàê òóäà ïðèøëè ñåìåðî íîâåíüêèõ, ïðîöåíòíûé ñîñòàâ îòëè÷íèêîâ
óâåëè÷èëñÿ íà 10 (åñëè â íà÷àëå ãîäà îí áûë a%, òî òåïåðü � (a+ 10)%).
Ñêîëüêî òåïåðü îòëè÷íèêîâ â êëàññå?

Çàäà÷à 3.9.17. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2008.7.6) Òîëñòûé âûïóñê ãàçåòû ñòîèò 30 ðóáëåé, à òîíêèé �
äåøåâëå. Äëÿ ïåíñèîíåðîâ óñòàíîâëåíà ñêèäêà íà îäíî è òî æå êîëè÷å-
ñòâî ïðîöåíòîâ íà âñå ãàçåòû, ïîýòîìó òîíêèé âûïóñê òîé æå ãàçåòû îíè
ïîêóïàþò çà 15 ðóáëåé. Èçâåñòíî, ÷òî â ëþáîì ñëó÷àå ãàçåòà ñòîèò öå-
ëîå êîëè÷åñòâî ðóáëåé. Ñêîëüêî ñòîèò òîíêàÿ ãàçåòà áåç ñêèäêè è ñêîëüêî
ñòîèò òîëñòàÿ ãàçåòà äëÿ ïåíñèîíåðîâ?

Çàäà÷à 3.9.18. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2010.6.8) Áóðàòèíî çàêîïàë íà Ïîëå ×óäåñ äâà ñëèòêà � çîëî-
òîé è ñåðåáðÿíûé. Â òå äíè, êîãäà ïîãîäà õîðîøàÿ, çîëîòîé ñëèòîê óâåëè-
÷èâàåòñÿ íà 30%, à ñåðåáðÿíûé � íà 20%. À â òå äíè, êîãäà ïîãîäà ïëî-
õàÿ, çîëîòîé ñëèòîê óìåíüøàåòñÿ íà 30%, à ñåðåáðÿíûé � íà 20%. ×åðåç
íåäåëþ îêàçàëîñü, ÷òî îäèí èç ñëèòêîâ óâåëè÷èëñÿ, à äðóãîé óìåíüøèëñÿ.
Ñêîëüêî äíåé áûëà õîðîøàÿ ïîãîäà?

Çàäà÷à 3.9.19. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2014.6.8) Âàñÿ ïîëîæèë íåêóþ ñóììó â ðóáëÿõ â áàíê ïîä 20%
ãîäîâûõ. Ïåòÿ âçÿë äðóãóþ ñóììó â ðóáëÿõ, ïåðåâ¼ë å¼ â äîëëàðû è ïî-
ëîæèë â áàíê ïîä 10% ãîäîâûõ. Çà ãîä öåíà îäíîãî äîëëàðà â ðóáëÿõ
óâåëè÷èëàñü íà 9,5%. Êîãäà ÷åðåç ãîä Ïåòÿ ïåðåâ¼ë ñâîé âêëàä â ðóáëè,
òî îêàçàëîñü, ÷òî çà ãîä Âàñÿ è Ïåòÿ ïîëó÷èëè îäèíàêîâóþ ïðèáûëü. Ó
êîãî ïåðâîíà÷àëüíî áûëà ñóììà áîëüøå � ó Âàñè èëè ó Ïåòè?

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Çàäà÷à 3.23. Áóêèíèñò ïðîäàë êíèãó, ïðåäîñòàâèâ ïîêóïàòåëþ ñêèäêó â
5% îò öåíû, è â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èë ïðèáûëü â 14%. Ñêîëüêî ïðîöåíòîâ
ïðèáûëè ïîëó÷èë áû òîðãîâåö, íå ïðåäîñòàâëÿÿ ñêèäêó?

Çàäà÷à 3.24. Â ïåðâûé ìåñÿö öåíà íà òîâàð âîçðîñëà íà n ãðîøåé, à çà
âòîðîé � íà 300 ãðîøåé. Ïðè ýòîì çà ïåðâûé ìåñÿö öåíà óâåëè÷èëàñü íà
300%, à çà âòîðîé � íà n%. Êàêîé ñòàëà öåíà òîâàðà?
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10 Ñìåñè è êîíöåíòðàöèè

Ìàòåðèàë äëÿ ðàçáîðà íà çàíÿòèè

Êîíöåíòðàöèÿ êàêîãî-òî âåùåñòâà â ðàñòâîðå � ýòî îòíîøåíèå ìàññû èëè
îáú¼ìà ýòîãî âåùåñòâà ê ìàññå èëè îáú¼ìó âñåãî ðàñòâîðà. Òàêèå çàäà÷è
ìîãóò âñòðåòèòüñÿ êàê â îëèìïèàäàõ, òàê è â ÎÃÝ.

Çàäà÷à 3.10.1. Â 10% ðàñòâîð êèñëîòû ìàññîé 3 êã äîáàâèëè 1,8 êã ÷èñòîé
âîäû. ×åìó ñòàëà ðàâíà êîíöåíòðàöèÿ ðàñòâîðà (â ïðîöåíòàõ)?

Ðåøåíèå. Çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê òîìó, ÷òîáû íàéòè îòíîøåíèå ìàññû êèñëîòû
ê ìàññå ðàñòâîðà. Î÷åâèäíî, ÷òî êèñëîòû â ðàñòâîðå áóäåò: 3 · 0,1 = 0,3 êã
(â âîäå êèñëîòû íåò), à ìàññà ðàñòâîðà ñîñòàâèò 3 + 1,8 = 4,8 êã. Îòñþäà:

0,3

4,8
= 0,0625 = 6,25%.

Ðàññìîòðèì åùå îäèí èçâåñòíûé ïðèìåð.

Çàäà÷à 3.10.2. Èçþì ñîäåðæèò 5% âëàãè. Åãî ïîëó÷àþò èç âèíîãðàäà,
ñîäåðæàùåãî 90% âëàãè. Ñêîëüêî ïîòðåáóåòñÿ âèíîãðàäà, ÷òîáû ïîëó÷èòü
20 êã èçþìà?

Ðåøåíèå. Â ïðîöåññå ïîëó÷åíèÿ èçþìà â âèíîãðàäå óìåíüøàåòñÿ ìàññà
âëàãè, â òî âðåìÿ êàê ìàññà ìÿêîòè îñòàåòñÿ íåèçìåííîé. Â èçþìå ìÿêîòü
ñîñòàâëÿåò 95%� 19/20 ÷àñòåé. Â 20 êã èçþìà ìÿêîòè äîëæíî áûòü: 19/20·
20 = 19 êã, íî ýòè 19 êã ìÿêîòè áóäóò ñîñòàâëÿòü â âèíîãðàäå óæå 1/10
÷àñòü, òàêèì îáðàçîì âñåãî âèíîãðàäà ïîíàäîáèòñÿ: 19 · 10 = 190 êã.

Çàäà÷à 3.10.3. Åñòü äâà ñòàêàíà: îäèí ñ ìîëîêîì, äðóãîé ñ âîäîé. Èç
ïåðâîãî ïåðåëèëè ëîæêó âî âòîðîé, ïåðåìåøàëè è ïåðåëèëè ëîæêó ñìåñè
îáðàòíî.

a) ×åãî áîëüøå: âîäû â ñòàêàíå ñ ìîëîêîì èëè ìîëîêà â ñòàêàíå ñ âîäîé?

á) Òîò æå âîïðîñ, åñëè îïèñàííóþ ïðîöåäóðó ïîâòîðèëè 100 ðàç.

Ðåøåíèå. Ïóñòü îáú¼ì êàæäîãî èç ñòàêàíîâ ðàâåí a, çíà÷èò, ñóììàðíî
â íèõ áóäåò íàõîäèòñÿ a âîäû è a ìîëîêà. Ïóñòü â ðåçóëüòàòå êàêîãî-òî
÷èñëà îïåðàöèé, ïîñëå êîòîðûõ îáú¼ìû ðàñòâîðîâ â ñòàêàíàõ ðàâíû, âîäû
â ñòàêàíå ñ ìîëîêîì áûëî x, òîãäà âîäû â ñòàêàíå ñ âîäîé a− x, à ìîëîêà
â ñòàêàíå ñ íåé � a − (a − x) = x. Çíà÷èò, óêàçàííûå âûøå âåëè÷èíû
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ðàâíû êàê ïîñëå îäíîé îïåðàöèè, òàê è ïîñëå 100, ðàâíî êàê è âîîáùå
ïîñëå ëþáîãî ÷èñëà ïðîèçâîëüíûõ îïåðàöèé áåç ïðîëèâàíèé, â ðåçóëüòàòå
êîòîðûõ îáú¼ì æèäêîñòè â ñòàêàíàõ îñòàåòñÿ ðàâíûì.

Çàäà÷à 3.10.4. Ïî ñëó÷àþ ïðàçäíîâàíèÿ äíÿ Ñìåõà Äæîí è Èâàí ïðè-
ãîòîâèëè ñåáå ïî êîêòåéëþ. Äæîí ñìåøàë ÿáëî÷íîå âàðåíüå ñ âèøí¼âûì,
à Èâàí � àáðèêîñîâîå ñ âèíîãðàäíûì. Èçâåñòíî, ÷òî â ÿáëî÷íîì âàðåíüå
ñîäåðæàíèå ñàõàðà âûøå, ÷åì â àáðèêîñîâîì, à â âèøíåâîì � ÷åì â âèíî-
ãðàäíîì. Ìîæíî ëè óòâåðæäàòü, ÷òî Äæîí ïü¼ò áîëåå ñëàäêèé êîêòåéëü?

Ðåøåíèå. Íåò, òàê óòâåðæäàòü íåëüçÿ. Íàïðèìåð, ïóñòü â ÿáëî÷íîì âà-
ðåíüå ñîäåðæàíèå ñàõàðà ðàâíî 100%, â àáðèêîñîâîì � 90%, â âèøí¼âîì
� 10%, à â âèíîãðàäíîì � 0%. Ïóñòü Äæîí âçÿë 1 êã ÿáëî÷íîãî è 9 êã
âèøí¼âîãî, à Èâàí � 9 êã àáðèêîñîâîãî è 1 êã âèíîãðàäíîãî. Òîãäà äîëÿ
ñàõàðà â ñìåñè Äæîíà áóäåò ðàâíà

1 · 1 + 0,1 · 9
10

= 0,19,

à â ñìåñè Èâàíà
0,9 · 9 + 0 · 1

10
= 0,81.

Ëåììà. Êîíöåíòðàöèÿ äåéñòâóþùåãî âåùåñòâà â ñìåñè 2 ðàñòâîðîâ áóäåò
íå ìåíüøå ìåíüøåé èç êîíöåíòðàöèé è íå áîëüøå áîëüøåé èç êîíöåíòðà-
öèé èñõîäíûõ ðàñòâîðîâ, ïðè÷¼ì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ ëèøü â ñëó÷àå
ðàâåíñòâà èñõîäíûõ êîíöåíòðàöèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ìàññà ñìåøèâàåìûõ âåùåñòâ ðàâíà a è b, à êîí-
öåíòðàöèè x è y. Òîãäà êîíöåíòðàöèÿ äåéñòâóþùåãî âåùåñòâà â èòîãîâîì
ðàñòâîðå áóäåò ðàâíà

ax+ by

a+ b
.

Ïóñòü x < y, ïîêàæåì, ÷òî ýòà êîíöåíòðàöèÿ íå ìåíüøå x:

ax+ by

a+ b
− x =

ax+ by − ax− bx
a+ b

=
b(y − x)
a+ b

> 0,

ïðè÷¼ì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ ëèøü â ñëó÷àå ðàâåíñòâà x è y. Àíàëîãè÷íî
äîêàçûâàåòñÿ îöåíêà ñâåðõó.

157



Çàäàâàëüíèê

Çàäà÷à 3.10.5. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2005.6.5) Áóôåò÷èê äåëàåò ìîëî÷íî�âèøí¼âûé êîêòåéëü, ñìå-
øèâàÿ â ìèêñåðå ìîëîêî è âèøí¼âûé ñîê. Ìîëîêî ñòîèò 20 ðóáëåé çà ëèòð,
à âèøí¼âûé ñîê � 30 ðóáëåé çà ëèòð. Èçâåñòíî, ÷òî ñòîèìîñòü ìîëîêà, çà-
ëèâàåìîãî â ìèêñåð, ðàâíà ñòîèìîñòè ñîêà, çàëèâàåìîãî â ìèêñåð. Ñêîëüêî
ñòîèò ëèòð ìîëî÷íî�âèøí¼âîãî êîêòåéëÿ?

Çàäà÷à 3.10.6. (Ìîñêîâñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà � 1994.8.1) Êî-
îïåðàòèâ ïîëó÷àåò ÿáëî÷íûé è âèíîãðàäíûé ñîê â îäèíàêîâûõ áèäîíàõ
è âûïóñêàåò ÿáëî÷íî-âèíîãðàäíûé íàïèòîê â îäèíàêîâûõ áàíêàõ. Îäíîãî
áèäîíà ÿáëî÷íîãî ñîêà õâàòàåò ðîâíî íà 6 áàíîê íàïèòêà, à îäíîãî áèäîíà
âèíîãðàäíîãî � ðîâíî íà 10. Êîãäà ðåöåïòóðó íàïèòêà èçìåíèëè, îäíî-
ãî áèäîíà ÿáëî÷íîãî ñîêà ñòàëî õâàòàòü ðîâíî íà 5 áàíîê íàïèòêà. Íà
ñêîëüêî áàíîê íàïèòêà õâàòèò òåïåðü îäíîãî áèäîíà âèíîãðàäíîãî ñîêà?
(Íàïèòîê âîäîé íå ðàçáàâëÿåòñÿ.)

Çàäà÷à 3.10.7. (Ðåãèîíàëüíûé ýòàï îëèìïèàäû èì. Ëåîíàðäà Ýéëåðà �
2011.8.3) Èìåþòñÿ òðè ëèòðîâûõ áàíêè è ìåðêà îáú¼ìîì 100 ìë. Ïåðâàÿ
áàíêà ïóñòà, âî âòîðîé � 700 ìë ñëàäêîãî ÷àÿ, â òðåòüåé � 800 ìë ñëàä-
êîãî ÷àÿ. Ïðè ýòîì âî âòîðîé áàíêå ðàñòâîðåíî 50 ã ñàõàðà, à â òðåòüåé
� 60 ã ñàõàðà. Ðàçðåøàåòñÿ íàáðàòü èç ëþáîé áàíêè ïîëíóþ ìåðêó ÷àÿ
è ïåðåëèòü âåñü ýòîò ÷àé â ëþáóþ äðóãóþ áàíêó. Ìîæíî ëè íåñêîëüêèìè
òàêèìè ïåðåëèâàíèÿìè äîáèòüñÿ, ÷òîáû ïåðâàÿ áàíêà áûëà ïóñòà, à êî-
ëè÷åñòâî ñàõàðà âî âòîðîé áàíêå ðàâíÿëîñü êîëè÷åñòâó ñàõàðà â òðåòüåé
áàíêå?

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Çàäà÷à 3.25. Íåñêîëüêî äðóçåé âûïèëè ïî öåëîé ÷àøêå êîôå ñî ñëèâ-
êàìè, ïðè÷¼ì Ñàøà âûïèë ÷åòâ¼ðòóþ ÷àñòü âñåõ ñëèâîê è øåñòóþ ÷àñòü
âñåãî êîôå. Ñêîëüêî âñåãî äðóçåé ïèëè êîôå? (Îáú¼ì ÷àøåê ó âñåõ îäè-
íàêîâûé, â îòëè÷èå îò êðåïîñòè êîôå.)

Çàäà÷à 3.26. Èìååòñÿ äâå ÷àøêè, â ïåðâîé ñîäåðæèòñÿ íåêîòîðîå êîëè-
÷åñòâî êîôå, âî âòîðîé � òàêîå æå êîëè÷åñòâî ñëèâîê. Ðàçðåøàåòñÿ ïå-
ðåëèâàòü íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî æèäêîñòè èç îäíîé ÷àøêè â äðóãóþ (ïðè
ýòîì æèäêîñòè ðàâíîìåðíî ïåðåìåøèâàþòñÿ). Ìîæíî ëè ñ ïîìîùüþ òà-
êèõ îïåðàöèé ïîëó÷èòü â ïåðâîé ÷àøêå æèäêîñòü, â êîòîðîé ïðîöåíòíîå
ñîäåðæàíèå ñëèâîê áîëüøå, ÷åì âî âòîðîé?

Çàäà÷à 3.27. Äâà ñïëàâà ìàññîé 6 è 12 êã, èìåþùèå ðàçëè÷íîå ñîäåðæà-
íèå ñâèíöà, ðàñïèëèëè, îòðåçàâ îò êàæäîãî ïî êóñêó îäèíàêîâîé ìàññû.
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Êàæäûé èç ýòèõ êóñêîâ ñïëàâèëè ñ îñòàòêîì äðóãîãî êóñêà, ïîñëå ÷åãî
ïðîöåíòíîå ñîäåðæàíèå ñâèíöà â äâóõ ñïëàâàõ ñòàëî ðàâíûì. Íàéäèòå
ìàññû êàæäîãî èç îòðåçàííûõ êóñêîâ.
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11 Ïðîãðåññèè è çàêîíîìåðíîñòè

Ìàòåðèàë äëÿ ðàçáîðà íà çàíÿòèè

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü � î÷åíü âàæíîå ïîíÿòèå â ìàòåìàòèêå. Ïîêà íàì
äîñòàòî÷íî çíàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü � ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ, äëÿ
êàæäîãî èç êîòîðûõ ìîæíî óêàçàòü åãî íîìåð. Íóæíî îòëè÷àòü ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü îò ìíîæåñòâà. Íàïðèìåð, ïóñòü ó íàñ áóäåò ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü {4, 2, 8, 5, 7, 1}

(
âîçìîæíî, êòî-òî óçíàë öèôðû èç ïåðèî-

äà äðîáè 3
7

)
. Â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñîäåðæàòñÿ ýëåìåíòû ìíîæå-

ñòâà {1, 2, 4, 5, 7, 8}. Ýòî æå ìíîæåñòâî ìû ìîãëè áû çàïèñàòü è êàê
{1, 4, 8, 5, 7, 2}. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü æå èìååò ñòðîãèé ïîðÿäîê ñëåäîâàíèÿ.
Îáû÷íî â çàäà÷àõ ïî ìàòåìàòèêå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîä÷èíåíû êàêîé-òî
ëîãèêå. Êëàññè÷åñêèìè çàäà÷àìè íà ýòó òåìó ÿâëÿþòñÿ ¾ïðîäîëæèòå ðÿä¿
èëè ¾íàéäèòå çàêîíîìåðíîñòü¿. Êàêèå æå èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íàèáî-
ëåå èçâåñòíû? Ïðèâåä¼ì, ïîêà áåç àëãåáðàè÷åñêèõ ïîäðîáíîñòåé, íåêîòî-
ðûå èç íèõ.

Îïðåäåëåíèå 1. Àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ � ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü, â êîòîðîé êàæäûé ïîñëåäóþùèé ýëåìåíò îòëè÷àåòñÿ îò ïðåäû-
äóùåãî íà îäíó è òó æå âåëè÷èíó (øàã èëè ðàçíîñòü ïðîãðåññèè).

Îïðåäåëåíèå 2. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ � ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü, â êîòîðîé êàæäûé ïîñëåäóþùèé ýëåìåíò îòëè÷àåòñÿ îò ïðåäûäó-
ùåãî â îäíî è òî æå ÷èñëî ðàç (çíàìåíàòåëü ïðîãðåññèè).

Îïðåäåëåíèå 3. Ðåêóððåíòíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü � ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü, â êîòîðîé êàæäûé ïîñëåäóþùèé ýëåìåíò ìîæåò áûòü âû÷èñëåí èç
ïðåäûäóùèõ.

Îäíîé èç ñàìûõ èçâåñòíûõ ðåêóððåíòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ÿâëÿåòñÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è, ñîñòàâëåííàÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

F0 = 0, F1 = 1, Fn+2 = Fn+1 + Fn.

Äëÿ ÿñíîñòè âûïèøåì ïåðâûå ýëåìåíòû äàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè:

0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, . . .

Ïîäóìàéòå, ÿâëÿþòñÿ ëè àðèôìåòè÷åñêàÿ è ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðî-
ãðåññèÿ ðåêóððåíòíûìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè? À ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{4, 2, 8, 5, 7, 1}?
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Øèðîêî èçâåñòíà îäíà èç ëåãåíä î âåëè÷àéøåì ìàòåìàòèêå Ôðèäðèõå
Ãàóññå, êîòîðîãî åù¼ ïðè æèçíè ñîâðåìåííèêè íàçûâàëè ¾Êîðîëü ìàòå-
ìàòèêîâ¿: ìàëåíüêèé Ãàóññ íàõîäèëñÿ â îäíîì ïîìåùåíèè ñî ñòàðøèìè
äåòüìè è ïîñòîÿííî îòâëåêàë ó÷èòåëÿ âîïðîñàìè. Ó÷èòåëü ðåøèë çàíÿòü
åãî íà äëèòåëüíîå âðåìÿ è äàë åìó çàäà÷ó: ÷åìó ðàâíÿåòñÿ ñóììà âñåõ íà-
òóðàëüíûõ ÷èñåë îò 1 äî 100, íàäåÿñü íà òî, ÷òî Ãàóññ îñòàâèò åãî â ïîêîå.
Îäíàêî, Ãàóññ äàë îòâåò óæå ÷åðåç ìèíóòó. Îí ðàññóæäàë òàê: ïóñòü ñóììà
ýëåìåíòîâ ðàâíà S. Ñóììà ýëåìåíòîâ òàêîé æå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, çàïè-
ñàííîé â îáðàòíîì ïîðÿäêå, òà æå ñàìàÿ. Íàïèøåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
äðóã ïîä äðóãîì è ñëîæèì èõ:

1 + 2 + 3 + . . . + 98 + 99 + 100
100 + 99 + 98 + . . . + 3 + 2 + 1
101 + 101 + 101 + . . . + 101 + 101 + 101︸ ︷︷ ︸

100 ðàç

= S,
= S,
= 2S,

îòêóäà 2S = 101 · 100 è S = 5050.

Èëè, ÷òî òî æå � ñóììà ïåðâîãî è ïîñëåäíåãî ýëåìåíòà ðÿäà, âòîðîãî è
ïðåäïîñëåäíåãî, à òàêæå ñóììû âñåõ ñèììåòðè÷íûõ ïàð áóäóò ðàâíû, à,
çíàÿ êîëè÷åñòâî ïàð, ïîñ÷èòàòü ñóììó âñåãî ðÿäà íåñëîæíî.

Ýòà æå èäåÿ ëåæèò â îñíîâå íàõîæäåíèÿ ñóììû ëþáîé àðèôìåòè÷åñêîé
ïðîãðåññèè.

Èçâåñòíî, ÷òî Àðõèìåäó áûë èçâåñòåí ñëåäóþùèé ñïîñîá íàõîæäåíèÿ ñóì-
ìû áåñêîíå÷íîé óáûâàþùåé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè. Íàéä¼ì, ÷åìó
ðàâíà ñóììà:

S =
1

4
+

1

42
+ . . .

∣∣∣ · 4,
4S = 1 +

(1
4
+

1

42
+ . . .

)
,

4S = 1 + S,

S =
1

3
.

À òåïåðü ðåøèì íåñêîëüêî çàäà÷, ãäå òðåáóåòñÿ íàéòè êàêóþ-íèáóäü çàêî-
íîìåðíîñòü.

Çàäà÷à 3.11.1. (Îáúåäèí¼ííàÿ ìåæâóçîâñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà
øêîëüíèêîâ � 2017.11.1)

12 + 15

18
+

21 + 24

27
+ . . .+

48 + 51

54
.
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Ðåøåíèå. Äàííàÿ çàäà÷à áûëà äàíà íà îäíîé èç ïåðå÷íåâûõ îëèìïèàä çà
11 êëàññ, è íàèáîëüøèå çàòðóäíåíèÿ ó ó÷àñòíèêîâ âûçâàëî íå óïðîùåíèå
ïîëó÷åííîé äðîáè, à ïîíèìàíèå, ÷òî æå ñêðûòî çà òðîåòî÷èåì. Çàìåòèì,
÷òî, åñëè ìû ñîåäèíèì ÷èñëà îò ìåíüøåãî ê áîëüøåìó, òî ìû ïîëó÷èì,
÷òî êàæäûå 2 ñîñåäíèõ ÷èñëà îòëè÷àþòñÿ íà 3, è ñòðåëî÷êè îáðàçóþò
ïîâòîðÿþùèéñÿ ãåîìåòðè÷åñêèé óçîð.

12 + 15
18 + 21 + 24

27 + · · ·+ 48 + 51
54

Òåïåðü ìû ìîæåì çàïèñàòü äàííîå âûðàæåíèå öåëèêîì:

12 + 15

18
+

21 + 24

27
+

30 + 33

36
+

39 + 42

45
+

48 + 51

54
=

=
4 + 5

6
+

7 + 8

9
+

10 + 11

12
+

13 + 14

15
+

16 + 17

18
=

=
(6− 2) + (6− 1)

6
+

(9− 2) + (9− 1)

9
+ . . .+

(18− 2) + (18− 1)

18
=

= 2− 1

2
+ 2− 1

3
+ . . .+ 2− 1

6
= 2 · 5−

(1
2
+

1

3
+ . . .+

1

6

)
=

= 10−
(1
2
+

1

3
+

1

6

)
−
(1
4
+

1

5

)
=

171

20
= 8

11

20
.

À êàê íàéòè ðåøåíèå ïðèìåðà, åñëè íàì íå õî÷åòñÿ ðàñïèñûâàòü âñ¼ ïî
äåéñòâèÿì?

Çàäà÷à 3.11.2. ×åìó ðàâíà ñóììà:

1

1 · 2
+

1

2 · 3
+

1

3 · 4
+ . . .+

1

2017 · 2018
.

Ðåøåíèå. Ëåãêî óâèäåòü, ÷òî

1

x · (x+ 1)
=

1

x
− 1

x+ 1
.

Òîãäà
1

1 · 2
+

1

2 · 3
+

1

3 · 4
+ . . .+

1

2017 · 2018
=

=
(
1− 1

2

)
+
(1
2
− 1

3

)
+
(1
3
− 1

4

)
+ . . .+

( 1

2017
− 1

2018

)
=

= 1− 1

2018
=

2017

2018
.
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Çàäà÷à 3.11.3. Êîãäà Ôðîäî Áýããèíñ ïîø¼ë â øêîëó, áîãàòûé ïîñëå ïðè-
êëþ÷åíèÿ òóäà è îáðàòíî, Áèëüáî ïîîáåùàë åìó ïîäàðèòü íà îêîí÷àíèå
ïåðâîãî êëàññà 1 ìîíåòó, íà îêîí÷àíèå âòîðîãî � 2 ìîíåòû, íà îêîí÷àíèå
òðåòüåãî � 4 ìîíåòû, è òàê äàëåå. Ê îêîí÷àíèþ øêîëû Ôðîäî ïîëó÷èë â
ñóììå 65535 ìîíåò. Ñêîëüêî êëàññîâ çàêîí÷èë Ôðîäî?

Ðåøåíèå. Ðåøèì ñíà÷àëà áîëåå îáùóþ çàäà÷ó î íàõîæäåíèè ñóììû ïåð-
âûõ n ÷ëåíîâ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè 1, 2, 4, . . . , 2n:

Sn = 1 + 2 + 4 + . . .+ 2n,

2Sn = 2 + 4 + . . .+ 2n + 2n+1.

Âû÷òÿ èç âòîðîãî ïåðâîå, ïîëó÷èì:

Sn = 2n+1 − 1.

Ïîäáîðîì íàéä¼ì ïîõîäÿùåå n. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî 65536 = 215+1, Ôðîäî çà-
êîí÷èë 15 êëàññîâ.

Èíîãäà ïðè ðåøåíèè çàäà÷ íà ñóììó ðÿäà ìîãóò ïðèãîäèòüñÿ è ãåîìåòðè-
÷åñêèå ñîîáðàæåíèÿ.

Çàäà÷à 3.11.4. ×åìó ðàâíà ñóììà âñåõ íå÷¼òíûõ ÷èñåë îò 1 äî (2n− 1)?

Ðåøåíèå. Äîêàæåì, ÷òî ýòà ñóììà ðàâíà n2. Ðèñóíîê èëëþñòðèðóåò ðå-
øåíèå: i-é óãîëîê ñîäåðæèò 2i− 1 êëåòêó, à ñóììàðíàÿ èõ ïëîùàäü ðàâíà
n2.

2n− 12n− 12n− 12n− 12n− 12n− 12n− 12n− 12n− 12n− 12n− 12n− 12n− 12n− 12n− 12n− 12n− 12n− 12n− 12n− 12n− 12n− 12n− 12n− 12n− 12n− 12n− 12n− 12n− 12n− 12n− 12n− 12n− 12n− 12n− 12n− 12n− 12n− 12n− 12n− 12n− 12n− 12n− 12n− 12n− 12n− 12n− 12n− 12n− 12n− 12n− 12n− 12n− 12n− 12n− 12n− 12n− 12n− 12n− 12n− 12n− 12n− 12n− 12n− 12n− 1

n

n− 1

n
n− 1
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Çàäàâàëüíèê

Çàäà÷à 3.11.5. (Ìóíèöèïàëüíûé ýòàï Âñåðîññèéñêîé îëèìïèàäû øêîëü-
íèêîâ � 2011/2012.11.1) Áåñêîíå÷íàÿ âîçðàñòàþùàÿ àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðî-
ãðåññèÿ òàêîâà, ÷òî ïðîèçâåäåíèå êàæäûõ äâóõ ðàçëè÷íûõ å¼ ÷ëåíîâ �
òàêæå ÷ëåí ýòîé ïðîãðåññèè. Äîêàæèòå, ÷òî âñå å¼ ÷ëåíû � öåëûå ÷èñëà.

Çàäà÷à 3.11.6. (Òóðíèð èì. Ëîìîíîñîâà � 1982.04) à) Äàíî øåñòü íàòó-
ðàëüíûõ ÷èñåë. Âñå îíè ðàçëè÷íû è äàþò â ñóììå 22. Íàéòè ýòè ÷èñëà è
äîêàçàòü, ÷òî äðóãèõ íåò.

á) Òîò æå âîïðîñ ïðî 100 ÷èñåë, äàþùèõ â ñóììå 5051.

Çàäà÷à 3.11.7. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1993.6.1) Èíîïëàíåòÿíèí
ñî çâåçäû Òàó Êèòà, ïðèëåòåâ íà Çåìëþ â ïîíåäåëüíèê, âîñêëèêíóë: ¾À!¿.
Âî âòîðíèê îí âîñêëèêíóë: ¾ÀÓ!¿, â ñðåäó � ¾ÀÓÓÀ!¿, â ÷åòâåðã � ¾ÀÓÓ-
ÀÓÀÀÓ!¿. ×òî îí âîñêëèêíåò â ñóááîòó?

Çàäà÷à 3.11.8. (Òóðíèð èì. Ëîìîíîñîâà � 1999.02) Íà êëåò÷àòîé áóìàãå
íàðèñîâàíà ôèãóðà: â âåðõíåì ðÿäó � îäíà êëåòî÷êà, âî âòîðîì ñâåðõó �
òðè êëåòî÷êè, â ñëåäóþùåì ðÿäó � 5 êëåòî÷åê, è ò. ä., âñåãî ðÿäîâ � n.
Äîêàæèòå, ÷òî îáùåå ÷èñëî êëåòî÷åê åñòü êâàäðàò íåêîòîðîãî ÷èñëà.

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Çàäà÷à 3.28. Íàéäèòå ñóììó öèôð âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îò 1 äî 109.

Çàäà÷à 3.29. ×åìó ðàâíà ñóììà: 1 + 2018 + 20182 + . . .+ 2018n.

Çàäà÷à 3.30. ×åìó ðàâíà ñóììà:

1

2
+

1

2 · 4
+

1

4 · 6
+ . . .+

1

2016 · 2018
.
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12 Íåðàâåíñòâà â òåêñòîâûõ çàäà÷àõ

Ìàòåðèàë äëÿ ðàçáîðà íà çàíÿòèè

Äàííûé êâàíò ïîñâÿù¼í çàäà÷àì, â êîòîðûõ óñëîâèÿ ìîãóò áûòü çàïèñà-
íû ñ ïîìîùüþ ñèñòåì óðàâíåíèé è íåðàâåíñòâ. Íåêîòîðûå ðàññìîòðåííûå
íåðàâåíñòâà ìîãóò áûòü ðåøåíû áåç ñïåöèàëüíûõ çíàíèé, òîëüêî ñ ïîìî-
ùüþ íåêîòîðûõ ëîãè÷åñêèõ ïåðåõîäîâ.

Çàäà÷à 3.12.1. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2014.6.3) Íà ðóññêî-ôðàíöóçñêîé âñòðå÷å íå áûëî ïðåäñòàâè-
òåëåé äðóãèõ ñòðàí. Ñóììàðíîå êîëè÷åñòâî äåíåã ó ôðàíöóçîâ îêàçàëîñü
áîëüøå ñóììàðíîãî êîëè÷åñòâà äåíåã ó ðîññèÿí, è ñóììàðíîå êîëè÷åñòâî
äåíåã ó æåíùèí îêàçàëîñü áîëüøå ñóììàðíîãî êîëè÷åñòâà äåíåã ó ìóæ-
÷èí. Îáÿçàòåëüíî ëè íà âñòðå÷å áûëà ôðàíöóæåíêà?

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì, ÷òî áûëî áû, åñëè áû íà âñòðå÷å íå áûëî ôðàíöó-
æåíîê. Òîãäà âñå æåíùèíû íà âñòðå÷å � ðîññèÿíêè. Íî ñóììàðíîå êîëè-
÷åñòâî äåíåã ó æåíùèí áîëüøå ñóììàðíîãî êîëè÷åñòâà äåíåã ó ìóæ÷èí, òî
åñòü, êîëè÷åñòâî äåíåã ó æåíùèí èç Ðîññèè áîëüøå, ÷åì êîëè÷åñòâî äåíåã
ó ðîññèéñêèõ è ôðàíöóçñêèõ ìóæ÷èí âìåñòå âçÿòûõ, ÷òî íå ìåíüøå (ðàâíî
â ñëó÷àå, åñëè ó ðîññèéñêèõ ìóæ÷èí íåò äåíåã), ÷åì êîëè÷åñòâî äåíåã ó
âñåõ ôðàíöóçñêèõ ìóæ÷èí, ÷òî ðàâíî êîëè÷åñòâó äåíåã ó âñåõ ôðàíöóçîâ.
Òàêèì îáðàçîì, êîëè÷åñòâî äåíåã ó ðîññèéñêèõ æåíùèí ïðåâûøàåò êîëè-
÷åñòâî äåíåã ó âñåõ ôðàíöóçîâ, êîëè÷åñòâî äåíåã ó êîòîðûõ ïî óñëîâèþ
ïðåâûøàåò êîëè÷åñòâî äåíåã ó ðîññèÿí. Òàêàÿ ñèòóàöèÿ áûëà áû âîçìîæíà
òîëüêî åñëè áû ó ðîññèéñêèõ ìóæ÷èí áûëî áû îòðèöàòåëüíîå êîëè÷åñòâî
äåíåã, íî â îëèìïèàäàõ ïî ìàòåìàòèêå òàêèå ñëó÷àè îáû÷íî íåâîçìîæíû.
Òàêèì îáðàçîì, íà âñòðå÷å íå ìîæåò íå áûòü ôðàíöóæåíîê.

Íåðàâåíñòâà ìîãóò âîçíèêàòü è â çàäà÷àõ íà äâèæåíèå, íàïðèìåð.

Çàäà÷à 3.12.2. Ñàìîë¼ò (ñ ñîáñòâåííîé ñêîðîñòüþ 500 êì/÷àñ) ïðîëåòåë
îò Êðîêîãðàäà äî Áîáðîãðàäà è îáðàòíî â âåòðåíóþ ïîãîäó ñî ñêîðîñòüþ
âåòðà 100 êì/÷àñ. Íà ñëåäóþùèé äåíü îí ïîâòîðèë òîò æå ðåéñ â áåçâåò-
ðåííóþ ïîãîäó. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ äâèãàòåëè ñàìîë¼òà ðàçâèâàëè îäèíàêî-
âóþ ìîùíîñòü. Â êàêîé äåíü îí ïîòðàòèë áîëüøå âðåìåíè íà ïîë¼ò?

Ðåøåíèå. Ïóñòü ðàññòîÿíèå îò Êðîêîãðàäà äî Áîáðîãðàäà ðàâíî X êèëî-
ìåòðîâ. Òîãäà â âåòðåíóþ ïîãîäó â îäíó ñòîðîíó ñàìîë¼ò ëåòåë X

400 ÷àñîâ,
à â îáðàòíóþ � X

600 ÷àñîâ, ÷òî âìåñòå ñîñòàâëÿåò( 1

400
+

1

600

)
·X =

1

240
·X ÷àñîâ.
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Â áåçâåòðåííóþ ïîãîäó â îäíó ñòîðîíó ñàìîë¼ò òðàòèò X
500 ÷àñîâ, ÷òî ñî-

ñòàâëÿåò 1
250 ·X ÷àñîâ â îáà êîíöà.

Òàê êàê 1
240 >

1
250 , ñàìîë¼ò ïîòðàòèë áîëüøå âðåìåíè íà ïîë¼ò â ïåðâûé

äåíü.

Çàäà÷à 3.12.3. Èç ñòà ñòóäåíòîâ ÔÓÏÌ ÌÔÒÈ íà ïåðâîì ýêçàìåíå (ïî
êóðñó îáùåé ôèçèêè) ïîëó÷èëè îòëè÷íûå è õîðîøèå îöåíêè 80 ÷åëîâåê,
íà âòîðîì ýêçàìåíå (ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó) � 72, à íà òðåòüåì
(ïî àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè)� 60. Êàêèì ìîæåò áûòü íàèìåíüøåå ÷èñëî
ñòóäåíòîâ, ïîëó÷èâøèõ îòëè÷íûå è õîðîøèå îöåíêè (òî åñòü, òåõ, êòî áóäåò
ïîëó÷àòü ñòèïåíäèþ â ñëåäóþùåì ñåìåñòðå) íà âñåõ òð¼õ ýêçàìåíàõ?

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëî ëþäåé, ïîëó÷èâøèõ îöåíêè, íå ïðåâîñõîäÿ-
ùèå 3, ðàâíî 100 − 80 = 20; 100 − 72 = 28; 100 − 60 = 40 íà 1, 2 è 3
ýêçàìåíå ñîîòâåòñòâåííî. Òàêèì îáðàçîì, îáùåå ÷èñëî ¾òðîå÷íèêîâ¿ (ò. å.
ëþäåé, èìåþùèõ õîòÿ áû çà îäèí ýêçàìåí îöåíêó íå âûøå 3) íå ïðåâîñõî-
äèò 20+28+40 = 88, çíà÷èò, ¾õîðîøèñòîâ¿ ãàðàíòèðîâàííî íå ìåíüøå 12.
Ïóñòü ïåðâûé ýêçàìåí õîðîøî ñäàëè ñòóäåíòû ñ 21 ïî 100, âòîðîé ýêçàìåí
� ñ 1 ïî 20 è ñ 49 ïî 100, òðåòèé � ñ 1 ïî 48 è ñ 89 ïî 100. Ëåãêî óáåäèòüñÿ,
÷òî â òàêîì ñëó÷àå èõ ÷èñëî áóäåò ðàâíî 12.

Çàäà÷à 3.12.4. Îêîëî ïëîòèíû ïîñàæåíû ëèïû è äóáû, ïðè÷¼ì îáùåå èõ
êîëè÷åñòâî áîëüøå 14. Åñëè óâåëè÷èòü âäâîå êîëè÷åñòâî ëèï, à êîëè÷å-
ñòâî äóáîâ óâåëè÷èòü íà 18, òî äóáîâ ñòàíåò áîëüøå, ÷åì ëèï. Åñëè æå
óâåëè÷èòü âäâîå êîëè÷åñòâî äóáîâ, íå èçìåíÿÿ êîëè÷åñòâà ëèï, òî ëèï âñ¼
ðàâíî áóäåò áîëüøå, ÷åì äóáîâ. Ñêîëüêî ëèï è ñêîëüêî äóáîâ ðàñò¼ò ó
ïëîòèíû?

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì ÷èñëî ëèï è äóáîâ çà l è d ñîîòâåòñòâåííî. Èç óñëî-
âèÿ:

l + d > 14,

d+ 18 > 2l,

l > 2d.

Åñëè a è b � öåëûå ÷èñëà, òî a > b ⇔ a > b + 1. Ïåðåïèøåì óñëîâèå ñ
ó÷åòîì ýòîãî ñîîáðàæåíèÿ:

l + d > 15,

d+ 18 > 2l + 1,

l > 2d+ 1.
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Ñëîæèâ âñå ýòè íåðàâåíñòâà, ïîëó÷èì: 18 > 17. Çíà÷èò, ëèáî âñå îíè îáðà-
ùàþòñÿ â ðàâåíñòâà, ëèáî îáðàùàþòñÿ â ðàâåíñòâà 2 èç íèõ, à â òðåòüåì
ïðåâîñõîäñòâî ëåâîé ÷àñòè íàä ïðàâîé ðàâíî 1. Ïåðâûé ñëó÷àé íå ðåàëèçó-
åòñÿ, ïîñêîëüêó òîãäà l = 15−d, 15−d = 2d+1, d = 14

3 . Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî
íåîáõîäèìî, ÷òîáû èìåííî ïåðâîå íåðàâåíñòâî íå îáðàùàëîñü â ðàâåíñòâî.
Òîãäà l = 11, d = 5.

Çàäàâàëüíèê

Çàäà÷à 3.12.5. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2003.6.1) Êàññèð ïðîäàë âñå áèëåòû â ïåðâûé ðÿä êèíîòåàòðà,
ïðè÷¼ì ïî îøèáêå íà îäíî èç ìåñò áûëî ïðîäàíî äâà áèëåòà. Ñóììà íî-
ìåðîâ ìåñò íà âñåõ ýòèõ áèëåòàõ ðàâíà 857. Íà êàêîå ìåñòî ïðîäàíî äâà
áèëåòà?

Çàäà÷à 3.12.6. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2017.6.1;7.1) Â Ñòðàíå äóðàêîâ õîäÿò ìîíåòû â 1, 2, 3, . . . , 19, 20
ñîëüäî (äðóãèõ íåò). Ó Áóðàòèíî áûëà îäíà ìîíåòà. Îí êóïèë ìîðîæåíîå
è ïîëó÷èë îäíó ìîíåòó ñäà÷è. Ñíîâà êóïèë òàêîå æå ìîðîæåíîå è ïîëó÷èë
ñäà÷ó òðåìÿ ìîíåòàìè ðàçíîãî äîñòîèíñòâà. Áóðàòèíî õîòåë êóïèòü òðåòüå
òàêîå æå ìîðîæåíîå, íî äåíåã íå õâàòèëî. Ñêîëüêî ñòîèò ìîðîæåíîå?

Çàäà÷à 3.12.7. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2016.7.2) Â êîìíàòå ó Ïàïû Êàðëî íà êàæäîé ñòåíå âèñÿò ÷àñû,
ïðè÷¼ì îíè âñå ïîêàçûâàþò íåâåðíîå âðåìÿ: ïåðâûå ÷àñû îøèáàþòñÿ íà
2 ìèíóòû, âòîðûå � íà 3 ìèíóòû, òðåòüè � íà 4 ìèíóòû è ÷åòâ¼ðòûå �
íà 5 ìèíóò. Îäíàæäû Ïàïà Êàðëî, âûõîäÿ íà óëèöó, ðåøèë óçíàòü òî÷íîå
âðåìÿ è óâèäåë òàêèå ïîêàçàíèÿ ÷àñîâ: 14:54, 14:57, 15:02 è 15:03. Ïîìîãèòå
Ïàïå Êàðëî îïðåäåëèòü òî÷íîå âðåìÿ.

Çàäà÷à 3.12.8. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2012.7.2) Íà êàðòå îáîçíà÷åíû 4 äåðåâíè: A, B, C èD, ñîåäèí¼í-
íûå òðîïèíêàìè (ñ ðèñóíîê). Â ñïðàâî÷íèêå óêàçàíî, ÷òî íà ìàðøðóòàõ
A−B−C è B−C−D åñòü ïî 10 êîëäîáèí, íà ìàðøðóòå A−B−D êîëäîáèí
22, à íà ìàðøðóòå A−D−B êîëäîáèí 45. Òóðèñòû õîòÿò äîáðàòüñÿ èç A
â D òàê, ÷òîáû íà èõ ïóòè áûëî êàê ìîæíî ìåíüøå êîëäîáèí. Ïî êàêîìó
ìàðøðóòó èì íàäî äâèãàòüñÿ?

167



A

B

C

D

Çàäà÷à 3.12.9. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2006.6.3) Ñàøà ïðèãëà-
ñèë Ïåòþ â ãîñòè, ñêàçàâ, ÷òî æèâ¼ò â 10-ì ïîäúåçäå â êâàðòèðå �333, à
ýòàæ ñêàçàòü çàáûë. Ïîäîéäÿ ê äîìó, Ïåòÿ îáíàðóæèë, ÷òî äîì äåâÿòè-
ýòàæíûé. Íà êàêîé ýòàæ åìó ñëåäóåò ïîäíÿòüñÿ? (Íà êàæäîì ýòàæå ÷èñëî
êâàðòèð îäèíàêîâî, íîìåðà êâàðòèð â äîìå íà÷èíàþòñÿ ñ åäèíèöû.)

Çàäà÷à 3.12.10. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2001.6.3) Íàòàøà è Èí-
íà êóïèëè ïî îäèíàêîâîé êîðîáêå ÷àÿ â ïàêåòèêàõ. Èçâåñòíî, ÷òî îäíîãî
ïàêåòèêà õâàòàåò íà äâå èëè òðè ÷àøêè ÷àÿ. Ýòîé êîðîáêè Íàòàøå õâàòèëî
íà 41 ÷àøêó ÷àÿ, à Èííå � íà 58. Ñêîëüêî ïàêåòèêîâ áûëî â êîðîáêå?

Çàäà÷à 3.12.11. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1997.6.3;7.4) Â êîðçèíå
ëåæàò 30 ãðèáîâ � ðûæèêîâ è ãðóçäåé. Èçâåñòíî, ÷òî ñðåäè ëþáûõ 12
ãðèáîâ èìååòñÿ õîòÿ áû îäèí ðûæèê, à ñðåäè ëþáûõ 20 ãðèáîâ � õîòÿ áû
îäèí ãðóçäü. Ñêîëüêî ðûæèêîâ è ñêîëüêî ãðóçäåé â êîðçèíå?

Çàäà÷à 3.12.12. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2011.6.3) Âîëøåáíûì ñ÷èòàåòñÿ ìîìåíò, â êîòîðûé ÷èñëî ìèíóò
íà ýëåêòðîííûõ ÷àñàõ ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì ÷àñîâ. ×òîáû ñâàðèòü âîëøåáíîå
çåëüå, åãî íàäî è ïîñòàâèòü íà îãîíü, è ñíÿòü ñ îãíÿ â âîëøåáíûå ìîìåíòû.
À ÷òîáû îíî ïîëó÷èëîñü âêóñíûì, åãî íàäî âàðèòü îò ïîëóòîðà äî äâóõ
÷àñîâ. Ñêîëüêî âðåìåíè âàðèòñÿ âêóñíîå âîëøåáíîå çåëüå?

Çàäà÷à 3.12.13. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2006.6.3) Ïÿòåðî äðóçåé ñêèíóëèñü íà ïîêóïêó. Ìîæåò ëè îêà-
çàòüñÿ òàê, ÷òî ëþáûå äâà äðóãà â ñóììå âíåñëè ìåíåå òðåòè ñòîèìîñòè
ïîêóïêè?

Çàäà÷à 3.12.14. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2001.7.3) Äëÿ ïîñòðîé-
êè òèïîâîãî äîìà íå õâàòàëî ìåñòà. Àðõèòåêòîð èçìåíèë ïðîåêò: óáðàë
äâà ïîäúåçäà è äîáàâèë òðè ýòàæà. Ïðè ýòîì êîëè÷åñòâî êâàðòèð óâåëè-
÷èëîñü. Îí îáðàäîâàëñÿ è ðåøèë óáðàòü åù¼ äâà ïîäúåçäà è äîáàâèòü åù¼
òðè ýòàæà. Ìîãëî ëè ïðè ýòîì êâàðòèð ñòàòü äàæå ìåíüøå, ÷åì â òèïîâîì
ïðîåêòå? (Â êàæäîì ïîäúåçäå îäèíàêîâîå ÷èñëî ýòàæåé è íà âñåõ ýòàæàõ
âî âñåõ ïîäúåçäàõ îäèíàêîâîå ÷èñëî êâàðòèð.)

Çàäà÷à 3.12.15. (Òóðíèð Àðõèìåäà � 2016.3) Âàñÿ è Ïåòÿ çàäóìàëè ïî 5
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ïðè÷¼ì âñå 10 çàäóìàííûõ ÷èñåë îêàçàëèñü ðàçëè÷íû-
ìè. Ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå ÷èñåë Âàñèíîãî íàáîðà ðàâíî íàèáîëüøåìó
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÷èñëó Ïåòèíîãî íàáîðà. Ìîæåò ëè ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå ÷èñåë Ïåòè-
íîãî íàáîðà áûòü ðàâíî:

à) íàèìåíüøåìó ÷èñëó Âàñèíîãî íàáîðà;
á) íàèáîëüøåìó ÷èñëó Âàñèíîãî íàáîðà?

Çàäà÷à 3.12.16. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2009.7.3) Ï¼òð Ïåòðîâè÷ è Èâàí Èâàíîâè÷ åõàëè âìåñòå â ïî-
åçäå. Êàæäûé èç íèõ ñíà÷àëà ñìîòðåë â îêíî, ïîòîì ÷èòàë ãàçåòó, ïîòîì
ðàçãàäûâàë êðîññâîðä è ïîä êîíåö ïèë ÷àé. Òîëüêî ó Ïåòðà Ïåòðîâè÷à íà
êàæäîå ñëåäóþùåå çàíÿòèå óõîäèëî âäâîå áîëüøå âðåìåíè, ÷åì íà ïðåäû-
äóùåå, à ó Èâàíà Èâàíîâè÷à � â 4 ðàçà. Íà÷àëè ñìîòðåòü â îêíî îíè
îäíîâðåìåííî è êîí÷èëè ïèòü ÷àé òàêæå îäíîâðåìåííî. ×òî äåëàë Ï¼òð
Ïåòðîâè÷, êîãäà Èâàí Èâàíîâè÷ ïðèñòóïèë ê êðîññâîðäó?

Çàäà÷à 3.12.17. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2016.6.4) Â êëàññå ó÷àòñÿ 27 ÷åëîâåê, íî íà óðîê ôèçêóëüòóðû
ïðèøëè íå âñå. Ó÷èòåëü ðàçáèë ïðèøåäøèõ íà äâå ðàâíûå ïî ÷èñëåííîñòè
êîìàíäû äëÿ èãðû â ïèîíåðáîë. Ïðè ýòîì â ïåðâîé êîìàíäå áûëà ïîëî-
âèíà âñåõ ïðèøåäøèõ ìàëü÷èêîâ è òðåòü âñåõ ïðèøåäøèõ äåâî÷åê, à âî
âòîðîé � ïîëîâèíà âñåõ ïðèøåäøèõ äåâî÷åê è ÷åòâåðòü âñåõ ïðèøåäøèõ
ìàëü÷èêîâ. Îñòàëüíûå ïðèøåäøèå ðåáÿòà ïîìîãàëè ñóäèòü. Ñêîëüêî ïî-
ìîùíèêîâ ìîãëî áûòü ó ñóäüè?

Çàäà÷à 3.12.18. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2013.6.4) Åñëè êàæäîé äåâî÷êå äàòü ïî îäíîé øîêîëàäêå, à êàæ-
äîìó ìàëü÷èêó ïî äâå, òî øîêîëàäîê õâàòèò. À åñëè êàæäîìó ìàëü÷èêó
äàòü ïî îäíîé øîêîëàäêå, à êàæäîé äåâî÷êå ïî äâå, òî èõ íå õâàòèò. À
åñëè äåâî÷êàì íå äàâàòü âîîáùå, òî õâàòèò ëè êàæäîìó ìàëü÷èêó ïî òðè
øîêîëàäêè?

Çàäà÷à 3.12.19. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2010.7.4) Â êîíêóðñå
ïåíèÿ ó÷àñòâîâàëè Ïåòóõ, Âîðîíà è Êóêóøêà. Êàæäûé ÷ëåí æþðè ïðî-
ãîëîñîâàë çà îäíîãî èç òð¼õ èñïîëíèòåëåé. Äÿòåë ïîäñ÷èòàë, ÷òî â æþðè
áûëî 59 ñóäåé, ïðè÷¼ì çà Ïåòóõà è Âîðîíó áûëî â ñóììå ïîäàíî 15 ãîëîñîâ,
çà Âîðîíó è Êóêóøêó � 18 ãîëîñîâ, çà Êóêóøêó è Ïåòóõà � 20 ãîëîñîâ.
Äÿòåë ñ÷èòàåò ïëîõî, íî êàæäîå èç ÷åòûð¼õ íàçâàííûõ èì ÷èñåë îòëè÷à-
åòñÿ îò ïðàâèëüíîãî íå áîëåå ÷åì íà 13. Ñêîëüêî ñóäåé ïðîãîëîñîâàëè çà
Âîðîíó?

Çàäà÷à 3.12.20. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1993.6.5) Äÿäÿ Ô¼äîð,
êîò Ìàòðîñêèí, Øàðèê è ïî÷òàëüîí Ïå÷êèí ñèäÿò íà ñêàìåéêå. Åñëè Øà-
ðèê, ñèäÿùèé ñïðàâà îò âñåõ, ñÿäåò ìåæäó Äÿäåé Ô¼äîðîì è êîòîì, òî êîò
ñòàíåò êðàéíèì ñëåâà. Â êàêîì ïîðÿäêå îíè ñèäÿò?

Çàäà÷à 3.12.21. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2008.6.5) Ó ïàïû Êàðëî åñòü 130 äîùå÷åê. Èç 5 äîùå÷åê îí ìî-

169



æåò ñäåëàòü èãðóøå÷íóþ ìåëüíèöó, èç 7 äîùå÷åê � ïàðîõîä, èç 14 äîùå÷åê
� ñàìîë¼ò. Ñàìîë¼ò ñòîèò 19 çîëîòûõ, ïàðîõîä � 8 çîëîòûõ, ìåëüíèöà �
6 çîëîòûõ. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî çîëîòûõ ìîæåò çàðàáîòàòü ïàïà
Êàðëî?

Çàäà÷à 3.12.22. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2009.7.5) Àëè�Áàáà è 40 ðàçáîéíèêîâ äåëÿò äîáû÷ó. Äåë¼æ ñ÷è-
òàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì, åñëè ëþáûì 30 ó÷àñòíèêàì äîñòà¼òñÿ â ñóììå íå ìå-
íåå ïîëîâèíû äîáû÷è. Êàêàÿ íàèáîëüøàÿ äîëÿ ìîæåò äîñòàòüñÿ Àëè�Áàáå
ïðè ñïðàâåäëèâîì äåëåæå?

Çàäà÷à 3.12.23. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1994.6.6) Âñÿ ñåìüÿ âû-
ïèëà ïî ïîëíîé ÷àøêå êîôå ñ ìîëîêîì, ïðè÷¼ì Êàòÿ âûïèëà ÷åòâåðòü
âñåãî ìîëîêà è øåñòóþ ÷àñòü âñåãî êîôå. Ñêîëüêî ÷åëîâåê â ñåìüå?

Çàäà÷à 3.12.24. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2003.6.6) Íà êàæäîì êèëîìåòðå ìåæäó ñ¼ëàìè Ìàðüèíî è Ðî-
ùèíî ñòîèò ñòîëá ñ òàáëè÷êîé, íà îäíîé ñòîðîíå êîòîðîé íàïèñàíî ðàññòî-
ÿíèå äî Ìàðüèíî, íà äðóãîé � ðàññòîÿíèå äî Ðîùèíî. Îñòàíàâëèâàÿñü ó
êàæäîãî ñòîëáà, Áîáèê çàìåòèë, ÷òî åñëè ñëîæèòü âñå öèôðû, çàïèñàííûå
íà îáåèõ ñòîðîíàõ òàáëè÷êè, òî ïîëó÷èòñÿ 13. Íàéäèòå ðàññòîÿíèå ìåæäó
ñ¼ëàìè.

Çàäà÷à 3.12.25. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2016.6.7) Âàñÿ æèâ¼ò â ìíîãîêâàðòèðíîì äîìå. Â êàæäîì ïîäú-
åçäå äîìà îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî ýòàæåé, íà êàæäîì ýòàæå ïî ÷åòûðå
êâàðòèðû, êàæäàÿ êâàðòèðà èìååò îäíî-, äâó- èëè òð¼õçíà÷íûé íîìåð.
Âàñÿ çàìåòèë, ÷òî êîëè÷åñòâî êâàðòèð ñ äâóçíà÷íûì íîìåðîì ó íåãî â
ïîäúåçäå â äåñÿòü ðàç áîëüøå êîëè÷åñòâà ïîäúåçäîâ â äîìå. Ñêîëüêî âñå-
ãî êâàðòèð ìîæåò áûòü â ýòîì äîìå?

Çàäà÷à 3.12.26. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2006.6.7) Èëüÿ Ìóðîìåö ïîìíèò, ÷òî íà òî, ÷òîáû íåéòðàëèçî-
âàòü 10-ãîëîâîãî îãíåäûøàùåãî äðàêîíà, äîñòàòî÷íî ÷åòûð¼õ îãíåòóøè-
òåëåé. À äëÿ òîãî, ÷òîáû íåéòðàëèçîâàòü 16-ãîëîâîãî äðàêîíà, äîñòàòî÷íî
ñåìè îãíåòóøèòåëåé. Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî îãíåòóøèòåëåé íóæíî
äëÿ òîãî, ÷òîáû íåéòðàëèçîâàòü 19-ãîëîâîãî äðàêîíà?

Çàäà÷à 3.12.27. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2006.7.6) Íà ñïîðòèâíîì ïðàçäíèêå ó÷åíèêè ñåäüìûõ êëàññîâ
ïàðàìè ñîðåâíîâàëèñü â áåãå ïî ñëåäóþùèì ïðàâèëàì. Ïî êîìàíäå äâà
÷åëîâåêà íà÷èíàþò áåæàòü ñ ìåñòà ñòàðòà â ðàçíûå ñòîðîíû ïî êðóãîâîé
äîðîæêå ñòàäèîíà. Ôèíèøåì ñ÷èòàåòñÿ ìîìåíò èõ âñòðå÷è. Ñàøà è Þðà
ïðîáåæàëè êðóã çà 45 ñåêóíä. Äâå Àë¼íû íà÷àëè áåæàòü ñ ïîñòîÿííûìè
ñêîðîñòÿìè (íå îáÿçàòåëüíî ðàâíûìè), íî, êîãäà èì îñòàâàëîñü ïðîáåæàòü
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ïîëêðóãà, îäíà Àë¼íà óâåëè÷èëà ñêîðîñòü íà 25%, à äðóãàÿ � íà 28%. Îêà-
çàëîñü, ÷òî ïåðâûå ïîëêðóãà îíè áåæàëè íà 5 ñåêóíä áîëüøå, ÷åì âòîðûå
ïîëêðóãà. Ó êîãî ëó÷øå ðåçóëüòàò: ó äåâî÷åê èëè ó ìàëü÷èêîâ?

Çàäà÷à 3.12.28. (¾Ïîêîðè Âîðîáü¼âû ãîðû¿ 2016.5�6.1) Ìèøà, Ïåòÿ, Êî-
ëÿ è Âàñÿ èãðàëè â ¾ïîäêèäíîãî äóðàêà¿, âñåãî ñûãðàëè 16 ïàðòèé. Êàæ-
äûé îñòàëñÿ ¾â äóðàêàõ¿ õîòÿ áû îäèí ðàç. Èçâåñòíî, ÷òî áîëüøå âñåõ
îñòàâàëñÿ Ìèøà, à Ïåòÿ è Êîëÿ â ñóììå îñòàëèñü 9 ðàç. Ñêîëüêî ðàç
îñòàëñÿ ¾â äóðàêàõ¿ Âàñÿ?

Çàäà÷à 3.12.29. (Îëèìïèàäà ¾Ëîìîíîñîâ¿ � 2016.5�6.2,7�8.1) Íà ñêîëü-
êî íåäåëü ìîæåò íàêëàäûâàòüñÿ ãîä? Ñ÷èòàåì, ÷òî ãîä íàêëàäûâàåòñÿ íà
íåäåëþ, åñëè õîòÿ áû îäèí äåíü ýòîé íåäåëè ïðèõîäèòñÿ íà äàííûé ãîä.

Çàäà÷à 3.12.30. (Îëèìïèàäà ¾Ëîìîíîñîâ¿ � 2017.5�6.3, 7�8.2) À ó íàñ
ñåãîäíÿ êîøêà ðîäèëà â÷åðà êîòÿò! Èçâåñòíî, ÷òî äâà ñàìûõ ë¼ãêèõ âåñÿò
â ñóììå 80 ã, ÷åòûðå ñàìûõ òÿæ¼ëûõ � 200 ã, à ñóììàðíûé âåñ âñåõ êîòÿò
ðàâåí 500 ã. Cêîëüêî êîòÿò ðîäèëà êîøêà?

Çàäà÷à 3.12.31. (Êóð÷àòîâ � 2015.7.1) Ïÿòåðûõ äåòåé âûñòðîèëè â øå-
ðåíãó è ðàçäàëè èì 111 êîíôåò. Ó äåòåé, ñòîÿùèõ ñëåâà îò Äàíèëà � 96
êîíôåò, ñïðàâà îò Ëþäû � 57, ñëåâà îò Ìàêñèìà � 69, ñïðàâà îò Ñàøè
� 75 êîíôåò. Ïÿòîãî ðåáåíêà çîâóò Âàëÿ. Êàê çîâóò òîãî, êîìó äîñòàëîñü
áîëüøå âñåãî êîíôåò, è ñêîëüêî ó íåãî êîíôåò?

Çàäà÷à 3.12.32. (Êóð÷àòîâ � 2014.7.3) Îò äâóõ èãðóøå÷íûõ àçáóê îñòà-
ëîñü âñåãî 14 áóêâ. Êàæäàÿ áóêâà ïåðâîé àçáóêè òÿæåëåå ëþáîé áóêâû èç
âòîðîé, íî åñëè áóêâû âçÿòû èç îäíîé è òîé æå àçáóêè, òî âåñÿò ïîðîâ-
íó. Èçâåñòíî, ÷òî ñîñòàâëåííîå èç ýòèõ áóêâ ñëîâî ÖÈÐÊÓËÜ ëåã÷å, ÷åì
ñëîâî ×ÀÑÒÍÎÅ; ñëîâî ×ÀÑÒÜ ëåã÷å, ÷åì ÊÐÅÑÒ; à áóêâà Å ëåã÷å Ü.
Îïðåäåëèòå âñå òÿæ¼ëûå áóêâû.

Çàäà÷à 3.12.33. (Ìóíèöèïàëüíûé ýòàï Âñåðîññèéñêîé îëèìïèàäû
øêîëüíèêîâ � 2015.7.4) Áèîëîã ïîñëåäîâàòåëüíî ðàññàæèâàë 150 æóêîâ â
äåñÿòü áàíîê. Ïðè÷¼ì â êàæäóþ ñëåäóþùóþ áàíêó îí ñàæàë æóêîâ áîëü-
øå, ÷åì â ïðåäûäóùóþ. Êîëè÷åñòâî æóêîâ â ïåðâîé áàíêå ñîñòàâëÿåò íå
ìåíåå ïîëîâèíû îò êîëè÷åñòâà æóêîâ â äåñÿòîé áàíêå. Ñêîëüêî æóêîâ â
øåñòîé áàíêå?

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Çàäà÷à 3.31. Â ñêàçî÷íîì ëèñüåì ëåñó æèâóò 296 ëèñ, òð¼õõâîñòûõ è
ïÿòèõâîñòûõ. Èçâåñòíî, ÷òî ñðåäè ëþáûõ 99 ëèñ èìååòñÿ õîòü îäíà òð¼õ-
õâîñòàÿ, à ñðåäè ëþáûõ 199 � õîòÿ áû îäíà ïÿòèõâîñòàÿ. Ñêîëüêî òð¼õ-
õâîñòûõ ëèñ æèâ¼ò â ëåñó?
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Çàäà÷à 3.32. Òð¼õõâîñòûå è ïÿòèõâîñòûå ëèñû (âìåñòå èõ áûëî ìåíüøå
15) ïðèøëè íà ñîáðàíèå íà ïîëÿíó â ñêàçî÷íîì ëåñó. Îáùåå êîëè÷åñòâî
õâîñòîâ áûëî ðàâíî 53. Åñëè âìåñòî òð¼õõâîñòûõ ëèñ ïðèøëè áû ïÿòè-
õâîñòûå, à âìåñòî ïÿòèõâîñòûõ � òð¼õõâîñòûå, òî âìåñòå ó íèõ áûëî áû
ìåíüøå õâîñòîâ, ÷åì ñåé÷àñ, íî íå áîëåå, ÷åì â ïîëòîðà ðàçà. Ñêîëüêî
òð¼õõâîñòûõ ëèñ ñåé÷àñ íà ïîëÿíå?
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13 Ðàçáîð çàäà÷ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøå-

íèÿ

Ðàññòàíîâêà çíàêîâ

Çàäà÷à 3.1. Ðàññòàâüòå ìåæäó íåêîòîðûìè ñåìüþ ñòîÿùèìè ïîäðÿä äå-
âÿòêàìè çíàêè ¾+¿ èëè ¾−¿, ÷òîáû ïîëó÷èòü ÷èñëî 1989:

9 9 9 9 9 9 9 = 1989.

Åñëè ìåæäó íåêîòîðûìè öèôðàìè çíàêà íåò, íàïðèìåð, ìåæäó äâóìÿ äå-
âÿòêàìè 9 9, ýòó çàïèñü ñ÷èòàåì ìíîãîçíà÷íûì ÷èñëîì.

Ðåøåíèå. Çíàêè ìîæíî ðàññòàâèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: 999 + 999 − 9 =
1989.

Çàäà÷à 3.2. Èñïîëüçîâàâ ðîâíî ÷åòûðå ðàçà öèôðó 7, çíàêè äåéñòâèé è
ñêîáêè, ïðåäñòàâüòå âñå öåëûå ÷èñëà îò 0 äî 10.

Ðåøåíèå. Ïðåäñòàâèì êàæäîå èç òðåáóåìûõ ÷èñåë:

0 = 7− 7 + 7− 7;

1 = 77 : 77;

2 = 7 : 7 + 7 : 7;

3 = (7 + 7 + 7) : 7;

4 = 77 : 7− 7;

5 = 7− (7 + 7) : 7;

6 = (7 · 7− 7) : 7;

7 = 7− (7− 7) : 7;

8 = (7 · 7 + 7) : 7;

9 = 7 + (7 + 7) : 7;

10 = (77− 7) : 7.
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×èñëîâûå ðåáóñû

Çàäà÷à 3.3. Íàéäèòå âñå ðåøåíèÿ ðåáóñà:

ÀÐÊÀ+ÐÊÀ+ÊÀ+À = 2014.

Ðàçëè÷íûì áóêâàì ñîîòâåòñòâóþò ðàçëè÷íûå öèôðû, à îäèíàêîâûì áóê-
âàì � îäèíàêîâûå öèôðû.

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì, êàêèì çíà÷åíèÿì ìîæåò ñîîòâåòñòâîâàòü çíà÷åíèå
áóêâû À. Òàê êàê èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî ÀÐÊÀ < 2014, òî À ìîæåò
áûòü ðàâíî 1 èëè 2. Ñëîæåíèå ïîñëåäíèõ öèôð äàííîãî ïðèìåðà äîëæíî
äàòü öèôðó 4 íà êîíöå, òàêèì îáðàçîì, À ìîæåò áûòü ðàâíî òîëüêî 1.

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê 1ÐÊ1 + ÐÊ1 + Ê1 + 1 =
2014, ÷òî ñâîäèòñÿ îòáðàñûâàíèåì 4, ñîêðàùåíèåì íà 10 è óáèðàíèåì 1 â
ðàçðÿäå ïîëó÷èâøèõñÿ ñîòåí ê ÐÊ +ÐÊ +Ê = 101. Èç ïîñëåäíèõ öèôð
ïîëó÷èâøåãîñÿ ðàâåíñòâà ïîëó÷èì, ÷òî 3 ·Ê çàêàí÷èâàåòñÿ íà 1, èç ÷åãî,
âñïîìíèâ òàáëèöó óìíîæåíèÿ, ïîëó÷èì, ÷òî Ê = 7. Ïîäñòàâèâ, ïîëó÷èì,
÷òî Ð = 4. Òàêèì îáðàçîì, ó çàäàííîãî ðåáóñà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå:

1471 + 471 + 71 + 1 = 2014.

Çàäà÷à 3.4. (È.Â.ßêîâëåâ) Ðåáóñ ÒÜÌÀ +ÆÓÒÜ = ÓÆÀÑ èìååò
ðîâíî øåñòü ðåøåíèé. Íàéäèòå õîòÿ áû îäíî èç íèõ.

Ðåøåíèå. Äàííûìè øåñòüþ ðåøåíèÿìè ÿâëÿþòñÿ:

2691 + 5826 = 8517;

3592 + 4835 = 8427;

5361 + 2853 = 8214;

5394 + 2853 = 8247;

6273 + 1862 = 8135;

6295 + 1862 = 8157.

Îáðàòíûé õîä

Çàäà÷à 3.5. Ìåððè, Ïèïïèí è Ñýì äåëèëè 120 êàøòàíîâ. Ñíà÷àëà Ìåððè
äàë Ïèïïèíó è Ñýìó ñòîëüêî êàøòàíîâ, ñêîëüêî ó íèõ áûëî. Çàòåì Ïèïïèí
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äàë Ñýìó è Ìåððè ñòîëüêî, ñêîëüêî ó íèõ áûëî. È íàêîíåö, Ñýì äàë Ìåððè
è Ïèïïèíó ñòîëüêî, ñêîëüêî ó íèõ ê òîìó ìîìåíòó èìåëîñü. Â ðåçóëüòàòå
âñåì äîñòàëîñü ïîðîâíó. Ñêîëüêî êàøòàíîâ áûëî ó êàæäîãî â íà÷àëå?

Ðåøåíèå. Â êîíöå êàøòàíîâ ó âñåõ îêàçàëîñü ïîðîâíó � ò. å. ïî 40. Íà øàã
ðàíüøå ó Ìåððè è Ïèïïèíà áûëî â äâà ðàçà ìåíüøå � ïî 20, à ó Ñýìà �
40 + 20 + 20 = 80.

Åù¼ íà øàã ðàíåå Ìåððè è Ñýì èìåëè âäâîå ìåíüøå: Ìåððè � 10, Ñýì �
40, à Ïèïïèí èìåë 20 + 40 + 10 = 70 êàøòàíîâ.

Â ñàìîì íà÷àëå, òàêèì îáðàçîì, Ïèïïèí è Ñýì èìåëè ïîëîâèíó îò áóäó-
ùåãî ÷èñëà � 35 è 20 ñîîòâåòñòâåííî, à Ìåððè èìåë 10 + 35 + 20 = 65
êàøòàíîâ.

Çàäà÷à 3.6. Òðè õîááèòà èìåþò â ñóììå 24 ïèðîæêà ñ åæåâèêîé, ïðè÷¼ì
êàæäûé èìååò íà 3 ïèðîæêà ìåíüøå, ÷åì åìó ëåò. Ìëàäøèé õîááèò áûë
ñîîáðàçèòåëüíûì è ïðåäëîæèë ïîìåíÿòü ÷àñòü ïèðîæêîâ, îñòàâèâ ñâîþ
ïîëîâèíó ïèðîæêîâ, à äðóãóþ ðàçäåëèâ ìåæäó äâóìÿ äðóãèìè ïîðîâíó.
Ïîñëå ýòîãî ñðåäíèé ïî âîçðàñòó õîááèò òàêæå îñòàâèò ïîëîâèíó ïèðîæ-
êîâ, à äðóãóþ ðàçäåëèò ïîðîâíó ìåæäó ìëàäøèì è ñòàðøèì. Â êîíöå
ñòàðøèé õîááèò ïðîäåëàåò ïî çàìûñëó ìëàäøåãî òó æå îïåðàöèþ. Òàê
îíè è ñäåëàëè. Îêàçàëîñü, ÷òî âñå ïîëó÷èëè ïîðîâíó. Ñêîëüêî ëåò êàæäî-
ìó õîááèòó?

Ðåøåíèå. Ðàç ïèðîæêîâ âñåãî áûëî 24, òî â êîíöå êàæäûé èç õîááèòîâ
ïîëó÷èë ïî 24 : 3 = 8 ïèðîæêîâ. Ïåðåä òåì, êàê ñòàðøèé õîááèò ðàçäå-
ëèë ìåæäó ñâîèìè äðóçüÿìè ïîëîâèíó ïèðîæêîâ, ó íåãî áûëî 8 · 2 = 16
ïèðîæêîâ, çíà÷èò, äâóì äðóãèì îí îòäàë ïî 8 : 2 = 4 ïèðîæêà. Çíà÷èò, äî
ýòîãî ó íèõ áûëî ïî 8−4 = 4 ïèðîæêà. Ïðîâåäÿ àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ
åù¼ äâà ðàçà, ïîëó÷èì ñëåäóþùåå. Ïåðåä òåì, êàê ïèðîæêàìè ïîäåëèëñÿ
ñðåäíèé õîááèò, ó íåãî áûëî 8 ïèðîæêîâ, ó ìëàäøåãî � 2, à ó ñòàðøåãî �
14. À â ñàìîì íà÷àëå ó ñòàðøåãî õîááèòà áûëî 13 ïèðîæêîâ, ó ñðåäíåãî
� 7, à ó ìëàäøåãî � 4. Òåïåðü íåñëîæíî ïîñ÷èòàòü, ñêîëüêî êàæäîìó èç
õîááèòîâ ëåò.

Îòâåò: 16, 10, 7.

Çàäà÷à 3.7. Íàä íàòóðàëüíûì ÷èñëîì äîïóñêàåòñÿ ïðîèçâîäèòü ñëåäó-
þùèå îïåðàöèè: óìíîæàòü íà 2 è ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì ïåðåñòàâëÿòü â
í¼ì öèôðû (íî íåëüçÿ ñòàâèòü 0 íà ïåðâîå ìåñòî). Ìîæíî ëè ñ ïîìîùüþ
òàêèõ îïåðàöèé ïîëó÷èòü èç ÷èñëà 1 ÷èñëî 811?

Ðåøåíèå. Äîïóñòèì, ÷òî ÷èñëî 811 ïîëó÷èòü ìîæíî. Òîãäà ïîñëåäíåé îïå-
ðàöèåé ìîãëî áûòü óìíîæåíèå íà 2 (÷òî íåâîìîæíî, ò. ê. 811 � ÷èñëî
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íå÷¼òíîå), ëèáî ïåðåñòàíîâêà çíàêîâ.

Ïåðåñòàíîâêîé ìîæíî ïîëó÷èòü ÷èñëà: 181, 811 è 118. Ïåðâûå äâà òàêæå
íå äåëÿòñÿ íà 2, îñòàåòñÿ 118. Äåëåíèåì íà 2 ïîëó÷àåì 59 � îíî íå÷¼òíîå,
êàê è 95. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èòü èç 1 ÷èñëî 811 íåëüçÿ.

Çàäà÷à 3.8. Â äîìå Äæåêà 15 ýòàæåé è ñòðàííûé ëèôò, â êîòîðîì ëèøü
äâå êíîïêè: ¾+7¿ è ¾−9¿. Ìîæåò ëè Äæåê, èñïîëüçóÿ òîëüêî ëèôò, ïî-
ïàñòü ñ 3-ãî ýòàæà íà 12-é?

Ðåøåíèå. Äîïóñòèì, ÷òî òàêîé ìàðøðóò åñòü. Òîãäà íà 12-é ýòàæ ìîæíî
ïîïàñòü òîëüêî ñ 5-ãî, òóäà � òîëüêî ñ 14-ãî, òóäà � òîëüêî ñ 7-ãî. À âîò íà
7-é ýòàæ íè ñ êàêîãî äðóãîãî íå ïîïàäåøü. Òî åñòü ñ 3-ãî íà 12-é ïîïàñòü
íà ëèôòå íåëüçÿ.

Ìåòîä Ïðîêðóñòà

Çàäà÷à 3.9. Ó Ïèíîêêèî åñòü ìîíåòû äîñòîèíñòâîì â 2 è 5 ñîëüäî. Åñëè
îí âîçüì¼ò âñå ñâîè ìîíåòû â 2 ñîëüäî, åìó íå õâàòèò 60 ñîëüäî, ÷òîáû
êóïèòü ÷åòûðå òîìà ýíöèêëîïåäèè. Åñëè âñå ìîíåòû â 5 ñîëüäî � íå õâàòèò
60 ñîëüäî íà ïÿòü òîìîâ. À âñåãî åìó íå õâàòàåò 60 ñîëüäî äëÿ ïîêóïêè
øåñòè òîìîâ. Ñêîëüêî ñòîèò îäèí òîì?

Ðåøåíèå. Åñëè Ïèíîêêèî âîçüì¼ò âñå ñâîè ìîíåòû è â 2, è â 5 ñîëüäî, òî
åìó íå õâàòèò 60 + 60 = 120 ñîëüäî íà 4 + 5 = 9 òîìîâ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
åìó áóäåò íå õâàòàòü 60 ñîëüäî íà 6 òîìîâ. Òî åñòü, òðè òîìà ñòîÿò 60
ñîëüäî, à îäèí � 20.

Çàäà÷à 3.10. Òàòüÿíà êóïèëà êðóàññàíû ñ òðåìÿ âèäàìè íà÷èíêè � ìà-
ëèíîé, ÷åðíèêîé è êëóáíèêîé. Êðóàññàíû ñ ìàëèíîé ñîñòàâëÿþò ïîëîâèíó
îò âñåõ êóïëåííûõ. Êðóàññàíîâ ñ ÷åðíèêîé � íà 14 ìåíüøå, ÷åì ñ ìàëèíîé.
À êðóàññàíîâ ñ êëóáíèêîé ïîëó÷èëîñü â äâà ðàçà ìåíüøå, ÷åì ñ ìàëèíîé
è ÷åðíèêîé âìåñòå. Ñêîëüêî êðóàññàíîâ êàæäîãî âèäà êóïèëà Òàòüÿíà?

Ðåøåíèå. Òàê êàê êðóàññàíîâ ñ ìàëèíîé ïîëîâèíà îò îáùåãî êîëè÷åñòâà,
òî êðóàññàíîâ ñ ÷åðíèêîé è êëóáíèêîé âìåñòå ñòîëüêî æå, ñêîëüêî ñ ìà-
ëèíîé:

ñ ìàëèíîé ñ ÷åðíèêîé è êëóáíèêîé

ñ ìàëèíîé
ñ ÷åðíèêîé ñ êëóáíèêîé
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Ïðè ýòîì, êðóàññàíîâ ñ ÷åðíèêîé íà 14 ìåíüøå, ÷åì ñ ìàëèíîé, ñëåäî-
âàòåëüíî, ýòè 14 èçäåëèé � ñ êëóáíèêîé. Òîãäà êðóàññàíîâ ñ ìàëèíîé è
÷åðíèêîé: 14·2 = 28. Çíà÷èò, âñåãî êóïëåíî 28+14 = 42 êðóàññàíîâ. Òàêèì
îáðàçîì, ñ ìàëèíîé 42 : 2 = 21, ñ ÷åðíèêîé � 7, à ñ êëóáíèêîé � 14.

Ââåäåíèå â ñèñòåìû óðàâíåíèé

Çàäà÷à 3.11. Èçâåñòíî, ÷òî 4 ïåðñèêà, 2 ãðóøè è ÿáëîêî âìåñòå âåñÿò 550
ãðàììîâ, à ïåðñèê, 3 ãðóøè è 4 ÿáëîêà âìåñòå âåñÿò 450 ãðàììîâ. Ñêîëüêî
âåñÿò ïåðñèê, ãðóøà è ÿáëîêî âìåñòå?

Ðåøåíèå. Çàïèøåì ñèñòåìó óðàâíåíèé:

4ï+ 2ã+ ÿ = 550,

ï+ 3ã+ 4ÿ = 450.

Ñëîæèì äâà ðàâåíñòâà: 5ï+ 5ã+ 5ÿ = 1000. Ðàçäåëèì íà 5:

ï+ ã+ ÿ = 200.

Îòâåò: 200 ãðàììîâ.

Çàäà÷à 3.12. Êóïëåíû ðóññêàÿ, íåìåöêàÿ, ôðàíöóçñêàÿ è àíãëèéñêàÿ
ìàðêè. Ñòîèìîñòü ïîêóïêè áåç ðóññêîé ìàðêè � 40 ðóáëåé, áåç íåìåöêîé
� 45 ðóáëåé, áåç ôðàíöóçñêîé � 44 ðóáëÿ, à áåç àíãëèéñêîé � 27 ðóáëåé.
Ñêîëüêî ñòîèò ðóññêàÿ ìàðêà?

Ðåøåíèå. Çàïèøåì ñèñòåìó óðàâíåíèé:

í+ô+ à = 40,

ð+ô+ à = 45,

ð+ í+ à = 44,

ð+ í+ô = 27.

Ñëîæèì ÷åòûðå ðàâåíñòâà: 3ð+ 3í+ 3ô+ 3à = 156. Ïîäåëèì íà 3:

ð+í+ô+à = 52.

Òîãäà ðóññêàÿ ìàðêà ñòîèò: 52− 40 = 12 ðóáëåé.

Îòâåò: 12 ðóáëåé.

Çàäà÷à 3.13. Äîêòîð Àéáîëèò ðàçäàë ÷åòûð¼ì çàáîëåâøèì çâåðÿì 2006
÷óäîäåéñòâåííûõ òàáëåòîê. Íîñîðîã ïîëó÷èë íà îäíó áîëüøå, ÷åì êðîêî-
äèë, áåãåìîò � íà îäíó áîëüøå, ÷åì íîñîðîã, à ñëîí � íà îäíó áîëüøå,
÷åì áåãåìîò. Ñêîëüêî òàáëåòîê ïðèä¼òñÿ ñúåñòü ñëîíó?
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Ðåøåíèå. Çàïèøåì óðàâíåíèÿ:

í = ê+ 1, á = í+ 1 = ê+ 2, ñ = á+ 1 = ê+ 3,

ê+ ê+ 1 + ê+ 2 + ê+ 3 = 2006.

Îòñþäà: ê = 500, c = 503.

Îòâåò: 503.

Ñòîèìîñòü

Çàäà÷à 3.14. Ïèíîêêèî êóïèë 14 áóëî÷åê äâóõ âèäîâ ïî öåíå 6 ñîëüäî
è 17 ñîëüäî. Âñåãî îí îòäàë 183 ñîëüäî. Ñêîëüêî áóëî÷åê êàæäîãî âèäà
êóïèë Ïèíîêêèî?

Ðåøåíèå. Åñëè áû âñå êóïëåííûå Ïèíîêêèî 14 áóëî÷åê ñòîèëè 6 ñîëüäî,
òî âñå çàòðàòû ñîñòàâèëè áû 14 · 6 = 84 ñîëüäî � ýòî íà 99 ñîëüäî ìåíüøå
çàòðàò ïî óñëîâèþ. Çàìåòèì, ÷òî çàìåíà îäíîé äåø¼âîé áóëî÷êè íà äîðî-
ãóþ óâåëè÷èâàåò îáùóþ ñòîèìîñòü íà 11 ñîëüäî. Íåòðóäíî ïîñ÷èòàòü, ÷òî
âñåãî íàì ïîíàäîáèòñÿ çàìåíèòü 9 òàêèõ áóëî÷åê. Òàêèì îáðàçîì, áóëî÷åê
ïî 17 ñîëüäî áóäåò 9, îñòàâøèåñÿ 5 � ïî 6 ñîëüäî.

Çàäà÷ó ìîæíî ðåøàòü è ñî ñòîðîíû äîðîãèõ áóëî÷åê: 14 · 17 = 238, 238−
183 = 55, 55 : 11 = 5 � ïî 6 ñîëüäî; 9 � ïî 17 ñîëüäî.

Çàäà÷à 3.15. Çàäà÷à èç ¾Àðèôìåòèêè¿ Ìàãíèöêîãî: ¾Êóïèë íåêòî 112
áàðàíîâ ñòàðûõ è ìîëîäûõ, äàë 49 ðóáëåé è 20 àëòûí. Çà ñòàðîãî ïëàòèë
ïî 15 àëòûí è ïî 2 äåíüãè, à çà ìîëîäîãî ïî 10 àëòûí; è âåäàòåëüíî åñòü,
êîëèêî ñòàðûõ è ìîëîäûõ áàðàíîâ êóïèë îí (1 àëòûí � 3 êîïåéêè, 1 äåíüãà
� 1

2 êîïåéêè)?¿.

Ðåøåíèå. Äëÿ óäîáñòâà ïåðåâåä¼ì âñå ñòàðèííûå öåíû â áîëåå ñîâðåìåí-
íûå:

49 ðóáëåé è 20 àëòûí = 49 ðóáëåé 60 êîïååê;

15 àëòûí è 2 äåíüãè = 46 êîïååê;

10 àëòûí = 30 êîïååê.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî áûëè êóïëåíû òîëüêî ñòàðûå áàðàíû:

112 · 46 êîïååê = 51 ðóáëü 52 êîïåéêè.

Ýòî íà 1 ðóáëü 92 êîïåéêè ïðåâûøàåò òðåáóåìóþ ñóììó. Áóäåì ìåíÿòü
ñòàðîãî áàðàíà íà áîëåå äåø¼âîãî ìîëîäîãî � âñåãî ïîòðåáóåòñÿ ïîìåíÿòü:

192 : (46− 30) = 12 áàðàíîâ.
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Çíà÷èò, áûëî êóïëåíî 12 ìîëîäûõ áàðàíîâ è 112− 12 = 100 � ñòàðûõ.

Çàäà÷à 3.16. Ìåððè, Ïåðåãðèí è Ñýì çàøëè â ¾Ãàðöóþùèé ïîíè¿. Ìåððè
çàêàçàë 4 êåêñà ñ òìèíîì, ÷àøêó êîôå è 10 ïîí÷èêîâ, çàïëàòèâ 12 ìåäÿêîâ.
Ïåðåãðèí âçÿë 3 êåêñà ñ òìèíîì, ÷àøêó êîôå è 7 ïîí÷èêîâ çà 10 ìåäÿêîâ.
Ñêîëüêî çàïëàòèë Ñýì çà êåêñ, ÷àøêó êîôå è ïîí÷èê?

Ðåøåíèå. Èç óñëîâèÿ î÷åâèäíî, ÷òî:

8 êåêñîâ+ 2 ÷àøêè êîôå+ 20 ïîí÷èêîâ = 12 · 2 = 24 ìåäÿêà;

9 êåêñîâ+ 3 ÷àøêè êîôå+ 21 ïîí÷èê = 10 · 3 = 30 ìåäÿêîâ.

Îòñþäà, âû÷òÿ èç íèæíåãî óðàâíåíèÿ âåðõíåå, ïîëó÷èì:

1 êåêñ+ 1 ÷àøêà êîôå+ 1 ïîí÷èê = 30− 24 = 6 ìåäÿêîâ.

Çàäà÷à 3.17. Â ñòðàíå Áîáðÿíäèè î÷åíü ðàçâèòà òîðãîâëÿ. Êàê-òî ðàç
Øëîìî çàêóïèë ïàðòèþ òî÷èëîê äëÿ çóáîâ îïòîì è íà÷àë èõ ïðîäàâàòü.
Ñåìåéíûé íàáîð èç 7 òî÷èëîê ñòîèë 20 áð¼âåí, à íàáîð îäèíî÷êè èç 1 òî-
÷èëêè ñòîèë 4 áðåâíà. Çà ñêîëüêî áð¼âåí Øëîìî êóïèë êàæäóþ òî÷èëêó,
åñëè ïðîäàæà ñåìåéíîãî íàáîðà ïðèíîñèëà åìó â òðè ðàçà áîëüøå ïðèáû-
ëè, ÷åì ïðîäàæà íàáîðà îäèíî÷êè?

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì èñêîìóþ öåíó çàêóïêè òî÷èëîê ÷åðåç x áð¼âåí, òîãäà
ïðèáûëü ñ ïðîäàæè îäíîé òî÷èëêè � 4− x, à ñ ïðîäàæè ñåìè � 20− 7x.
Ïî óñëîâèþ ïðîäàæà ñåìåéíîãî íàáîðà ïðèíîñèëà åìó â òðè ðàçà áîëüøå
ïðèáûëè: 20− 7x = 3 · (4− x), îòêóäà x = 2.

Äâèæåíèå

Çàäà÷à 3.18. Äâà ïîåçäà åäóò ïî íàïðàâëåíèþ äðóã ê äðóãó ñî ñêîðîñòüþ
70 êì

÷
ó ïåðâîãî è 80 êì

÷
ó âòîðîãî. Ïàññàæèð âî âòîðîì ïîåçäå çàñ¼ê âðåìÿ,

çà êîòîðîå ïåðâûé ïîåçä ïðîø¼ë ìèìî íåãî, è ïîëó÷èë 12 ñ. Íàéäèòå äëèíó
ïåðâîãî ïîåçäà (â ìåòðàõ).

Ðåøåíèå. Ñêîðîñòü ñáëèæåíèÿ ïîåçäîâ ñîñòàâëÿåò 70+80 = 150 êì
÷
. Ïåðå-

âåä¼ì 12 ñåêóíä â ÷àñû:

12 ñ =
12

3600
÷ =

1

300
÷.
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Äëèíó ïîåçäà ïîëó÷èì, ïåðåìíîæèâ ñêîðîñòü íà âðåìÿ:

150 · 1

300
=

1

2
êì, èëè 500 ì.

Çàäà÷à 3.19. Ñïîðòñìåí-êàíîèñò ïëûë ïðîòèâ òå÷åíèÿ Òåìçû è ïîä Ëîí-
äîíñêèì ìîñòîì ïîòåðÿë ôëÿãó. Ïðîïàæó îí çàìåòèë ëèøü ÷åðåç 10 ìèí,
ïîñëå ÷åãî ðàçâåðíóë êàíîý è äîãíàë ôëÿãó ó Òàóýðñêîãî ìîñòà. Íàéäèòå
ñêîðîñòü òå÷åíèÿ ðåêè, åñëè ìåæäó äâóìÿ ìîñòàìè 1 êì.

Ðåøåíèå. Ñêîðîñòü îòíîñèòåëüíî ðåêè íå çàâèñèò îò íàïðàâëåíèÿ äâèæå-
íèÿ, ïîýòîìó êàíîèñò äîãîíèò ôëÿãó òàêæå ÷åðåç 10 ìèíóò. Òàêèì îáðà-
çîì, ôëÿãà, äâèãàÿñü ñî ñêîðîñòüþ òå÷åíèÿ ðåêè, ïðåîäîëååò ðàññòîÿíèå
ìåæäó ìîñòàìè â 1 êì çà 20 ìèíóò. Îòñþäà ñêîðîñòü òå÷åíèÿ ñîñòàâèò
3 êì

÷
.

Çàäà÷à 3.20. Ðèê áåãàë ñ îäèíàêîâîé ñêîðîñòüþ ââåðõ-âíèç ïî äâèæóùå-
ìóñÿ â îäíîì íàïðàâëåíèè ýñêàëàòîðó, à Ìîðòè íàáëþäàë çà íèì è ïîä-
ñ÷èòûâàë, ñêîëüêî ñòóïåíåé Ðèê ïðîáåæèò. Ïîêà Ðèê ñáåæàë âíèç, Ìîðòè
íàñ÷èòàë 30 ñòóïåíåé, à ïî äîðîãå ââåðõ � 70 ñòóïåíåé. Ñêîëüêî ñòóïåíåé
íàñ÷èòàë Ìîðòè, åñëè Ðèê ïðîáåæàë áû ïî íåïîäâèæíîìó ýñêàëàòîðó?

Ðåøåíèå. Êîëè÷åñòâî ñòóïåíåé, êîòîðûå óñïåâàåò ïðîáåãàòü Ðèê, ïðîïîð-
öèîíàëüíî âðåìåíè äâèæåíèÿ. Îáîçíà÷èì Ve � ñêîðîñòü ýñêàëàòîðà, Vr �
ñêîðîñòü Ðèêà. Òîãäà:

S

Vr + Ve
= 30;

S

Vr − Ve
= 70;

4Vr = 10Ve ⇒ Ve = 0,4Vr;

S = 42Vr.

Îòâåò: 42 ñòóïåíè.

×àñòè è îòíîøåíèÿ

Çàäà÷à 3.21. Áóðàòèíî ïðåäëîæèë êóïèòü èðèñêè. Íà ÷òî ïðàêòè÷íàÿ
Ìàëüâèíà îòâåòèëà: ¾Äàâàé ëó÷øå êóïèì ëåäåíöîâ. Êóïèòü èõ ìîæíî
íà ïîëîâèíó áîëüøå, à çàïëàòèòü çà íèõ ïðèä¼òñÿ áîëüøå òîëüêî íà ÷åò-
âåðòü¿. Âî ñêîëüêî ðàç ëåäåíöû äåøåâëå èðèñîê?
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Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì êîëè÷åñòâî äåíåã, êîòîðîå Áóðàòèíî ïëàíèðîâàë ïî-
òðàòèòü íà èðèñêè, ÷åðåç S, à êîëè÷åñòâî èðèñîê, êîòîðîå ìîæíî íà ýòó
ñóììó ïðèîáðåñòè � ÷åðåç i. Òîãäà ñòîèìîñòü îäíîé èðèñêè S/i. Ìàëüâè-
íà õî÷åò ïîòðàòèòü íà ëåäåíöû íà ÷åòâåðòü áîëüøå � 5

4S, à èõ ïëàíèðóå-
ìîå êîëè÷åñòâî íàïîëîâèíó áîëüøå � 3

2 i. Òîãäà ñòîèìîñòü îäíîãî ëåäåíöà
5
4S : 3

2 i =
5S
6i , ò. å. ëåäåíöû â 6/5 ðàç äåøåâëå.

Çàäà÷à 3.22. (¾Ïîêîðè Âîðîáü¼âû ãîðû¿ 2017, 5�6.5, 7�8.4, 9.3) Ôèðìà
ïðîâîäèëà îïðîñ ñîòðóäíèêîâ, êàêèìè ñîöèàëüíûìè ñåòÿìè îíè ïîëüçó-
þòñÿ: ÂÊîíòàêòå èëè Îäíîêëàññíèêàìè. Íåêîòîðûå ñîòðóäíèêè îòâåòèëè,
÷òî èñïîëüçóþò ÂÊîíòàêòå, íåêîòîðûå � Îäíîêëàññíèêîâ, íåêîòîðûå ñêà-
çàëè, ÷òî èñïîëüçóþò îáå ñîöèàëüíûå ñåòè, à 40 ñîòðóäíèêîâ ñêàçàëè, ÷òî
íå ïîëüçóþòñÿ ñîö. ñåòÿìè. Ñðåäè âñåõ, êòî èñïîëüçóåò ñîö. ñåòè, ÂÊîí-
òàêòå èñïîëüçóþò 75%, à 65% � îáå ñåòè. Äîëÿ òåõ ñîòðóäíèêîâ, êîòîðûå
èñïîëüçóþò Îäíîêëàññíèêîâ, îò îáùåãî ÷èñëà âñåõ ñîòðóäíèêîâ ðàâíà 5

6 .
Ñêîëüêî âñåãî ñîòðóäíèêîâ ðàáîòàåò â ôèðìå?

Ðåøåíèå. Òàê êàê ñðåäè âñåõ ïîëüçîâàòåëåé ñîö. ñåòåé ñåòü ÂÊîíòàêòå
èñïîëüçóþò 75%, ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî òîëüêî Îäíîêëàññíèêîâ èñïîëüçóåò 25%.
Ïîìèìî ýòîãî, 65% èñïîëüçóþò îáå ñåòè, çíà÷èò âñåãî Îäíîêëàññíèêàìè
ïîëüçóåòñÿ 65 + 25 = 90% ïîëüçîâàòåëåé ñîö. ñåòåé. Ýòè 90% ñîñòàâëÿþò
5/6 ñîòðóäíèêîâ ôèðìû, çíà÷èò 100% ñîñòàâëÿåò

10

9
· 5
6
=

50

54
.

îò âñåõ ñîòðóäíèêîâ. Ïîýòîìó òå, êòî íå ïîëüçóþòñÿ, ñîñòàâëÿþò

1− 50

54
=

4

54
,

ïðè÷¼ì èõ 40 ÷åëîâåê. Ñëåäîâàòåëüíî, âñåãî ñîòðóäíèêîâ 540.

Ïðîöåíòû

Çàäà÷à 3.23. Áóêèíèñò ïðîäàë êíèãó, ïðåäîñòàâèâ ïîêóïàòåëþ ñêèäêó â
5% îò öåíû, è â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èë ïðèáûëü â 14%. Ñêîëüêî ïðîöåíòîâ
ïðèáûëè ïîëó÷èë áû òîðãîâåö, íå ïðåäîñòàâëÿÿ ñêèäêó?

Ðåøåíèå. Ïóñòü íà÷àëüíàÿ öåíà íà êíèãó ñîñòàâëÿåò a. Ïîñëå ñêèäêè îíà
ñîñòàâèò 0,95a, ÷òî ñîñòàâëÿåò 100% + 14% = 114% öåíû, ïî êîòîðîé òîð-
ãîâåö ñàì êóïèë êíèãó è êîòîðàÿ ñîñòàâëÿëà

0,95a : 1,14 =
5

6
a.
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Ïîäñ÷èòàåì äîõîä, êîòîðûé ïëàíèðîâàë ïîëó÷èòü òîðãîâåö (â ïðîöåíòàõ):(
a :

5

6
a
)
· 100% = 120%.

Òîðãîâåö ïëàíèðîâàë ïîëó÷èòü 120%− 100% = 20% äîõîäà.

Çàäà÷à 3.24. Â ïåðâûé ìåñÿö öåíà íà òîâàð âîçðîñëà íà n ãðîøåé, à çà
âòîðîé � íà 300 ãðîøåé. Ïðè ýòîì çà ïåðâûé ìåñÿö öåíà óâåëè÷èëàñü íà
300%, à çà âòîðîé � íà n%. Êàêîé ñòàëà öåíà òîâàðà?

Ðåøåíèå. Ïóñòü èçíà÷àëüíî öåíà ñîñòàâëÿëà x, òîãäà çà ìåñÿö öåíà âû-
ðîñëà äî x + n, à ïîñëå âòîðîãî äî x + n + 300 ãðîøåé. Çà ïåðâûé ìåñÿö
öåíà óâåëè÷èëàñü íà 300%, ò. å. n = 3x. Òàêæå èçâåñòíî, ÷òî çà âòîðîé
ìåñÿö öåíà óâåëè÷èëàñü íà n%, ò. å. íà

(x+ n) · n

100
.

Ïîñêîëüêó öåíà óâåëè÷èëàñü íà 300 ãðîøåé, òî

(x+ n) · n

100
= 300.

Çíàÿ, ÷òî n = 3x, ïîëó÷èì: 10000 = 4x2, çíà÷èò x = 50. Ïîñëå âòîðîãî
ìåñÿöà öåíà ñòàëà ñîñòàâëÿòü x + n + 300 = 4x + 300 = 200 + 300 = 500
ãðîøåé.

Ñìåñè è êîíöåíòðàöèè

Çàäà÷à 3.25. Íåñêîëüêî äðóçåé âûïèëè ïî öåëîé ÷àøêå êîôå ñî ñëèâ-
êàìè, ïðè÷¼ì Ñàøà âûïèë ÷åòâ¼ðòóþ ÷àñòü âñåõ ñëèâîê è øåñòóþ ÷àñòü
âñåãî êîôå. Ñêîëüêî âñåãî äðóçåé ïèëè êîôå? (Îáú¼ì ÷àøåê ó âñåõ îäè-
íàêîâûé, â îòëè÷èå îò êðåïîñòè êîôå.)

Ðåøåíèå. Åñëè áû âñåãî áûëî âûïèòî 4 ÷àøêè êîôå, òî îíè ñîäåðæàëè
â ñåáå âñå ñëèâêè è 2/3 âñåãî êîôå � ò. å. ìåíüøå òðåáóåìîãî, ïîòîìó â
êîìïàíèè áûëî áîëåå ÷åòûð¼õ ÷åëîâåê. Àíàëîãè÷íî � ïðè 6 ÷àøêàõ áûë
áû âçÿò âåñü êîôå, íî ñëèâîê íå õâàòèëî áû, îòñþäà â êîìïàíèè ìåíåå 6
÷åëîâåê. Èòîãî, ïîëó÷àåì, ÷òî âñåãî ïèëè êîôå 5 äðóçåé.

Çàäà÷à 3.26. Èìååòñÿ äâå ÷àøêè, â ïåðâîé ñîäåðæèòñÿ íåêîòîðîå êîëè-
÷åñòâî êîôå, âî âòîðîé � òàêîå æå êîëè÷åñòâî ñëèâîê. Ðàçðåøàåòñÿ ïå-
ðåëèâàòü íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî æèäêîñòè èç îäíîé ÷àøêè â äðóãóþ (ïðè
ýòîì æèäêîñòè ðàâíîìåðíî ïåðåìåøèâàþòñÿ). Ìîæíî ëè ñ ïîìîùüþ òà-
êèõ îïåðàöèé ïîëó÷èòü â ïåðâîé ÷àøêå æèäêîñòü, â êîòîðîé ïðîöåíòíîå
ñîäåðæàíèå ñëèâîê áîëüøå, ÷åì âî âòîðîé?
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Ðåøåíèå. Äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè ïðèìåì êîëè÷åñòâî æèäêîñòè, íàëèòîé â
êàæäîé èç ÷àøåê, ðàâíûì 100 ã. Äîêàæåì, ÷òî â ïåðâîé ÷àøêå ïðîöåíòíîå
ñîäåðæàíèå ñëèâîê íèêîãäà íå ïðåâûñèò 50%, à âî âòîðîé íèêîãäà íå áóäåò
íèæå 50%.

Â íà÷àëüíûé ìîìåíò äàííîå óòâåðæäåíèå âåðíî. Ïóñòü îíî âåðíî â íåêî-
òîðûé ìîìåíò: â ïåðâîé ÷àøêå êîôå íå ìåíüøå, ÷åì ñëèâîê, à âî âòîðîé
� ñëèâîê íå ìåíüøå, ÷åì êîôå. Ïóñòü ìû ïåðåëèëè íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî
æèäêîñòè èç ïåðâîé ÷àøêè âî âòîðóþ. Òîãäà ïðîöåíòíîå ñîäåðæàíèå ñëè-
âîê â ïåðâîé ÷àøêå îñòàëîñü òåì æå, òî åñòü â íåé ïî-ïðåæíåìó êîôå íå
ìåíüøå, ÷åì ñëèâîê. Íî âî âòîðîé ÷àøêå â ñóììå ñ ïåðâîé 100 ã êîôå
è 100 ã ñëèâîê. Ñëåäîâàòåëüíî, âî âòîðîé ÷àøêå ïîñëå ïåðåëèâàíèÿ ñëè-
âîê áóäåò íå ìåíüøå, ÷åì êîôå. Èòàê, óòâåðæäåíèå îñòàåòñÿ âåðíûì ïðè
ïåðåëèâàíèÿõ.

Çàäà÷à 3.27. Äâà ñïëàâà ìàññîé 6 è 12 êã, èìåþùèå ðàçëè÷íîå ñîäåðæà-
íèå ñâèíöà, ðàñïèëèëè, îòðåçàâ îò êàæäîãî ïî êóñêó îäèíàêîâîé ìàññû.
Êàæäûé èç ýòèõ êóñêîâ ñïëàâèëè ñ îñòàòêîì äðóãîãî êóñêà, ïîñëå ÷åãî
ïðîöåíòíîå ñîäåðæàíèå ñâèíöà â äâóõ ñïëàâàõ ñòàëî ðàâíûì. Íàéäèòå
ìàññû êàæäîãî èç îòðåçàííûõ êóñêîâ.

Ðåøåíèå. Ïóñòü x � êîíöåíòðàöèÿ ñâèíöà â 6-òè êèëîãðàììîâîì êóñêå,
à y � â 12-òè êèëîãðàììîâîì, a � ìàññà îòðåçàííîãî êóñêà. Òîãäà óñëî-
âèå ðàâåíñòâà êîíöåíòðàöèè ñâèíöà ïîñëå óêàçàííûõ äåéñòâèé âûãëÿäèò
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(6− a)x+ ay

6
=

(12− a)y + ax

12
,

îòñþäà 2(6 − a)x + 2ay = (12 − a)y + a, èç ÷åãî âûâîäèì 12(x − y) =
3a(x − y), îòñþäà a = 4, òî åñòü, íóæíî îòðåçàòü ïî 4 êèëîãðàììà îò
êàæäîãî êóñêà.

Ïðîãðåññèè è çàêîíîìåðíîñòè

Çàäà÷à 3.28. Íàéäèòå ñóììó öèôð âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îò 1 äî 109.

Ðåøåíèå. Â äàííîé çàäà÷å ìîæíî ñîñòàâèòü 500 ìèëëèîíîâ ïàð: (0 è
999999999), (1 è 999999998) è òàê äàëåå, ïðè÷¼ì â êàæäîé ïàðå ñóììà
öèôð ðàâíà 81. Ïîìèìî ýòîãî, îñòàëîñü ÷èñëî 1000000000. Ïîýòîìó îáùàÿ
ñóììà öèôð ðàâíà 500000000 · 81 + 1 = 40500000001.

Îòâåò: 40500000001.

Çàäà÷à 3.29. ×åìó ðàâíà ñóììà: 1 + 2018 + 20182 + . . .+ 2018n.
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Ðåøåíèå. Ïóñòü èñêîìàÿ ñóììà ðàâíà S:

S = 1 + 2018 + 20182 + . . .+ 2018n,

S = 1 + 2018(1 + 2018 + 20182 + . . .+ 2018n−1),

S = 1 + 2018(S − 2018n),

2017S = 2018n+1 − 1,

S =
2018n+1 − 1

2017
.

Íà ñàìîì äåëå, ðåøèâ äàííóþ çàäà÷ó, ìû íàó÷èëèñü íàõîäèòü ñóììó ãåî-
ìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè � òî åñòü, ñàìîñòîÿòåëüíî âûâåëè ôîðìóëó, êî-
òîðóþ ïðîõîäÿò â 9 êëàññå.

Çàäà÷à 3.30. ×åìó ðàâíà ñóììà:

1

2
+

1

2 · 4
+

1

4 · 6
+ . . .+

1

2016 · 2018
.

Ðåøåíèå. Àíàëîãè÷íî çàäàíèþ èç òåîðåòè÷åñêîé ÷àñòè äàííîãî çàíÿòèÿ,
ìîæíî óâèäåòü, ÷òî

2

x · (x+ 2)
=

1

x
− 1

x+ 2
.

Òîãäà:
1

2
+

1

2 · 4
+

1

4 · 6
+ . . .+

1

2016 · 2018
=

=
1

2

(
1 +

(1
2
− 1

4

)
+
(1
4
− 1

6

)
+ . . .+

( 1

2016
− 1

2018

))
=

=
1

2

(3
2
− 1

2018

)
=

1513

2018
.

Íåðàâåíñòâà â òåêñòîâûõ çàäà÷àõ

Çàäà÷à 3.31. Â ñêàçî÷íîì ëèñüåì ëåñó æèâóò 296 ëèñ, òð¼õõâîñòûõ è
ïÿòèõâîñòûõ. Èçâåñòíî, ÷òî ñðåäè ëþáûõ 99 ëèñ èìååòñÿ õîòü îäíà òð¼õ-
õâîñòàÿ, à ñðåäè ëþáûõ 199 � õîòÿ áû îäíà ïÿòèõâîñòàÿ. Ñêîëüêî òð¼õ-
õâîñòûõ ëèñ æèâ¼ò â ëåñó?

Ðåøåíèå. Åñëè ñðåäè ëþáûõ 99 ëèñ èìååòñÿ õîòÿ áû îäíà òð¼õõâîñòàÿ,
çíà÷èò, âñåãî íå ìîæåò áûòü áîëåå, ÷åì 98 ïÿòèõâîñòûõ ëèñ, èíà÷å ìû
ìîãëè áû âçÿòü â êà÷åñòâå âûáðàííîãî ìíîæåñòâà èç 99 ëèñ òîëüêî ïÿòè-
õâîñòûõ è ïîëó÷èòü ïðîòèâîðå÷èå. Àíàëîãè÷íî, òð¼õõâîñòûõ ëèñ ìîæåò
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áûòü íå áîëåå, ÷åì 198. Çíà÷èò, âñåãî ëèñ íå áîëåå 98 + 198 = 296. Ðàâåí-
ñòâî äîñòèãàåòñÿ, êîãäà ïÿòèõâîñòûõ ëèñ ðîâíî 98, à òð¼õõâîñòûõ ëèñ �
ðîâíî 198.

Çàäà÷à 3.32. Òð¼õõâîñòûå è ïÿòèõâîñòûå ëèñû (âìåñòå èõ áûëî ìåíüøå
15) ïðèøëè íà ñîáðàíèå íà ïîëÿíó â ñêàçî÷íîì ëåñó. Îáùåå êîëè÷åñòâî
õâîñòîâ áûëî ðàâíî 53. Åñëè âìåñòî òð¼õõâîñòûõ ëèñ ïðèøëè áû ïÿòè-
õâîñòûå, à âìåñòî ïÿòèõâîñòûõ � òð¼õõâîñòûå, òî âìåñòå ó íèõ áûëî áû
ìåíüøå õâîñòîâ, ÷åì ñåé÷àñ, íî íå áîëåå, ÷åì â ïîëòîðà ðàçà. Ñêîëüêî
òð¼õõâîñòûõ ëèñ ñåé÷àñ íà ïîëÿíå?

Ðåøåíèå. Äàííóþ çàäà÷ó ïðîùå âñåãî ðåøàòü ïîëóïåðåáîðíûìè ìåòîäà-
ìè. Èç óñëîâèÿ, ÷òî ñåé÷àñ ëèñ ìåíüøå 15, ñëåäóåò, ÷òî, åñëè áû âñå ëèñû
áûëè òð¼õõâîñòûìè, âñåãî ó íèõ áûëî áû íå áîëåå 14 · 3 = 42 õâîñòîâ.
Çíà÷èò, îñòàâøèåñÿ íå ìåíåå 53 − 42 = 11 õâîñòîâ ïðèíîñèò óâåëè÷åíèå
êîëè÷åñòâà õâîñòîâ ó íåêîòîðûõ èç ëèñ íà 2 è ïðåâðàùåíèå èõ â ïÿòè-
õâîñòûõ. Çíà÷èò, âñåãî íà ïîëÿíå íå ìåíåå 6 ïÿòèõâîñòûõ ëèñ. Ðàñïèøåì
âîçìîæíûå âàðèàíòû ðàñïðåäåëåíèÿ ëèñ â íà÷àëå íà ïîëÿíå.

1. Åñëè áûëî 6 ïÿòèõâîñòûõ ëèñ, òî òð¼õõâîñòûå ëèñû èìåþò â ñóììå
53 − 6 · 5 = 23 õâîñòà; 23 íå äåëèòñÿ íà 3, çíà÷èò äàííûé âàðèàíò
íåâîçìîæåí.

2. Åñëè áûëî 7 ïÿòèõâîñòûõ ëèñ, òî òð¼õõâîñòûå ëèñû èìåþò â ñóììå
53− 7 · 5 = 18 õâîñòîâ. Çíà÷èò, âñåãî áûëî 6 òð¼õõâîñòûõ ëèñ. Òîãäà,
åñëè ìû çàìåíèì âñåõ òð¼õõâîñòûõ ëèñ íà ïÿòèõâîñòûõ è íàîáîðîò,
ìû ïîëó÷èì 7 · 3+6 · 5 = 51 õâîñò, ÷òî ìåíüøå, ÷åì 53, íî ìåíåå, ÷åì
â ïîëòîðà ðàçà, çíà÷èò, äàííûé âàðèàíò âîçìîæåí.

3. Åñëè áûëî 8 ïÿòèõâîñòûõ ëèñ, òî òð¼õõâîñòûå ëèñû èìåþò â ñóììå
53 − 8 · 5 = 13 õâîñòîâ; 13 íå äåëèòñÿ íà 3, çíà÷èò äàííûé âàðèàíò
íåâîçìîæåí.

4. Åñëè áûëî 9 ïÿòèõâîñòûõ ëèñ, òî òð¼õõâîñòûå ëèñû èìåþò â ñóììå
53 − 9 · 5 = 8 õâîñòîâ; 8 íå äåëèòñÿ íà 3, çíà÷èò äàííûé âàðèàíò
íåâîçìîæåí.

5. Åñëè áûëî 10 ïÿòèõâîñòûõ ëèñ, òî òð¼õõâîñòûå ëèñû èìåþò â ñóììå
53− 10 · 5 = 3 õâîñòà. Çíà÷èò, âñåãî áûëà 1 òð¼õõâîñòàÿ ëèñà. Òîãäà,
åñëè ìû çàìåíèì âñåõ òð¼õõâîñòûõ ëèñ íà ïÿòèõâîñòûõ è íàîáîðîò,
ìû ïîëó÷èì 10 · 3+ 1 · 5 = 35 õâîñòîâ, ÷òî ìåíüøå, ÷åì 53 áîëåå, ÷åì
â ïîëòîðà ðàçà, çíà÷èò, äàííûé âàðèàíò íåâîçìîæåí.

Òàêèì îáðàçîì, èòîãî íà ïîëÿíå ñåé÷àñ 6 òð¼õõâîñòûõ ëèñ.
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Ãëàâà 4

Òåîðèÿ ÷èñåë

Äàííûé ðàçäåë ïîñâÿù¼í òåìå ¾òåîðèÿ ÷èñåë¿, êîòîðàÿ îáúåäèíÿåò â ñå-
áÿ òàêèå òåìû, êàê äåëèìîñòü, îñíîâíûå ñâîéñòâà öåëûõ ÷èñåë, îñíîâíóþ
òåîðåìó àðèôìåòèêè. Òàêæå âû ñìîæåòå ëó÷øå óçíàòü, ÷òî æå òàêîå ïðà-
âèëüíàÿ íåñîêðàòèìàÿ äðîáü, ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ïðîñòûõ ÷èñåë è ïî÷åìó
ìû ïîëüçóåìñÿ àðàáñêèìè öèôðàìè.

1 ×¼òíîñòü

Ìàòåðèàë äëÿ ðàçáîðà íà çàíÿòèè

¾Îáùàÿñü¿ ñ ÷èñëàìè, ìû íà÷èíàåì çàìå÷àòü ñâîéñòâà ÷¼òíûõ è íå÷¼ò-
íûõ ÷èñåë â îïåðàöèÿõ ìåæäó íèìè. Ïî ÷¼òíîñòè ÷èñåë, ó÷àñòâóþùèõ â
îïåðàöèè, ìû ìîæåì îïðåäåëèòü ÷¼òíîñòü ïîëó÷èâøåãîñÿ ÷èñëà, íå çíàÿ
èõ ñàìèõ.
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Äëÿ îïåðàöèè ñëîæåíèÿ òàáëèöà âûãëÿäèò òàê:

×+× = ×,

×+Í = Í,

Í+× = Í,

Í+Í = ×.

Èíòåðåñíî, ÷òî äëÿ îïåðàöèè âû÷èòàíèÿ ïîëó÷àåòñÿ òî÷íî òàêàÿ æå òàá-
ëèöà:

×−× = ×,

×−Í = Í,

Í−× = Í,

Í−Í = ×.

Ïðèáàâëÿÿ åäèíèöó ê ÷èñëó, ìû ìåíÿåì åãî ÷¼òíîñòü, à ïðèáàâëÿÿ äâîéêó
� íå ìåíÿåì.

Ïðè óìíîæåíèè äîñòàòî÷íî ïîÿâèòüñÿ õîòÿ áû îäíîìó ÷¼òíîìó ÷èñëó, ÷òî-
áû ðåçóëüòàò ïîëó÷èëñÿ ÷¼òíûì:

× ·× = ×,

× ·Í = ×,

Í ·× = ×,

Í ·Í = Í.

Çàäà÷à 4.1.1. Ïóñòü a è b � öåëûå ÷èñëà. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî ab(a+ b)
÷¼òíî.

Ðåøåíèå. Â ñëó÷àå, êîãäà a èëè b ÷¼òíî, âñ¼ ïðîèçâåäåíèå ab(a+b) ñîãëàñ-
íî ïðèâåä¼ííîé âûøå òàáëèöå òàêæå ÷¼òíî. Åñëè æå a è b îäíîâðåìåííî
íå÷¼òíû, òî èõ ñóììà a + b ÷¼òíà, à çíà÷èò, è âñ¼ ïðîèçâåäåíèå òàêæå
÷¼òíî.

Çàäà÷à 4.1.2. Ìîæíî ëè ðàçìåíÿòü 25 òóãðèêîâ íà 10 êóïþð äîñòîèí-
ñòâîì â 1, 3 è 5 òóãðèêîâ?

Ðåøåíèå. Âåðí¼ìñÿ ê òàáëèöå ñëîæåíèÿ ÷¼òíûõ è íå÷¼òíûõ ÷èñåë, êîòî-
ðóþ ìû ñîñòàâèëè âíà÷àëå. Âñå êóïþðû ó íàñ èìåþò íå÷¼òíîå äîñòîèí-
ñòâî. ×¼òíîå êîëè÷åñòâî íå÷¼òíûõ ÷èñåë äàñò â ñóììå ÷¼òíîå ÷èñëî; 25 �
íå÷¼òíîå ÷èñëî, òàê ÷òî îòâåò áóäåò ¾íåëüçÿ¿.

187



Çàäà÷à 4.1.3. Èç êîðîáêè ñ äîìèíî ïîòåðÿëèñü âñå êîñòè, ñîäåðæàùèå
¾ïóñòî¿. Ìîæíî ëè îñòàâøèåñÿ êîñòè âûëîæèòü â ðÿä?

Ðåøåíèå. Çàäà÷è íà äîìèíî ðåãóëÿðíî âñòðå÷àþòñÿ ñðåäè îëèìïèàäíûõ
çàäà÷, è ïîëåçíî ïîíèìàòü îñíîâû äàííîé èãðû. Íàáîð äîìèíî ñîñòîèò èç
28 ðàçëè÷íûõ êîñòåé, íà êàæäîé èç êîòîðûõ ïðèñóòñòâóåò ïàðà ÷èñåë îò
íóëÿ äî øåñòè. Èìååòñÿ ñåìü êîñòåé ñ îäèíàêîâûìè ÷èñëàìè, îíè íàçû-
âàþòñÿ ¾äóáëè¿. Èãðà â äîìèíî ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû âûêëàäûâàòü êîñòè
òàê, ÷òîáû ñîïðèêàñàëèñü êâàäðàòû ñ ðàâíûìè ÷èñëàìè. Â ïîëíîì íàáîðå
äîìèíî êàæäàÿ öèôðà âñòðå÷àåòñÿ ðîâíî ïî 8 ðàç (ïðîâåðüòå ñàìè äàí-
íûé ôàêò). Êàæäîå âûêëàäûâàíèå î÷åðåäíîé êîñòè ëèáî äîáàâëÿåò äóáëü,
êîòîðûé è òàê ÿâëÿåòñÿ ïàðîé, ëèáî ñîçäà¼ò íîâóþ ïàðó. Åñëè âûëîæåí
âåñü êîìïëåêò, òî êàæäàÿ èç öèôð, òàêèì îáðàçîì, äîëæíà áûòü ÷àñòüþ
êàêîé-ëèáî ïàðû â ðÿäó (åñëè ìû íå çàìêíóëè êîëüöî, òî íà êðàÿõ äîëæíû
îñòàòüñÿ îäèíàêîâûå ÷èñëà).

Åñëè ìû ïîòåðÿëè âñå êîñòè, ñîäåðæàùèå ¾ïóñòî¿, à ýòî êîñòè (0,0), (0,1),
(0,2), (0,3), (0,4), (0,5), (0,6), òî êàæäàÿ èç øåñòè îñòàâøèõñÿ öèôð â îñòàâ-
øåìñÿ íàáîðå òåïåðü âñòðå÷àåòñÿ ïî 7 ðàç. Êàæäàÿ èç öèôð äîëæíà îá-
ðàçîâàòü ïàðó, åñëè îíà íàõîäèòñÿ âíóòðè ðÿäà. Íà êîíöàõ ðÿäà ìîãóò
íàõîäèòüñÿ ðàçëè÷íûå öèôðû, íî îñòàâøèåñÿ ÷åòûðå íå ñìîãóò ñîñòàâèòü
ïàðû.

Îòâåò: íåëüçÿ.

Çàäà÷à 4.1.4. Êàê-òî ðàç ðóêîâîäñòâî ÊÃÁ ðåøèëî ñïðîâîöèðîâàòü ãðóï-
ïó ñîâåòñêèõ õèïïè íà ó÷àñòèå â àêöèè ïðîòåñòà ïðîòèâ âîéíû âî Âüåòíàìå
îêîëî ïîñîëüñòâà ÑØÀ â Ìîñêâå. Â ðàçðàáîòêó áûëà âçÿòà ãðóïïà èç 100
õèïïè, êîòîðóþ ïëàíèðîâàëîñü óáåäèòü ó÷àñòâîâàòü â àêöèè. Îäíàêî ïå-
ðåä ýòèì èõ íóæíî áûëî ïîçíàêîìèòü äðóã ñ äðóãîì. Ñ îäíîé ñòîðîíû,
îïàñíî áûëî ñîáèðàòü ñðàçó ñëèøêîì ìíîãî íåçíàêîìûõ ëþäåé, ñ äðóãîé,
â ñëó÷àå çíàêîìñòâà ïî äâîå ïðîöåññ çàíÿë áû ñëèøêîì áîëüøîå âðåìÿ.
Òîãäà àãåíò ÊÃÁ, êîòîðîìó áûëî ïîðó÷åíî âûïîëíåíèå äàííîãî çàäàíèÿ,
ðåøèë äåéñòâîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: çíàêîìèòü ëþäåé ïî òðîå, íî îáÿ-
çàòåëüíî òàê, ÷òîáû óæå çíàêîìûå ëþäè âî âòîðîé ðàç íà îäíîé âñòðå÷å
îêàçàòüñÿ íå ìîãëè. Óäàñòñÿ ëè åìó ïîçíàêîìèòü òàêèì ñïîñîáîì âñåõ õèï-
ïè äðóã ñ äðóãîì?

Ýòî � îäèí èç ñàìûõ íåëþáèìûõ çäðàâîñìûñëÿùèìè ëþäüìè òèï çàäà÷: â
íåñêîëüêî ñòðî÷åê ñôîðìóëèðîâàíà çàäà÷à, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ñôîðìó-
ëèðîâàíà â íåñêîëüêî ðàç êîðî÷å. Òàêèå çàäà÷è â äàííîé êíèãå ìû âêëþ-
÷àåì èìåííî äëÿ òîãî, ÷òîáû âû íàó÷èëèñü ïðîðûâàòüñÿ ÷åðåç òåêñò óñëî-
âèÿ.
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Ðåøåíèå. Äîïóñòèì, ÷òî àãåíò ñìîã âûïîëíèòü òðåáóåìûå óñëîâèÿ. Ðàñ-
ñìîòðèì êàêîãî-òî ïðîèçâîëüíîãî õèïïè. Âî âðåìÿ êàæäîé âñòðå÷è îí çíà-
êîìèòñÿ ðîâíî ñ 2 äðóãèìè õèïïè, íî âåäü âñåãî åìó íóæíî ïîçíàêîìèòüñÿ
ñ 99 õèïïè, à ïîñêîëüêó 99 � íå÷¼òíîå ÷èñëî, íè ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ýòî
íå óäàñòñÿ îáåñïå÷èòü.

Ïîìèìî ïðèâåä¼ííîé âûøå òàáëèöû ïîëåçíî ðàññìîòðåòü ñëåäóþùèå
ñâîéñòâà, ñâÿçàííûå ñ ÷¼òíîñòüþ ÷èñåë:

1. Ðàçíîñòü äâóõ ÷èñåë èìååò òó æå ÷¼òíîñòü, ÷òî è èõ ñóììà: ñëîæèâ
(a − b) è (a + b), ïîëó÷èì 2a � ÷¼òíîå ÷èñëî. Êàê ìû çíàåì, îáà
ñëàãàåìûõ äîëæíû áûòü îäíîé ÷¼òíîñòè, ÷òîáû äàòü ÷¼òíóþ ñóììó.

2. Àëãåáðàè÷åñêàÿ (ñî çíàêàìè + èëè −) ñóììà öåëûõ ÷èñåë èìååò òó
æå ÷¼òíîñòü, ÷òî è èõ ñóììà (íàïðèìåð, 2− 7 + (−4)− (−3) = −6 è
2 + 7 + 4 + 3 = 16 îáà ÷¼òíû).

Ïðèíöèï ÷¼òíîñòè ìîæåò ïðîÿâëÿòüñÿ íå òîëüêî â ÷èñëàõ.

Çàäà÷à 4.1.5. Íà ïëîñêîé ïîâåðõíîñòè ðàçìåùåíû 9 øåñòåð¼íîê, ñîåäè-
í¼ííûõ ïî çàìêíóòîé öåïî÷êå ïîïàðíî (ïåðâàÿ ñî âòîðîé, âòîðàÿ ñ òðåòüåé,
. . . , äåâÿòàÿ ñ ïåðâîé). Ìîãóò ëè îíè âñå îäíîâðåìåííî âðàùàòüñÿ?

Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå øåñòåð¼íêè ìîãóò
âðàùàòüñÿ îäíîâðåìåííî. Òîãäà â çàìêíóòîé öåïî÷-
êå áóäóò ÷åðåäîâàòüñÿ äâà âèäà øåñòåð¼íîê: îäíè
âðàùàþòñÿ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, à äðóãèå ïðîòèâ.
Ò. ê. ðÿäîì íå ìîãóò ðàñïîëàãàòüñÿ øåñòåð¼íêè îä-
íîãî âèäà, îíè äîëæíû ðàçáèâàòüñÿ íà ïàðû. Íî ïî
óñëîâèþ èõ íå÷¼òíîå êîëè÷åñòâî � ïîëó÷èëè ïðîòè-
âîðå÷èå.

Çàäà÷à 4.1.6. Íà êâàäðàòíîé äîñêå (2n+1)× (2n+1) ðàñïîëîæåíû 2017
øàøåê, ïðè÷¼ì äëÿ ëþáîé èç øàøåê åñòü ñèììåòðè÷íûå îòíîñèòåëüíî
êàæäîé èç ãëàâíûõ äèàãîíàëåé (åñëè øàøêà ëåæèò íà äèàãîíàëè, òî îíà
â òîì ÷èñëå îòîáðàæàåòñÿ ñàìà â ñåáÿ). Äîêàæèòå, ÷òî îäíà èç øàøåê
äîëæíà ðàñïîëàãàòüñÿ â öåíòðàëüíîé êëåòêå.

Ðåøåíèå. Ïåðâûé ñïîñîá. Äîêàæåì, ÷òî âñå øàøêè, êðîìå îäíîé, ìîæ-
íî ðàçáèòü íà ïàðû:

� åñëè øàøêà íå ëåæèò íà ïåðâîé äèàãîíàëè, òî äëÿ íå¼ åñòü ñèììåòðè÷-
íàÿ îòíîñèòåëüíî ïåðâîé äèàãîíàëè;

� åñëè øàøêà ëåæèò íà ïåðâîé äèàãîíàëè, íî íå â öåíòðå êâàäðàòà, òî
äëÿ íå¼ åñòü ñèììåòðè÷íàÿ îòíîñèòåëüíî âòîðîé äèàãîíàëè.
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Òàê êàê âñåãî øàøåê 2017 � íå÷¼òíîå ÷èñëî, òî îäíà äîëæíà ðàñïîëàãàòü-
ñÿ â öåíòðàëüíîé êëåòêå.

Âòîðîé ñïîñîá. Ó êàæäîé øàøêè åñòü ñèììåòðè÷íàÿ êàê îòíîñèòåëü-
íî îäíîé äèàãîíàëè, òàê è îòíîñèòåëüíî äðóãîé. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî ó
êàæäîé øàøêè åñòü öåíòðàëüíîñèììåòðè÷íàÿ. Òàê êàê øàøåê íå÷¼òíîå
÷èñëî, òî îäíà èç íèõ ñòîèò â öåíòðàëüíîé êëåòêå.

Çàäàâàëüíèê

Çàäà÷à 4.1.7. (Òóðãîð. Âåñåííèé òóð. Îñíîâíîé âàðèàíò � 1986/1987.7-
8.1) Àâòîìàò ïðè îïóñêàíèè ãðèâåííèêà âûáðàñûâàåò ïÿòü äâóøåê, à ïðè
îïóñêàíèè äâóøêè � ïÿòü ãðèâåííèêîâ. Ìîæåò ëè Ïåòÿ, ïîäîéäÿ ê àâòî-
ìàòó ñ îäíîé äâóøêîé, ïîëó÷èòü ïîñëå íåñêîëüêèõ îïóñêàíèé îäèíàêîâîå
êîëè÷åñòâî äâóøåê è ãðèâåííèêîâ?

Çàäà÷à 4.1.8. (Òóðãîð. Âåñåííèé òóð. Òðåíèðîâî÷íûé âàðèàíò �
1992/1993.
10-11.4) Åñòü òðè êó÷è êàìíåé. Ðàçðåøàåòñÿ ê ëþáîé èç íèõ äîáàâèòü
ñòîëüêî êàìíåé, ñêîëüêî åñòü â äâóõ äðóãèõ êó÷àõ, èëè èç ëþáîé êó÷è
âûáðîñèòü ñòîëüêî êàìíåé, ñêîëüêî åñòü â äâóõ äðóãèõ êó÷àõ. Íàïðèìåð:
(12, 3, 5)→ (12, 20, 5) (èëè (4, 3, 5)). Ìîæíî ëè, íà÷àâ ñ êó÷ 1993, 199 è 19,
ñäåëàòü îäíó èç êó÷ ïóñòîé?

Çàäà÷à 4.1.9. (Òóðãîð. Âåñåííèé òóð. Îñíîâíîé âàðèàíò � 2010/2011.8-
9.1) Ïî êðóãó íàïèñàíû âñå öåëûå ÷èñëà îò 1 ïî 2010 â òàêîì ïîðÿäêå,
÷òî ïðè äâèæåíèè ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå ÷èñëà ïîî÷åð¼äíî òî âîçðàñòàþò, òî
óáûâàþò. Äîêàæèòå, ÷òî ðàçíîñòü êàêèõ-òî äâóõ ÷èñåë, ñòîÿùèõ ðÿäîì,
÷¼òíà.

Çàäà÷à 4.1.10. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1990.5.1) Â ïàðëàìåíòå
íåêîòîðîé ñòðàíû äâå ïàëàòû, èìåþùèå ðàâíîå ÷èñëî äåïóòàòîâ. Â ãîëî-
ñîâàíèè ïî âàæíîìó âîïðîñó ïðèíÿëè ó÷àñòèå âñå äåïóòàòû, ïðè÷¼ì âîç-
äåðæàâøèõñÿ íå áûëî. Êîãäà ïðåäñåäàòåëü ñîîáùèë, ÷òî ðåøåíèå ïðèíÿòî
ñ ïðåèìóùåñòâîì â 23 ãîëîñà, ëèäåð îïïîçèöèè çàÿâèë, ÷òî ðåçóëüòàòû ãî-
ëîñîâàíèÿ ñôàëüñèôèöèðîâàíû. Êàê îí ýòî ïîíÿë?

Çàäà÷à 4.1.11. (Òóðíèð Àðõèìåäà � 2013.5.5) Êàê-òî ðàç Äÿäÿ Ô¼äîð,
Ìàòðîñêèí è Øàðèê îòïðàâèëèñü ñ ïî÷òû äîìîé. Äÿäÿ Ô¼äîð âûøåë ïåð-
âûì, à Ìàòðîñêèí ïîñëåäíèì. Ïî äîðîãå äîìîé Äÿäÿ Ô¼äîð îáãîíÿë äðó-
ãèõ, ëèáî åãî îáãîíÿëè ðîâíî 8 ðàç. Ìàòðîñêèí îáãîíÿë äðóãèõ, ëèáî åãî
îáãîíÿëè ðîâíî 6 ðàç. Èçâåñòíî, ÷òî Äÿäÿ Ô¼äîð ïðèø¼ë äîìîé ïîçæå,
÷åì Øàðèê. Â êàêîì ïîðÿäêå äðóçüÿ ïðèøëè äîìîé?

Çàäà÷à 4.1.12. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2005.6.3) Ëèñà è äâà ìåä-
âåæîíêà äåëÿò 100 êîíôåò. Ëèñà ðàñêëàäûâàåò êîíôåòû íà òðè êó÷êè;
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êîìó êàêàÿ äîñòàíåòñÿ � îïðåäåëÿåò æðåáèé. Ëèñà çíàåò, ÷òî åñëè ìåäâå-
æàòàì äîñòàíåòñÿ ðàçíîå êîëè÷åñòâî êîíôåò, òî îíè ïîïðîñÿò å¼ óðàâíÿòü
èõ êó÷êè, è òîãäà îíà çàáåð¼ò èçëèøåê ñåáå. Ïîñëå ýòîãî âñå åäÿò äîñòàâ-
øèåñÿ èì êîíôåòû.

à) Ïðèäóìàéòå, êàê Ëèñå ðàçëîæèòü êîíôåòû ïî êó÷êàì òàê, ÷òîáû ñúåñòü
ðîâíî 80 êîíôåò (íè áîëüøå, íè ìåíüøå).

á) Ìîæåò ëè Ëèñà ñäåëàòü òàê, ÷òîáû â èòîãå ñúåñòü ðîâíî 65 êîíôåò?

Çàäà÷à 4.1.13. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2010.6.3) Íà ðèñóíêå ìîæíî íàéòè 9 ïðÿìîóãîëüíèêîâ. Èçâåñò-
íî, ÷òî ó êàæäîãî èç íèõ äëèíà è øèðèíà � öåëûå. Ñêîëüêî ïðÿìîóãîëü-
íèêîâ èç ýòèõ äåâÿòè ìîãóò èìåòü íå÷¼òíóþ ïëîùàäü?

Çàäà÷à 4.1.14. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2013.6.4) Çà êðóãëûé
ñòîë ñåëè 13 äåòåé è äîãîâîðèëèñü, ÷òî ìàëü÷èêè áóäóò âðàòü äåâî÷êàì, à
äðóã äðóãó ãîâîðèòü ïðàâäó, à äåâî÷êè, íàîáîðîò, áóäóò âðàòü ìàëü÷èêàì,
à äðóã äðóãó ãîâîðèòü ïðàâäó. Îäèí èç äåòåé ñêàçàë ñâîåìó ïðàâîìó ñî-
ñåäó: ¾Áîëüøèíñòâî èç íàñ ìàëü÷èêè¿. Òîò ñêàçàë ñâîåìó ïðàâîìó ñîñåäó:
¾Áîëüøèíñòâî èç íàñ äåâî÷êè¿, à îí ñâîåìó ñîñåäó ñïðàâà: ¾Áîëüøèí-
ñòâî èç íàñ ìàëü÷èêè¿, à òîò ñâîåìó: ¾Áîëüøèíñòâî èç íàñ äåâî÷êè¿ è òàê
äàëåå, ïîêà ïîñëåäíèé ðåá¼íîê íå ñêàçàë ïåðâîìó: ¾Áîëüøèíñòâî èç íàñ
ìàëü÷èêè¿. Ñêîëüêî ìàëü÷èêîâ áûëî çà ñòîëîì?

Çàäà÷à 4.1.15. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1991.6.4;7.2) Ïîäïîëüíûé
ìèëëèîíåð Òàðàñ Àðò¼ìîâ ïðèø¼ë â Ãîñáàíê, ÷òîáû îáìåíÿòü íåñêîëüêî
50- è 100-ðóáë¼âûõ êóïþð ñòàðîãî îáðàçöà. Åìó áûëà âûäàíà 1991 êóïþ-
ðà áîëåå ìåëêîãî äîñòîèíñòâà3, ïðè÷¼ì ñðåäè íèõ íå áûëî 10-ðóáë¼âûõ.
Äîêàæèòå, ÷òî åãî îáñ÷èòàëè.

Çàäà÷à 4.1.16. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2002.7.3) Â íàïèñàííîì
íà äîñêå ïðèìåðå íà óìíîæåíèå õóëèãàí Ïåòÿ èñïðàâèë äâå öèôðû. Ïî-
ëó÷èëîñü 4 · 5 · 4 · 5 · 4 = 2247. Âîññòàíîâèòå èñõîäíûé ïðèìåð è îáúÿñíèòå,
êàê Âû ýòî ñäåëàëè.

Çàäà÷à 4.1.17. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2000.7.4) Ìîæåò ëè ïðî-
èçâåäåíèå äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ðàâíÿòüñÿ ïðîèçâå-
äåíèþ äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ÷¼òíûõ ÷èñåë?

3Â òî âðåìÿ èìåëè õîæäåíèå êóïþðû ïî 1, 3, 5, 10, 25, 50 è 100 ðóáëåé (íîâîãî
îáðàçöà).
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Çàäà÷à 4.1.18. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2009.7.4) Â øêîëå 450 ó÷åíèêîâ è 225 ïàðò. Ðîâíî ïîëîâèíà
äåâî÷åê ñèäÿò çà îäíîé ïàðòîé ñ ìàëü÷èêàìè. Ìîæíî ëè ïåðåñàäèòü ó÷å-
íèêîâ òàê, ÷òîáû ðîâíî ïîëîâèíà ìàëü÷èêîâ ñèäåëà çà îäíîé ïàðòîé ñ
äåâî÷êàìè?

Çàäà÷à 4.1.19. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ �
2013.6.5) Ìàëûé è Áîëüøîé îñòðîâà èìåþò ïðÿìî-
óãîëüíóþ ôîðìó è ðàçäåëåíû íà ïðÿìîóãîëüíûå
ãðàôñòâà. Â êàæäîì ãðàôñòâå ïðîëîæåíà äîðîãà ïî
îäíîé èç äèàãîíàëåé. Íà êàæäîì îñòðîâå ýòè äîðîãè
îáðàçóþò çàìêíóòûé ïóòü, êîòîðûé íè ÷åðåç êàêóþ
òî÷êó íå ïðîõîäèò äâàæäû. Âîò êàê óñòðîåí Ìàëûé
îñòðîâ, ãäå âñåãî 6 ãðàôñòâ (íà ðèñóíêå ñïðàâà).

Íàðèñóéòå, êàê ìîæåò áûòü óñòðîåí Áîëüøîé îñòðîâ, åñëè íà í¼ì íå÷¼òíîå
÷èñëî ãðàôñòâ. Ñêîëüêî ãðàôñòâ ó âàñ ïîëó÷èëîñü?

Çàäà÷à 4.1.20. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2010.6.6) Íà êðàþ êðóã-
ëîãî âðàùàþùåãîñÿ ñòîëà ÷åðåç ðàâíûå ïðîìåæóòêè ñòîÿëè 30 ÷àøåê ñ
÷àåì. Ìàðòîâñêèé Çàÿö è Ñîíÿ ñåëè çà ñòîë è ñòàëè ïèòü ÷àé èç êàêèõ-òî
äâóõ ÷àøåê (íå îáÿçàòåëüíî ñîñåäíèõ). Êîãäà îíè äîïèëè ÷àé, Çàÿö ïîâåð-
íóë ñòîë òàê, ÷òî ïåðåä êàæäûì îïÿòü îêàçàëîñü ïî ïîëíîé ÷àøêå. Êîãäà
è ýòè ÷àøêè îïóñòåëè, Çàÿö ñíîâà ïîâåðíóë ñòîë (âîçìîæíî, íà äðóãîé
óãîë), è ñíîâà ïåðåä êàæäûì îêàçàëàñü ïîëíàÿ ÷àøêà. È òàê ïðîäîëæà-
ëîñü äî òåõ ïîð, ïîêà âåñü ÷àé íå áûë âûïèò. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè áû Çàÿö
âñåãäà ïîâîðà÷èâàë ñòîë òàê, ÷òîáû åãî íîâàÿ ÷àøêà ñòîÿëà ÷åðåç îäíó îò
ïðåäûäóùåé, òî èì áû òîæå óäàëîñü âûïèòü âåñü ÷àé (ò. å. òîæå êàæäûé
ðàç îáå ÷àøêè îêàçûâàëèñü áû ïîëíûìè).

Çàäà÷à 4.1.21. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2006.7.7) Äëÿ èãðû â êëàññèêè íà çåìëå íàðèñîâàí ðÿä êëåòîê,
â êîòîðûå âïèñàíû ïî ïîðÿäêó ÷èñëà îò 1 äî 10 (íà ðèñóíêå íèæå). Ìàøà
ïðûãíóëà ñíàðóæè â êëåòêó 1, çàòåì ïîïðûãàëà ïî îñòàëüíûì êëåòêàì
(êàæäûé ïðûæîê � íà ñîñåäíþþ ïî ñòîðîíå êëåòêó) è âûïðûãíóëà íà-
ðóæó èç êëåòêè 10. Èçâåñòíî, ÷òî íà êëåòêå 1 Ìàøà áûëà îäèí ðàç, íà
êëåòêå 2 � äâà ðàçà, . . . , íà êëåòêå 9 � äåâÿòü ðàç. Ñêîëüêî ðàç ïîáûâàëà
Ìàøà íà êëåòêå 10?

2 3 6 7 10

1 4 5 8 9

192



Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Çàäà÷à 4.1. Èìååòñÿ 18 öåëûõ ÷èñåë, ïðîèçâåäåíèå êîòîðûõ ðàâíî 1. Äî-
êàæèòå, ÷òî èõ ñóììà íå ðàâíà íóëþ.

Çàäà÷à 4.2. Íà äîñêå íàïèñàíî 2017 öåëûõ ÷èñåë îò 1 äî 2017. Êàæäûì
õîäîì Äîðìèäîíò ñòèðàåò ñ äîñêè äâà ÷èñëà è çàïèñûâàåò íà äîñêó ìîäóëü
èõ ðàçíîñòè. Ìîæåò ëè ïîñëåäíåå îñòàâøååñÿ íà äîñêå ÷èñëî ðàâíÿòüñÿ
íóëþ?

Çàäà÷à 4.3. Ïîêà äåòè ðåøàëè êîíòðîëüíóþ ðàáîòó, ïðåïîäàâàòåëü íà-
ïèñàë íà ñòåíå êëàññà ïî êðóãó âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà îò 1 äî 2018 ïî
îäíîìó ðàçó òàê, ÷òî ìåæäó êàæäûìè 2 ÷èñëàìè, ñòîÿùèìè ÷åðåç 1, îêà-
çàëñÿ äåëèòåëü èõ ñóììû. Âàñÿ óâèäåë íà ñòåíå íàïèñàííîå ÷èñëî 1999, à
ñîñåäíåå ÷èñëî çàêðûâàëà ãîëîâà îäíîêëàññíèêà. Îí ðåøèë ïîñïîðèòü ñî
ñâîèì ñîñåäîì, ÷òî ïîëíîñòüþ çàêðûòî íå÷¼òíîå ÷èñëî. Êàêèå åãî øàíñû
âûèãðàòü äàííûé ñïîð?
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2 Ïðèçíàêè äåëèìîñòè

Ìàòåðèàë äëÿ ðàçáîðà íà çàíÿòèè

Äåëèìîñòü � îäíî èç îñíîâîïîëàãàþùèõ ïîíÿòèé òåîðèè ÷èñåë. Îáû÷íî
ìû ãîâîðèì, ÷òî ÷èñëî a äåëèòñÿ íà ÷èñëî b, åñëè îñòàòîê îò äåëåíèÿ a íà
b ðàâåí íóëþ. Íî ÷òî òàêîå îñòàòîê? Î íèõ ìû ïîãîâîðèì â ñëåäóþùåì
ðàçäåëå, à ïîêà äàäèì áîëåå ñòðîãîå îïðåäåëåíèå äåëèìîñòè ÷èñåë.

Îïðåäåëåíèå 4. Öåëîå ÷èñëî a äåëèòñÿ íà öåëîå ÷èñëî b, íå ðàâíîå íóëþ,
åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå öåëîå ÷èñëî c, ÷òî a = b · c.

Ðàññìîòðèì îñíîâíûå ñâîéñòâà äåëèìîñòè.

Óòâåðæäåíèå 1. Åñëè öåëîå ÷èñëî a äåëèòñÿ íà ÷èñëî b, à ÷èñëî b äå-
ëèòñÿ íà ÷èñëî c, òî ÷èñëî a äåëèòñÿ íà ÷èñëî c.

Äîêàçàòåëüñòâî: a = bn; b = ck,⇒ a = (nk)c,⇒ a äåëèòñÿ íà c.

Óòâåðæäåíèå 2. Åñëè k � îáùèé äåëèòåëü ÷èñåë a è b, òî:

à) ÷èñëà a+ b è a− b äåëÿòñÿ íà k;
á) ÷èñëî ab äåëèòñÿ íà k2.

Äîêàçàòåëüñòâî: à) a = nk, b = mk,⇒ a+b = (n+m)k, a−b = (n−m)k,⇒
(a+ b) è (a− b) äåëÿòñÿ íà k;
á) a = nk, b = mk,⇒ ab = (nm)k2,⇒ ab äåëèòñÿ íà k2.

Ñëåäñòâèå. Åñëè îäíî èç ÷èñåë a è b äåëèòñÿ íà k, à âòîðîå íå äåëèòñÿ
íà k, òî ÷èñëà a+ b è a− b íå äåëÿòñÿ íà k.

Îïðåäåëåíèå 5. Íàòóðàëüíîå ÷èñëî p íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì, åñëè îíî îò-
ëè÷íî îò åäèíèöû è äåëèòñÿ òîëüêî íà íàòóðàëüíûå ÷èñëà 1 è p,

Îïðåäåëåíèå 6. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà p è q íàçûâàþòñÿ âçàèìíî ïðîñòû-
ìè, åñëè åäèíñòâåííûì îáùèì íàòóðàëüíûì äåëèòåëåì ýòèõ ÷èñåë ÿâëÿ-
åòñÿ ÷èñëî 1.

Óòâåðæäåíèå 3. Åñëè ÷èñëî s = ab (a, b � öåëûå) äåëèòñÿ íà ïðîñòîå
÷èñëî p, òî õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë a è b äåëèòñÿ íà p.

Ïóñòü åñòü íåêèå óòâåðæäåíèÿ A è B. Ãîâîðÿò, ÷òî ¾A ðàâíîñèëüíî B¿,
èëè ÷òî ¾A òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà B¿, èëè æå ¾äëÿ A íåîáõîäèìî
è äîñòàòî÷íî B¿ â ñëó÷àå, åñëè A ⇒ B è B ⇒ A. Ãîâîðÿò, ÷òî ¾äëÿ A
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äîñòàòî÷íî B¿, èëè ÷òî ¾äëÿ B íåîáõîäèìî A¿, èëè ¾â ñëó÷àå åñëè B, òî
A¿, èëè ¾A, êîãäà B¿, åñëè B ⇒ A.

Íàïîìíèì ïðèçíàêè äåëèìîñòè, êîòîðûå áîëüøèíñòâî èç âàñ ïðîõîäèëî â
6 êëàññå (è ïîñëå ýòîãî îíè áëàãîïîëó÷íî çàáûëèñü). Íàïîìíèì âñåì, ÷òî
íîëü � ýòî ÷èñëî, êîòîðîå äåëèòñÿ íà âñ¼ ÷òî óãîäíî!

×èñëî, äåëÿùååñÿ íàöåëî íà 2, íàçûâàåòñÿ ÷¼òíûì, è åãî ïîñëåäíÿÿ öèôðà
òàêæå äîëæíà áûòü ÷¼òíîé, òî åñòü ðàâíÿòüñÿ 0, 2, 4, 6 èëè 8 (0 � ýòî
÷¼òíîå ÷èñëî, ïîòîìó ÷òî îíî äåëèòñÿ íà âñ¼ ÷òî óãîäíî!), è íàîáîðîò, ïðè
ïîñëåäíåé ÷¼òíîé öèôðå ÷èñëî áóäåò ÷¼òíûì.

Ïðèçíàêè äåëèìîñòè íà 3 è íà 9 î÷åíü ïîõîæè: ñóììà öèôð ÷èñëà äåëèòñÿ
íà 3 (íà 9) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñàìî ÷èñëî äåëèòñÿ íà 3 (íà 9).

×òîáû ÷èñëî äåëèëîñü íà 5, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû åãî ïîñëåäíÿÿ
öèôðà äåëèëàñü íà 5, òî åñòü ðàâíÿëàñü 0 èëè 5.

Âåñüìà î÷åâèäåí òîò ôàêò, ÷òî äåëèìîñòü ÷èñëà íà 10 ýêâèâàëåíòà òîìó,
÷òî åãî ïîñëåäíåé öèôðîé ÿâëÿåòñÿ 0.

Ïðèçíàê äåëèìîñòè íà 4 ÷óòü ñëîæíåå � òðåáóåòñÿ ðàññìîòðåòü ÷èñëî,
îáðàçîâàííîå äâóìÿ åãî ïîñëåäíèìè öèôðàìè: òîò ôàêò, ÷òî îíî äåëèòñÿ
íà 4 ðàâíîñèëåí òîìó, ÷òî íà 4 äåëèòñÿ âñå ÷èñëî.

È íàêîíåö ïðèçíàê äåëèìîñòè íà 11: äëÿ òîãî, ÷òîáû ÷èñëî äåëèëîñü íà 11,
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû íà 11 äåëèëàñü çíàêîïåðåìåííàÿ ñóììà
åãî öèôð (ïðè ñóììèðîâàíèè ïåðâóþ öèôðó ìû áåð¼ì ñî çíàêîì ïëþñ,
ñëåäóþùóþ � ñî çíàêîì ìèíóñ è òàê äî ïîñëåäíåé).

Ïðèâåä¼ì ïðèìåð.

Çàäà÷à 4.2.1. Äåëèòñÿ ëè ÷èñëî 435678232 íà 11?

Ðåøåíèå. Íàéä¼ì çíàêîïåðåìåííóþ ñóììó öèôð äàííîãî ÷èñëà

4− 3 + 5− 6 + 7− 8 + 2− 3 + 2 = 0.

×èñëî 0 äåëèòñÿ íà 11, çíà÷èò, è èñõîäíîå ÷èñëî äåëèòñÿ íà 11.

Çàäà÷à 4.2.2. Äîêàçàòü ïðèçíàê äåëèìîñòè íà 9.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ÷èñëî èìååò äåñÿòè÷íóþ çàïèñü N =
anan−1 . . . a1a0. Òîãäà N = a0 + 101a1 + a210

2 + . . . + an−110
n−1 + an10

n.
Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëà 1, 10, 100, . . . , 10n âñå èìåþò îñòàòîê 1 ïðè
äåëåíèè íà 9 (òàê êàê ÷èñëà 0,9,99, . . . , 999 . . . 99 äåëÿòñÿ íà
9). À çíà÷èò, åñëè ñóììà öèôð a0 + a1 + . . . + an äåëèòñÿ íà
9, òî è N = a0 + 101a1 + a210

2 + . . . + an−110
n−1 + an10

n =
= a0 + a1 + . . .+ an + 9a1 + 99a2 + . . .+ 9 . . . 9an äåëèòñÿ íà 9.
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Íå ñóùåñòâóåò ïðîñòûõ ïðèçíàêîâ äåëèìîñòè íà 7 è 13, îäíàêî äëÿ ëþáîãî
÷èñëà, áîëüøåãî òûñÿ÷è, ïðîöåññ ïðîâåðêè ìîæíî ñèëüíî óïðîñòèòü, ñâåäÿ
åãî ê ïðîâåðêå äåëèìîñòè ñóììû èëè ðàçíîñòè ÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõ
òûñÿ÷ó. Ðàçîáü¼ì èñêîìîå ÷èñëî íà ãðóïïû öèôð ïî òðè, íà÷èíàÿ ñ åäèíèö,
íàïðèìåð, ÷èñëî 211626363 ðàçîáü¼ì íà 363, 626 è 211. Ñàìàÿ ëåâàÿ ãðóïïà
ìîæåò ñîäåðæàòü ìåíåå òð¼õ öèôð. Åñëè çíàêî÷åðåäóþùàÿñÿ ñóììà ýòèõ
ãðóïï äåëèòñÿ íà 7, 11 èëè 13, òî è ñàìî ÷èñëî äåëèòñÿ íà 7, 11 èëè 13.
Â íàøåì ñëó÷àå ìû âû÷èñëÿåì ñóììó 211 + (−626) + 363 = −52. Îíà íå
äåëèòñÿ íè íà 7, íè íà 11, íî äåëèòñÿ íà 13, çíà÷èò, òî æå ñàìîå ìîæíî
ñêàçàòü è ïðî ÷èñëî 211626363. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà îñíîâûâàåòñÿ
íà òîì, ÷òî 1001 = 7 · 11 · 13.
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî 999 = 27 · 37, ìîæíî ïîëó÷èòü àíàëîãè÷íûé ïðèçíàê äå-
ëèìîñòè íà 27 è 37. Äëÿ ïðîâåðêè äåëèìîñòè íóæíî ñëîæèòü âñå òðîéêè.
Åñëè ðåçóëüòàò äåëèòñÿ íà 27 èëè íà 37, òî è èçíà÷àëüíîå ÷èñëî áóäåò
îáëàäàòü òåìè æå ñâîéñòâàìè.

Ïîñëå ðàññìîòðåíèÿ ïðèçíàêîâ äåëèìîñòè î÷åíü âàæíî áóäåò îáðàòèòü
âíèìàíèå íà íåêîòîðûå ñîîáðàæåíèÿ, îòíîñÿùèåñÿ ê ïðàêòè÷åñêîìó ðàç-
ëîæåíèþ ÷èñëà íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè. Êàê ïðàâèëî, ñàìûì óäîáíûì áó-
äåò ïåðåáîð âñåõ ïðîñòûõ ìíîæèòåëåé, íà÷èíàÿ ñ íàèìåíüøèõ, ò. å. 2, 3,
5, 7, 11, 13, 17, 23, 29, . . . , çà èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àåâ, êîãäà íåêîòîðûå ìíî-
æèòåëè ìîæíî ñðàçó óêàçàòü ïî âèäó ÷èñëà, íàïðèìåð: 970097 = 97 ·10001
èëè: 100020001 = 100002 + 2 · 10000 · 1 + 12 = (10000 + 1)2.

Òàêæå ñëåäóåò ïîìíèòü î ñëåäóþùåì ôàêòå: åñëè ÷èñëî n íå äåëèòñÿ íè íà
îäíî ïðîñòîå ÷èñëî, íå ïðåâîñõîäÿùåå íåêîòîðîãî ÷èñëà p, ïðè÷¼ì p2 > n,
òî n � ïðîñòîå. Äåéñòâèòåëüíî, äîïóñòèì, ÷òî ó n åñòü õîòÿ áû îäèí äå-
ëèòåëü p1 > p, òîãäà n = p1 · p2, ãäå p2 � íåêîå öåëîå ÷èñëî. Åñëè p2 > p,
ïîëó÷àåì: n = p1 ·p2 > p ·p > n � ïðîòèâîðå÷èå, íî p2 íå ìîæåò áûòü ìåíü-
øå p ïî óñëîâèþ, îòêóäà è ñëåäóåò ñôîðìóëèðîâàííîå íàìè óòâåðæäåíèå.

Çàäà÷à 4.2.3. Ìîæåò ëè ÷èñëî, ñîñòàâëåííîå èç 13 åäèíèö, 13 äâîåê è 13
òðîåê, áûòü ïîëíûì êâàäðàòîì?

Ðåøåíèå. Îáû÷íî, åñëè â çàäà÷å äàíû ëèøü öèôðû, èç êîòîðûõ ñîñòàâëå-
íî ÷èñëî, íî íè÷åãî íå èçâåñòíî ïðî èõ ïîðÿäîê, ýòî çàäà÷à íà ïðèçíàêè
äåëèìîñòè íà 3 è/èëè 9. Äîêàæåì, ÷òî ÷èñëî, ñîñòàâëåííîå èç äàííûõ
öèôð, íå ìîæåò áûòü ïîëíûì êâàäðàòîì. Ñóììà öèôð ýòîãî ÷èñëà ðàâíà
13 · (1+2+3) = 78, ÷òî äåëèòñÿ íà 3. Çíà÷èò è èçíà÷àëüíîå ÷èñëî äåëèòñÿ
íà 3. Íî åñëè áû îíî áûëî êâàäðàòîì, îíî äîëæíî áûëî áû äåëèòüñÿ è íà
32, òàê êàê 3 � ïðîñòîå. Íî ÷èñëî 78 íå äåëèòñÿ íà 32, çíà÷èò, êâàäðàò
ñîñòàâèòü íåëüçÿ.

Ïî÷åìó ìû ñòàëè äîêàçûâàòü èìåííî íåâîçìîæíîñòü ñîñòàâëåíèÿ ÷èñëà?
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Åñëè íà ìèíóòó ïðåäïîëîæèòü, ÷òî êâàäðàò ìîæíî áûëî áû ñîñòàâèòü,
à ýòî � 39-çíà÷íîå ÷èñëî, òî äîêàçàòü, ÷òî ýòî äåéñòâèòåëüíî ïîëíûé
êâàäðàò, áåç êàëüêóëÿòîðà (à êàëüêóëÿòîðîì ïîëüçîâàòüñÿ íà îëèìïèàäàõ
íåëüçÿ!) ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíî.

Çàäà÷à 4.2.4. Íàéäèòå ÷åòûð¼õçíà÷íîå ÷èñëî, ÿâëÿþùååñÿ ïîëíûì êâàä-
ðàòîì, ïåðâûå 2 öèôðû êîòîðîãî ðàâíû ìåæäó ñîáîé è ïîñëåäíèå 2 òîæå.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî äàííîå ÷èñëî äîëæíî çàïèñûâàòüñÿ â âèäå aabb.
Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî çíàêîïåðåìåííàÿ ñóììà öèôð ýòîãî ÷èñëà ðàâíà íó-
ëþ, à ýòî çíà÷èò, ÷òî ÷èñëî äåëèòñÿ íà 11. Ïóñòü N2 = aabb, òîãäà N
òîæå äåëèòñÿ íà 11, è N äîëæíî áûòü äâóçíà÷íûì ÷èñëîì, ÷òîáû ïðè
âîçâåäåíèè â êâàäðàò ïîëó÷àëîñü ÷åòûð¼õçíà÷íîå. Âñå äâóçíà÷íûå ÷èñëà,
äåëÿùèåñÿ íà 11, ñîñòîÿò èç ðàâíûõ öèôð, çíà÷èò N = cc.

Çàïèøåì óðàâíåíèå: cc2 = aabb, îòêóäà

(11c)2 = 1000a+ 100a+ 10b+ b = 11(100a+ b)⇔ 11c2 = 100a+ b.

Íåòðóäíûì ïåðåáîðîì ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïîäõîäèò òîëüêî c = 8, è
882 = 7744.

Çàäàâàëüíèê

Çàäà÷à 4.2.5. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2016.6.1) Ó Íåçíàéêè åñòü
ïÿòü êàðòî÷åê ñ öèôðàìè: 1 , 2 , 3 , 4 è 5 . Ïîìîãèòå åìó ñîñòàâèòü
èç ýòèõ êàðòî÷åê äâà ÷èñëà � òð¼õçíà÷íîå è äâóçíà÷íîå � òàê, ÷òîáû
ïåðâîå ÷èñëî äåëèëîñü íà âòîðîå.

Çàäà÷à 4.2.6. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2013.7.1) Àñòðîëîã ñ÷èòàåò, ÷òî 2013 ãîä ñ÷àñòëèâûé, ïîòî-
ìó ÷òî 2013 íàöåëî äåëèòñÿ íà ñóììó 20 + 13. Áóäåò ëè êîãäà-íèáóäü äâà
ñ÷àñòëèâûõ ãîäà ïîäðÿä?

Çàäà÷à 4.2.7. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2015.6.2)
à) Âïèøèòå â êàæäûé êðóæî÷åê ïî öèôðå, îòëè÷íîé îò íó-
ëÿ, òàê, ÷òîáû ñóììà öèôð â äâóõ âåðõíèõ êðóæî÷êàõ áûëà
â 7 ðàç ìåíüøå ñóììû îñòàëüíûõ öèôð, à ñóììà öèôð â äâóõ
ëåâûõ êðóæî÷êàõ � â 5 ðàç ìåíüøå ñóììû îñòàëüíûõ öèôð.

á) Äîêàæèòå, ÷òî çàäà÷à èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

Çàäà÷à 4.2.8. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2002.7.2) Ñóùåñòâóþò ëè òàêèå öèôðû Ã è Ó, ÷òî ÷èñëî ÓÃÓ
äåëèòñÿ íà 13, à ÷èñëî ÃÓÃ � íå äåëèòñÿ?
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Çàäà÷à 4.2.9. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2012.6.3) Æèòåëè îñòðî-
âà Íåâåçåíèÿ, êàê è ìû ñ âàìè, äåëÿò ñóòêè íà íåñêîëüêî ÷àñîâ, ÷àñ íà
íåñêîëüêî ìèíóò, à ìèíóòó íà íåñêîëüêî ñåêóíä. Íî ó íèõ â ñóòêàõ 77 ìè-
íóò, à â ÷àñå 91 ñåêóíäà. Ñêîëüêî ñåêóíä â ñóòêàõ íà îñòðîâå Íåâåçåíèÿ?

Çàäà÷à 4.2.10. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2008.6.3) Íà ñêëàäå ëå-
æàëî íåñêîëüêî öåëûõ ãîëîâîê ñûðà. Íî÷üþ ïðèøëè êðûñû è ñúåëè 10
ãîëîâîê, ïðè÷¼ì âñå åëè ïîðîâíó. Ó íåñêîëüêèõ êðûñ îò îáæîðñòâà çà-
áîëåëè æèâîòû. Îñòàëüíûå 7 êðûñ ñëåäóþùåé íî÷üþ äîåëè îñòàâøèéñÿ
ñûð, íî êàæäàÿ êðûñà ñìîãëà ñúåñòü âäâîå ìåíüøå ñûðà, ÷åì íàêàíóíå.
Ñêîëüêî ñûðà áûëî íà ñêëàäå ïåðâîíà÷àëüíî?

Çàäà÷à 4.2.11. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2010.7.3) Ìàëåíüêèå äåò-
êè êóøàëè êîíôåòêè. Êàæäûé ñúåë íà 7 êîíôåò ìåíüøå, ÷åì âñå îñòàëü-
íûå âìåñòå, íî âñ¼ æå áîëüøå îäíîé êîíôåòû. Ñêîëüêî âñåãî êîíôåò áûëî
ñúåäåíî?

Çàäà÷à 4.2.12. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2006.7.4) Ãîä ïðîâåäåíèÿ
íûíåøíåãî ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðàçäíèêà äåëèòñÿ íà åãî íîìåð: 2006 : 17 =
118. Íàçîâèòå:

à) ïåðâûé íîìåð ìàòïðàçäíèêà, äëÿ êîòîðîãî ýòî òîæå áûëî âûïîëíåíî.
á) ïîñëåäíèé íîìåð ìàòïðàçäíèêà, äëÿ êîòîðîãî ýòî òîæå áóäåò âûïîë-

íåíî.

Çàäà÷à 4.2.13. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2004.7.5) Ñðåäè íåêîòîðûõ 13 ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ
÷èñåë 7 ÷¼òíûõ è 5 êðàòíûõ òð¼ì. Ñêîëüêî ñðåäè íèõ ÷èñåë, êðàòíûõ 6?

Çàäà÷à 4.2.14. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2017.7.5) Ìîæíî ëè òàê
ðàññòàâèòü öèôðû 1, 2, . . . , 8 â êëåòêàõ à) áóêâûØ, á) ïîëîñêè (íà ðèñóíêå
íèæå); ÷òîáû ïðè ëþáîì ðàçðåçàíèè ôèãóðû íà äâå ÷àñòè ñóììà âñåõ öèôð
â îäíîé èç ÷àñòåé äåëèëàñü íà ñóììó âñåõ öèôð â äðóãîé? (Ðåçàòü ìîæíî
òîëüêî ïî ãðàíèöàì êëåòîê. Â êàæäîé êëåòêå äîëæíà ñòîÿòü îäíà öèôðà,
êàæäóþ öèôðó ìîæíî èñïîëüçîâàòü òîëüêî îäèí ðàç.)

à)
á)

Çàäà÷à 4.2.15. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2005.7.7) Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà öèôð ÷èñëà, äåëÿùåãîñÿ íà 7,
ìîæåò áûòü ðàâíà ëþáîìó íàòóðàëüíîìó ÷èñëó, êðîìå åäèíèöû.

Çàäà÷à 4.2.16. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2011.7.8) Ïîñëåäîâàòåëüíûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà 2 è 3 äåëÿòñÿ
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íà ïîñëåäîâàòåëüíûå íå÷¼òíûå ÷èñëà 1 è 3 ñîîòâåòñòâåííî; ÷èñëà 8, 9 è 10
� äåëÿòñÿ íà 1, 3 è 5 ñîîòâåòñòâåííî. Íàéäóòñÿ ëè 11 ïîñëåäîâàòåëüíûõ
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, êîòîðûå äåëÿòñÿ íà 1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15, 17, 19 è 21
ñîîòâåòñòâåííî?

Çàäà÷à 4.2.17. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2004.7.1) Âàíÿ çàäóìàë
ïðîñòîå òð¼õçíà÷íîå ÷èñëî, âñå öèôðû êîòîðîãî ðàçëè÷íû. Íà êàêóþ öèô-
ðó îíî ìîæåò îêàí÷èâàòüñÿ, åñëè åãî ïîñëåäíÿÿ öèôðà ðàâíà ñóììå ïåðâûõ
äâóõ?

Çàäà÷à 4.2.18. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2002.6.3) Íà äîñêå áûëè
íàïèñàíû 10 ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Êîãäà ñò¼ðëè îäíî
èç íèõ, òî ñóììà äåâÿòè îñòàâøèõñÿ îêàçàëàñü ðàâíà 2002. Êàêèå ÷èñëà
îñòàëèñü íà äîñêå?

Çàäà÷à 4.2.19. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2003.7.3) ×òîáû îòêðûòü
ñåéô, íóæíî ââåñòè êîä � ÷èñëî, ñîñòîÿùåå èç ñåìè öèôð: äâîåê è òðîåê.
Ñåéô îòêðîåòñÿ, åñëè äâîåê áîëüøå, ÷åì òðîåê, à êîä äåëèòñÿ è íà 3, è íà
4. Ïðèäóìàéòå êîä, îòêðûâàþùèé ñåéô.

Çàäà÷à 4.2.20. (Òóðíèð Àðõèìåäà � 2016.4) Èçâåñòíî, ÷òî ñóììà

ÒÓÐÍÈÐ+ÀÐÕÈÌÅÄÀ

êðàòíà 2016. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà ÈÐ +ÀÐ êðàòíà 9. (Öèôðû çàìåíå-
íû áóêâàìè: ðàçíûå öèôðû � ðàçíûìè áóêâàìè, îäèíàêîâûå öèôðû �
îäèíàêîâûìè áóêâàìè)

Çàäà÷à 4.2.21. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1995.7.5) Èç íàòóðàëüíî-
ãî ÷èñëà âû÷ëè ñóììó åãî öèôð, èç ïîëó÷åííîãî ÷èñëà ñíîâà âû÷ëè ñóììó
åãî (ïîëó÷åííîãî ÷èñëà) öèôð è òàê äàëåå. Ïîñëå îäèííàäöàòè òàêèõ âû-
÷èòàíèé ïîëó÷èëñÿ íóëü. Ñ êàêîãî ÷èñëà íà÷èíàëè?

Çàäà÷à 4.2.22. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2011.7.5) Â ñïðàâî÷íèêå
¾Ìàãèÿ äëÿ ÷àéíèêîâ¿ íàïèñàíî:

Çàìåíèòå â ñëîâå ÇÅÌËÅÒÐßÑÅÍÈÅ îäèíàêîâûå áóêâû íà
îäèíàêîâûå öèôðû, à ðàçíûå � íà ðàçíûå. Åñëè ïîëó÷åííîå
÷èñëî îêàæåòñÿ ïðîñòûì, ñëó÷èòñÿ íàñòîÿùåå çåìëåòðÿñåíèå.

Âîçìîæíî ëè òàêèì îáðàçîì óñòðîèòü çåìëåòðÿñåíèå? (Íàòóðàëüíîå ÷èñ-
ëî, áîëüøåå 1, íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì, åñëè ó íåãî íåò äðóãèõ äåëèòåëåé,
êðîìå 1 è ñàìîãî ñåáÿ.)

199



Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Çàäà÷à 4.4. Íàéäèòå íàèáîëüøåå ÷åòûð¼õçíà÷íîå ÷èñëî, äåëÿùååñÿ íà 2,
5, 9 è 11, âñå öèôðû êîòîðîãî ðàçëè÷íû.

Çàäà÷à 4.5. Ñóììà òð¼õ ðàçëè÷íûõ íàèìåíüøèõ äåëèòåëåé íåêîòîðîãî
÷èñëà A ðàâíà 8. Ñêîëüêèìè íóëÿìè ìîæåò îêàí÷èâàåòñÿ ÷èñëî A? Óêà-
æèòå âñå âàðèàíòû.
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3 Ñðàâíåíèÿ ïî ìîäóëþ

Ìàòåðèàë äëÿ ðàçáîðà íà çàíÿòèè

Ïî÷òè â êàæäîé îëèìïèàäå âñòðå÷àþòñÿ çàäà÷è, â êîòîðûõ è êîýôôè-
öèåíòû, è ïåðåìåííûå ìîãóò ïðèíèìàòü òîëüêî öåëî÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ.
Ýòî òàê íàçûâàåìûå çàäà÷è â öåëûõ ÷èñëàõ. Â ýòîì ðàçäåëå ìû áóäåì
ðàññìàòðèâàòü òîëüêî òàêèå çàäà÷è. Îäèí èç ìîùíåéøèõ èíñòðóìåíòîâ
ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷ � ìîäóëüíàÿ àðèôìåòèêà.

Îïðåäåëåíèå 7. Ãîâîðÿò, ÷òî ÷èñëà a è b ñðàâíèìû ïî ìîäóëþ x, åñëè èõ
ðàçíèöà äåëèòñÿ íà x. Çàïèñûâàþò ýòî ñëåäóþùèì îáðàçîì a ≡ b (mod x),
èëè a = b (mod x).

Äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìîäóëåì x ìîãóò
áûòü òîëüêî ïîëîæèòåëüíûå öåëûå ÷èñëà.

Äëÿ îòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë îïåðàöèÿ íàõîæäåíèÿ îñòàòêà ìîæåò èìåòü ðàç-
íûå âàðèàíòû, êàæäûé èç êîòîðûõ ñîäåðæèò çäðàâûé ñìûñë: íàïðèìåð,
÷òî åñòü îñòàòîê îò äåëåíèÿ ÷èñëà -17 íà 10? Îòâåò -7 êàæåòñÿ óáåäè-
òåëüíûì, òàê êàê −17 = 10 · (−1) + (−7). Íî âåäü è îòâåò 3 íå õóæå,
òàê êàê −17 = 10 · (−2) + 3. Êîãäà ðå÷ü èä¼ò î ìîäóëüíîé àðèôìåòèêå,
íàì èíòåðåñåí áóäåò èìåííî âòîðîé âàðèàíò, ïðè êîòîðîì åñëè äåëèòåëü
ïîëîæèòåëåí, òî è îñòàòîê ïîëîæèòåëåí.

Òîãäà íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â ðàâíîñèëüíîì óòâåðæäåíèè.

Óòâåðæäåíèå 4. ×èñëà a è b ñðàâíèìû ïî ìîäóëþ x, òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà îíè èìåþò îäèíàêîâûé îñòàòîê ïðè äåëåíèè íà x.

Ñðàâíèâàòü ïî ìîäóëþ ìîæíî òàêæå è îòðèöàòåëüíûå ÷èñëà.

Íàïðèìåð, 13 ≡ 7 (mod 3) èëè 11 ≡ −3 (mod 7).

Åñëè a ≡ 0 (mod x), òî a äåëèòñÿ íà x.

Ñî ñðàâíåíèÿìè ïî ìîäóëþ ìîæíî ðàáîòàòü òàê æå, êàê è ñ îáû÷íûìè
ðàâåíñòâàìè: èõ ìîæíî ñêëàäûâàòü, óìíîæàòü è âîçâîäèòü â ñòåïåíü.

Åñëè a ≡ b (mod x) è c ≡ d (mod x), òî

� a+ c ≡ b+ d (mod x);
� a · c ≡ b · d (mod x);
� an ≡ bn (mod x) äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n.

Ðåçóëüòàò îïåðàöèè äåëåíèÿ äâóõ öåëûõ ÷èñåë ìîæåò íå âõîäèòü âî ìíîæå-
ñòâî öåëûõ ÷èñåë. Ïîêà ìû áóäåì ïðèìåíÿòü ýòó îïåðàöèþ òîëüêî òîãäà,
êîãäà ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ öåëûì ÷èñëîì, à â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ ñ÷èòàòü
ðåçóëüòàò îïåðàöèè íåîïðåäåë¼ííûì.
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Ïîðîé èñïîëüçîâàíèå ñðàâíåíèé ïî ìîäóëþ ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî óìåíü-
øèòü ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèé. Ðàññìîòðèì ýòî íà ïðèìåðå.

Çàäà÷à 4.3.1. Íàéòè îñòàòîê îò äåëåíèÿ 2013 · 2014 · 2015 + 20163 íà 7.

Ðåøåíèå. Íàéä¼ì îñòàòîê îò äåëåíèÿ 2013 íà 7. Ðàçóìååòñÿ, ýòî ìîæíî
ñäåëàòü, èñïîëüçîâàâ äåëåíèå â ñòîëáèê, íî ìû, êàê ó÷àñòíèêè îëèìïèàä,
âñïîìíèì êðàñèâûé ôàêò: 1001 = 7 · 11 · 13, îòêóäà ÷èñëî 2002 äåëèòñÿ íà
7, òî åñòü 2002 ≡ 0 (mod 7), íî 11 ≡ 4 (mod 7), îòêóäà 2002 + 11 ≡ 0 + 4 =
4 (mod 7).

Çíà÷èò, 2014 ≡ 5 (mod 7) è 2015 ≡ 6 (mod 7),⇒ 2013 ·2014 ·2015 ≡ 4 ·5 ·6 =
= 120 ≡ 1 (mod 7). Òàê êàê 2016 ≡ 0 (mod 7), òî 20163 ≡ 03 (mod 7).

Îêîí÷àòåëüíî: 2013 · 2014 · 2015 + 20163 ≡ 1 + 0 = 1 (mod 7).

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ óäîáíåå ïåðåéòè ê îòðèöàòåëüíûì ÷èñëàì. Íàïðè-
ìåð, 8100 ≡ (−1)100 = 1 (mod 9).

Êîãäà ìû èñïîëüçóåì ñðàâíåíèÿ ïî ìîäóëþ, ìíîãèå èç èçâåñòíûõ ïðè-
çíàêîâ äåëèìîñòè îòêðûâàþòñÿ íàì ñ íîâîé ñòîðîíû è ìîãóò äàæå äàòü
áîëüøå èíôîðìàöèè. Íàïðèìåð, ïðèçíàêè äåëèìîñòè íà 9 è íà 3 âûãëÿäÿò
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

anan−1 . . . a2a1a0 ≡ an + an−1 + · · ·+ a2 + a1 + a0 (mod 9)

è
anan−1 . . . a2a1a0 ≡ an + an−1 + · · ·+ a2 + a1 + a0 (mod 3).

Îäíèì èç ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ íà äåëèìîñòü ÿâëÿåòñÿ ïåðåáîð îñòàòêîâ.
Â íåêîòîðûõ çàäà÷àõ íàéòè ìîäóëü, ïî êîòîðîìó ïåðåáèðàþòñÿ îñòàòêè,
íå ñîñòàâëÿåò òðóäà, â äðóãèõ åãî åù¼ íóæíî óãàäàòü.

Çàäà÷à 4.3.2. Äîêàçàòü, ÷òî íè ïðè êàêèõ öåëûõ n ÷èñëî n2 + 3n + 4 íå
äåëèòñÿ íà 9.

Ðåøåíèå. Öåëîå ÷èñëî ìîæåò äàâàòü îñòàòêè 0, 1, 2, . . . , 8 ïðè äåëåíèè íà 9.
Ïåðåáåð¼ì âñå ýòè ñëó÷àè. Äëÿ óäîáñòâà çàïèøåì îñòàòêè â âèäå òàáëèöû.

n (mod 9) 0 1 2 3 4 5 6 7 8
n2 (mod 9) 0 1 4 0 7 7 0 4 1
3n (mod 9) 0 3 6 0 3 6 0 3 6

n2 + 3n+ 4 (mod 9) 4 8 5 4 5 8 4 2 2

Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ñëó÷àé, êîãäà n äà¼ò îñòàòîê 5 ïðè äåëåíèè íà 9.
Òîãäà n ≡ 5 (mod 9), îòêóäà

n2 + 3n = 4 ≡ 52 + 3 · 5 + 4 = 25 + 15 + 4 ≡ 7 + 6 + 4 = 17 ≡ 8 (mod 9).
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Îñòàëüíûå ñëó÷àè ðàçáèðàþòñÿ àíàëîãè÷íî. Âèäèì, ÷òî íè â îäíîì ñëó÷àå
íå ïîëó÷èëñÿ îñòàòîê 0, à ýòî çíà÷èò, ÷òî äàííîå âûðàæåíèå íå äåëèòñÿ
íà 9 íè ïðè êàêèõ öåëûõ n.

Çàäà÷à 4.3.3. Ìîæåò ëè ÷èñëî, ñîñòàâëåííîå èç 13 äâîåê, 13 òðîåê, 13
÷åòâ¼ðîê è 13 ïÿò¼ðîê áûòü ïîëíûì êâàäðàòîì?

Ðåøåíèå. Äîêàæåì, ÷òî ýòî íåâîçìîæíî. Òàê êàê ðå÷ü â çàäà÷å èä¼ò î ÷èñ-
ëå, öèôðû êîòîðîãî èçâåñòíû, íî íå èçâåñòåí èõ ïîðÿäîê, âîñïîëüçóåìñÿ
ïðèçíàêîì äåëèìîñòè íà 3. Îáîçíà÷èì ÷èñëî çà N .

Òîãäà ñóììà öèôð ÷èñëà N ðàâíà 13(2+3+4+5). Ïî ïðèçíàêó äåëèìîñòè,
ïîëó÷àåì: N ≡ 13 · 14 ≡ 1 · 2 = 2 (mod 3).

Ïîñìîòðèì, ìîæåò ëè êâàäðàò íàòóðàëüíîãî ÷èñëà äàâàòü îñòàòîê 2 ïî
ìîäóëþ 3, êàê è â ïðåäûäóùåé çàäà÷å, ðàçáåð¼ì ñëó÷àè.

x (mod 3) 0 1 2
x2 (mod 3) 0 1 1

Äåëàåì âûâîä � êâàäðàò íàòóðàëüíîãî ÷èñëà íå ìîæåò äàâàòü îñòàòîê 2
ïî ìîäóëþ 3, çíà÷èò, ñîñòàâèòü êâàäðàò èç âñåõ äàííûõ öèôð íåâîçìîæíî.

Çàäàâàëüíèê

Çàäà÷à 4.3.4. (Ìîñêîâñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà � 1940.7-8.4)
Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò òàêèõ ïàð öåëûõ ÷èñåë x, y, çàêëþ÷¼ííûõ ìåæäó 1 è
1000, ÷òî x2 + y2 äåëèòñÿ íà 7.

Çàäà÷à 4.3.5. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2013.6.1) B ðÿä ëåæàò 1000 êîíôåò. Ñíà÷àëà Âàñÿ ñúåë äåâÿ-
òóþ êîíôåòó ñëåâà, ïîñëå ÷åãî ñúåäàë êàæäóþ ñåäüìóþ êîíôåòó, äâèãà-
ÿñü âïðàâî. Ïîñëå ýòîãî Ïåòÿ ñúåë ñåäüìóþ ñëåâà èç îñòàâøèõñÿ êîíôåò,
à çàòåì ñúåäàë êàæäóþ äåâÿòóþ èç íèõ, òàêæå äâèãàÿñü âïðàâî. Ñêîëüêî
êîíôåò ïîñëå ýòîãî îñòàëîñü?

Çàäà÷à 4.3.6. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1998.7.5) Íà Ëóíå èìåþò
õîæäåíèå ìîíåòû äîñòîèíñòâîì â 1, 15 è 50 ôåðòèíãîâ. Íåçíàéêà îòäàë
çà ïîêóïêó íåñêîëüêî ìîíåò è ïîëó÷èë ñäà÷ó � íà îäíó ìîíåòó áîëüøå.
Êàêîâà íàèìåíüøàÿ âîçìîæíàÿ öåíà ïîêóïêè?

Çàäà÷à 4.3.7. (Ìîñêîâñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ðåãàòà � 2011/2012.8.3)
Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò òàêèõ íàòóðàëüíûõ n, íå ïðåâîñõîäÿùèõ 2012, ÷òî
ñóììà

1n + 2n + 3n + 4n
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îêàí÷èâàåòñÿ íà 0?

Çàäà÷à 4.3.8. (Ìóíèöèïàëüíûé ýòàï Âñåðîññèéñêîé îëèìïèàäû øêîëü-
íèêîâ (Ìîñêâà) � 2011.9.4) Íåçíàéêà óòâåðæäàåò, ÷òî ñóùåñòâóåò âîñåìü
òàêèõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ÷òî â ðàçëîæåíèå èõ íà ïðî-
ñòûå ìíîæèòåëè êàæäûé ìíîæèòåëü âõîäèò â íå÷¼òíîé ñòåïåíè (íàïðè-
ìåð, äâà òàêèõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ÷èñëà: 23 = 231 è 24 = 23 · 31). Ïðàâ ëè
îí?

Çàäà÷à 4.3.9. (Òóðãîð. Âåñåííèé òóð. Îñíîâíîé âàðèàíò � 2009/2010.
10-11.1) Èç Þæíîé Àìåðèêè â Ðîññèþ 2010 êîðàáëåé âåçóò áàíàíû, ëèìî-
íû è àíàíàñû. ×èñëî áàíàíîâ íà êàæäîì êîðàáëå ðàâíî ÷èñëó ëèìîíîâ íà
îñòàëüíûõ êîðàáëÿõ âìåñòå âçÿòûõ, à ÷èñëî ëèìîíîâ íà êàæäîì êîðàáëå
ðàâíî ÷èñëó àíàíàñîâ íà îñòàëüíûõ êîðàáëÿõ âìåñòå âçÿòûõ. Äîêàæèòå,
÷òî îáùåå ÷èñëî ôðóêòîâ äåëèòñÿ íà 31.

Çàäà÷à 4.3.10. (Òóðãîð. Âåñåííèé òóð. Òðåíèðîâî÷íûé âàðèàíò �
1986/1987.
9-10.1) Ìîæíî ëè ÷èñëî 1986 ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû øåñòè êâàäðàòîâ
íå÷¼òíûõ ÷èñåë?

Çàäà÷à 4.3.11. (Ìîñêîâñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ðåãàòà � 2012/2013.10.5)
Èçâåñòíî, ÷òî b = 20132013 + 2. Áóäóò ëè ÷èñëà b3 + 1 è b2 + 2 âçàèìíî
ïðîñòûìè?

Çàäà÷à 4.3.12. (Ìîñêîâñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ðåãàòà � 2012/2013.11.5)
Ñóùåñòâóþò ëè ÷åòûðå ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñëà, êàæäîå èç
êîòîðûõ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû êâàäðàòîâ äâóõ íàòóðàëüíûõ
÷èñåë?

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Çàäà÷à 4.6. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà x, y, z òàêîâû, ÷òî x2 + y2 = z2 (òî åñòü,
îáðàçóþò ¾Ïèôàãîðîâó òðîéêó¿). Äîêàæèòå, ÷òî õîòÿ áû îäíî èç ýòèõ
÷èñåë äåëèòñÿ íà 3.

Çàäà÷à 4.7. Ïðî ñåìü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë èçâåñòíî, ÷òî ñóììà ëþáûõ
øåñòè èç íèõ äåëèòñÿ íà 5. Äîêàæèòå, ÷òî êàæäîå èç äàííûõ ÷èñåë äåëèòñÿ
íà 5.

Çàäà÷à 4.8. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíûõ ÷èñåë n, ìåíüøèõ 2014,
äëÿ êîòîðûõ 2n − n2 äåëèòñÿ íà 7?
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4 Îñíîâíàÿ òåîðåìà àðèôìåòèêè

Ìàòåðèàë äëÿ ðàçáîðà íà çàíÿòèè

×òî òàêîå ïðîñòîå ÷èñëî, ìû óæå çíàåì. Çàìåòèì, ÷òî âñå íàòóðàëüíûå
÷èñëà äåëÿòñÿ íà òðè íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâà � ìíîæåñòâî ïðîñòûõ
÷èñåë, ìíîæåñòâî ñîñòàâíûõ ÷èñåë è åäèíèöó (äà-äà, îíà íå ÿâëÿåòñÿ ïðî-
ñòûì ÷èñëîì, è ìû ñêîðî ïîéì¼ì, ïî÷åìó).

Ïóñòü äàíî ÷èñëî 360. Íà êàêîå íàèìåíüøåå ïðîñòîå ÷èñëî îíî äåëèòñÿ?
Î÷åâèäíî, íà 2: 360 = 2 · 180. Íà êàêîå íàèìåíüøåå ïðîñòîå ÷èñëî äåëèòñÿ
180? Òîæå íà 2: 180 = 2 · 90, òàê ÷òî 360 = 2 · 2 · 90. Íà êàêîå íàèìåíüøåå
ïðîñòîå ÷èñëî äåëèòñÿ 90? Îïÿòü íà 2: 90 = 2 ·45, òàê ÷òî 360 = 2 ·2 ·2 ·45.
Íà êàêîå íàèìåíüøåå ïðîñòîå ÷èñëî äåëèòñÿ 45? Íà 3: 45 = 3 · 15, òàê
÷òî 360 = 2 · 2 · 2 · 3 · 15. Íàêîíåö, 15 = 3 · 5, 360 = 2 · 2 · 2 · 3 · 3 · 5, è íà
ýòîì íà÷àòûé íàìè ïðîöåññ îñòàíàâëèâàåòñÿ: âñå ïîëó÷èâøèåñÿ ìíîæèòå-
ëè ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè. Òàêîå ïðîèçâåäåíèå íàçûâàåòñÿ ðàçëîæåíèåì íà
ïðîñòûå ìíîæèòåëè, èëè êàíîíè÷åñêèì ðàçëîæåíèåì.

Òåîðåìà 1. Ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî (êðîìå åäèíèöû) ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ïðîñòûõ ìíîæèòåëåé, è ïðèòîì åäèíñòâåííûì
îáðàçîì (ñ òî÷íîñòüþ äî ïîðÿäêà ñîìíîæèòåëåé).

Ìû âèäèì, ÷òî, åñëè áû åäèíèöó ìû íàçíà÷èëè ïðîñòûì ÷èñëîì, òî òàêîå
ðàçëîæåíèå íå áûëî áû åäèíñòâåííûì. Çàìåòèì, ÷òî 1 ñ÷èòàëè ïðîñòûì
÷èñëîì åù¼ â XVIII âåêå òàêèå âåëèêèå ìàòåìàòèêè, êàê Ýéëåð è Ãîëüäáàõ.
Òàê, ïîñëåäíèì áûëà ñôîðìóëèðîâàíà ãèïîòåçà Ãîëüäáàõà, îäíà èç ñåìè
çàäà÷ òûñÿ÷åëåòèÿ: ëþáîå ÷¼òíîå ÷èñëî ïðåäñòàâèìî â âèäå ñóììû äâóõ
ïðîñòûõ ÷èñåë. È ÷èñëî 2 = 1 + 1. Ñåãîäíÿ â ôîðìóëèðîâêå ãèïîòåçû
óòî÷íåíèå � ¾ëþáîå ÷¼òíîå ÷èñëî, íà÷èíàÿ ñ 4¿. Ïîñëåäíèì èç êðóïíûõ
ìàòåìàòèêîâ, ñ÷èòàâøèõ 1 ïðîñòûì ÷èñëîì, áûë Àíðè Ëåáåã â 1899 ãîäó.

Âûøå áûëî ïîëó÷åíî êàíîíè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ÷èñëà 360: 360 = 2 · 2 · 2 ·
3 · 3 · 5, èëè, êàê ýòî îáû÷íî çàïèñûâàþò, 360 = 23 · 32 · 5.
Ìû âèäèì, òàêèì îáðàçîì, ÷òî ëþáîå ÷èñëî ñîñòîèò êàê áû èç ¾êèðïè-
÷èêîâ¿ � ïðîñòûõ ìíîæèòåëåé, âîçíèêàþùèõ â åãî êàíîíè÷åñêîì ðàçëî-
æåíèè. Ïðîñòîå ÷èñëî ñîñòîèò èç îäíîãî òàêîãî ¾êèðïè÷èêà¿ � ñàìîãî
ñåáÿ.

Êàíîíè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ÿâëÿåòñÿ ìîùíûì èíñòðóìåíòîì ðåøåíèÿ öåëî-
ãî ðÿäà çàäà÷. Áëàãîäàðÿ åìó ïåðåä íàìè îòêðûâàåòñÿ âñÿ êàðòèíà äåëè-
òåëåé äàííîãî ÷èñëà. Òàê, äëÿ ÷èñëà 360 ìû òåïåðü ìîæåì ñðàçó ñêàçàòü,
÷òî îíî äåëèòñÿ, íàïðèìåð, íà 23 = 8, íà 22 · 3 = 12, íà 2 · 32 · 5 = 90 (òàê
êàê ýòè ÷èñëà ¾ñêîíñòðóèðîâàíû¿ èç îòäåëüíûõ ýëåìåíòîâ êàíîíè÷åñêîãî
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ðàçëîæåíèÿ) è íå äåëèòñÿ, ñêàæåì, íà 7 è íà 33 = 3 · 11 (òàê êàê íè 7, íè
11 íå âõîäÿò â êàíîíè÷åñêîå ðàçëîæåíèå).

Îòìåòèì, ÷òî ýêâèâàëåíòíûå ôîðìóëèðîâêè ïðèâåä¼ííîé âûøå Îñíîâ-
íîé òåîðåìû àðèôìåòèêè ìîæíî âñòðåòèòü åùå ó Åâêëèäà (III â. äî
í. ý.), à âïåðâûå òî÷íàÿ ôîðìóëèðîâêà è äîêàçàòåëüñòâî áûëè ïðèâå-
äåíû Ê.Ãàóññîì â åãî ¾Àðèôìåòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ¿ (Disquisitiones
Arithmeticae, 1801 ã.).

Ðåøèì çàäà÷ó ñî øêîëüíîãî ýòàïà âñåðîññèéñêèõ îëèìïèàä ïî ìàòåìàòèêå.

Çàäà÷à 4.4.1. (Øêîëüíûé ýòàï Âñåðîññèéñêîé îëèìïèàäû øêîëüíèêîâ
� 2018.6.1) Â äîìå íà âñåõ ýòàæàõ âî âñåõ ïîäúåçäàõ ðàâíîå êîëè÷åñòâî
êâàðòèð (áîëüøå îäíîé). Òàêæå âî âñåõ ïîäúåçäàõ ïîðîâíó ýòàæåé. Ïðè
ýòîì êîëè÷åñòâî ýòàæåé áîëüøå êîëè÷åñòâà êâàðòèð íà ýòàæå, íî ìåíüøå,
÷åì êîëè÷åñòâî ïîäúåçäîâ. Ñêîëüêî â äîìå ýòàæåé, åñëè âñåãî êâàðòèð
715?

Ðåøåíèå. Ðàçëîæèì ÷èñëî 715 íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè: 715 = 5 · 11 · 13.
Çàìåòèì, ÷òî èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî îáùåå ÷èñëî êâàðòèð ðàâíî ïðîèçâå-
äåíèþ êîëè÷åñòâà ïîäúåçäîâ, ýòàæåé è êâàðòèð íà ëåñòíè÷íîé ïëîùàäêå
äðóã íà äðóãà, ïðè÷¼ì êàæäàÿ èç ýòèõ âåëè÷èí áîëüøå 1. Íî ò. ê. 715 ìû
ìîæåì ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ òð¼õ ðàçëè÷íûõ ÷èñåë, áîëüøèõ
1, åäèíñòâåííûì îáðàçîì ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâîê, à òàêæå, ó÷èòûâàÿ
óêàçàííûå â óñëîâèè äàííûå î ñîîòíîøåíèè êîëè÷åñòâà èñêîìûõ âåëè÷èí,
ïðèõîäèì ê îòâåòó: 5 êâàðòèð íà ëåñòíè÷íîé ïëîùàäêå, 11 ýòàæåé è 13
ïîäúåçäîâ.

Çàäà÷à 4.4.2. Îïðåäåëèòå, ñêîëüêî ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ìåíü-
øèõ 100, òàêèõ, ÷òî ïðîèçâåäåíèå âñåõ äåëèòåëåé ýòîãî ÷èñëà (âêëþ÷àÿ 1
è ñàìî ÷èñëî) ðàâíÿåòñÿ êóáó äàííîãî ÷èñëà.

Ðåøåíèå. Îáðàùàëè ëè âû âíèìàíèå íà òî, ÷òî åñëè, ñêàæåì, 120 = 6∗20,
òî åñòü, 120 äåëèòñÿ íà 6, òî îíî áóäåò äåëèòüñÿ è íà 120

6 ? Ôàêò, êàê áóäòî
î÷åâèäíûé, íî åãî ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè
c äåëèòñÿ íà a, òî c äåëèòñÿ è íà b = c

a . Èíîãäà ìàòåìàòèêè âìåñòî c
äåëèòñÿ íà a ãîâîðÿò ¾a äåëèò c¿. Òàêèì îáðàçîì ó êàæäîãî ÷èñëà c âñå
äåëèòåëè ìîæíî ðàçáèòü íà ïàðû, ïðîèçâåäåíèå êîòîðûõ ñîñòàâëÿåò c. Îä-
íàêî, åñëè c ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì êâàäðàòîì, òî ïîñëåäíþþ ïàðó îáðàçîâàòü
íå ïîëó÷èòñÿ è êîëè÷åñòâî âñåõ äåëèòåëåé áóäåò íå÷¼òíûì.

Âåðí¼ìñÿ ê íàøåé çàäà÷å è ïîïðîáóåì ìûñëåííî âûïèñàòü â ðÿä âñå äåëè-
òåëè èñêîìîãî ÷èñëà. ×òîáû ïîëó÷èòü â ïðîèçâåäåíèè êóá, íóæíî, ÷òîáû
âñå äåëèòåëè îáðàçîâûâàëè òðè ïàðû (à ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òî, ÷òî ìû èùåì,
íå ìîæåò áûòü òî÷íûì êâàäðàòîì, òàê êàê ÷èñëî äåëèòåëåé ó íàñ ÷¼òíîå).
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Ñêîëüêî ïðîñòûõ ÷èñåë ó÷àñòâóåò â ðàçëîæåíèè ÷èñëà? Ïðåäïîëîæèì, èõ
òðè. Óáåäèòåñü ñàìè, ÷òî ÷èñëà 1, p1, p2, p3, p1 · p2, p1 · p3, p2 · p3, p1 · p2 · p3
ÿâëÿþòñÿ äåëèòåëÿìè íàøåãî ÷èñëà c è âñå ýòè äåëèòåëè ïî îñíîâíîé òåî-
ðåìå àðèôìåòèêè âñå ðàçëè÷íû. Òîãäà êîëè÷åñòâî äåëèòåëåé ÷èñëà c áóäåò
áîëüøå 6. Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì, ÷òî åñëè ÷èñëî ïðîñòûõ äåëèòåëåé áîëü-
øå òð¼õ, òî êîëè÷åñòâî âñåõ äåëèòåëåé èñêîìîãî ÷èñëà c áóäåò áîëüøå
øåñòè.

Åñëè â ðàçëîæåíèå ÷èñëà c âõîäèò ðîâíî äâà ïðîñòûõ äåëèòåëÿ, òî, êàê
íåòðóäíî óñòàíîâèòü, îíî äîëæíî áûòü â âèäå p1 · p22. Äîêàæèòå ñàìè, ÷òî
äðóãèå ðàçëîæåíèÿ íå ïîäõîäÿò. Òàê êàê c < 100, òî óñòàíîâèòü âñå ðå-
øåíèÿ ìû ìîæåì ïðÿìûì ïåðåáîðîì, ïðîâåðèâ çíà÷åíèÿ âñåõ ÷èñåë âèäà
2 · 32, 2 · 52, 2 · 72, 3 · 22, 3 · 52, 5 · 22, 5 · 32, 7 · 22, 7 · 32, 11 · 22, 11 · 32, 13 · 22,
17 · 22, 19 · 22, 23 · 22.
Ìû åù¼ íå ðàññìîòðåëè ñëó÷àé, êîãäà êîëè÷åñòâî ïðîñòûõ äåëèòåëåé ðàâ-
íî åäèíèöå. Ýòî íàì äà¼ò ðîâíî îäèí ñëó÷àé � p51, èëè 32.

Ðàñïîëàãàÿ âñå ÷èñëà â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ, ïîëó÷àåì îòâåò:

12, 18, 20, 28, 32, 44, 45, 50, 52, 63, 68, 75, 76, 92, 98, 99.

Çàäàâàëüíèê

Çàäà÷à 4.4.3. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1995.7.1) Íàòóðàëüíîå
÷èñëî óìíîæèëè ïîñëåäîâàòåëüíî íà êàæäóþ èç åãî öèôð. Ïîëó÷èëîñü
1995. Íàéäèòå èñõîäíîå ÷èñëî.

Çàäà÷à 4.4.4. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2008.7.1) ×èñëî óìíîæèëè
íà ñóììó åãî öèôð è ïîëó÷èëè 2008. Íàéäèòå ýòî ÷èñëî.

Çàäà÷à 4.4.5. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2009.7.1) Þðà çàïèñàë ÷åòûð¼õçíà÷íîå ÷èñëî. Ë¼íÿ ïðèáàâèë
ê ïåðâîé öèôðå ýòîãî ÷èñëà 1, êî âòîðîé 2, ê òðåòüåé 3 è ê ÷åòâ¼ðòîé 4,
à ïîòîì ïåðåìíîæèë ïîëó÷åííûå ñóììû. Ó Ë¼íè ïîëó÷èëîñü 234. Êàêîå
÷èñëî ìîãëî áûòü çàïèñàíî Þðîé?

Çàäà÷à 4.4.6. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2015.6.2) Îõîòíèê ðàññêàçàë ïðèÿòåëþ, ÷òî âèäåë â ëåñó âîëêà
ñ ìåòðîâûì õâîñòîì. Òîò ðàññêàçàë äðóãîìó ïðèÿòåëþ, ÷òî â ëåñó âèäå-
ëè âîëêà ñ äâóõìåòðîâûì õâîñòîì. Ïåðåäàâàÿ íîâîñòü äàëüøå, ïðîñòûå
ëþäè óâåëè÷èâàëè äëèíó õâîñòà âäâîå, à òâîð÷åñêèå � âòðîå. Â ðåçóëüòà-
òå ïî òåëåâèçîðó ñîîáùèëè î âîëêå ñ õâîñòîì äëèíîé 864 ìåòðà. Ñêîëüêî
ïðîñòûõ è ñêîëüêî òâîð÷åñêèõ ëþäåé ¾îòðàñòèëè¿ âîëêó õâîñò?
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Çàäà÷à 4.4.7. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1999.6.2) Óêàæèòå ïÿòü
öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, ñóììà êîòîðûõ ðàâíà 20, à ïðîèçâåäåíèå �
420.

Çàäà÷à 4.4.8. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2007.6.2;7.2) Â êîíöå ÷åò-
âåðòè Âîâî÷êà âûïèñàë ïîäðÿä â ñòðî÷êó ñâîè òåêóùèå îòìåòêè ïî ïåíèþ
è ïîñòàâèë ìåæäó íåêîòîðûìè èç íèõ çíàê óìíîæåíèÿ. Ïðîèçâåäåíèå ïî-
ëó÷èâøèõñÿ ÷èñåë îêàçàëîñü ðàâíûì 2007. Êàêàÿ îòìåòêà âûõîäèò ó Âî-
âî÷êè â ÷åòâåðòè ïî ïåíèþ? (¾Êîëîâ¿ ó÷èòåëüíèöà ïåíèÿ íå ñòàâèò.)

Çàäà÷à 4.4.9. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2016.6.2) Åñòü ÷åòûðå êàðòî÷êè ñ öèôðàìè: 2, 0, 1, 6. Äëÿ êàæ-
äîãî èç ÷èñåë îò 1 äî 9 ìîæíî èç ýòèõ êàðòî÷åê ñîñòàâèòü ÷åòûð¼õçíà÷íîå
÷èñëî, êîòîðîå êðàòíî âûáðàííîìó îäíîçíà÷íîìó. À â êàêîì ãîäó òàêîå
áóäåò â ñëåäóþùèé ðàç?

Çàäà÷à 4.4.10. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2009.7.6) Èñïîëüçóÿ â êà-
÷åñòâå ÷èñåë ëþáîå êîëè÷åñòâî ìîíåò äîñòîèíñòâîì 1, 2, 5 è 10 ðóáëåé, à
òàêæå (áåñïëàòíûå) ñêîáêè è çíàêè ÷åòûð¼õ àðèôìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé,
ñîñòàâüòå âûðàæåíèå ñî çíà÷åíèåì 2009, ïîòðàòèâ êàê ìîæíî ìåíüøå äå-
íåã.

Çàäà÷à 4.4.11. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1996.7.6) Ïðîèçâåäåíèå
ïîñëåäîâàòåëüíûõ ÷èñåë îò 1 äî n íàçûâàåòñÿ n-ôàêòîðèàë è îáîçíà÷àåò-
ñÿ n! (1 · 2 · 3 · . . . · n = n!). Ìîæíî ëè âû÷åðêíóòü èç ïðîèçâåäåíèÿ

1! · 2! · 3! · . . . · 100!

îäèí èç ôàêòîðèàëîâ òàê, ÷òîáû ïðîèçâåäåíèå îñòàâøèõñÿ áûëî êâàäðà-
òîì öåëîãî ÷èñëà?

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Çàäà÷à 4.9. Ñóùåñòâóåò ëè öåëîå ÷èñëî, ïðîèçâåäåíèå öèôð êîòîðîãî
ðàâíî à) 1980; á) 1990; â) 2000; ã) 2018?

Çàäà÷à 4.10. Ñóùåñòâóåò ëè íàòóðàëüíîå ÷èñëî, áîëüøåå 100, òàêîå, ÷òî
ïðîèçâåäåíèå âñåõ äåëèòåëåé ýòîãî ÷èñëà (âêëþ÷àÿ 1 è ñàìî ÷èñëî), ðàâ-
íÿåòñÿ âîñüìîé ñòåïåíè äàííîãî ÷èñëà?

Çàäà÷à 4.11. (Îëèìïèàäà ¾Ëîìîíîñîâ¿ � 2017.7�8.6, 9.4) Ïðî íàòóðàëü-
íûå ÷èñëàm è n èçâåñòíî, ÷òî 3n3 = 5m2. Íàéäèòå íàèìåíüøåå âîçìîæíîå
çíà÷åíèå m+ n.

Çàäà÷à 4.12. (Ìóíèöèïàëüíûé ýòàï Âñåðîññèéñêîé îëèìïèàäû øêîëüíè-
êîâ � 2009.8.1) Ïðîèçâåäåíèå äâóõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, êàæäîå èç êîòîðûõ
íå äåëèòñÿ íàöåëî íà 10, ðàâíî 1000. Íàéäèòå èõ ñóììó.
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5 ÍÎÄ è ÍÎÊ. Àëãîðèòì Åâêëèäà

Ìàòåðèàë äëÿ ðàçáîðà íà çàíÿòèè

Íàïîìíèì êîíöåïöèè ÍÎÄ (íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ) è ÍÎÊ (íàè-
ìåíüøåãî îáùåãî êðàòíîãî).

Ïóñòü ïîëó÷åííîå ñ ïîìîùüþ îñíîâíîé òåîðåìû àðèôìåòèêè ðàçëîæåíèå
÷èñåë M è N íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

N = pα1
1 pα2

2 · · · pαn
n è M = pβ1

1 p
β2

2 · · · pβn
n .

Ïîêàæåì, ÷òî èõ íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü áóäåò ðàâåí

ÍÎÄ(M,N) = p
min(α1,β1)
1 p

min(α2,β2)
2 · · · pmin(αn,βn)

n .

Çäåñü ìû èñïîëüçîâàëè ïîíÿòèå ôóíêöèè ìèíèìóìà min(x,y), ïîêàçûâà-
þùåé íàèìåíüøåå èç çíà÷åíèé x è y.

Ïðåæäå ïîêàæåì, ÷òî ïðèâåä¼ííîå ÷èñëî ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåìM è N . Îáî-
çíà÷èì äëÿ óäîáñòâà íàøå ÷èñëî çà a:

N

a
=

pα1
1 pα2

2 · · · pαn
n

p
min(α1,β1)
1 p

min(α2,β2)
2 · · · pmin(αn,βn)

n

=

= p
α1−min(α1,β1)
1 p

α2−min(α2,β2)
2 · · · pαn−min(αn,βn)

n .

Òàê êàê ÷èñëà âèäà αi −min(αi,βi) ÿâëÿþòñÿ öåëûìè íåîòðèöàòåëüíûìè,
÷èñëà pαi−min(αi,βi) áóäóò íàòóðàëüíûìè, ðàâíî êàê è èõ ïðîèçâåäåíèå.
Ñëåäîâàòåëüíî, N äåëèòñÿ íà a. Ðàññóæäåíèå äëÿM ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷-
íî. Òàêèì îáðàçîì, a ÿâëÿåòñÿ îáùèì äåëèòåëåìM èN , îñòàëîñü ïîêàçàòü
ëèøü, ÷òî îíî íàèáîëüøåå.

Ïóñòü ñóùåñòâóåò ÷èñëî b, áîëüøåå a è ÿâëÿþùååñÿ îáùèì äåëèòåëåì M
è N . Ðàññìîòðèì åãî ðàçëîæåíèå íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè è ñðàâíèì ñ òà-
êîâûì ÷èñëà a:

b = pγ11 p
γ2
2 . . . pγnn .

Òàê êàê b > a, òî êàêîé-òî èç ïðîñòûõ ìíîæèòåëåé ÷èñëà b âõîäèò â ÷èñëî
b â áîëüøåé ñòåïåíè, ÷åì â ÷èñëî a. Òîãäà, îáÿçàòåëüíî íàéä¼òñÿ òàêîå i,
÷òî γi > min(αi,βi). Îòñþäà, b íå áóäåò äåëèòü N , åñëè αi 6 βi, è M â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ñëåäîâàòåëüíî, a = ÍÎÄ(M,N).

Àíàëîãè÷íûìè ðàññóæäåíèÿìè ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî íàèìåíüøåå îáùåå
êðàòíîå ÷èñåë M è N áóäåò ðàâíî

ÍÎÊ(M,N) = p
max(α1,β1)
1 p

max(α2,β2)
2 · · · pmax(αn,βn)

n .
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Çäåñü max(x,y) � íàèáîëüøåå èç çíà÷åíèé x è y. Ìèíèìàëüíîå è ìàêñè-
ìàëüíîå çíà÷åíèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ ñâÿçàíû î÷åíü ïîëåçíûì ñîîòíîøå-
íèåì min(x,y) + max(x,y) = x + y. Â ñàìîì äåëå, åñëè ÷èñëà ðàâíû, òî
ìèíèìàëüíîå è ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ñîâïàäàþò ñ ÷èñëàìè, à åñëè íå
ðàâíû, òî îäíî èç ÷èñåë áóäåò êàê ðàç ÿâëÿòüñÿ ìàêñèìàëüíûì çíà÷åíè-
åì, à âòîðîå � ìèíèìàëüíûì, à îò ïåðåñòàíîâêè ìåñò ñëàãàåìûõ ñóììà íå
ìåíÿåòñÿ.

Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò ôîðìóëà: ÍÎÊ(M,N) ·ÍÎÄ(M,N) =M ·N .
×èñëà íàçûâàþòñÿ âçàèìíî ïðîñòûìè, åñëè èõ íàèáîëüøèé îáùèé äåëè-
òåëü ðàâåí 1.

Âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà è ÍÎÄ ñâÿçûâàåò ñîîòíîøåíèå Áåçó. Ïóñòü a è
b � öåëûå ÷èñëà, îäíîâðåìåííî íå ðàâíûå íóëþ, òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå
öåëûå ÷èñëà u è v, ÷òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî ÍÎÄ(a, b) = a · u+ b · v.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî, åñëè a è b � âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà, òî äëÿ íèõ
ìîæíî íàéòè òàêèå u è v, ÷òî a · u+ b · v = 1.

Ðåøèì íåñêîëüêî óñòíûõ çàäà÷ äëÿ ðàçìèíêè.

Çàäà÷à 4.5.1. ×èñëî 5A äåëèòñÿ íà 3. Ñëåäóåò ëè èç ýòîãî, ÷òî ÷èñëî A
äåëèòñÿ íà 3?

Ðåøåíèå. Äîïóñòèì, ÷òî ÷èñëî A íà 3 íå äåëèòñÿ, òîãäà â åãî ðàçëîæåíèè
íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè íåò 3, íî ðàçëîæåíèå ÷èñëà 5A îòëè÷àåòñÿ îò ðàç-
ëîæåíèÿ ÷èñëà A ëèøü íàëè÷èåì äîïîëíèòåëüíîé ñòåïåíè ïðè 5, çíà÷èò,
è â í¼ì 3 íåò, è íà 3 îíî íå äåëèòñÿ � èç ïîëó÷èâøåãîñÿ ïðîòèâîðå÷èÿ
èìååì, ÷òî A îáÿçàíî äåëèòüñÿ íà 3.

Çàäà÷à 4.5.2. ×èñëî 5A äåëèòñÿ íà 15. Ñëåäóåò ëè èç ýòîãî, ÷òî ÷èñëî A
äåëèòñÿ íà 15?

Ðåøåíèå. Íåò, íå ñëåäóåò, íàïðèìåð, óñëîâèå çàäà÷è íå âûïîëíåíî äëÿ
A = 3.

Îäíàêî õîòåëîñü áû âûÿâèòü íåêóþ çàêîíîìåðíîñòü äëÿ ïîäîáíîãî ðîäà
ëîãè÷åñêèõ ïåðåõîäîâ, è, êàê îêàçûâàåòñÿ, òàêàÿ çàêîíîìåðíîñòü äåéñòâè-
òåëüíî åñòü.

Ëåììà 1. Åñëè ab äåëèòñÿ íà c, ïðè÷¼ì b âçàèìíî ïðîñòî ñ c, òî a äåëèòñÿ
íà c.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âî-ïåðâûõ, çàìåòèì, ÷òî ó âçàèìíî ïðîñòûõ ÷èñåë â èõ
ðàçëîæåíèè íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè íåò íè îäíîãî îáùåãî, èíà÷å ÍÎÄ ýòèõ
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÷èñåë äåëèëñÿ áû íà íåãî è íå áûë áû ðàâåí 1. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå,
ò. å. a íå äåëèòñÿ íà c. Â òàêîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíî òàêîå ïðî-
ñòîå ÷èñëî, ÷òî â ðàçëîæåíèå ÷èñëà c îíî áóäåò âõîäèòü â ñòåïåíè áîëüøåé,
÷åì â ðàçëîæåíèå ÷èñëà a (âîçìîæíî, â ÷èñëî a îíî âõîäèò â íóëåâîé ñòå-
ïåíè). Çàìåòèì òàêæå, ÷òî â ðàçëîæåíèè ÷èñëà b ýòî äàííîå ïðîñòîå ÷èñëî
òàêæå áóäåò îòñóòñòâîâàòü èç-çà âçàèìíîé ïðîñòîòû ÷èñåë b è c, òàêèì îá-
ðàçîì, â ðàçëîæåíèå ÷èñëà c äàííîå ïðîñòîå ÷èñëî áóäåò âõîäèòü â ñòåïåíè
áîëüøåé, ÷åì â ðàçëîæåíèè ÷èñëà ab, ò. å. ab íå áóäåò äåëèòüñÿ íà c. Ïðèäÿ
ê ïðîòèâîðå÷èþ, ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå äàííîé ëåììû.

Çàìå÷àíèå 1. Åñëè äàíî äâà ÷èñëà b è c, íå ÿâëÿþùèõñÿ âçàèìíî ïðî-
ñòûìè, òî ãàðàíòèðîâàííî ñóùåñòâóåò ÷èñëî a òàêîå, ÷òî ab äåëèòñÿ íà c,
à a � íå äåëèòñÿ. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ÷èñëî

a =
c

ÍÎÄ(b, c)

ïîäõîäèò.

Óòâåðæäåíèå 5. Åñëè öåëîå ÷èñëî s äåëèòñÿ íà âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà
a è b, òî s äåëèòñÿ íà ab.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äàííîå èíòóèòèâíî ïîíÿòíîå óòâåðæäåíèå, íåñìîòðÿ íà
ïðîñòóþ ôîðìóëèðîâêó, îïèðàåòñÿ â ñâîåì äîêàçàòåëüñòâå íà îñíîâíóþ
òåîðåìó àðèôìåòèêè. Äâà âçàèìíî ïðîñòûõ ÷èñëà â ñâî¼ì ðàçëîæåíèè
èìåþò ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà, òàê êàê èíà÷å îíè íå áóäóò âçàèìíî
ïðîñòûìè. Â òàêîì ñëó÷àå, â ðàçëîæåíèè ÷èñëà s ïðèñóòñòâóþò âñå äàííûå
ïðîñòûå ÷èñëà â ñòåïåíÿõ, íå ìåíüøèõ, ÷åì â ÷èñëàõ a è b. Òàêèì îáðàçîì,
äàííîå ÷èñëî äåëèòñÿ íà ab.

Âñïîìíèì òàêæå àëãîðèòì Åâêëèäà äëÿ íàõîæäåíèÿ ÍÎÄ äâóõ ÷èñåë:
ÍÎÄ(a, b) = ÍÎÄ(a − b, b), åñëè a > b (êàæäûì åãî øàãîì áóäåò âû÷èòà-
íèå èç áîëüøåãî ÷èñëà ìåíüøåãî). Åñòåñòâåííûì åãî óëó÷øåíèåì ÿâëÿåòñÿ
îáîáù¼ííûé àëãîðèòì Åâêëèäà, â êîòîðîì ÷èñëà íå âû÷èòàþòñÿ, à äåëÿò-
ñÿ äðóã íà äðóãà ñ îñòàòêîì. Íàïðèìåð, ÍÎÄ(315, 100) = ÍÎÄ(100, 15) =
ÍÎÄ(15, 10) = ÍÎÄ(5, 10) = ÍÎÄ(0, 5) = 5.

Çàäà÷à 4.5.3. Êàêèì ìîæåò áûòü ÷èñëî

(a+ b)(b+ c)(c+ a)

abc
,

åñëè èçâåñòíî, ÷òî ýòî öåëîå ÷èñëî è a, b è c � ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûå
íàòóðàëüíûå ÷èñëà?
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Ðåøåíèå. Ïîñìîòðèì, åñòü ëè ñðåäè ÷èñåë a, b, c ðàâíûå. Âîçìîæíû äâà
âàðèàíòà:

1) ñðåäè íèõ åñòü äâà ðàâíûõ. Ïóñòü ýòî, íå óìàëÿÿ îáùíîñòè (â ñèëó
ñèììåòðèè óñëîâèÿ), ÷èñëà a è b. Òàê êàê îíè äîëæíû áûòü âçàèìíî ïðî-
ñòûìè, òî ýòî âîçìîæíî, òîëüêî òîãäà, êîãäà a = b = 1. Ïîýòîìó

(a+ b)(b+ c)(c+ a)

abc
=

2(c+ 1)2

c
.

Íî ÷èñëà c+1 è c âñåãäà âçàèìíî ïðîñòûå, ïîýòîìó è (c+1)2 è c âçàèìíî
ïðîñòûå, íî 2(c + 1)2 ..

.
c, çíà÷èò 2 ..

.
c, îòêóäà c = 1 èëè c = 2. Â ïåðâîì

ñëó÷àå çíà÷åíèå
(a+ b)(b+ c)(c+ a)

abc

ðàâíî 8, âî âòîðîì � 9.

2) ñðåäè ÷èñåë a, b, c âñå ðàçëè÷íûå. Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî a < b < c. Òàê êàê ÷èñëà a, b è c ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûå, òî íè
a + c, íè b + c íå ìîæåò äåëèòüñÿ íà c, çíà÷èò, a + b ..

.
c ⇔ a + b = kc äëÿ

íåêîòîðîãî öåëîãî k. Àíàëîãè÷íî, a+ c = lb äëÿ öåëîãî l.

Òàê êàê a+ b < 2c, è a+ b = kc, òî a+ b = c,⇒ a = c− b. Îòñþäà:

a+ c = (c− b) + c = lb⇔ 2c = b(l + 1).

Ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîãî âûðàæåíèÿ äåëèòñÿ íà b, çíà÷èò, è ëåâàÿ òîæå äîëæíà
äåëèòüñÿ íà b, íî c è b âçàèìíî ïðîñòû, ñëåäîâàòåëüíî, 2 äîëæíî äåëèòüñÿ
íà b,⇒ b = 1 èëè b = 2. Íî 1 6 a < b, îòêóäà b ìîæåò áûòü ðàâíî òîëüêî
2. Òàê êàê a < b, òî a = 1, c = a+ b = 3. Â ýòîì ñëó÷àå

(a+ b)(b+ c)(c+ a)

abc
=

3 · 5 · 4
1 · 2 · 3

= 10.

Çàäà÷à 4.5.4. Íàéäèòå ÍÎÄ ÷èñåë 11 . . . 11︸ ︷︷ ︸
m

è 11 . . . 11︸ ︷︷ ︸
n

, m > n.

Ðåøåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ àëãîðèòìîì Åâêëèäà ñ ìîäèôèêàöèåé.
Ñíà÷àëà âû÷òåì èç ïåðâîãî ÷èñëà âòîðîå (11 . . . 11︸ ︷︷ ︸

n

, 11 . . . 11︸ ︷︷ ︸
m

) =

(11 . . . 11︸ ︷︷ ︸
m−n

00 . . . 00︸ ︷︷ ︸
n

, 11 . . . 11︸ ︷︷ ︸
n

). Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî ÍÎÄ äâóõ äàííûõ

÷èñåë íå ìîæåò äåëèòüñÿ íè íà 2, íè íà 5, ñëåäîâàòåëüíî,

(11 . . . 11︸ ︷︷ ︸
m−n

00 . . . 00︸ ︷︷ ︸
n

, 11 . . . 11︸ ︷︷ ︸
n

) = (11 . . . 11︸ ︷︷ ︸
m−n

, 11 . . . 11︸ ︷︷ ︸
n

).
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Ìû âèäèì, ÷òî ïîñëå ïðèìåíåíèÿ îäíîãî øàãà ìîäèôèöèðîâàííîãî àëãî-
ðèòìà ÷èñëî åäèíèö â íàøèõ ÷èñëàõ èçìåíèëîñü òî÷íî òàêèì æå îáðà-
çîì, êàê èçìåíèëèñü áû ÷èñëà ïðè îáû÷íîì àëãîðèòìå Åâêëèäà. Ìîæíî
ñêàçàòü, ÷òî îäèí øàã ìîäèôèöèðîâàííîãî àëãîðèòìà àíàëîãè÷åí îäíîìó
øàãó îáû÷íîãî àëãîðèòìà Åâêëèäà, ïðèìåí¼ííîìó ê êîëè÷åñòâó åäèíèö
â ÷èñëàõ. Òàê êàê â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ îáû÷íîãî àëãîðèòìà Åâêëè-
äà ïîëó÷àåòñÿ ÍÎÄ äâóõ ÷èñåë m è n, òî â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ìî-
äèôèöèðîâàííîãî àëãîðèòìà ïîëó÷èòñÿ ÷èñëî, ñîñòîÿùåå èç ÍÎÄ(m,n)
åäèíèö.

Çàäàâàëüíèê

Çàäà÷à 4.5.5. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2003.7.3) Íà êàæäîì êèëîìåòðå ìåæäó ñ¼ëàìè Ìàðüèíî è Ðî-
ùèíî ñòîèò ñòîëá ñ òàáëè÷êîé, íà îäíîé ñòîðîíå êîòîðîé íàïèñàíî ðàñ-
ñòîÿíèå äî Ìàðüèíî, íà äðóãîé � ðàññòîÿíèå äî Ðîùèíî. Ãóëÿÿ ïî ýòîé
äîðîãå, Áîáèê äëÿ êàæäîé òàáëè÷êè ïîäñ÷èòàë íàèáîëüøèé îáùèé äåëè-
òåëü çàïèñàííûõ íà íåé ÷èñåë. Îêàçàëîñü, ÷òî ñðåäè ïîëó÷åííûõ èì ÷èñåë
âñòðåòèëèñü òîëüêî 1, 3 èëè 5 (êàæäîå õîòÿ áû ïî îäíîìó ðàçó). Íàéäèòå
ðàññòîÿíèå ìåæäó ñ¼ëàìè.

Çàäà÷à 4.5.6. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2012.7.4) Íàçîâ¼ì íàòóðàëüíûå ÷èñëà a è b äðóçüÿìè, åñëè èõ
ïðîèçâåäåíèå ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì êâàäðàòîì. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè a � äðóã
b, òî a � äðóã ÍÎÄ(a, b).

Çàäà÷à 4.5.7. (Òóðãîð. Âåñåííèé òóð. Òðåíèðîâî÷íûé âàðèàíò �
1996/1997.
10-11.2) ×èñëà a è b � íàòóðàëüíûå. Èçâåñòíî, ÷òî a2 + b2 äåëèòñÿ íà ab.
Äîêàæèòå, ÷òî a = b.

Çàäà÷à 4.5.8. (Ìîñêîâñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà � 1964.9.2) Äî-
êàçàòü, ÷òî ïðîèçâåäåíèå äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë íå
ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ íèêàêîãî öåëîãî ÷èñëà.

Çàäà÷à 4.5.9. (Òóðãîð. Îñåííèé òóð. Îñíîâíîé âàðèàíò � 2014/2015.8-
9.2) Ñóùåñòâóþò ëè òàêèå äåñÿòü ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë,
÷òî èõ ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå áîëüøå èõ íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ:

à) ðîâíî â øåñòü ðàç;
á) ðîâíî â ïÿòü ðàç?

Çàäà÷à 4.5.10. (Ìîñêîâñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà � 1935.8.1) Äî-
êàæèòå, ÷òî

ÍÎÊ(a, b, c) ·ÍÎÄ(a, b) ·ÍÎÄ(b, c) ·ÍÎÄ(c, a) = ÍÎÄ(a, b, c) · abc.
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Çàäà÷à 4.5.11. (Òóðãîð. Îñåííèé òóð. Îñíîâíîé âàðèàíò � 1983/1984.7-
8.2) Íàéòè âñå òàêèå íàòóðàëüíûå k, êîòîðûå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
ñóììû äâóõ âçàèìíî ïðîñòûõ ÷èñåë, îòëè÷íûõ îò 1.

Çàäà÷à 4.5.12. (Òóðãîð. Îñåííèé òóð. Îñíîâíîé âàðèàíò � 1998/1998.8-
9.1) à) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ÍÎÊ(a, a+5) = ÍÎÊ(b, b+5) (a, b � íàòóðàëü-
íûå), òî a = b.

á) Ìîãóò ëè ÍÎÊ(a, b) è ÍÎÊ(a+ c, b+ c) áûòü ðàâíû (a, b, c � íàòóðàëü-
íûå)?

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Çàäà÷à 4.13. Â âåðøèíàõ êóáà çàïèñàëè âîñåìü ðàçëè÷íûõ íàòóðàëü-
íûõ ÷èñåë, à íà êàæäîì åãî ðåáðå � íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü äâóõ
÷èñåë, çàïèñàííûõ íà êîíöàõ ýòîãî ðåáðà. Ìîãëà ëè ñóììà âñåõ ÷èñåë, çà-
ïèñàííûõ â âåðøèíàõ, îêàçàòüñÿ ðàâíîé ñóììå âñåõ ÷èñåë, çàïèñàííûõ íà
ð¼áðàõ?

Çàäà÷à 4.14. Íàéòè íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ÷èñåë 2n − 1 è 2m − 1.
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6 Ïðîñòûå ÷èñëà

Ìàòåðèàë äëÿ ðàçáîðà íà çàíÿòèè

Äàííûé êâàíò îáúåäèíÿåò â ñåáå â îñíîâíîì çàäà÷è, ïîñâÿù¼ííûå ïðèìå-
ðàì è êîíòðïðèìåðàì â òåîðèè ÷èñåë.

Çàäà÷à 4.6.1. Åñëè â âûðàæåíèå n2 + n + 41 ïîäñòàâëÿòü ÷èñëà n =
1, 2, 3, 4, 5, òî ïîëó÷àòñÿ ïðîñòûå ÷èñëà 43, 47, 53, 61, 71. Âåðíî ëè, ÷òî ïðè
ïîäñòàíîâêå â ýòî âûðàæåíèå ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ïîëó÷èòñÿ
ïðîñòîå ÷èñëî?

Ðåøåíèå. Âñòðåòèâ òàêóþ çàäà÷ó íà îëèìïèàäå, âû ìîæåòå óæàñíóòüñÿ,
ïîòîìó ÷òî íå ñóùåñòâóåò íèêàêèõ ÿâíûõ ïðèçíàêîâ òîãî, ÷òî ÷èñëî ÿâëÿ-
åòñÿ ïðîñòûì (â òî âðåìÿ, êàê äîêàçàòü, ÷òî ÷èñëî íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì,
èíîãäà áûâàåò î÷åíü ïðîñòî). Òàê âîò � òàêàÿ ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è è ÿâ-
ëÿåòñÿ äëÿ âàñ î÷åâèäíîé ïîäñêàçêîé � íå ñòîèò äîêàçûâàòü, ÷òî âñå ÷èñëà
òàêîãî âèäà ïðîñòûå, äîñòàòî÷íî ïðèâåñòè ïðèìåð íå ïðîñòîãî ÷èñëà.

Çàìåòèì, ÷òî ïåðâûå 2 ñëàãàåìûõ äåëÿòñÿ íà n, à òðåòüå ðàâíî 41. Åñëè
ìû âîçüì¼ì n, äåëÿùååñÿ íà 41, ñóììà ÷èñåë áóäåò äåëèòüñÿ íà 41, îáðàçóÿ
êîíòðïðèìåð, ÷òî çàâåðøàåò ðåøåíèå çàäà÷è.

Çàäà÷à 4.6.2. Íàéäèòå âñå òàêèå ïðîñòûå p, ÷òî ñðåäè ÷èñåë îò 1 äî p
âêëþ÷èòåëüíî ñîñòàâíûõ ÷èñåë áóäåò ðîâíî âäâîå áîëüøå, ÷åì ïðîñòûõ.

Ðåøåíèå. Âûïèøåì âñå ïðîñòûå ÷èñëà, íå ïðåâûøàþùèå 59. Èõ âñåãî 17:

2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59.

Ìîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî ñðåäè ÷èñåë, íå ïðåâûøàþùèõ 59, ïîäõîäèò òîëüêî
p = 37.

Ðàññìîòðèì îñòàòêè îò äåëåíèÿ íà 6 ëþáûõ øåñòè èäóùèõ ïîäðÿä ÷èñåë,
ïåðâîå èç êîòîðûõ íå ìåíåå 4: ýòèìè îñòàòêàìè áóäóò 0, 1, 2, 3, 4, 5. ×èñëà,
äàþùèå ïðè äåëåíèè íà 6 îñòàòêè 0, 2, 3 è 4, ïðîñòûìè áûòü íå ìîãóò,
ïîñêîëüêó îíè äåëÿòñÿ íà 2 èëè 3. Çíà÷èò, ñðåäè ëþáûõ 6 ïîäðÿä èäóùèõ
÷èñåë, ïåðâîå èç êîòîðûõ õîòÿ áû 4, ïðîñòûõ íå áîëåå 2.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðîå ÷èñëî p1 > 59. Îò 1 äî 59 âêëþ÷èòåëüíî áóäåò 17
ïðîñòûõ ÷èñåë. Îò 60 äî p1 âêëþ÷èòåëüíî � p1 − 60 + 1 ÷èñåë, òî åñòü, íå
áîëåå p1−60+1

6 ¾øåñò¼ðîê¿ ÷èñåë ïëþñ îñòàâøèåñÿ ïîñëå ïîñëåäíåé ¾øå-
ñò¼ðêè¿ ÷èñëà (â êîòîðîé ïðîñòûì ìîæåò áûòü ÷èñëî òîëüêî ñ îñòàòêîì 1
ïðè äåëåíèè íà 6, òàê êàê, åñëè â íå¼ âõîäèò ÷èñëî ñ îñòàòêîì 5 ïðè äåëå-
íèè íà 6, òî îíî âõîäèò â ïîëíóþ ¾øåñò¼ðêó¿). Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåì
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íå áîëåå 2 · p1−60+1
6 + 1 ïðîñòûõ ÷èñåë. Ïîýòîìó îò 1 äî p1 âêëþ÷èòåëüíî

áóäåò íå áîëåå

17 + 2 · p1 − 60 + 1

6
+ 1 =

p1 − 5

3

ïðîñòûõ ÷èñåë. Òîãäà, ñîñòàâíûõ áóäåò íå ìåíåå p1 − 1 − p1−5
3 = 2p1+2

3
÷èñåë (òàê êàê 1 íå ÿâëÿåòñÿ íè ïðîñòûì, íè ñîñòàâíûì). Òàêèì îáðàçîì,
ñîñòàâíûõ ÷èñåë áóäåò áîëåå, ÷åì â 2 ðàçà áîëüøå, ÷åì ïðîñòûõ. Çíà÷èò,
êðîìå íàéäåííîãî p = 37, äðóãèõ ðåøåíèé íåò.

Äàííóþ çàäà÷ó ìû ðåøèëè áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî çàìåòèëè: ñíà÷àëà ïðî-
ñòûå ÷èñëà èäóò äîâîëüíî ÷àñòî, à ïîòîì âñ¼ ðåæå è ðåæå, â ñâÿçè ñ ÷åì
âîçíèêàåò ðåçîííûé âîïðîñ � íå ìîæåò ëè òàê ïðîèçîéòè, ÷òî â êàêîé-òî
ìîìåíò îíè âîçüìóò è çàêîí÷àòñÿ? Èíà÷å ãîâîðÿ, áåñêîíå÷íî ëè ìíîæåñòâî
ïðîñòûõ ÷èñåë, èëè æå ñóùåñòâóåò íàèáîëüøåå ïðîñòîå ÷èñëî? Îêàçûâàåò-
ñÿ, ÷òî îòâåòèòü íà ýòîò âîïðîñ íå òàê óæ è ñëîæíî. Ïóñòü ìíîæåñòâî ïðî-
ñòûõ ÷èñåë êîíå÷íî. Ðàññìîòðèì òîãäà ÷èñëî, ðàâíîå ïðîèçâåäåíèþ âñåõ
ïðîñòûõ ÷èñåë, ñëîæåííîìó ñ åäèíèöåé: p1p2 · · · pn+1. Ïðîñòûì îíî áûòü
íèêàê íå ìîæåò, ïîñêîëüêó áîëüøå ëþáîãî èç íèõ. Îäíàêî äàííîå ÷èñ-
ëî äà¼ò îñòàòîê 1 ïðè äåëåíèè íà ëþáîå ïðîñòîå ÷èñëî, çíà÷èò, äîëæíî
ÿâëÿòüñÿ ïðîñòûì. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò áåñêîíå÷íîñòü
ìíîæåñòâà ïðîñòûõ ÷èñåë.

Çàäà÷à 4.6.3. Åâêëèäîâî äîêàçàòåëüñòâî áåñêîíå÷íîñòè ìíîæåñòâà ïðî-
ñòûõ ÷èñåë íàâîäèò íà ìûñëü îïðåäåëèòü ðåêóððåíòíî ÷èñëà Åâêëèäà:

e1 = 2, en = e1e2 · · · en−1 + 1 (n > 2).

Âñå ëè ÷èñëà en ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè?

Ðåøåíèå. Íåò, ò. ê. e5 = 1807 = 13 · 139.

Çàäà÷à 4.6.4. Äîêàæèòå, ÷òî p2−1 äåëèòñÿ íà 24, åñëè p � ïðîñòîå ÷èñëî
è p > 3.

Ðåøåíèå. Ïðèìåíèì ôîðìóëó ðàçíîñòè êâàäðàòîâ: p2 − 1 = (p− 1)(p+1).
Ïîñêîëüêó p � ïðîñòîå è p > 3, p � íå÷¼òíîå.

Âîçìîæíûå îñòàòêè îò äåëåíèÿ p íà 4: 1 è 3. Òîãäà îñòàòêè ÷èñåë p− 1 è
p+1 îò äåëåíèÿ íà 4 áóäóò 2 è 0, ò. å. (p−1)(p+1) ãàðàíòèðîâàííî äåëèòñÿ
íà 8.

Àíàëîãè÷íî ñ îñòàòêàìè ïî ìîäóëþ 3: îñòàòîê îò äåëåíèÿ p ðàâåí 1 èëè
2, ðàç îíî ïðîñòîå è áîëüøå 3, íî òîãäà îäíî èç ÷èñåë p − 1 èëè p + 1
ãàðàíòèðîâàííî äåëèòñÿ íà 3. Òî åñòü (p− 1)(p+1) äåëèòñÿ è íà 3, è íà 8,
íî òîãäà îíî, òàê êàê 3 è 8 � âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà, äåëèòñÿ è íà 24.
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Çàäà÷à 4.6.5. Âàíÿ çàïèñàë íåñêîëüêî ïðîñòûõ ÷èñåë, èñïîëüçîâàâ ðîâíî
ïî îäíîìó ðàçó âñå öèôðû îò 1 äî 9. Ñóììà ýòèõ ïðîñòûõ ÷èñåë îêàçàëàñü
ðàâíîé 225. Ìîæíî ëè, èñïîëüçîâàâ ðîâíî ïî îäíîìó ðàçó òå æå öèôðû,
çàïèñàòü íåñêîëüêî ïðîñòûõ ÷èñåë òàê, ÷òîáû èõ ñóììà îêàçàëàñü ìåíüøå?

Ðåøåíèå. Âñå ÷¼òíûå öèôðû, êðîìå 2, äîëæíû ñòîÿòü â ðàçðÿäå äåñÿòêîâ
(èíà÷å ñîîòâåòñòâóþùåå ÷èñëî íå áóäåò ïðîñòûì). Ñóììà áóäåò íàèìåíü-
øåé, åñëè âñå îñòàëüíûå ÷èñëà áóäóò ñòîÿòü â ðàçðÿäå åäèíèö. Íàïðèìåð,

207 = 2+3+5+41+67+89 = 2+3+5+47+61+89 = 2+5+7+43+61+89.

Çàäàâàëüíèê

Çàäà÷à 4.6.6. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2013.6.1) Âàñÿ óìíîæèë
íåêîòîðîå ÷èñëî íà 10 è ïîëó÷èë ïðîñòîå ÷èñëî. À Ïåòÿ óìíîæèë òî æå
ñàìîå ÷èñëî íà 15, íî âñ¼ ðàâíî ïîëó÷èë ïðîñòîå ÷èñëî. Ìîæåò ëè áûòü
òàê, ÷òî íèêòî èç íèõ íå îøèáñÿ?

Çàäà÷à 4.6.7. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2001.7.1) Â êíèãå ðåêîðäîâ
Ãèííåññà íàïèñàíî, ÷òî íàèáîëüøåå èçâåñòíîå ïðîñòîå ÷èñëî ðàâíî

23021377 − 1.

Íå îïå÷àòêà ëè ýòî?

Çàäà÷à 4.6.8. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2017.6.2) Íà äâóõ êàðòî÷-
êàõ çàïèñàíû ÷åòûðå ðàçëè÷íûå öèôðû � ïî îäíîé ñ êàæäîé ñòîðîíû
êàðòî÷êè. Ìîæåò ëè îêàçàòüñÿ òàê, ÷òî âñÿêîå äâóçíà÷íîå ÷èñëî, êîòîðîå
ìîæíî ñëîæèòü èç ýòèõ êàðòî÷åê, áóäåò ïðîñòûì? (Íåëüçÿ ïåðåâîðà÷èâàòü
öèôðû ââåðõ íîãàìè, òî åñòü äåëàòü èç öèôðû 6 öèôðó 9 è íàîáîðîò.)

Çàäà÷à 4.6.9. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2008.7.3) Ìàëüâèíà ïîïðîñèëà Áóðàòèíî âûïèñàòü âñå äåâÿ-
òèçíà÷íûå ÷èñëà, ñîñòàâëåííûå èç ðàçëè÷íûõ öèôð. Áóðàòèíî çàáûë, êàê
ïèøåòñÿ öèôðà 7, ïîýòîìó çàïèñàë òîëüêî òå äåâÿòèçíà÷íûå ÷èñëà, â êî-
òîðûõ ýòîé öèôðû íåò. Çàòåì Ìàëüâèíà ïðåäëîæèëà åìó âû÷åðêíóòü èç
êàæäîãî ÷èñëà ïî øåñòü öèôð òàê, ÷òîáû îñòàâøååñÿ òð¼õçíà÷íîå ÷èñëî
áûëî ïðîñòûì. Áóðàòèíî òóò æå çàÿâèë, ÷òî ýòî âîçìîæíî íå äëÿ âñåõ
çàïèñàííûõ ÷èñåë. Ïðàâ ëè îí?

Çàäà÷à 4.6.10. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2015.7.4) Íåçíàéêà õî÷åò çàïèñàòü ïî êðóãó 2015 íàòóðàëüíûõ
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÷èñåë òàê, ÷òîáû äëÿ êàæäûõ äâóõ ñîñåäíèõ ÷èñåë ÷àñòíîå îò äåëåíèÿ
áîëüøåãî íà ìåíüøåå áûëî ïðîñòûì ÷èñëîì. Çíàéêà óòâåðæäàåò, ÷òî ýòî
íåâîçìîæíî. Ïðàâ ëè Çíàéêà?

Çàäà÷à 4.6.11. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2005.6.6) ßâëÿåòñÿ ëè ïðîñòûì ÷èñëî 1111112111111?

Çàäà÷à 4.6.12. (Òóðíèð èì. Ëîìîíîñîâà � 1989.7.13) Íàéäèòå âñå ïðî-
ñòûå ÷èñëà, êîòîðûå íåëüçÿ çàïèñàòü â âèäå ñóììû äâóõ ñîñòàâíûõ.

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Çàäà÷à 4.15. Íàéòè âñå òàêèå íàòóðàëüíûå ÷èñëà p, ÷òî p è 5p + 1 �
ïðîñòûå.

Çàäà÷à 4.16. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå ïðîñòîå ÷èñëî, áîëüøåå 3, ìîæíî çà-
ïèñàòü â îäíîì èç äâóõ âèäîâ: 6n + 1 ëèáî 6n − 1, ãäå n � íàòóðàëüíîå
÷èñëî.

Çàäà÷à 4.17. Äîêàæèòå, ÷òî p2 − q2 äåëèòñÿ íà 24, åñëè p è q � ïðîñòûå
÷èñëà, áîëüøèå 3.

Çàäà÷à 4.18. Ñóùåñòâóåò ëè òàêîå ÷èñëî n, ÷òî ÷èñëà

à) n− 96, n, n+ 96;

á) n− 1996, n, n+ 1996

ïðîñòûå? (Âñå ïðîñòûå ÷èñëà ñ÷èòàåì ïîëîæèòåëüíûìè.)
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7 Äðîáè

Ìàòåðèàë äëÿ ðàçáîðà íà çàíÿòèè

×òî òàêîå äðîáü, âû ïðîõîäèëè åù¼ â 3 êëàññå. Íåêîòîðûå èç òåêñòîâûõ
çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ äðîáÿìè, ìû óæå ðåøàëè â ïðåäûäóùåé ãëàâå äàííîé
êíèãè. Â äàííîé ãëàâå ìû ïåðåéä¼ì ê áîëåå ôîðìàëüíî-ìàòåìàòè÷åñêîìó
ÿçûêó è ðàññìîòðèì, êàê äðîáè ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â òåîðèè ÷èñåë.

Íàïîìíèì íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ íà áîëåå ôîðìàëüíîì ÿçûêå.

Îïðåäåëåíèå 8. Íåñîêðàòèìàÿ äðîáü � ýòî äðîáü, ïðåäñòàâèìàÿ â âèäå
m
n , ãäå m � öåëîå, n � íàòóðàëüíîå, ïðè ýòîì âåðíî, ÷òî ÍÎÄ(m,n) = 1.
Äëÿ öåëîãî ÷èñëà m ïðåäñòàâëåíèåì â âèäå íåñîêðàòèìîé äðîáè ÿâëÿåòñÿ
ïðåäñòàâëåíèå â âèäå m = m

1 .

Îïðåäåëåíèå 9. Ïðàâèëüíàÿ íåñîêðàòèìàÿ äðîáü � ýòî äðîáü, ïðåä-
ñòàâèìàÿ â âèäå m

n , ãäå m è n � íàòóðàëüíûå, ïðè ýòîì âåðíî, ÷òî
ÍÎÄ(m,n) = 1, m < n.

Îáðàòèì âíèìàíèå íà ñëåäóþùåå âàæíîå çàìå÷àíèå: åñëè m,n, a > 0 è
m < n, òî

m

n
<
m+ a

n+ a
.

Äåéñòâèòåëüíî:

m+ a

n+ a
− m

n
=

(m+ a)n− (n+ a)m

n(n+ a)
=
a(n−m)

n(n+ a)
> 0.

Òàê êàê ïðè ïåðåâîðà÷èâàíèè ïîëîæèòåëüíûõ äðîáåé â íåðàâåíñòâå çíàê
ìåíÿåòñÿ, òàêæå áóäåò âåðíûì

n

m
>

n+ a

m+ a
.

Çàäà÷à 4.7.1. (Ìîñêîâñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà � 2016.8.1) Ìîæ-
íî ëè ÷èñëî 1

10 ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äåñÿòè ïîëîæèòåëüíûõ
ïðàâèëüíûõ äðîáåé? (Òî åñòü âûðàæåíèé âèäà p

q , ãäå p è q � íàòóðàëüíûå
÷èñëà è p < q.)

Ðåøåíèå. Èíòóèòèâíî õî÷åòñÿ, ÷òîáû ÷èñëèòåëü êàæäîé äðîáè áûë ëèáî
åäèíèöåé, ëèáî ñîêðàùàëñÿ ñî çíàìåíàòåëåì ïðåäûäóùåé, òîãäà ïðîèçâå-
äåíèå ïðèìåò âèä:

1

10
=
n1
n2
· n2
n3
· . . . · n10

n11
=

n1
n11

, n1 < n2 < . . . < n11.
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Îòñþäà ñäåëàåì âûâîä, ÷òî n11 = 10n1. Íàì íóæíî 11 ðàçëè÷íûõ íàòó-
ðàëüíûõ ÷èñåë, ïîýòîìó âîçüì¼ì n1 = 2,⇒ n11 = 20, è ïîëó÷èì ïðèìåð

2

3
· 3
4
· 4
5
· 5
6
· 6
7
· 7
8
· 8
9
· 9
10
· 10
11
· 11
20

=
1

10
.

Ïîýòîìó îòâåò íà äàííóþ çàäà÷ó � ¾ìîæíî¿ è ïðèâåä¼ííûé ïðèìåð.

Çàäà÷à 4.7.2. (Ìîñêîâñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà � 1999.8.1) Ñðàâ-
íèâ äðîáè 111110/111111, 222221/222223, 333331/333334, ðàñïîëîæèòå èõ
â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ.

Ðåøåíèå. Ñðàâíèì äðîáè:

111110

111111
=

333330

333333
<

333330 + 1

333333 + 1
,

333331

333334
=

666662

666668
<

666662 + 1

666668 + 1
=

222221

222223
,

Çíà÷èò,
111110

111111
<

333331

333334
<

222221

222223
.

Çàäà÷à 4.7.3. (¾Ïîêîðè Âîðîáü¼âû ãîðû¿ 2016.5-6.3) Íàéäèòå âñå íåñî-
êðàòèìûå ïîëîæèòåëüíûå äðîáè, êîòîðûå óâåëè÷èâàþòñÿ â 3 ðàçà, åñëè
óâåëè÷èòü è ÷èñëèòåëü, è çíàìåíàòåëü íà 12.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü íàøåé äðîáè êàê a è b ñî-
îòâåòñòâåííî. Ïî óñëîâèþ

3
a

b
=
a+ 12

b+ 12
, ⇒ 3ab+ 36a = ab+ 12b, ⇒

a(b+ 18) = 6b, ⇒ a

b
=

6

b+ 18
.

Äîïóñòèì, ÷òî b íå äåëèòñÿ íè íà 2, íè íà 3, òîãäà ïîñëåäíÿÿ äðîáü ÿâëÿ-
åòñÿ íåñîêðàòèìîé, è a = 6, b = b+ 18, ÷òî, êîíå÷íî æå, íåâîçìîæíî.

Ïóñòü b äåëèòñÿ íà 2, íî íå äåëèòñÿ íà 3, òîãäà b = 2k, ãäå k � öåëîå è íå
äåëÿùååñÿ íà 3:

a

2k
=

6

2k + 18
=

3

k + 9
.

Ïîñëåäíÿÿ äðîáü íåñîêðàòèìà, çíà÷èò, a = 3, 2k = k+9, k = 9, b = 2k = 18,
íî ò. ê. a è b äîëæíû áûòü âçàèìíî ïðîñòû, äàííûå ÷èñëà íå ïîõîäÿò.
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Ïóñòü b äåëèòñÿ íà 3, íî íå äåëèòñÿ íà 2, òîãäà b = 3k, ãäå k � öåëîå è íå
äåëÿùååñÿ íà 2:

a

3k
=

6

3k + 18
=

2

k + 6
.

Ïîñëåäíÿÿ äðîáü íåñîêðàòèìà, çíà÷èò, a = 2, 3k = k+6, k = 3, b = 3k = 9,
ò. å. a = 2, b = 9 � ðåøåíèå.

Ïóñòü b äåëèòñÿ è íà 2, è íà 3, òîãäà b = 6k, ãäå k � öåëîå:

a

6k
=

6

6k + 18
=

1

k + 3
.

Ïîñëåäíÿÿ äðîáü íåñîêðàòèìà, çíà÷èò, a = 1, 6k = k+9, k = 9
5 , ÷òî òàêæå

íå ïîäõîäèò.

Èòàê, óñëîâèþ óäîâëåòâîðÿåò òîëüêî îäíà äðîáü: 2
9 .

Çàäà÷à 4.7.4. Ïîñëå óðîêà Øëîìî ïîñïîðèë ñ Ìóõàììåäîì, óâåðÿÿ, ÷òî
îí çíàåò òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî m, ÷òî ÷èñëî m

3 + m2

2 + m3

6 � íåöåëîå.
Ïðàâ ëè Øëîìî? È åñëè ïðàâ, òî ÷òî ýòî çà ÷èñëî ìîãëî áûòü?

Ðåøåíèå. Ïðèâåä¼ì äàííîå â óñëîâèè âûðàæåíèå ê âèäó:

m

3
+
m2

2
+
m3

6
=
m

3
+
m2 −m

2
+
m

2
+
m3 −m

6
+
m

6
=

= m+
m(m− 1)

2
+
m(m2 − 1)

6
= m+

m(m− 1)

2
+
m(m− 1)(m+ 1)

6
.

Ñðåäè ÷èñåë m è m−1 õîòÿ áû îäíî ãàðàíòèðîâàííî äåëèòñÿ íà 2, à ñðåäè
m,m−1 èm+1 � õîòÿ áû îäíî íà 2 è îäíî íà 3. Çíà÷èò, êàæäîå ñëàãàåìîå
â äàííîé ñóììå åñòü öåëîå ÷èñëî, ðàâíî êàê è èõ ñóììà. Òàêè ïîëó÷àåòñÿ,
÷òî õèòðûé Øëîìî áûë íå ïðàâ.

Çàäàâàëüíèê

Çàäà÷à 4.7.5. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1999.7.1) ×èñëèòåëü è çíà-
ìåíàòåëü äðîáè � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, äàþùèå â ñóììå 101. Èçâåñòíî, ÷òî
äðîáü íå ïðåâîñõîäèò 1/3. Óêàæèòå íàèáîëüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå òàêîé
äðîáè.

Çàäà÷à 4.7.6. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2012.7.1) Çàïèñàíû øåñòü ïîëîæèòåëüíûõ íåñîêðàòèìûõ äðî-
áåé, ñóììà ÷èñëèòåëåé êîòîðûõ ðàâíà ñóììå èõ çíàìåíàòåëåé. Ïàøà ïåðå-
â¼ë êàæäóþ èç íåïðàâèëüíûõ äðîáåé â ñìåøàííîå ÷èñëî. Îáÿçàòåëüíî ëè
íàéäóòñÿ äâà ÷èñëà, ó êîòîðûõ îäèíàêîâû ëèáî öåëûå ÷àñòè, ëèáî äðîáíûå
÷àñòè?
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Çàäà÷à 4.7.7. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1997.6.2) Â ïàïèðóñå Ðèí-
äà (Äðåâíèé Åãèïåò) ñðåäè ïðî÷èõ ñâåäåíèé ñîäåðæàòñÿ ðàçëîæåíèÿ äðî-
áåé â ñóììó äðîáåé ñ ÷èñëèòåëåì 1, íàïðèìåð,

2

73
=

1

60
+

1

219
+

1

292
+

1

x
.

Îäèí èç çíàìåíàòåëåé çäåñü çàìåí¼í áóêâîé x. Íàéäèòå ýòîò çíàìåíàòåëü.

Çàäà÷à 4.7.8. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2000.7.2) Êàðëñîí íàïè-
ñàë äðîáü 10/97. Ìàëûø ìîæåò: 1) ïðèáàâëÿòü ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî
ê ÷èñëèòåëþ è çíàìåíàòåëþ îäíîâðåìåííî; 2) óìíîæàòü ÷èñëèòåëü è çíà-
ìåíàòåëü íà îäíî è òî æå íàòóðàëüíîå ÷èñëî.

Ñìîæåò ëè Ìàëûø ñ ïîìîùüþ ýòèõ äåéñòâèé ïîëó÷èòü äðîáü: à) ðàâíóþ
1/2; á) ðàâíóþ 1?

Çàäà÷à 4.7.9. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2004.6.3) a) Ïðèäóìàéòå
òðè ïðàâèëüíûå íåñîêðàòèìûå äðîáè, ñóììà êîòîðûõ � öåëîå ÷èñëî, à åñ-
ëè êàæäóþ èç ýòèõ äðîáåé ¾ïåðåâåðíóòü¿ (òî åñòü çàìåíèòü íà îáðàòíóþ),
òî ñóììà ïîëó÷åííûõ äðîáåé òîæå áóäåò öåëûì ÷èñëîì.

á) Òî æå, íî ÷èñëèòåëè äðîáåé � íå ðàâíûå äðóã äðóãó íàòóðàëüíûå ÷èñëà.

Çàäà÷à 4.7.10. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2016.7.3) Ìàëüâèíà çàïèñàëà ïî ïîðÿäêó 2016 îáûêíîâåííûõ
ïðàâèëüíûõ äðîáåé: 1/2, 1/3, 2/3, 1/4, 2/4, 3/4, . . . (â òîì ÷èñëå è ñîêðàòè-
ìûå). Äðîáè, çíà÷åíèå êîòîðûõ ìåíüøå, ÷åì 1/2, îíà ïîêðàñèëà â êðàñíûé
öâåò, à îñòàëüíûå äðîáè � â ñèíèé. Íà ñêîëüêî êîëè÷åñòâî êðàñíûõ äðîáåé
ìåíüøå êîëè÷åñòâà ñèíèõ?

Çàäà÷à 4.7.11. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2016.7.4) Âïèøèòå âìå-
ñòî çâ¼çäî÷åê øåñòü ðàçëè÷íûõ öèôð òàê, ÷òîáû âñå äðîáè áûëè íåñîêðà-
òèìûìè, à ðàâåíñòâî âåðíûì:

∗
∗
+
∗
∗
=
∗
∗
.

Çàäà÷à 4.7.12. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2017.6.5) Ìîæíî ëè â ðàâåíñòâå

∗
∗
+
∗
∗
+
∗
∗
+
∗
∗
= ∗

çàìåíèòü çâ¼çäî÷êè öèôðàìè îò 1 äî 9, âçÿòûìè ïî îäíîìó ðàçó, òàê,
÷òîáû ðàâåíñòâî ñòàëî âåðíûì?

222



Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Çàäà÷à 4.19. Äîêàæèòå, ÷òî äðîáü 1
n ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå êîíå÷íîé

äåñÿòè÷íîé äðîáè òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè n â ðàçëîæåíèè íà ïðîñòûå
ìíîæèòåëè ñîäåðæèò òîëüêî äâîéêè è ïÿò¼ðêè.

Çàäà÷à 4.20. Êàêîå ÷èñëî íóæíî âû÷åñòü èç ÷èñëèòåëÿ äðîáè 537
463 è ïðè-

áàâèòü ê çíàìåíàòåëþ, ÷òîáû ïîñëå ñîêðàùåíèÿ ïîëó÷èòü 1
9?
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8 Ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ

Ìàòåðèàë äëÿ ðàçáîðà íà çàíÿòèè

Â ñîâðåìåííîì ìèðå ïðè ñ÷¼òå ìû ïîëüçóåìñÿ äåñÿòè÷íîé ñèñòåìîé ñ÷èñ-
ëåíèÿ. ×òî æå ýòî òàêîå? Ýòî çíà÷èò, ÷òî, åñëè ìû ðàçîáü¼ì ÷èñëî íà
¾ðàçðÿäíûå ñëàãàåìûå¿, òî ìû ïîëó÷èì ¾äåñÿòêè¿, ¾ñîòíè¿, ¾òûñÿ÷è¿ è
òàê äàëåå, òî åñòü, ñòåïåíè äåñÿòêè. Íàïðèìåð, 2018 = 2 · 103 + 0 · 102 + 1 ·
101 + 8 · 100.
Â äåñÿòè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ êàæäàÿ öèôðà ìîæåò áûòü îò 0 äî 9,
òî åñòü áûòü ëþáûì íåîòðèöàòåëüíûì öåëûì ÷èñëîì, ìåíüøèì îñíîâà-
íèÿ ñòåïåíè. À ÷òî òàêîå, íàïðèìåð, äâîè÷íàÿ ñèñòåìà ñ÷èñëåíèÿ? Ýòî
ñèñòåìà ñ÷èñëåíèÿ, â êîòîðîé ¾äóìàåò¿ êîìïüþòåð, à äóìàåò îí èìåííî â
íåé ïîòîìó, ÷òî ôèçè÷åñêè ïðåäñòàâèòü ÷èñëà â äâîè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëå-
íèÿ îêàçûâàåòñÿ íàèáîëåå ïðîñòî, âåäü â íåé âñåãî 2 âîçìîæíûå öèôðû,
öèôðå 1 ìîæåò ñîîòâåòñòâîâàòü íàëè÷èå òîêà â íåêîåì ó÷àñòêå öåïè (èëè
âêëþ÷¼ííàÿ ëàìïî÷êà â ëàìïîâîì êîìïüþòåðå), à öèôðå 0 � åãî îòñóò-
ñòâèå. ×èñëåííàÿ çàïèñü äâîè÷íîãî ÷èñëà áóäåò òðàêòîâàòüñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì: an . . . a1a02 = an2

n + . . .+ a12
1 + a02

0.

Àíàëîãè÷íûì îáîáùåíèåì äëÿ ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ ñ îñíîâàíèåì s áóäåò
ôîðìóëà: an . . . a1a0s = ans

n + . . . + a1s
1 + a0s

0, ïðè ýòîì öèôðû ó íå¼
áóäóò îò 0 äî s− 1. Åñëè ñèñòåìà ñ÷èñëåíèÿ èìååò îñíîâàíèå, áîëüøåå 10,
â êà÷åñòâå öèôð ¾10¿, ¾11¿ è ò. ä. îáû÷íî èñïîëüçóþòñÿ ëàòèíñêèå áóêâû
A,B, . . .

Îïðåäåëåíèå 10. Ïîçèöèîííîé ñèñòåìîé ñ÷èñëåíèÿ íàçûâàåòñÿ ñèñòåìà
ñ÷èñëåíèÿ, â êîòîðîé çíà÷åíèå êàæäîãî ÷èñëîâîãî çíàêà (öèôðû) â çàïèñè
÷èñëà çàâèñèò îò åãî ïîçèöèè (ðàçðÿäà).

Ïåðâûå óïîìèíàíèÿ î ïîçèöèîííûõ ñèñòåìàõ îòíîñÿòñÿ ê øóìåðñêèì è
âàâèëîíñêèì òðóäàì. Ýòî � ñèñòåìà ñ÷èñëåíèÿ ïî îñíîâàíèþ 60, èçîáðå-
ò¼ííàÿ øóìåðàìè â III òûñÿ÷åëåòèè äî í. ý. Ýòà ñèñòåìà ïîëó÷èëà áîëü-
øîå ðàñïðîñòðàíåíèå áëàãîäàðÿ äðåâíèì è ñðåäíåâåêîâûì àñòðîíîìàì,
èñïîëüçîâàâøèì äàííóþ ñèñòåìó, â ïåðâóþ î÷åðåäü, äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ
äðîáåé. Ïîýòîìó ñðåäíåâåêîâûå ó÷¼íûå ÷àñòî íàçûâàëè øåñòèäåñÿòåðè÷-
íûå äðîáè ¾àñòðîíîìè÷åñêèìè¿. Ýòè äðîáè èñïîëüçîâàëèñü äëÿ çàïèñè
àñòðîíîìè÷åñêèõ êîîðäèíàò � óãëîâ, è ýòà òðàäèöèÿ ñîõðàíèëàñü ïî ñåé
äåíü. Â îäíîì ãðàäóñå 60 ìèíóò è â îäíîé ìèíóòå 60 ñåêóíä.

Âîçíèêíîâåíèå äåñÿòè÷íîé ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ ñâÿçàíî ñî ñ÷¼òîì íà ïàëü-
öàõ. Â ñðåäíåâåêîâîé Åâðîïå îíà ðàñïðîñòðàíèëàñü ÷åðåç èòàëüÿíñêèõ
êóïöîâ, â ñâîþ î÷åðåäü çàèìñòâîâàâøèõ å¼ ó æèòåëåé Ñðåäíåé Àçèè.
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Îäíàêî ñóùåñòâóþò òàêæå è íåïîçèöèîííûå ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ, íàïðè-
ìåð, âñåì èçâåñòíàÿ ñèñòåìà ñ÷èñëåíèÿ, èñïîëüçîâàâøàÿñÿ â âåëè÷àéøåì
ãîñóäàðñòâå Àíòè÷íîñòè, íà îñíîâå êîòîðîãî ñôîðìèðîâàëàñü âñÿ åâðî-
ïåéñêàÿ öèâèëèçàöèÿ � Äðåâíåì Ðèìå. Ñ ýòîé ñèñòåìîé ìû ïîñòîÿííî
âñòðå÷àåìñÿ â æèçíè, âåäü íîìåðà âåêîâ, òûñÿ÷åëåòèé, ñúåçäîâ ïàðòèé,
ñîâåòîâ äåïóòàòîâ è ò. ï. âñåãäà çàïèñûâàþòñÿ èìåííî â ðèìñêîé ñèñòåìå
ñ÷èñëåíèÿ. Íàïîìíèì æå å¼ óñòðîéñòâî.

Çíà÷åíèÿ å¼ öèôð ñëåäóþùèå:

I 1,
V 5,
X 10,
L 50,
C 100,
D 500,
M 1000.

Ïåðåâîä èç äåñÿòè÷íîé ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ â ðèìñêóþ îñóùåñòâëÿåòñÿ ñëå-
äóþùèì îáðàçîì � ïðåæäå íóæíî ðàçëîæèòü ÷èñëî íà äåñÿòè÷íûå ðàç-
ðÿäû, çàòåì åäèíè÷íûé ðàçðÿä ïðåäñòàâëÿåòñÿ òàê:

I 1,
II 2,
III 3,
IV 4,
V 5,
VI 6,
VII 7,
VIII 8,
IX 9.

Àíàëîãè÷íî (òîëüêî ñ äðóãèìè áóêâàìè) ïðåäñòàâëÿþòñÿ è äðóãèå ðàçðÿ-
äû. Çàòåì âñå îáîçíà÷åíèÿ êàæäîãî ðàçðÿäà çàïèñûâàþòñÿ ïîäðÿä, ñëåâà
íàïðàâî, íà÷èíàÿ ñ áîëüøåãî. Íàïðèìåð, ÷èñëî 1917 = 1000 + 900+ 10+ 7
çàïèøåòñÿ êàê MCMXVII.

Âåðí¼ìñÿ ñíîâà ê ïîçèöèîííûì ñèñòåìàì ñ÷èñëåíèÿ. Â îáùåì-òî ïîíÿò-
íî, ÷òî äàííîãî âûøå îïðåäåëåíèÿ ÷åðåç ðàçëîæåíèå ïî ðàçðÿäàì âïîëíå
äîâîëüíî äëÿ òîãî, ÷òîáû ïåðåâîäèòü ÷èñëà èç äåñÿòè÷íîé ñèñòåìû ñ÷èñ-
ëåíèÿ â äðóãóþ è îáðàòíî. Äåëàåòñÿ ýòî ñëåäóþùèì îáðàçîì: äîïóñòèì,
ó íàñ åñòü ÷èñëî 4231, êîòîðîå ìû õîòèì ïåðåâåñòè â òðîè÷íóþ ñèñòåìó
ñ÷èñëåíèÿ. Ñïåðâà ñëåäóåò âûïèñàòü âñå ñòåïåíè òðîéêè, íå ïðåâûøàþ-
ùèå äàííîãî ÷èñëà: 30 = 1, 31 = 3, 32 = 9, 33 = 27, 34 = 81, 35 = 243,
36 = 729, 37 = 2187. À çàòåì íà÷àòü âû÷èòàòü èç èñõîäíîãî ÷èñëà äàí-
íûå ñòåïåíè, íà÷èíàÿ ñ áîëüøåé, ñòîëüêî ðàç, ñêîëüêî åùå âû÷èòàåòñÿ:

225



4231− 2187 = 2044, 2044− 729 · 2 = 586, 586− 243 · 2 = 100, 100− 81 = 19,
19− 9 · 2 = 1, òî åñòü

4231 = 2187 + 729 · 2 + 243 · 2 + 81 + 9 · 2 + 1 =

= 1 · 37 + 2 · 36 + 2 · 35 + 1 · 34 + 0 · 33 + 2 · 32 + 0 · 31 + 1 · 30 = 122102013.

Íî ñóùåñòâóåò òàêæå è äðóãîé ñïîñîá, îñíîâàííûé íà äåëåíèè ñ îñòàòêîì:
÷èñëî ïîñëåäîâàòåëüíî äåëèòñÿ íà îñíîâàíèå ñòåïåíè, ïîêà íå ïîëó÷èòñÿ
0, òîãäà âñå ïîëó÷èâøèåñÿ îñòàòêè, çàïèñàííûå â îáðàòíîì ïîðÿäêå, îá-
ðàçóþò ÷èñëî â òðåáóåìîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ. Ïðîèëëþñòðèðóåì äàííûé
ìåòîä íà ïðèìåðå òîãî æå ÷èñëà:

4231 : 3 = 1410 (1 â îñòàòêå),

1410 : 3 = 470 (0 â îñòàòêå),

470 : 3 = 156 (2 â îñòàòêå),

156 : 3 = 52 (0 â îñòàòêå),

52 : 3 = 17 (1 â îñòàòêå),

17 : 3 = 5 (2 â îñòàòêå),

5 : 3 = 1 (2 â îñòàòêå),

1 : 3 = 0 (1 â îñòàòêå),

Îòñþäà: 4231 = 122102013.

Äëÿ ïåðåâîäà èç íåäåñÿòè÷íîé ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ â äåñÿòè÷íóþ ìîæíî
èñïîëüçîâàòü ýòè äâà ñïîñîáà, ïðèìåí¼ííûå â îáðàòíîì ïîðÿäêå. Ïåðâûé
âðÿä ëè íóæäàåòñÿ â êîììåíòàðèÿõ, à âòîðîé âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì äëÿ ñèñòåìû ñ îñíîâàíèåì s:

an . . . a1a0s =
(
. . . (an · s+ an−1) · s+ . . .+ a1

)
· s+ a0,

ò. å. äëÿ íàøåãî ïðèìåðà:

122102013 =
(
(((((1 · 3+ 2) · 3+ 2) · 3+ 1) · 3+ 0) · 3+ 2) · 3+ 0

)
· 3+ 1 = 4231.

Ñòîèò òàêæå îáðàòèòü âíèìàíèå íà âîçìîæíîñòü áûñòðîãî ïåðåâîäà èç
ñèñòåìû ñ îñíîâàíèåì s â ñèñòåìó ñ îñíîâàíèåì sk, îñóùåñòâëÿåìîãî ñëå-
äóþùèì îáðàçîì. Ïðåæäå âñåãî èñõîäíîå ÷èñëî ðàçáèâàåòñÿ íà ãðóïïû
ïî k öèôð; íà÷èíàÿ ñïðàâà, êàæäàÿ ãðóïïà ïåðåâîäèòñÿ â íîâóþ ñèñòåìó
ñ÷èñëåíèÿ, ïðè÷¼ì ðåçóëüòàò äîëæåí ñîñòîÿòü èç 1 öèôðû; ïîëó÷èâøèåñÿ
öèôðû çàïèñûâàþòñÿ â òîì ïîðÿäêå, â êîòîðîì áûëè çàïèñàíû ãðóïïû
öèôð èñõîäíîãî ÷èñëà. Ïåðåâîä èç ñèñòåìû ñ îñíîâàíèåì sk â ñèñòåìó ñ
îñíîâàíèåì s îñóùåñòâëÿåòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì â îáðàòíîì ïîðÿäêå.
Ïðèâåä¼ì ïðèìåð.
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Çàäà÷à 4.8.1. Ïåðåâåñòè ÷èñëî 37ba7af816 èç øåñòíàäöàòåðè÷íîé ñèñòå-
ìû ñ÷èñëåíèÿ â âîñüìåðè÷íóþ.

Ðåøåíèå. Ìîæíî ïðåäñòàâèòü, ñêîëüêî âðåìåíè è íåðâîâ ïîòðåáóåò ðå-
øåíèå ýòîé çàäà÷è ïåðåâîäîì ñïåðâà â äåñÿòè÷íóþ ñèñòåìó ñ÷èñëåíèÿ, à
ïîòîì â âîñüìåðè÷íóþ, ïîýòîìó âîñïîëüçóåìñÿ îïèñàííûì âûøå ñïîñîáîì.
Ñíà÷àëà ïåðåâîäèì äàííîå ÷èñëî â äâîè÷íóþ ñèñòåìó ñ÷èñëåíèÿ, äëÿ ýòî-
ãî êàæäóþ öèôðó ïðåäñòàâëÿåì â äâîè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ, äîáàâëÿÿ
âïåð¼ä íóëè, ÷òîáû âåçäå áûëî ïî 4 öèôðû:

316 = 00112, 716 = 01112, b16 = 10112, a16 = 10102,

716 = 01112, a16 = 10102, f16 = 11112, 816 = 10002.

Çíà÷èò, 37ba7af816 = 1101111011101001111010111110002.

Òåïåðü ïåðåâåä¼ì ïîëó÷èâøååñÿ ÷èñëî â âîñüìåðè÷íóþ ñèñòåìó ñ÷èñëåíèÿ,
ðàçîáü¼ì åãî, íà÷èíàÿ ñ êîíöà, íà ãðóïïû ïî 3 öèôðû è ïåðåâåä¼ì èõ â
öèôðû âîñüìåðè÷íîé ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ:

1102 = 68, 1112 = 78, 1012 = 58, 1102 = 68, 1002 = 48,

1112 = 78, 1012 = 58, 0112 = 38, 1112 = 78, 0002 = 08.

Çíà÷èò, íàøå ÷èñëî ðàâíî 67564753708, ÷òî è ÿâëÿåòñÿ îòâåòîì ê çàäà÷å.

Çàäàâàëüíèê

Çàäà÷à 4.8.2. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2008.6.1) Ñåãîäíÿ 17 ôåâ-
ðàëÿ 2008 ãîäà. Íàòàøà çàìåòèëà, ÷òî â çàïèñè ýòîé äàòû ñóììà ïåðâûõ
÷åòûð¼õ öèôð ðàâíà ñóììå ïîñëåäíèõ ÷åòûð¼õ. Êîãäà â ýòîì ãîäó òàêîå
ñîâïàäåíèå ñëó÷èòñÿ â ïîñëåäíèé ðàç?

Çàäà÷à 4.8.3. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2009.6.1) Ó 2009 ãîäà åñòü
òàêîå ñâîéñòâî: ìåíÿÿ ìåñòàìè öèôðû ÷èñëà 2009, íåëüçÿ ïîëó÷èòü ìåíü-
øåå ÷åòûð¼õçíà÷íîå ÷èñëî (ñ íóëÿ ÷èñëà íå íà÷èíàþòñÿ). Â êàêîì ãîäó
ýòî ñâîéñòâî âïåðâûå ïîâòîðèòñÿ ñíîâà?

Çàäà÷à 4.8.4. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2002.7.1) Ãîä ïðîâåäåíèÿ
îëèìïèàäû (2002) � ãîä�ïàëèíäðîì, òî åñòü îäèíàêîâî ÷èòàåòñÿ ñïðàâà
íàëåâî è ñëåâà íàïðàâî. Ïðåäûäóùèé ãîä�ïàëèíäðîì áûë 11 ëåò íàçàä
(1991). Êàêîå ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ãîäîâ�íåïàëèíäðîìîâ ìîæåò èäòè ïîä-
ðÿä (ìåæäó 1000 è 9999 ãîäàìè)?
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Çàäà÷à 4.8.5. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1993.6.4) Åñëè ó ÷èñëà x
ïîäñ÷èòàòü ñóììó öèôð è ñ ïîëó÷åííûì ÷èñëîì ïîâòîðèòü ýòî åù¼ äâà ðà-
çà, òî ïîëó÷èòñÿ åù¼ òðè ÷èñëà. Íàéäèòå ñàìîå ìàëåíüêîå x, äëÿ êîòîðîãî
âñå ÷åòûðå ÷èñëà ðàçëè÷íû, à ïîñëåäíåå èç íèõ ðàâíî 2.

Çàäà÷à 4.8.6. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1991.6.5) Íàéäèòå ÷èñëà,
ðàâíûå óäâîåííîé ñóììå ñâîèõ öèôð.

Çàäà÷à 4.8.7. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2013.7.6) Íà ðèñóíêå ïðèâåäåíû òðè ïðèìåðà ïîêàçàíèé èñ-
ïðàâíûõ ýëåêòðîííûõ ÷àñîâ. Ñêîëüêî ïàëî÷åê ìîãóò ïåðåñòàòü ðàáîòàòü,
÷òîáû âðåìÿ âñåãäà ìîæíî áûëî îïðåäåëèòü îäíîçíà÷íî?

Çàäà÷à 4.8.8. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2002.7.6) Íåêîòîðûå ÷èñëà ïðåäñòàâèìû â âèäå ñóììû abc +
ab + a, à íåêîòîðûå � íåò. (Íàïðèìåð, ÷èñëî 1001 ïðåäñòàâèìî, ïîñêîëü-
êó 1001 = 993 + 99 + 9. À ÷èñëà 220 è 1514 � íå ïðåäñòàâèìû.) Ñêîëüêî
ñóùåñòâóåò òð¼õçíà÷íûõ ÷èñåë, ïðåäñòàâèìûõ â âèäå ñóììû abc+ ab+ a?

Çàäà÷à 4.8.9. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2017.7.7) Âàñÿ çàäóìàë äâóçíà÷íîå ÷èñëî è ñîîáùèë Ïåòå ïðî-
èçâåäåíèå öèôð â çàïèñè ýòîãî ÷èñëà, à Ñàøå � ñóììó ýòèõ öèôð. Ìåæäó
ìàëü÷èêàìè ñîñòîÿëñÿ òàêîé äèàëîã.

Ïåòÿ: ¾ß óãàäàþ çàäóìàííîå ÷èñëî ñ òð¼õ ïîïûòîê, íî äâóõ ìíå ìîæåò íå
õâàòèòü¿.

Ñàøà: ¾Åñëè òàê, òî ìíå äëÿ ýòîãî õâàòèò ÷åòûð¼õ ïîïûòîê, íî òð¼õ ìîæåò
íå õâàòèòü¿.

Êàêîå ÷èñëî áûëî ñîîáùåíî Ñàøå?

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Çàäà÷à 4.21. Ïåðåâåñòè ÷èñëî 321 èç äåñÿòè÷íîé ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ â
ïÿòåðè÷íóþ.

Çàäà÷à 4.22. Ïåðåâåñòè ÷èñëî 32104 â äåñÿòè÷íóþ ñèñòåìó ñ÷èñëåíèÿ.

Çàäà÷à 4.23. Ïåðåâåäèòå ÷èñëî jpg27 â äåâÿòåðè÷íóþ ñèñòåìó ñ÷èñëåíèÿ.
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9 Ðàçáîð çàäà÷ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøå-

íèÿ

×¼òíîñòü

Çàäà÷à 4.1. Èìååòñÿ 18 öåëûõ ÷èñåë, ïðîèçâåäåíèå êîòîðûõ ðàâíî 1. Äî-
êàæèòå, ÷òî èõ ñóììà íå ðàâíà íóëþ.

Ðåøåíèå. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðîèçâåäåíèå öåëûõ ÷èñåë ðàâíÿëîñü åäèíèöå,
ñðåäè ìíîæèòåëåé ìîæíî èñïîëüçîâàòü òîëüêî ÷èñëà 1 è −1, ïðè÷¼ì êî-
ëè÷åñòâî ÷èñåë −1 äîëæíî áûòü ÷¼òíî. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñóììà ãðóïïû
÷èñåë 1 è −1 ðàâíÿëàñü íóëþ, íåîáõîäèìî, ÷òîáû êîëè÷åñòâî ÷èñåë 1 ðàâ-
íÿëîñü 9 è êîëè÷åñòâî ÷èñåë −1 òîæå ðàâíÿëîñü 9, ÷òî ÿâëÿåòñÿ íå÷¼òíûì
÷èñëîì. Òî åñòü, ìû äîêàçàëè, ÷òî ñóììà äàííûõ ÷èñåë íå ðàâíà íóëþ.

Çàäà÷à 4.2. Íà äîñêå íàïèñàíî 2017 öåëûõ ÷èñåë îò 1 äî 2017. Êàæäûì
õîäîì Äîðìèäîíò ñòèðàåò ñ äîñêè äâà ÷èñëà è çàïèñûâàåò íà äîñêó ìîäóëü
èõ ðàçíîñòè. Ìîæåò ëè ïîñëåäíåå îñòàâøååñÿ íà äîñêå ÷èñëî ðàâíÿòüñÿ
íóëþ?

Ðåøåíèå. Ïîäñ÷èòàåì ñóììó âñåõ íàïèñàííûõ íà äîñêå ÷èñåë:

1 + 2 + . . .+ 2017.

Çàïèøåì ÷èñëà â äðóãîì ïîðÿäêå:

1 + 2017︸ ︷︷ ︸+2 + 2016︸ ︷︷ ︸+ . . .+ 1009.

Ñóììà êàæäîé ïàðû ÷èñåë ðàâíà 2018 � ÷¼òíîå ÷èñëî. ×èñëî 1009 �
íå÷¼òíîå, ñëåäîâàòåëüíî, îáùàÿ ñóììà òîæå íå÷¼òíàÿ.

Ðàññìàòðèâàÿ òàáëèöû ñëîæåíèÿ è âû÷èòàíèÿ ÷¼òíûõ è íå÷¼òíûõ ÷èñåë,
ìû çàìå÷àåì, ÷òî îíè ñîâïàäàþò, ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ìû ñîòð¼ì äâà ÷èñëà
è íàïèøåì ìîäóëü èõ ðàçíîñòè, òî ÷¼òíîñòü ñóììû âñåõ ÷èñåë, çàïèñàííûõ
íà äîñêå, íå èçìåíèòñÿ. Òàê êàê 0 � ÷¼òíîå ÷èñëî, òî ïîñëå ðÿäà øàãîâ
îíî íå ìîæåò îñòàòüñÿ ïîñëåäíèì.

Çàäà÷à 4.3. Ïîêà äåòè ðåøàëè êîíòðîëüíóþ ðàáîòó, ïðåïîäàâàòåëü íà-
ïèñàë íà ñòåíå êëàññà ïî êðóãó âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà îò 1 äî 2018 ïî
îäíîìó ðàçó òàê, ÷òî ìåæäó êàæäûìè 2 ÷èñëàìè, ñòîÿùèìè ÷åðåç îäíî,
îêàçàëñÿ äåëèòåëü èõ ñóììû. Âàñÿ óâèäåë íà ñòåíå íàïèñàííîå ÷èñëî 1999,
à ñîñåäíåå ÷èñëî çàêðûâàëà ãîëîâà îäíîêëàññíèêà. Îí ðåøèë ïîñïîðèòü ñî
ñâîèì ñîñåäîì, ÷òî ïîëíîñòüþ çàêðûòî íå÷¼òíîå ÷èñëî. Êàêèå åãî øàíñû
âûèãðàòü äàííûé ñïîð?
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Ðåøåíèå. Äîïóñòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò 2 ñîñåäíèõ ÷¼òíûõ ÷èñëà a è b. Òî-
ãäà ÷èñëî c, çàïèñàííîå ñëåâà îò íèõ, òàêæå ÷¼òíîå, òàê êàê èíà÷å ÷èñëî
c + b áûëî áû íå÷¼òíûì è íèêàê íå ìîãëî äåëèòüñÿ íà ÷¼òíîå ÷èñëî a,
àíàëîãè÷íî, ÷èñëî, çàïèñàííîå ñïðàâà îò íèõ, òàêæå áûëî áû ÷¼òíûì.
Ïðîäîëæàÿ öåïî÷êó äîêàçàòåëüñòâ ÷¼òíîñòè ÷èñåë, ìîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî
òîãäà âîîáùå âñå çàïèñàííûå ÷èñëà ÿâëÿþòñÿ ÷¼òíûìè, îäíàêî ó íàñ åñòü
è íå÷¼òíûå ÷èñëà. Òàêèì îáðàçîì, ÷¼òíûå ÷èñëà íèêîãäà íå ñòîÿò ïîäðÿä.
Òàê êàê ÷¼òíûõ ÷èñåë è íå÷¼òíûõ ïîðîâíó, ìîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî íå÷¼ò-
íûå è ÷¼òíûå ÷èñëà îáÿçàòåëüíî ÷åðåäóþòñÿ ïî îäíîìó. Çíà÷èò, ñîñåäíåå
÷èñëó 1999 ÷èñëî îáÿçàòåëüíî áóäåò ÷¼òíûì, ò. å. ó Âàñèëèÿ íåò íèêàêèõ
øàíñîâ.

Ïðèçíàêè äåëèìîñòè

Çàäà÷à 4.4. Íàéäèòå íàèáîëüøåå ÷åòûð¼õçíà÷íîå ÷èñëî, äåëÿùååñÿ íà 2,
5, 9 è 11, âñå öèôðû êîòîðîãî ðàçëè÷íû.

Ðåøåíèå. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ÷èñëî äåëèëîñü íà 2, 5, 9 è 11, íåîáõîäèìî,
÷òîáû îíî äåëèëîñü íà ïðîèçâåäåíèå âñåõ ýòèõ ÷èñåë, òàê êàê îíè âçàèìíî
ïðîñòûå. Ïðîèçâåäåíèå âñåõ ýòèõ ÷èñåë ðàâíî 990. Çàìåòèì, ÷òî 990 · 9 =
8910 ïîäõîäèò ïîä óñëîâèÿ çàäà÷è, ÷èñëî 990 · 10 = 9900 íå ïîäõîäèò, à
990 · 11 � óæå ïÿòèçíà÷íîå ÷èñëî. Ïîýòîìó, èñêîìîå ÷èñëî � 8910.

Çàäà÷à 4.5. Ñóììà òð¼õ ðàçëè÷íûõ íàèìåíüøèõ äåëèòåëåé íåêîòîðîãî
÷èñëà A ðàâíà 8. Ñêîëüêèìè íóëÿìè ìîæåò îêàí÷èâàåòñÿ ÷èñëî A? Óêà-
æèòå âñå âàðèàíòû.

Ðåøåíèå. Íàèìåíüøèì äåëèòåëåì ÷èñëà A áóäåò ÷èñëî 1. Çíà÷èò, ñóììà
äâóõ íàèìåíüøèõ äåëèòåëåé, íå ðàâíûõ åäèíèöå, äîëæíà áûòü ðàâíà 7.
Ýòî âîçìîæíî â äâóõ ñëó÷àÿõ: 7 = 3 + 4 èëè 7 = 2 + 5. Íî ïåðâûé ñëó÷àé
íåâîçìîæåí, òàê êàê òîãäà ÷èñëî äåëèòñÿ íà 4, çíà÷èò, ÿâëÿåòñÿ ÷¼òíûì,
è íàèìåíüøèé äåëèòåëü ïîñëå ÷èñëà 1 � ýòî ÷èñëî 2.

Âî âòîðîì ñëó÷àå � íàèìåíüøèå äåëèòåëè 1, 2, 5, òîãäà ÷èñëî äåëèòñÿ
òàêæå è íà 10, à, ñëåäîâàòåëüíî, îêàí÷èâàåòñÿ íà 0. Äîêàæåì, ÷òî îíî íå
ìîæåò îêàí÷èâàòüñÿ íà 00. Äåéñòâèòåëüíî, òàêîå ÷èñëî áóäåò äåëèòüñÿ íà
100, ñëåäîâàòåëüíî, è íà 4, ÷òî íåâîçìîæíî. Ïîýòîìó íàøå ÷èñëî ìîæåò
çàêàí÷èâàòüñÿ òîëüêî ðîâíî íà îäèí íîëü.
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Ñðàâíåíèÿ ïî ìîäóëþ

Çàäà÷à 4.6. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà x, y, z òàêîâû, ÷òî x2 + y2 = z2 (òî åñòü,
îáðàçóþò ¾Ïèôàãîðîâó òðîéêó¿). Äîêàæèòå, ÷òî õîòÿ áû îäíî èç ýòèõ
÷èñåë äåëèòñÿ íà 3.

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì, êàêèå îñòàòêè ìîæåò äàâàòü êâàäðàò íàòóðàëüíîãî
÷èñëà ïðè äåëåíèè íà 3:

x 0 1 2
x2 0 1 1

Îòñþäà ìîæíî ñäåëàòü âûâîä: åñëè ÷èñëî íå äåëèòñÿ íà 3, òî åãî êâàä-
ðàò äà¼ò îñòàòîê 1 ïðè äåëåíèè íà 3. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: íè îäíî èç
÷èñåë íå äåëèòñÿ íà 3, òîãäà âñå êâàäðàòû äàþò îñòàòîê 1. Íî òîãäà óðàâ-
íåíèå x2 + y2 = z2 ïî ìîäóëþ 3 çàïèñûâàåòñÿ êàê 1 + 1 ≡ 1, ÷òî íåâåðíî.
Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå îçíà÷àåò, ÷òî õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë x, y èëè z
äåëèòñÿ íà 3.

Çàäà÷à 4.7. Ïðî ñåìü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë èçâåñòíî, ÷òî ñóììà ëþáûõ
øåñòè èç íèõ äåëèòñÿ íà 5. Äîêàæèòå, ÷òî êàæäîå èç äàííûõ ÷èñåë äåëèòñÿ
íà 5.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì ÷èñëà x1, x2, x3, x4, x5, x6 è x7. Ñóììà ëþáûõ øåñòè
èç íèõ äåëèòñÿ íà 5: 

x1 + x2 + . . .+ x6 ..
.
5,

x2 + x3 + . . .+ x7 ..
.
5,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

x7 + x1 + . . .+ x5 ..
.
5.

Ïðîñóììèðóåì âñå ýòè âûðàæåíèÿ. Òîãäà êàæäîå ÷èñëî xi ñëåâà áóäåò
âñòðå÷àòüñÿ ðîâíî ïî 6 ðàç:

6(x1 + x2 + x3 + x4 + x5 + x6 + x7) ..
.
5,

îòêóäà
x1 + x2 + x3 + x4 + x5 + x6 + x7 ..

.
5.

Âû÷èòàÿ îòñþäà êàæäóþ èç äåëèìîñòåé íàïèñàííîé âûøå ñèñòåìû, ïîëó-
÷àåì òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå: x7 ..

.
5, x1 ..

.
5, . . . , x6 ..

.
5.

Çàäà÷à 4.8. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíûõ ÷èñåë n, ìåíüøèõ 2014,
äëÿ êîòîðûõ 2n − n2 äåëèòñÿ íà 7?
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Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì îñòàòêè, êîòîðûå èìååò ÷èñëî n2 ïðè äåëåíèè íà 7.
Îíè áóäóò èìåòü ïåðèîä äëèíû 7:

n 0 1 2 3 4 5 6
n2 0 1 4 2 2 4 1

Ðàññìîòðèì òàêæå îñòàòêè, êîòîðûå èìååò ÷èñëî 2n ïðè äåëåíèè íà 7. Îíè
áóäóò èìåòü ïåðèîä äëèíû 3:

n 0 1 2 3 4 5
2n 1 2 4 1 2 4

Ïîýòîìó ó ÷èñëà n2 − 2n îñòàòêè áóäóò èìåòü ïåðèîä 3 · 7 = 21:
n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
n2 0 1 4 2 2 4 1 0 1 4 2 2 4 1 0 1 4 2 2 4 1
2n 1 2 4 1 2 4 1 2 4 1 2 4 1 2 4 1 2 4 1 2 4

Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî 2014 = 21 · 95+ 19, ïîýòîìó ïîëíûé ïåðèîä ïîâòîðèòñÿ 95 ðàç. Çà
êàæäûé ïåðèîä áóäåò 6 ñëó÷àåâ, êîãäà n2 − 2n = 0 (mod 7):

n ≡ 2, 4, 5, 6, 10, 15 (mod 21).

È åù¼ çà íåïîëíûé ïåðèîä òàêæå áóäåò 6 ñëó÷àåâ. Ïîýòîìó âñåãî áóäåò

95 · 6 + 6 = 96 · 6 = 576

òàêèõ n, ÷òî 2n − n2 äåëèòñÿ íà 7.

Îñíîâíàÿ òåîðåìà àðèôìåòèêè

Çàäà÷à 4.9. Ñóùåñòâóåò ëè öåëîå ÷èñëî, ïðîèçâåäåíèå öèôð êîòîðîãî
ðàâíî à) 1980; á) 1990; â) 2000; ã) 2018?

Ðåøåíèå: à) 1980 = 22 · 32 · 5 · 11, 11 íå ìîæåò âõîäèòü â ÷èñëî â êà÷åñòâå
öèôðû;

á) 1990 = 2 · 5 · 199 � àíàëîãè÷íî ïóíêòó à), íàëè÷èå ïðîñòîãî ÷èñëà 199
ñðåäè äåëèòåëåé òàêæå ãîâîðèò î òîì, ÷òî òàêîãî ÷èñëà íå ñóùåñòâóåò;

â) 2000 = 24 · 53, èç ïðèâåä¼ííîãî ðàçëîæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî òàêîå ÷èñëî
ñóùåñòâóåò � îíî ìîæåò áûòü ñîñòàâëåíî èç ñòåïåíåé äâîåê (íå âûøå òðå-
òüåé) è èç ïÿò¼ðîê, íàïðèìåð: 2222555, 44555, 28555;

ã) 2018 = 2 · 1009 � àíàëîãè÷íî ïåðâûì äâóì ïóíêòàì, òàêîãî ÷èñëà íå
ñóùåñòâóåò.

Îòâåò: à) íåò; á) íåò; â) äà; ã) íåò.

Çàäà÷à 4.10. Ñóùåñòâóåò ëè íàòóðàëüíîå ÷èñëî, áîëüøåå 100, òàêîå, ÷òî
ïðîèçâåäåíèå âñåõ äåëèòåëåé ýòîãî ÷èñëà (âêëþ÷àÿ 1 è ñàìî ÷èñëî), ðàâ-
íÿåòñÿ âîñüìîé ñòåïåíè äàííîãî ÷èñëà?
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Ðåøåíèå. Äà, íàïðèìåð, ó ÷èñëà 215 ðîâíî 16 äåëèòåëåé: 20, 21, . . . , 215, ÷òî
ñîñòàâëÿåò (15 + 1) : 2 = 8 ïàð äåëèòåëåé, êàæäàÿ èç êîòîðûõ äà¼ò ñàìî
÷èñëî â ïðîèçâåäåíèè, çíà÷èò, îíî ïîäõîäèò.

Çàäà÷à 4.11. (Îëèìïèàäà ¾Ëîìîíîñîâ¿ � 2017.7�8.6, 9.4) Ïðî íàòóðàëü-
íûå ÷èñëàm è n èçâåñòíî, ÷òî 3n3 = 5m2. Íàéäèòå íàèìåíüøåå âîçìîæíîå
çíà÷åíèå m+ n.

Ðåøåíèå. Òàê êàê ëåâàÿ ÷àñòü äàííîãî óðàâíåíèÿ äåëèòñÿ íà 3, òî è ïðà-
âàÿ òàêæå äîëæíà äåëèòüñÿ íà 3. Òàêèì îáðàçîì, òàê êàê 5 íå äåëèòñÿ íà
3, â ðàçëîæåíèèm2 íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè ïðèñóòñòâóåò õîòü îäíà òðîéêà,
çíà÷èò, è â ñàìîì ÷èñëå m òîæå. Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî m ïðåäñòàâèìî â
âèäå m = 3a, àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî n = 5b, ãäå a è b
� íàòóðàëüíûå. Ïîäñòàâèì äàííûå ÷èñëà â èñõîäíîå óðàâíåíèå, ïîëó÷èì
3(5b)3 = 5(3a)2. Îòêóäà:

3 · 53 · b3 = 5 · 32 · a2, 52 · b3 = 3 · a2.

Ïîâòîðèâ àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ, ïîëó÷èì, ÷òî a = 5x, b = 3y, òàêèì
îáðàçîì, n = 15y, m = 15x. Ïîñëå ïîäñòàíîâêè â óðàâíåíèå ïîëó÷èì:

52 · (3y)3 = 3 · (5x)2, 52 · 33 · y3 = 3 · 52 · x2,

îòêóäà 32 ·y3 = x2, îòêóäà x = 3t, 32 ·y3 = (3t)2, y3 = t2. Ïðè ýòîì òðåáóåòñÿ
íàéòè ìèíèìàëüíîå âîçìîæíîå çíà÷åíèå ÷èñëà 15y + 45t, ÷òî äîñòèãàåòñÿ
ïðè y = t = 1. Íå çàáûâàéòå, ÷òî â äàííîé çàäà÷å íåäîñòàòî÷íî ïðîñòî
óãàäàòü îòâåò, íóæíî îáúÿñíèòü, êàê âû åãî ïîëó÷èëè!

Îòâåò: 15 + 45 = 60.

Çàäà÷à 4.12. (Ìóíèöèïàëüíûé ýòàï Âñåðîññèéñêîé îëèìïèàäû øêîëüíè-
êîâ � 2009.8.1) Ïðîèçâåäåíèå äâóõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, êàæäîå èç êîòîðûõ
íå äåëèòñÿ íàöåëî íà 10, ðàâíî 1000. Íàéäèòå èõ ñóììó.

Ðåøåíèå. Íåñëîæíî óâèäåòü, ÷òî 1000 = 53 · 23. Òîãäà êàæäîå èç èñêîìûõ
÷èñåë â ñâîåì ðàçëîæåíèè íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè ìîæåò ñîäåðæàòü òîëüêî
äâîéêè è ïÿò¼ðêè. Ïðè ýòîì îäíîâðåìåííî 2 è 5 íå ìîãóò ïðèñóòñòâîâàòü â
ðàçëîæåíèè îäíîãî ÷èñëà, èíà÷å îíî áóäåò äåëèòüñÿ íà 10. Ñëåäîâàòåëüíî,
îäíî èç ÷èñåë ðàâíî 53, à äðóãîå � 23, à èõ ñóììà ðàâíà 53+23 = 125+8 =
133.

Îòâåò: 53 + 23 = 125 + 8 = 133.
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ÍÎÄ è ÍÎÊ

Çàäà÷à 4.13. Â âåðøèíàõ êóáà çàïèñàëè âîñåìü ðàçëè÷íûõ íàòóðàëü-
íûõ ÷èñåë, à íà êàæäîì åãî ðåáðå � íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü äâóõ
÷èñåë, çàïèñàííûõ íà êîíöàõ ýòîãî ðåáðà. Ìîãëà ëè ñóììà âñåõ ÷èñåë, çà-
ïèñàííûõ â âåðøèíàõ, îêàçàòüñÿ ðàâíîé ñóììå âñåõ ÷èñåë, çàïèñàííûõ íà
ð¼áðàõ?

Ðåøåíèå. Äîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ ðàçëè÷íûõ ÷èñåë âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî: a + b > 3ÍÎÄ(a, b). Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ÍÎÄ(a, b) = d,
òîãäà a = a1d, b = b1d, ãäå a1 6= b1 � íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Òîãäà

a+ b = (a1 + b1)d > 3d⇔ a1 + b1 > 3,

÷òî âåðíî. Ïðè ýòîì ðàâåíñòâî ìîæåò äîñòèãàòüñÿ, òîëüêî åñëè a = 2b èëè
b = 2a.

Ïîýòîìó ñóììà ëþáûõ äâóõ ÷èñåë, ñòîÿùèõ â ñîñåäíèõ âåðøèíàõ íå ìåíü-
øå óòðîåííîãî ÷èñëà, ñòîÿùåãî íà ðåáðå ìåæäó íèìè. Ïðîñóììèðóåì âñå
ýòè íåðàâåíñòâà (âûïèñàâ íåðàâåíñòâî íà êàæäîì ðåáðå): êàæäîå ÷èñëî
ñòîÿùåå â âåðøèíå ïîñ÷èòàåòñÿ ðîâíî 3 ðàçà. Ïîýòîìó ñóììà ÷èñåë, ñòî-
ÿùèõ â âåðøèíàõ, áîëüøå ëèáî ðàâíà ñóììå ÷èñåë, ñòîÿùèõ íà ð¼áðàõ,
è ðàâåíñòâî ìîæåò áûòü äîñòèãíóòî ëèøü êîãäà äîñòèãàþòñÿ ðàâåíñòâà
âî âñåõ ñóììèðóåìûõ íåðàâåíñòâàõ. Ïîýòîìó ëþáûå äâà ÷èñëà, ñòîÿùèå â
ñîñåäíèõ âåðøèíàõ, îòëè÷àþòñÿ â 2 ðàçà.

Ïóñòü â íåêîòîðîé âåðøèíå ñòîèò ÷èñëî a. Òîãäà â êàæäîé èç òð¼õ ñîñåä-
íèõ ìîæåò ñòîÿòü ëèáî ÷èñëî a/2, ëèáî 2a. Î÷åâèäíî, ÷òî êàêîå-òî ÷èñëî
áóäåò ïîâòîðÿòüñÿ. Ïîýòîìó ñóììà âñåõ ÷èñåë, çàïèñàííûõ â âåðøèíàõ, íå
ìîãëà îêàçàòüñÿ ðàâíîé ñóììå âñåõ ÷èñåë, çàïèñàííûõ íà ð¼áðàõ.

Çàäà÷à 4.14. Íàéòè íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ÷èñåë 2n − 1 è 2m − 1.

Ðåøåíèå. Ïóñòü, íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, n > m. Âîñïîëüçóåìñÿ ìîäèôèöè-
ðîâàííûì àëãîðèòìîì Åâêëèäà:

ÍÎÄ(2n − 1, 2m − 1) = ÍÎÄ(2n − 2m, 2m − 1) = ÍÎÄ(2n−m − 1, 2m − 1).

Òóò ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî âòîðîå èç ïîëó÷åííûõ ÷èñåë � íå÷¼ò-
íîå, ïîýòîìó ïåðâîå èç ÷èñåë ìîæíî ðàçäåëèòü íà 2m, îò ýòîãî ÍÎÄ íå
ïîìåíÿåòñÿ.

Îäèí øàã òàêîãî ìîäèôèöèðîâàííîãî àëãîðèòìà Åâêëèäà ïðîèçâîäèò òå
æå îïåðàöèè ñî ñòåïåíÿìè, ÷òî è îáû÷íûé àëãîðèòì Åâêëèäà � ñ ÷èñ-
ëàìè. Ïîýòîìó â ðåçóëüòàòå ðàáîòû òàêîãî àëãîðèòìà ïîëó÷èòñÿ ÷èñëî
2ÍÎÄ(n,m) − 1, ÷òî è òðåáîâàëîñü íàéòè.
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Ïðîñòûå ÷èñëà

Çàäà÷à 4.15. Íàéòè âñå òàêèå íàòóðàëüíûå ÷èñëà p, ÷òî p è 5p + 1 �
ïðîñòûå.

Ðåøåíèå. Åñëè p ïðîñòîå è p > 2, òî p � íå÷¼òíîå, íî òîãäà 5p+ 1 ÷¼òíîå
è ñîâåðøåííî òî÷íî ñîñòàâíîå. Îñòàëîñü ëèøü ïðîâåðèòü, ÷òî 2 ·5+1 = 11
� ïðîñòîå ÷èñëî, ÷òî ïðèâîäèò ê îòâåòó ê äàííîé çàäà÷å: p = 2.

Çàäà÷à 4.16. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå ïðîñòîå ÷èñëî, áîëüøåå 3, ìîæíî çà-
ïèñàòü â îäíîì èç äâóõ âèäîâ: 6n + 1 ëèáî 6n − 1, ãäå n � íàòóðàëüíîå
÷èñëî.

Ðåøåíèå. Â ìàòåðèàëå äëÿ ðàçáîðà íà çàíÿòèè ìû îáðàùàëè âíèìàíèå
íà çàìå÷àíèå: ëþáîå ïðîñòîå ÷èñëî, áîëüøåå 3, ìîæåò èìåòü â êà÷åñòâå
îñòàòêà îò äåëåíèÿ íà 6 ëèøü ÷èñëà 1 è 5, îòêóäà íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò
óòâåðæäåíèå çàäà÷è.

Çàäà÷à 4.17. Äîêàæèòå, ÷òî p2 − q2 äåëèòñÿ íà 24, åñëè p è q � ïðîñòûå
÷èñëà, áîëüøèå 3.

Ðåøåíèå. Ïðèìåíèì ôîðìóëó ðàçíîñòè êâàäðàòîâ: p2 − q2 = (p − q)(p +
q). Ïîñêîëüêó p, q � ïðîñòûå è p, q > 3, p, q � íå÷¼òíûå. Âîçìîæíûìè
îñòàòêàìè îò äåëåíèÿ p è q íà 4, â ñèëó íå÷¼òíîñòè ïðîñòûõ ÷èñåë áîëüøèõ
3, ìîãóò áûòü 1 è 3, òîãäà îñòàòêàìè ÷èñåë p − q è p + q îò äåëåíèÿ íà 4
ìîãóò áûòü ñëåäóþùèå ïàðû:

1− 3 ≡ 2 (mod 4) è 1 + 3 ≡ 0 (mod 4), ëèáî

1− 1 ≡ 0 (mod 4) è 1 + 1 ≡ 2 (mod 4), ëèáî

3− 3 ≡ 0 (mod 4) è 3 + 3 ≡ 2 (mod 4), ëèáî

3− 1 ≡ 2 (mod 4) è 3 + 1 ≡ 0 (mod 4), ò. å.

âñåãäà 2 èëè 0. Çíà÷èò, (p− q)(p+ q) ãàðàíòèðîâàííî äåëèòñÿ íà 8.

Àíàëîãè÷íî ñ îñòàòêàìè ïî ìîäóëþ 3: îñòàòêè p è q ðàâíû 1 èëè 2, òàê
êàê äàííûå ÷èñëà ïðîñòûå è áîëüøå 3, íî òîãäà îäíî èç ÷èñåë p − q èëè
p+q ãàðàíòèðîâàííî äåëèòñÿ íà 3. Ò. å. (p−q)(p+q) äåëèòñÿ è íà 3, è íà 8,
íî òîãäà îíî, â ñèëó âçàèìíîé ïðîñòîòû ÷èñåë 3 è 8, äåëèòñÿ è íà 24.

Çàäà÷à 4.18. Ñóùåñòâóåò ëè òàêîå ÷èñëî n, ÷òî ÷èñëà

à) n− 96, n, n+ 96;

á) n− 1996, n, n+ 1996

ïðîñòûå? (Âñå ïðîñòûå ÷èñëà ñ÷èòàåì ïîëîæèòåëüíûìè.)
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Ðåøåíèå. à) Äà, íàïðèìåð, n = 101 ïîäõîäèò, âåäü ÷èñëà 5, 101, 197 ïðî-
ñòûå.

á) Êàê ìû âûÿñíèëè â ïðåäûäóùåé çàäà÷å, ñðåäè ÷èñåë p − q, p, p + q
õîòÿ áû îäíî äåëèòñÿ íà 3, åñëè q íå äåëèòñÿ íà 3. Òîãäà, ÷òîáû âñå ÷èñëà
ñðåäè n−1996, n, n+1996 áûëè ïðîñòûìè, íåîáõîäèìî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü
ðàâåíñòâî n− 1996 = 3, íî òîãäà n+ 1996 = 3995 � ñîñòàâíîå ÷èñëî.

Äðîáè

Çàäà÷à 4.19. Äîêàæèòå, ÷òî äðîáü 1
n ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå êîíå÷íîé

äåñÿòè÷íîé äðîáè òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè n â ðàçëîæåíèè íà ïðîñòûå
ìíîæèòåëè ñîäåðæèò òîëüêî äâîéêè è ïÿò¼ðêè.

Ðåøåíèå. Ïóñòü äàííàÿ äðîáü ïðåäñòàâèìà â âèäå êîíå÷íîé äåñÿòè÷íîé
äðîáè. Ïðèðàâíÿåì ýòè äðîáè, çàïèñàííûå â òîì è èíîì âèäå:

0,a1a2 . . . ak =
1

n
,

ïîñëå ðàñêðûòèÿ ïðîïîðöèè ïîëó÷èì a1a2 . . . ak · n = 10k. Â ðàçëîæåíèè
10k íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè åñòü òîëüêî 2 è 5, çíà÷èò, èç îñíîâíîé òåîðåìû
àðèôìåòèêè, è â ðàçëîæåíèè n ìîãóò áûòü òîëüêî ýòè ïðîñòûå ìíîæèòåëè,
÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Çàäà÷à 4.20. Êàêîå ÷èñëî íóæíî âû÷åñòü èç ÷èñëèòåëÿ äðîáè 537
463 è ïðè-

áàâèòü ê çíàìåíàòåëþ, ÷òîáû ïîñëå ñîêðàùåíèÿ ïîëó÷èòü 1
9?

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì äàííîå ÷èñëî çà n, òîãäà:

537− n
463 + n

=
1

9
,

(537− n) · 9 = 463 + n, ⇒ 4833− 9n = 463 + n,

n = 437.

Ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ

Çàäà÷à 4.21. Ïåðåâåñòè ÷èñëî 321 èç äåñÿòè÷íîé ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ â
ïÿòåðè÷íóþ.
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Ðåøåíèå. Çàïèøåì: 321− 125 · 2 = 71, 71− 25 · 2 = 21, 21− 5 · 4 = 1. Òîãäà:

321 = 53 · 2 + 52 · 2 + 51 · 4 + 50 · 1 = 22415.

Çàäà÷à 4.22. Ïåðåâåñòè ÷èñëî 32104 â äåñÿòè÷íóþ ñèñòåìó ñ÷èñëåíèÿ.

Ðåøåíèå. Çàïèøåì: 32104 = 43 · 3 + 42 · 2 + 41 · 1 + 40 · 0 = 22810.

Çàäà÷à 4.23. Ïåðåâåäèòå ÷èñëî jpg27 â äåâÿòåðè÷íóþ ñèñòåìó ñ÷èñëåíèÿ.

Ðåøåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ îïèñàííûì â òåîðåòè÷åñêîé ÷àñòè äàííîãî êâàí-
òà ìåòîäîì. Ïåðåâîäèì äàííîå ÷èñëî ñïåðâà â òðîè÷íóþ ñèñòåìó ñ÷èñëå-
íèÿ:

j27 = 2013, p27 = 2213, g27 = 1213, ⇒ jpg27 = 2012211213.

Çàòåì ïåðåâîäèì â äåâÿòåðè÷íóþ:

23 = 29, 013 = 19, 223 = 89, 113 = 49, 213 = 79, ⇒ 2012211213 = 218479.
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Ãëàâà 5

Ðàçìûøëåíèÿ è èãðû

×òî çíà÷èò ðàññóæäàòü ëîãè÷åñêè ñ òî÷êè çðåíèÿ ìàòåìàòèêè?

Êîãäà âàøå ¾î÷åâèäíî¿ äåéñòâèòåëüíî î÷åâèäíî äëÿ ïðîâåðÿþùèõ?

Ïî÷åìó äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è èíîãäà äîñòàòî÷íî ïðèâåñòè ïðèìåð, à èíîãäà
ýòîãî íåäîñòàòî÷íî?

Â äàííîì ðàçäåëå ìû ïîñòàðàëèñü îòâåòèòü íà âñå ýòè âîïðîñû. Äëÿ ýòîãî
ìû ïîäðîáíî ïîçíàêîìèì âàñ ñ íåêîòîðûìè èç îñíîâíûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ
îëèìïèàäíûõ çàäà÷: ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà îò ïðîòèâíîãî, ïðèíöèï Äèðè-
õëå, ïðèíöèï êðàéíåãî, îöåíêà+ïðèìåð, ìåòîä ïîëíîãî ïåðåáîðà è ìåòîä
ïîäñ÷¼òà äâóìÿ ñïîñîáàìè.

1 Ëîãè÷åñêèå çàäà÷è

Ìàòåðèàë äëÿ ðàçáîðà íà çàíÿòèè

Çà÷àñòóþ â îëèìïèàäàõ øêîëüíèêîâ âñòðå÷àþòñÿ çàäà÷è, êîòîðûå ìîæíî
îáúåäèíèòü â îáùóþ ãðóïïó òàê íàçûâàåìûõ ¾ëîãè÷åñêèõ çàäà÷¿. Íåðåä-
êî îíè âûçûâàþò áîëüøîå ðàçäðàæåíèå ó ó÷àñòíèêîâ îëèìïèàä, òàê êàê
ìíîãèå ëîãè÷åñêèå ïåðåõîäû, òðåáóþùèå îáúÿñíåíèé ñîãëàñíî êðèòåðèÿì
îöåíêè êîíêðåòíîé çàäà÷è, êàæóòñÿ ¾î÷åâèäíûìè¿ è ¾ñàìî ñîáîé ðàçóìå-
þùèìèñÿ¿. Ñàìûé ïðîñòîé ñïîñîá íå ëèøèòüñÿ áàëëîâ èç-çà íåäîñòàòî÷íî
ïðàâèëüíîãî îôîðìëåíèÿ � íàïèñàòü ðåøåíèå çàäà÷è íàñòîëüêî ïîäðîá-
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íî, ÷òîáû åãî ïîíÿë äàæå ïåðâîêëàññíèê (¾Åñëè âû íå ìîæåòå îáúÿñíèòü
÷òî-ëèáî ïðîñòûìè ñëîâàìè, äîñòóïíûìè äàæå íåïîäãîòîâëåííîìó ñëóøà-
òåëþ, âû ñàìè ýòîãî íå ïîíèìàåòå¿, Ð.Ôåéíìàí). Ïðàâäà, òîãäà åñòü øàíñ
âûçâàòü ðàçäðàæåíèå æþðè ¾ïðîñòûí¼é òåêñòà¿, íî áàëëîâ çà ðàçäðàæå-
íèå ïî êðèòåðèÿì ñíÿòü íå ñìîãóò.

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî êëàññè÷åñêèõ çàäà÷ íà ëîãèêó.

Çàäà÷à 5.1.1. Ó áîáðèõ Òàòà, Äèäè è Äèòà ïðîêîëîòû óøè. Íà òðîèõ
ó íèõ òðè ïàðû ñåð¼æåê � êðàñíûå, çåë¼íûå è ñèíèå (îíè áûâàþò äëÿ
ïðàâîãî óõà è äëÿ ëåâîãî). Ó Òàòà öâåòà ñåð¼æåê â ðàçíûõ óøàõ ñîâïàäàþò.
Ó Äèäè òî÷íî íåò íè îäíîé êðàñíîé ñåð¼æêè. Ó Äèòà â ïðàâîì óõå çåë¼íàÿ
ñåð¼æêà, à â ëåâîì � äðóãîãî öâåòà. Ó êîãî â ëåâîì óõå ñèíÿÿ ñåð¼æêà?

Ðåøåíèå. Îïðåäåëèì, êàêîãî öâåòà ñåð¼æêà â ïðàâîì óõå ó Äèäè. Îíà íå
êðàñíîãî öâåòà, à ïðàâàÿ çåë¼íàÿ ó Äèòà, çíà÷èò â ïðàâîì óõå ó Äèäè
ñèíÿÿ ñåð¼æêà. Òîãäà, â ïðàâîì óõå ó Òàòà îñòàâøàÿñÿ êðàñíàÿ ñåð¼æêà.
Öâåòà ñåð¼æåê ó Òàòà îäèíàêîâû, çíà÷èò â ëåâîì óõå ó íå¼ òîæå êðàñíàÿ
ñåð¼æêà. À ÷òî ó Äèòà? Òàê êàê â ïðàâîì óõå ó íå¼ çåë¼íàÿ ñåð¼æêà, â
ëåâîì � äðóãîãî öâåòà, à êðàñíàÿ óæå çàíÿòà, ñëåäîâàòåëüíî â ëåâîì óõå
ó íå¼ ñèíÿÿ ñåð¼æêà. Îòâåò: ó Äèòà.

Îäíèì èç êëàññè÷åñêèõ ìåòîäîâ îôîðìëåíèÿ çàäà÷ íà ëîãèêó ÿâëÿåòñÿ
ñîñòàâëåíèå òàáëèö. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó.

Çàäà÷à 5.1.2. Òðè äðóãà � Âëàäèìèð, Èãîðü è Ñåðãåé ïðåïîäàþò ìàòåìà-
òèêó, ôèçèêó è ëèòåðàòóðó â øêîëàõ Òóëû, Ðÿçàíè è Êàëóãè. Âëàäèìèð
ðàáîòàåò íå â Ðÿçàíè, Èãîðü � íå â Òóëå, òóëÿê ïðåïîäà¼ò ëèòåðàòóðó,
ðÿçàíåö � íå ôèçèêó, Èãîðü � íå ìàòåìàòèêó. Êàêîé ïðåäìåò è â êàêîì
ãîðîäå ïðåïîäà¼ò êàæäûé èç íèõ?

Ðåøåíèå. Ñîñòàâèì òàáëèöó ïàðíûõ ñîîòâåòñòâèé ìåæäó èìåíàìè, ãîðî-
äàìè è ïðåäìåòàìè. Ìû îáúåäèíèì èõ â îäíó òàáëèöó íà ðèñóíêå íèæå.
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Çàïîëíèì òàáëèöó ôàêòàìè èç óñëîâèÿ çàäà÷è: äëÿ ýòîãî ìû ïðîñòàâèì
ìèíóñû â òå êëåòêè, â êîòîðûõ óòâåðæäåíèå ëîæíî è ïëþñèêè â òå, ãäå
óòâåðæäåíèå èñòèííî. Òàê êàê ó íàñ óñëîâèÿ âçàèìîèñêëþ÷àþùèå (òî
åñòü, ÷åëîâåê íå ìîæåò æèòü îäíîâðåìåííî â ðàçíûõ ãîðîäàõ), òî, ïîñòà-
âèâ ïëþñèê â êëåòêó, ìû äîëæíû ïîñòàâèòü ìèíóñû â îñòàëüíûå êëåòêè â
ïîäòàáëè÷êå 3× 3 â òîé æå ñòðîêå è òîì æå ñòîëáöå. Ïîñòàâèâ ïëþñèê ñî-
ãëàñíî óñëîâèþ, ÷òî ëèòåðàòîð æèâ¼ò â Òóëå, çàïîëíèì ìèíóñàìè ïóñòûå
êëåòêè òðåòüåé ñòðîêè è ïåðâîãî ñòîëáöà ïðàâîé ïîäòàáëè÷êè. Êàê òîëüêî
ìû ïîñòàâèëè ìèíóñ ïîñëå óñëîâèÿ ¾ðÿçàíåö ïðåïîäà¼ò íå ôèçèêó¿, ìû îá-
íàðóæèâàåì, ÷òî â ñòîëáöå ¾Ðÿçàíü¿ â ïðàâîé ïîäòàáëè÷êå ó íàñ îñòàëàñü
åäèíñòâåííàÿ ïóñòàÿ êëåòêà, â íå¼ ñòàâèì ïëþñèê. Ïîñëå ïåðâîíà÷àëüíîãî
çàïîëíåíèÿ ìû âèäèì òàêóþ òàáëèöó (ðèñóíîê à)).

Âë È Ñó Òó Ðÿ Êà

Êà

Ðÿ

Òó

Ëè

Ô

Ìà

−
−

−

+ − −
− − +

− + −

a) Ïîñëå ïåðâîãî çàïîëíåíèÿ

Âë È Ñó Òó Ðÿ Êà

Êà

Ðÿ

Òó

Ëè

Ô

Ìà

+ − −
− − +

− + −

− + −
− − +

+ − −
+ − −
− + −
− − +

á) Ðåø¼ííàÿ çàäà÷à

Ìû óæå ïîëó÷èëè äîñòàòî÷íî ìíîãî èíôîðìàöèè: ó÷èòåëü ëèòåðàòóðû
æèâ¼ò â Òóëå, ó÷èòåëü ìàòåìàòèêè � â Ðÿçàíè è ó÷èòåëü ôèçèêè � â

240



Êàëóãå.

Íà÷í¼ì ðàññóæäàòü. Èãîðü æèâ¼ò íå â Òóëå, Èãîðü � íå ìàòåìàòèê, ìà-
òåìàòèê æèâ¼ò â Ðÿçàíè → Èãîðü æèâ¼ò íå â Ðÿçàíè → Èãîðü æèâ¼ò â
Êàëóãå. Ñòàâèì ïëþñèê. Òåïåðü ìû çíàåì, ÷òî Âëàäèìèð æèâ¼ò â Òóëå è
Ñåðãåé � â Ðÿçàíè. Îáúåäèíèâ íàøè çíàíèÿ, ìû ïîëó÷àåì çàêëþ÷èòåëü-
íóþ òàáëèöó (ðèñóíîê á)).

Åù¼ îäíîé âàæíîé òåìîé â ëîãè÷åñêèõ çàäà÷àõ ÿâëÿþòñÿ çàäà÷è ïðî ðû-
öàðåé (ïðàâäîëþáöåâ), êîòîðûå âñåãäà ãîâîðÿò ïðàâäó, ëæåöîâ, êîòîðûå
âñåãäà ëãóò è õèòðåöîâ, êîòîðûå ìîãóò ãîâîðèòü êàê ïðàâäó, òàê è ëîæü
(âîçìîæíî, ñ íàëîæåííûìè îãðàíè÷åíèÿìè). Ðàññìîòðèì çàäàíèå íà ýòó
òåìó.

Çàäà÷à 5.1.3. Èç òð¼õ ÷åëîâåê, A, B è C, îäèí � ðûöàðü, äðóãîé � ëæåö,
òðåòèé � õèòðåö. A ñêàçàë: ¾ß õèòðåö¿. B ñêàçàë: ¾A è C èíîãäà ãîâîðÿò
ïðàâäó¿. C ñêàçàë: ¾B � õèòðåö¿. Êòî èç íèõ ëæåö, êòî � ðûöàðü, à êòî
õèòðåö?

Ðåøåíèå. A ãîâîðèò, ÷òî îí õèòðåö, çíà÷èò îí íå ìîæåò áûòü ðûöàðåì,
òàê êàê â òàêîì ñëó÷àå îí ñîâð¼ò.

Ïóñòü A ëæåö. Òîãäà îí íèêîãäà íå ãîâîðèò ïðàâäó, à, çíà÷èò, B ñîëãàë,
òàê êàê åñëè îí ãîâîðèò, ÷òî A è C èíîãäà ãîâîðÿò ïðàâäó, òî èìååòñÿ
â âèäó, ÷òî êàæäûé èç íèõ èíîãäà ãîâîðèò ïðàâäó. Òîãäà, B � õèòðåö.
Çíà÷èò, C � ðûöàðü, è C ãîâîðèò ïðàâäó. Äàííûé âàðèàíò íàì ïîäîø¼ë.
Íî ìû äîëæíû ïðîâåðèòü âñå âîçìîæíûå âàðèàíòû.

Ïóñòü A � õèòðåö. Òîãäà C òî÷íî ëæ¼ò, òàê êàê B íå ìîæåò áûòü òîæå
õèòðåöîì. Çíà÷èò, C ëæåö, òàê êàê õèòðåö ó íàñ óæå åñòü. Òîãäà B �
ðûöàðü. Íî C íèêîãäà íå ãîâîðèò ïðàâäó, çíà÷èò, B ñîëãàë, ñëåäîâàòåëüíî
îí � íå ðûöàðü. Ïðîòèâîðå÷èå.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè åäèíñòâåííûé îòâåò: A � ëæåö, B � õèòðåö,
C � ðûöàðü.

Çàäàâàëüíèê

Çàäà÷à 5.1.4. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2010.6.2) Â Ëåñîãîðèè æè-
âóò òîëüêî ýëüôû è ãíîìû. Ãíîìû ëãóò, ãîâîðÿ ïðî ñâî¼ çîëîòî, à â îñòàëü-
íûõ ñëó÷àÿõ ãîâîðÿò ïðàâäó. Ýëüôû ëãóò, ãîâîðÿ ïðî ãíîìîâ, à â îñòàëü-
íûõ ñëó÷àÿõ ãîâîðÿò ïðàâäó. Îäíàæäû äâà ëåñîãîðöà ñêàçàëè:

À: Âñ¼ ìî¼ çîëîòî ÿ óêðàë ó Äðàêîíà.

Á: Òû ëæ¼øü.
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Îïðåäåëèòå, ýëüôîì èëè ãíîìîì ÿâëÿåòñÿ êàæäûé èç íèõ.

Çàäà÷à 5.1.5. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2011.6.2) Íåêîòîðûå æèòåëè Îñòðîâà Ðàçíîöâåòíûõ Ëÿãóøåê
ãîâîðÿò òîëüêî ïðàâäó, à îñòàëüíûå âñåãäà ëãóò. Òðîå îñòðîâèòÿí ñêàçàëè
òàê:

Áðå: Íà íàøåì îñòðîâå íåò ñèíèõ ëÿãóøåê.

Êå: Áðå � ëãóí. Îí æå ñàì ñèíÿÿ ëÿãóøêà!

Êåêñ: Êîíå÷íî, Áðå � ëãóí. Íî îí êðàñíàÿ ëÿãóøêà.

Âîäÿòñÿ ëè íà ýòîì îñòðîâå ñèíèå ëÿãóøêè?

Çàäà÷à 5.1.6. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2005.6.2) Äîì èìååò ôîðìó êâàäðàòà, ðàçäåë¼ííîãî íà äåâÿòü
îäèíàêîâûõ êâàäðàòíûõ êîìíàò. Â êàæäîé êîìíàòå æèâ¼ò ëèáî ðûöàðü,
êîòîðûé âñåãäà ãîâîðèò òîëüêî ïðàâäó, ëèáî ëæåö, êîòîðûé âñåãäà ëæ¼ò.
Êàæäûé æèòåëü äîìà çàÿâèë: ¾Ñðåäè ìîèõ ñîñåäåé ðûöàðåé áîëüøå, ÷åì
ëæåöîâ¿. Èçâåñòíî, ÷òî ñðåäè æèòåëåé äîìà åñòü è ðûöàðè, è ëæåöû.
Ñêîëüêî ñðåäè íèõ ðûöàðåé? (Ñîñåäíèìè ñ÷èòàþòñÿ êîìíàòû, èìåþùèå
îáùóþ ñòåíó.)

Çàäà÷à 5.1.7. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2003.6.2) Êàæäûé èç òð¼õ ïðèÿòåëåé ëèáî âñåãäà ãîâîðèò ïðàâ-
äó, ëèáî âñåãäà ëæ¼ò. Èì áûë çàäàí âîïðîñ: ¾Åñòü ëè õîòÿ áû îäèí ëæåö
ñðåäè äâóõ îñòàëüíûõ?¿ Ïåðâûé îòâåòèë: ¾Íåò¿, âòîðîé îòâåòèë: ¾Äà¿.
×òî îòâåòèë òðåòèé?

Çàäà÷à 5.1.8. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2014.7.2) Â øåðåíãå ñòîÿò 2014 ÷åëîâåê, è îäíîãî èç íèõ çî-
âóò Àðòóð. Êàæäûé èç ñòîÿùèõ â øåðåíãå ëèáî ðûöàðü, êîòîðûé âñåãäà
ãîâîðèò ïðàâäó, ëèáî ëæåö, êîòîðûé âñåãäà ëæ¼ò. Êàæäûé, êðîìå Àðòóðà,
ñêàçàë: ¾Ìåæäó ìíîé è Àðòóðîì ñòîÿò ðîâíî äâà ëæåöà¿. Ñêîëüêî ëæåöîâ
â ýòîé øåðåíãå, åñëè èçâåñòíî, ÷òî Àðòóð � ðûöàðü?

Çàäà÷à 5.1.9. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2013.7.2) Â ñåìüå âåñ¼ëûõ ãíîìîâ ïàïà, ìàìà è ðåá¼íîê. Èìåíà
÷ëåíîâ ñåìüè: Ñàøà, Æåíÿ è Âàëÿ. Çà îáåäåííûì ñòîëîì äâà ãíîìà ñäå-
ëàëè ïî äâà çàÿâëåíèÿ. Âàëÿ: ¾Æåíÿ è Ñàøà ðàçíîãî ïîëà. Æåíÿ è Ñàøà
� ìîè ðîäèòåëè¿. Ñàøà: ¾ß � îòåö Âàëè. ß � äî÷ü Æåíè¿. Âîññòàíîâèòå
èìÿ è îò÷åñòâî ãíîìà�ðåá¼íêà, åñëè èçâåñòíî, ÷òî êàæäûé ãíîì îäèí ðàç
ñêàçàë ïðàâäó, è îäèí ðàç ïîøóòèë.

Çàäà÷à 5.1.10. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2003.6.3) Íà îñòðîâå æè-
âóò ðûöàðè, êîòîðûå âñåãäà ãîâîðÿò ïðàâäó, è ëæåöû, êîòîðûå âñåãäà ëãóò.
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Ïóòíèê âñòðåòèë òðîèõ îñòðîâèòÿí è ñïðîñèë êàæäîãî èç íèõ: ¾Ñêîëüêî
ðûöàðåé ñðåäè òâîèõ ñïóòíèêîâ?¿. Ïåðâûé îòâåòèë: ¾Íè îäíîãî¿. Âòîðîé
ñêàçàë: ¾Îäèí¿. ×òî ñêàçàë òðåòèé?

Çàäà÷à 5.1.11. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2015.6.3) Ìàòåìàòèê ñ
ïÿòüþ äåòüìè çàø¼ë â ïèööåðèþ.

Ìàøà: Ìíå ñ ïîìèäîðàìè è ÷òîá áåç êîëáàñû.

Äàøà: ß áóäó áåç ïîìèäîðîâ.

Íèêèòà: À ÿ ñ ïîìèäîðàìè. Íî áåç ãðèáîâ!

Èãîðü: È ÿ áåç ãðèáîâ. Çàòî ñ êîëáàñîé!

Âàíÿ: À ìíå ñ ãðèáàìè.

Ïàïà: Äà, ñ òàêèìè ïðèâåðåäàìè îäíîé ïèööåé ÿâíî íå îáîéä¼øüñÿ. . .

Ñìîæåò ëè ìàòåìàòèê çàêàçàòü äâå ïèööû è óãîñòèòü êàæäîãî ðåá¼íêà
òàêîé, êàêóþ òîò ïðîñèë, èëè âñ¼ æå ïðèä¼òñÿ òðè ïèööû çàêàçûâàòü?

Çàäà÷à 5.1.12. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2011.6.3;7.3) Ïåðåä ôóò-
áîëüíûì ìàò÷åì êîìàíä ¾Ñåâåð¿ è ¾Þã¿ áûëî äàíî ïÿòü ïðîãíîçîâ:

à) íè÷üåé íå áóäåò;
á) â âîðîòà ¾Þãà¿ çàáüþò;
â) ¾Ñåâåð¿ âûèãðàåò;
ã) ¾Ñåâåð¿ íå ïðîèãðàåò;
ä) â ìàò÷å áóäåò çàáèòî ðîâíî 3 ãîëà.

Ïîñëå ìàò÷à âûÿñíèëîñü, ÷òî âåðíûìè îêàçàëèñü ðîâíî òðè ïðîãíîçà. Ñ
êàêèì ñ÷¼òîì çàêîí÷èëñÿ ìàò÷?

Çàäà÷à 5.1.13. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2013.6.3) Êàðëñîí îòêðûë øêîëó, è 1 ñåíòÿáðÿ âî âñåõ òð¼õ
ïåðâûõ êëàññàõ áûëî ïî òðè óðîêà: Êóðîùåíèå, Íèçâåäåíèå è Äóðàêàâà-
ëÿíèå. Îäèí è òîò æå ïðåäìåò â äâóõ êëàññàõ îäíîâðåìåííî èäòè íå ìîæåò.
Êóðîùåíèå â 1Á áûëî ïåðâûì óðîêîì. Ó÷èòåëü Äóðàêàâàëÿíèÿ ïîõâàëèë
ó÷åíèêîâ 1Á: ¾Ó âàñ ïîëó÷àåòñÿ åù¼ ëó÷øå, ÷åì ó 1À¿. Íèçâåäåíèå íà
âòîðîì óðîêå áûëî íå â 1À. Â êàêîì êëàññå âàëÿëè äóðàêà íà ïîñëåäíåì
óðîêå?

Çàäà÷à 5.1.14. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2012.7.3) ×åòâåðî äåòåé ñêàçàëè äðóã î äðóãå òàê.

Ìàøà: Çàäà÷ó ðåøèëè òðîå: Ñàøà, Íàòàøà è Ãðèøà.

Ñàøà: Çàäà÷ó íå ðåøèëè òðîå: Ìàøà, Íàòàøà è Ãðèøà.

Íàòàøà: Ìàøà è Ñàøà ñîëãàëè.
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Ãðèøà: Ìàøà, Ñàøà è Íàòàøà ñêàçàëè ïðàâäó.

Ñêîëüêî äåòåé íà ñàìîì äåëå ñêàçàëè ïðàâäó?

Çàäà÷à 5.1.15. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2006.7.3) Â XIX è XX âåêàõ Ðîññèåé ïðàâèëè 6 èìïåðàòîðîâ èç
äèíàñòèè Ðîìàíîâûõ. Âîò èõ èìåíà è îò÷åñòâà ïî àëôàâèòó: Àëåêñàíäð
Àëåêñàíäðîâè÷, Àëåêñàíäð Íèêîëàåâè÷, Àëåêñàíäð Ïàâëîâè÷, Íèêîëàé
Àëåêñàíäðîâè÷, Íèêîëàé Ïàâëîâè÷ è Ïàâåë Ïåòðîâè÷. Îäèí ðàç ïîñëå
áðàòà ïðàâèë áðàò, âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ � ïîñëå îòöà ñûí. Êàê
èçâåñòíî, ïîñëåäíåãî ðóññêîãî èìïåðàòîðà çâàëè Íèêîëàåì. Âîññòàíîâè-
òå ïîðÿäîê ïðàâëåíèÿ èìïåðàòîðîâ. (Ê ñîæàëåíèþ, æþðè óïîðíî äåëàåò
âèä, ÷òî íå çíàåò ðóññêîé èñòîðèè, è íå âåðèò íè÷åìó, êðîìå ëîãè÷åñêèõ
ðàññóæäåíèé.)

Çàäà÷à 5.1.16. (Òóðíèð Àðõèìåäà � 2015.3) Îäíàæäû íà îñòðîâ Ðû-
öàðåé (êîòîðûå âñåãäà ãîâîðÿò ïðàâäó) è Ëæåöîâ (âñåãäà ëãóò), ïðèåõàë
ïóòåøåñòâåííèê. Âûéäÿ íà áåðåã, îí âñòðåòèë ïðîöåññèþ èç ÷åòûð¼õ îñò-
ðîâèòÿí, êîòîðûå íåñëè 12 êðàñíûõ è 4 ñèíèõ øàðèêîâ (ïî 4 êàæäûé).
Êàæäûé èç íèõ âûñêàçàë îäíî óòâåðæäåíèå. Ïåðâûé ñêàçàë: ¾Êðàñíûõ
øàðèêîâ ó ìåíÿ ìåíüøå, ÷åì ñèíèõ¿. Âòîðîé ñêàçàë: ¾Ñèíèõ øàðèêîâ ó
ìåíÿ íå ìåíüøå, ÷åì êðàñíûõ¿. Òðåòèé ñêàçàë: ¾Ñèíèõ è êðàñíûõ øàðèêîâ
ó ìåíÿ ïîðîâíó¿. ×åòâ¼ðòûé ñêàçàë: ¾Êðàñíûõ ó ìåíÿ íå áîëåå îäíîãî¿.
Íå ìîæåòå ëè Âû óêàçàòü, ñêîëüêî ðûöàðåé ìîãëî áûòü ñðåäè íèõ?

Çàäà÷à 5.1.17. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2009.7.3) Ó ïîäâîäíîãî
öàðÿ ñëóæàò îñüìèíîãè ñ øåñòüþ, ñåìüþ èëè âîñåìüþ íîãàìè. Òå, ó êîãî 7
íîã, âñåãäà ëãóò, à ó êîãî 6 èëè 8 íîã, âñåãäà ãîâîðÿò ïðàâäó. Âñòðåòèëèñü
÷åòûðå îñüìèíîãà. Ñèíèé ñêàçàë: ¾Âìåñòå ó íàñ 28 íîã¿, çåë¼íûé: ¾Âìåñòå
ó íàñ 27 íîã¿, æ¼ëòûé: ¾Âìåñòå ó íàñ 26 íîã¿, êðàñíûé: ¾Âìåñòå ó íàñ 25
íîã¿. Ó êîãî ñêîëüêî íîã?

Çàäà÷à 5.1.18. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2009.6.4) Åñëè ó îñüìè-
íîãà ÷¼òíîå ÷èñëî íîã, îí âñåãäà ãîâîðèò ïðàâäó. Åñëè íå÷¼òíîå, òî îí
âñåãäà ëæ¼ò. Îäíàæäû çåë¼íûé îñüìèíîã ñêàçàë ò¼ìíî�ñèíåìó:

� Ó ìåíÿ 8 íîã. À ó òåáÿ òîëüêî 6.

� Ýòî ó ìåíÿ 8 íîã, � îáèäåëñÿ ò¼ìíî-ñèíèé. � À ó òåáÿ âñåãî 7.

� Ó ò¼ìíî�ñèíåãî äåéñòâèòåëüíî 8 íîã, � ïîääåðæàë ôèîëåòîâûé è ïî-
õâàñòàëñÿ: � À âîò ó ìåíÿ öåëûõ 9!

� Íè ó êîãî èç âàñ íå 8 íîã, � âñòóïèë â ðàçãîâîð ïîëîñàòûé îñüìèíîã. �
Òîëüêî ó ìåíÿ 8 íîã!

Ó êîãî èç îñüìèíîãîâ áûëî ðîâíî 8 íîã?
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Çàäà÷à 5.1.19. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1996.6.4) Òðè ÷åëîâåêà
A, B, C ïåðåñ÷èòàëè êó÷ó øàðèêîâ ÷åòûð¼õ öâåòîâ. Ïðè ýòîì êàæäûé
èç íèõ ïðàâèëüíî ðàçëè÷àë êàêèå-òî äâà öâåòà, à äâà äðóãèõ ìîã ïóòàòü:
îäèí ïóòàë êðàñíûé è îðàíæåâûé, äðóãîé � îðàíæåâûé è æ¼ëòûé, à òðå-
òèé � æ¼ëòûé è çåë¼íûé. Ðåçóëüòàòû èõ ïîäñ÷¼òîâ ïðèâåäåíû â òàáëèöå.
Ñêîëüêî êàêèõ øàðèêîâ áûëî íà ñàìîì äåëå?

êðàñíûé îðàíæåâûé æ¼ëòûé çåë¼íûé
A 2 5 7 9
B 2 4 9 8
C 4 2 8 9

Çàäà÷à 5.1.20. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2008.6.4) Â øêîëå êîëäîâñòâà 13 ó÷åíèêîâ. Ïåðåä ýêçàìåíîì
ïî ÿñíîâèäåíèþ ïðåïîäàâàòåëü ïîñàäèë èõ çà êðóãëûé ñòîë è ïîïðîñèë
óãàäàòü, êòî ïîëó÷èò äèïëîì ÿñíîâèäÿùåãî. Ïðî ñåáÿ è äâóõ ñâîèõ ñî-
ñåäåé âñå ñêðîìíî óìîë÷àëè, à ïðî âñåõ îñòàëüíûõ íàïèñàëè: ¾Íèêòî èç
ýòèõ äåñÿòè íå ïîëó÷èò!¿ Êîíå÷íî æå, âñå ñäàâøèå ýêçàìåí óãàäàëè, à âñå
îñòàëüíûå ó÷åíèêè îøèáëèñü. Ñêîëüêî êîëäóíîâ ïîëó÷èëè äèïëîì?

Çàäà÷à 5.1.21. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1991.7.4) Çíàéêà ïðèø¼ë
â ãîñòè ê áðàòüÿì-áëèçíåöàì Âèíòèêó è Øïóíòèêó, çíàÿ, ÷òî îäèí èç íèõ
íèêîãäà íå ãîâîðèò ïðàâäó, è ñïðîñèë îäíîãî èç íèõ: ¾Òû Âèíòèê?¿. ¾Äà¿,
� îòâåòèë òîò. Êîãäà Çíàéêà ñïðîñèë îá ýòîì æå âòîðîãî, òî ïîëó÷èë ñòîëü
æå ÷¼òêèé îòâåò è ñðàçó îïðåäåëèë, êòî åñòü êòî. Êîãî çâàëè Âèíòèêîì?

Çàäà÷à 5.1.22. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1998.7.4) Íà îñòðîâå
Êîíòðàñòîâ æèâóò è ðûöàðè, è ëæåöû. Ðûöàðè âñåãäà ãîâîðÿò ïðàâäó,
ëæåöû âñåãäà ëãóò. Íåêîòîðûå æèòåëè çàÿâèëè, ÷òî íà îñòðîâå ÷¼òíîå
÷èñëî ðûöàðåé, à îñòàëüíûå çàÿâèëè, ÷òî íà îñòðîâå íå÷¼òíîå ÷èñëî ëæå-
öîâ. Ìîæåò ëè ÷èñëî æèòåëåé îñòðîâà áûòü íå÷¼òíûì?

Çàäà÷à 5.1.23. (Òóðíèð Àðõèìåäà � 2013.4) Ó öàðÿ Ãîðîõà òðè ñûíà:
ñòàðøèé � Ï¼òð, ñðåäíèé � Ô¼äîð è ìëàäøèé � Èâàí�äóðàê. Öàðü õî÷åò
æåíèòü ñòàðøåãî ñûíà íà öàðåâíå Íåñìåÿíå. Èçâåñòíî, ÷òî äâà ñûíà öàðÿ
Ãîðîõà � ðûöàðè (âñåãäà ãîâîðÿò ïðàâäó), à îäèí � ëæåö (âñåãäà âð¼ò),
íî ìàëî êòî çíàåò, êòî èç íèõ êòî. Öàðåâíà Íåñìåÿíà õî÷åò âûÿñíèòü, çà
êîãî (ðûöàðÿ èëè ëæåöà) åé ïðåäëàãàþò âûéòè çàìóæ. Ìîæåò ëè îíà ýòî
óçíàòü, çàäàâ îäèí âîïðîñ Èâàíó? (Èâàí�äóðàê óìååò îòâå÷àòü íà âîïðîñû
òîëüêî ¾äà¿ èëè ¾íåò¿; êòî ñðåäè áðàòüåâ ðûöàðü, è êòî � ëæåö, åìó
èçâåñòíî).

Çàäà÷à 5.1.24. (Òóðíèð Àðõèìåäà � 2014.4) Íà êîíôåðåíöèè ïî ìàòåìà-
òè÷åñêîé ôèçèêå çà êðóãëûì ñòîëîì ñîáðàëèñü ðûöàðè è ëæåöû (ðûöàðè
âñåãäà ãîâîðÿò ïðàâäó, à ëæåöû � âðóò), ïðè÷¼ì èçâåñòíî, ÷òî ñðåäè ôèçè-
êîâ è ìàòåìàòèêîâ ëæåöîâ ïîðîâíó. Êàæäîìó èç ó÷àñòíèêîâ êîíôåðåíöèè
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çàäàëè âîïðîñ: ¾Êòî âàø ñîñåä ñïðàâà: ôèçèê èëè ìàòåìàòèê?¿. Ïîäâîäÿ
èòîãè, ïðåäñåäàòåëü çàìåòèë: ¾Èíòåðåñíî, ÷òî íàñ çäåñü 34 ÷åëîâåêà, ïðè-
÷¼ì ôèçèêîâ è ìàòåìàòèêîâ ïîðîâíó, îäíàêî êàæäûé óòâåðæäàåò, ÷òî åãî
ñîñåä ñïðàâà � ìàòåìàòèê¿. Îïðåäåëèòå, êåì áûë ïðåäñåäàòåëü � ðûöà-
ðåì èëè ëæåöîì?

Çàäà÷à 5.1.25. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2016.7.4) Ó Áóðàòèíî åñòü 5 ìîíåò, ðîâíî îäíà èç íèõ � ôàëü-
øèâàÿ. Êàêàÿ èìåííî � èçâåñòíî òîëüêî Êîòó Áàçèëèî. Áóðàòèíî ìîæåò
âûáðàòü òðè ìîíåòû, îäíó èç íèõ îòäàòü Êîòó, è çà ýòî óçíàòü ïðî äðóãèå
äâå, åñòü ëè ñðåäè íèõ ôàëüøèâàÿ. Áóðàòèíî çíàåò, ÷òî Êîò çà íàñòîÿùóþ
ìîíåòó ñêàæåò ïðàâäó, à çà ôàëüøèâóþ � ñîâð¼ò. Êàê Áóðàòèíî îïðåäå-
ëèòü ôàëüøèâóþ ìîíåòó ñðåäè âñåõ ïÿòè, çàäàâ íå áîëåå òð¼õ âîïðîñîâ?

Çàäà÷à 5.1.26. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2002.7.4) Âîâî÷êà ïðèø¼ë ñäàâàòü êîìïüþòåðíûé òåñò. Íà
ýêðàíå ïîÿâèëèñü 6 âîïðîñîâ, íà êàæäûé èç êîòîðûõ íàäî îòâåòèòü ¾äà¿
èëè ¾íåò¿. Ïîñëå îòâåòà íà âñå âîïðîñû êîìïüþòåð âû÷èñëÿåò êîëè÷åñòâî
ïðàâèëüíûõ îòâåòîâ è ñòàâèò: äâîéêó, åñëè ïðàâèëüíûõ îòâåòîâ íå áîëåå
äâóõ; òðîéêó � åñëè èõ òðè; ÷åòâ¼ðêó � åñëè ÷åòûðå; ïÿò¼ðêó � åñëè ïÿòü
èëè øåñòü.

Âîâî÷êà íå çíàë îòâåòà íè íà îäèí èç âîïðîñîâ. Òåì íå ìåíåå, ïî ïðåäû-
äóùåìó îïûòó îí çíàë ñëåäóþùåå: ïåðâûé è ïîñëåäíèé âîïðîñû òðåáóþò
ïðîòèâîïîëîæíûõ îòâåòîâ; íå áûâàåò, ÷òî íà òðè ïîäðÿä âîïðîñà îòâåò
îäèí è òîò æå; íå áûâàåò, ÷òî óòâåðäèòåëüíûå è îòðèöàòåëüíûå îòâåòû
ñòðîãî ÷åðåäóþòñÿ; ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îòâåòîâ íà ïåðâûå òðè âîïðîñà íå
áûâàåò â òî÷íîñòè òàêîé æå, êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îòâåòîâ íà ïîñëåäíèå
òðè âîïðîñà.

Ïîìîãèòå Âîâî÷êå íå ïîëó÷èòü äâîéêó.

Çàäà÷à 5.1.27. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2011.6.5) Äðàêîí çàïåð
â ïåùåðå øåñòåðûõ ãíîìîâ è ñêàçàë: ¾Ó ìåíÿ åñòü ñåìü êîëïàêîâ ñåìè
öâåòîâ ðàäóãè. Çàâòðà óòðîì ÿ çàâÿæó âàì ãëàçà è íàäåíó íà êàæäîãî
ïî êîëïàêó, à îäèí êîëïàê ñïðÿ÷ó. Çàòåì ñíèìó ïîâÿçêè, è âû ñìîæåòå
óâèäåòü êîëïàêè íà ãîëîâàõ ó äðóãèõ, íî îáùàòüñÿ ÿ âàì óæå íå ïîçâîëþ.
Ïîñëå ýòîãî êàæäûé âòàéíå îò äðóãèõ ñêàæåò ìíå öâåò ñïðÿòàííîãî êîë-
ïàêà. Åñëè óãàäàþò õîòÿ áû òðîå, âñåõ îòïóùó. Åñëè ìåíüøå � ñúåì íà
îáåä¿. Êàê ãíîìàì çàðàíåå äîãîâîðèòüñÿ äåéñòâîâàòü, ÷òîáû ñïàñòèñü?

Çàäà÷à 5.1.28. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2002.6.5) Èëüå Ìóðîìöó,
Äîáðûíå Íèêèòè÷ó è Àë¼øå Ïîïîâè÷ó çà âåðíóþ ñëóæáó äàëè 6 ìîíåò:
3 çîëîòûõ è 3 ñåðåáðÿíûõ. Êàæäîìó äîñòàëîñü ïî äâå ìîíåòû. Èëüÿ Ìó-
ðîìåö íå çíàåò, êàêèå ìîíåòû äîñòàëèñü Äîáðûíå, à êàêèå � Àë¼øå, íî
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çíàåò, êàêèå ìîíåòû äîñòàëèñü åìó ñàìîìó. Ïðèäóìàéòå âîïðîñ, íà êîòî-
ðûé Èëüÿ Ìóðîìåö îòâåòèò ¾äà¿, ¾íåò¿ èëè ¾íå çíàþ¿, è ïî îòâåòó íà
êîòîðûé Âû ñìîæåòå ïîíÿòü, êàêèå ìîíåòû åìó äîñòàëèñü.

Çàäà÷à 5.1.29. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2012.6.5) Íà îñòðîâå ðûöàðåé è ëæåöîâ ïóòåøåñòâåííèê ïðèø¼ë
â ãîñòè ê ñâîåìó çíàêîìîìó ðûöàðþ è óâèäåë åãî çà êðóãëûì ñòîëîì ñ
ïÿòüþ ãîñòÿìè.

� Èíòåðåñíî, à ñêîëüêî ñðåäè âàñ ðûöàðåé? � ñïðîñèë îí.

� À òû çàäàé êàæäîìó êàêîé-íèáóäü âîïðîñ è óçíàé ñàì, � ïîñîâåòîâàë
îäèí èç ãîñòåé.

� Õîðîøî. Ñêàæè ìíå êàæäûé: êòî òâîè ñîñåäè? � ñïðîñèë ïóòåøåñòâåí-
íèê.

Íà ýòîò âîïðîñ âñå îòâåòèëè îäèíàêîâî.

� Äàííûõ íåäîñòàòî÷íî! � ñêàçàë ïóòåøåñòâåííèê.

� Íî ñåãîäíÿ äåíü ìîåãî ðîæäåíèÿ, íå çàáûâàé îá ýòîì, � ñêàçàë îäèí èç
ãîñòåé.

� Äà, ñåãîäíÿ äåíü åãî ðîæäåíèÿ! � ñêàçàë åãî ñîñåä.

È ïóòåøåñòâåííèê ñìîã óçíàòü, ñêîëüêî çà ñòîëîì ðûöàðåé. Äåéñòâèòåëü-
íî, ñêîëüêî æå èõ?

Çàäà÷à 5.1.30. (Òóðíèð Àðõèìåäà � 2017.5) Êîùåé Áåññìåðòíûé èñïû-
òûâàåò Èâàíà�öàðåâè÷à. Íà êëåò÷àòîé äîñêå 5×9 îí îòìåòèë íåâèäèìûìè
÷åðíèëàìè êâàäðàò 2 × 2. Èâàíó ðàçðåøàåòñÿ, âûáðàâ íåñêîëüêî êëåòîê,
ñïðîñèòü ó Êîùåÿ, åñòü ëè ñðåäè íèõ õîòÿ áû îäíà îòìå÷åííàÿ, íà ÷òî
Êîùåé îáÿçàí îòâåòèòü ïðàâäèâî: ¾äà¿ èëè ¾íåò¿. Ñìîæåò ëè Èâàí íàéòè
îòìå÷åííûé êâàäðàò, çàäàâ íå áîëåå 5 âîïðîñîâ?

Çàäà÷à 5.1.31. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2005.6.6) Â Ïóñòîçåìüå
æèâóò òðè ïëåìåíè: ýëüôû, ãîáëèíû è õîááèòû. Ýëüô âñåãäà ãîâîðèò òîëü-
êî ïðàâäó, ãîáëèí âñåãäà ëæ¼ò, à õîááèò ÷åðåç ðàç ãîâîðèò òî ïðàâäó, òî
ëîæü. Îäíàæäû çà êðóãëûì ñòîëîì ïèðîâàëî íåñêîëüêî ïóñòîçåìöåâ, è
îäèí èç íèõ ñêàçàë, óêàçàâ íà ñâîåãî ëåâîãî ñîñåäà: ¾Îí � õîááèò¿. Ñî-
ñåä ñêàçàë: ¾Ìîé ïðàâûé ñîñåä ñîëãàë¿. Â òî÷íîñòè òó æå ôðàçó çàòåì
ïîâòîðèë åãî ëåâûé ñîñåä, ïîòîì å¼ æå ïðîèçí¼ñ ñëåäóþùèé ïî êðóãó, è
òàê îíè ãîâîðèëè ¾Ìîé ïðàâûé ñîñåä ñîëãàë¿ ìíîãî-ìíîãî êðóãîâ, äà è
ñåé÷àñ åù¼, âîçìîæíî, ãîâîðÿò. Îïðåäåëèòå, èç êàêèõ ïëåì¼í áûëè ïèðó-
þùèå, åñëè èçâåñòíî, ÷òî çà ñòîëîì ñèäåëî à) äåâÿòü; á) äåñÿòü æèòåëåé
Ïóñòîçåìüÿ. Îáúÿñíèòå ñâî¼ ðåøåíèå.

Çàäà÷à 5.1.32. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2007.6.6) Êîùåé Áåñ-
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ñìåðòíûé ïîõèòèë ó öàðÿ òð¼õ äî÷åðåé. Îòïðàâèëñÿ Èâàí�öàðåâè÷ èõ âû-
ðó÷àòü. Ïðèõîäèò îí ê Êîùåþ, à òîò åìó è ãîâîðèò:

¾Çàâòðà ïîóòðó óâèäèøü ïÿòü çàêîëäîâàííûõ äåâóøåê. Òðè èç íèõ � öà-
ð¼âû äî÷åðè, à åù¼ äâå � ìîè. Äëÿ òåáÿ îíè áóäóò íåîòëè÷èìû, à ñàìè
äðóã äðóæêó ðàçëè÷àòü ñìîãóò. ß ïîäîéäó ê îäíîé èç íèõ è ñòàíó ó íå¼
ñïðàøèâàòü ïðî êàæäóþ èç ïÿòåðûõ: ½Ýòî öàðåâíà?� Îíà ìîæåò îòâå÷àòü
è ïðàâäó, è íåïðàâäó, íî åé äîçâîëåíî íàçâàòü öàðåâíàìè ðîâíî äâîèõ (ñå-
áÿ òîæå ìîæíî íàçûâàòü). Ïîòîì ÿ òàê æå îïðîøó êàæäóþ èç îñòàëüíûõ
äåâóøåê, è îíè òîæå äîëæíû áóäóò íàçâàòü öàðåâíàìè ðîâíî äâîèõ. Åñëè
ïîñëå ýòîãî óãàäàåøü, êòî èç íèõ è âïðàâäó öàðåâíû, îòïóùó òåáÿ âîñâî-
ÿñè íåâðåäèìûì. À åñëè åù¼ è äîãàäàåøüñÿ, êîòîðàÿ öàðåâíà ñòàðøàÿ,
êîòîðàÿ ñðåäíÿÿ, à êîòîðàÿ ìëàäøàÿ, òî è èõ çàáèðàé ñ ñîáîé¿.

Èâàí ìîæåò ïåðåäàòü öàðåâíàì çàïèñêó, ÷òîáû íàó÷èòü èõ, êîãî íàçâàòü
öàðåâíàìè. Ìîæåò ëè îí íåçàâèñèìî îò îòâåòîâ Êîùååâûõ äî÷åðåé: à)
âåðíóòüñÿ æèâûì; á) óâåçòè öàðåâåí ñ ñîáîé?

Çàäà÷à 5.1.33. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2008.6.6;7.4)
Âàñèëèñà Ïðåìóäðàÿ ðåøèëà çàïåðåòü Êîùåÿ â ïðÿìîì êîðèäî-
ðå, ðàçäåë¼ííîì òðåìÿ ïðîõîäàìè íà ÷åòûðå êîìíàòû, ïðè÷¼ì
â êàæäîì ïðîõîäå, îáëîêîòèâøèñü íà îäíó èç ñòåí, ñòîèò òîë-
ñòûé óñòàëûé ñòðàæíèê. Êàæäûé ðàç, êîãäà Êîùåé ïåðåõîäèò
èç îäíîé êîìíàòû â äðóãóþ, ñòðàæíèê ïåðåõîäèò ê ïðîòèâî-
ïîëîæíîé ñòåíå è îáëîêà÷èâàåòñÿ íà íå¼. Åñëè âñå ñòðàæíèêè
îáëîêîòÿòñÿ íà îäíó ñòåíó, îíà íå âûäåðæèò è ðóõíåò, à Êîùåé
âûéäåò íà ñâîáîäó.
Ìîæåò ëè Âàñèëèñà èçíà÷àëüíî òàê ïðèñëîíèòü ñòðàæíèêîâ è
ðàçìåñòèòü Êîùåÿ, ÷òîáû îí íèêîãäà íå ñìîã âûáðàòüñÿ?

Çàäà÷à 5.1.34. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2012.6.6) Èçâåñòíî, ÷òî
Øàêàë âñåãäà ëæ¼ò, Ëåâ ãîâîðèò ïðàâäó, Ïîïóãàé ïðîñòî ïîâòîðÿåò ïî-
ñëåäíèé óñëûøàííûé îòâåò (à åñëè åãî ñïðîñèòü ïåðâûì, îòâåòèò êàê ïî-
ïàëî), à Æèðàô äà¼ò ÷åñòíûé îòâåò, íî íà ïðåäûäóùèé çàäàííûé åìó
âîïðîñ (à íà ïåðâûé âîïðîñ îòâå÷àåò êàê ïîïàëî). Ìóäðûé �æèê â òó-
ìàíå íàòêíóëñÿ íà Øàêàëà, Ëüâà, Ïîïóãàÿ è Æèðàôà è ðåøèë âûÿñíèòü,
â êàêîì ïîðÿäêå îíè ñòîÿò. Ñïðîñèâ âñåõ ïî î÷åðåäè ¾Òû Øàêàë?¿, îí
ïîíÿë òîëüêî ëèøü, ãäå Æèðàô. Ñïðîñèâ âñåõ â òîì æå ïîðÿäêå: ¾Òû
Æèðàô?¿, îí ñìîã åù¼ ïîíÿòü, ãäå Øàêàë, íî ïîëíîé ÿñíîñòè òàê è íå
íàñòóïèëî. È ëèøü ïîñëå òîãî êàê íà âîïðîñ ¾Òû Ïîïóãàé?¿ ïåðâûé îò-
âåòèë ¾äà¿, Åæó, íàêîíåö, ñòàëî ÿñíî, â êàêîì ïîðÿäêå ñòîÿëè æèâîòíûå.
Òàê â êàêîì æå?

(¾Êàê ïîïàëî¿ îçíà÷àåò, ÷òî îäèí èç îòâåòîâ ¾äà¿ èëè ¾íåò¿ âûáèðàåòñÿ
ïðîèçâîëüíî.)
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Çàäà÷à 5.1.35. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2016.6.6) Íà êðóæîê ïðèøëè äåòè èç äâóõ êëàññîâ: Âàíÿ, Äèìà,
Åãîð, Èííà, Ë¼øà, Ñàøà è Òàíÿ. Íà âîïðîñ: ¾Ñêîëüêî çäåñü òâîèõ îäíî-
êëàññíèêîâ?¿ êàæäûé ÷åñòíî îòâåòèë ¾Äâîå¿ èëè ¾Òðîå¿. Íî ìàëü÷èêè
äóìàëè, ÷òî ñïðàøèâàþò òîëüêî ïðî ìàëü÷èêîâ�îäíîêëàññíèêîâ, à äåâî÷-
êè ïðàâèëüíî ïîíèìàëè, ÷òî ñïðàøèâàþò ïðî âñåõ. Êòî Ñàøà � ìàëü÷èê
èëè äåâî÷êà?

Çàäà÷à 5.1.36. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2010.6.6) Íà îñòðîâå Ïðàâëàíäèÿ âñå æèòåëè ìîãóò îøèáàòüñÿ,
íî ìëàäøèå íèêîãäà íå ïðîòèâîðå÷àò ñòàðøèì, à êîãäà ñòàðøèå ïðîòèâî-
ðå÷àò ìëàäøèì, îíè (ñòàðøèå) íå îøèáàþòñÿ. Ìåæäó æèòåëÿìè A, Á è Â
ïðîèçîø¼ë òàêîé ðàçãîâîð:

À: Á � ñàìûé âûñîêèé.

Á: À � ñàìûé âûñîêèé.

Â: ß âûøå Á.

Ñëåäóåò ëè èç ýòîãî ðàçãîâîðà, ÷òî ÷åì ìîëîæå ÷åëîâåê, òåì îí âûøå (äëÿ
òð¼õ ãîâîðèâøèõ)?

Çàäà÷à 5.1.37. (Òóðíèð Àðõèìåäà � 2012.6) Çà êðóãëûì ñòîëîì ñèäÿò 38
ïîïóãàåâ è Ìàðòûøêà. Èçâåñòíî, ÷òî êàæäûé èç íèõ ëèáî âñåãäà ëæ¼ò (òà-
êèõ áóäåì íàçûâàòü ¾ëæåöàìè¿), ëèáî âñåãäà ãîâîðèò ïðàâäó (òàêèõ áóäåì
íàçûâàòü ¾ïðàâäèâûìè¿). Ìàðòûøêà çàäàëà êàæäîìó ïîïóãàþ îäèí è òîò
æå âîïðîñ: ¾Êåì ÿâëÿåòñÿ Âàø ñîñåä ñïðàâà � ïðàâäèâûì èëè ëæåöîì?¿
(îïðîñ ø¼ë ïîñëåäîâàòåëüíî ïî êðóãó). Ïåðâûå äâà ïîïóãàÿ (ñïðàâà îò
Ìàðòûøêè) îòâåòèëè: ¾ìîé ñîñåä ñïðàâà � ëæåö¿. Ñëåäóþùèå äâà: ¾ìîé
ñîñåä ñïðàâà � ïðàâäèâûé¿, ñëåäóþùèå äâà: ¾ìîé ñîñåä ñïðàâà � ëæåö¿,
è òàê äàëåå. Ïî îêîí÷àíèè îïðîñà Ìàðòûøêà ñêàçàëà: ¾Ñðåäè íàñ íå ìå-
íåå 9 ïðàâäèâûõ¿. Ñêîëüêî ïðàâäèâûõ áûëî íà ñàìîì äåëå?

Çàäà÷à 5.1.38. (Òóðíèð Àðõèìåäà � 2017.6) Ê îñòàíîâêå, ãäå îñòàíàâëè-
âàþòñÿ àâòîáóñû ñ íîìåðàìè 164, 171, 258, 285, 365, 367, 377, 577, ïîäîøëè
ó÷èòåëü (îí çíàåò íîìåð íóæíîãî àâòîáóñà) è òðè åãî ó÷åíèêà (îíè åãî íå
çíàþò). Ó÷èòåëü ïðåäëîæèë ïîèãðàòü.

Îí ñîîáùèë êàæäîìó (ïî ñåêðåòó îò îñòàëüíûõ) îäíó èç öèôð íîìåðà:
Ëåíå � ïåðâóþ öèôðó, Âàñå � âòîðóþ, Êîëå � òðåòüþ, è ïîïðîñèë óãà-
äàòü íîìåð íóæíîãî àâòîáóñà (äåòè çíàþò, êîìó ñîîáùåíà ïåðâàÿ öèôðà
íîìåðà, êîìó � âòîðàÿ, à êîìó � òðåòüÿ). Ïîñëå ýòîãî ìåæäó ðåáÿòàìè
ñîñòîÿëñÿ ðàçãîâîð:

Ëåíà: ÿ íå çíàþ íîìåðà, íî ïîíèìàþ, ÷òî è îñòàëüíûå åãî íå çíàþò.

Âàñÿ: ÿ íå çíàþ íîìåðà, íî Êîëÿ òåïåðü äîëæåí åãî çíàòü.
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Êîëÿ: äà, ÿ çíàþ íîìåð, è âû äâîå ïîìîãëè ìíå åãî îïðåäåëèòü.

Óêàæèòå è Âû íîìåð íóæíîãî àâòîáóñà.

Çàäà÷à 5.1.39. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2014.6.7) Âðóí âñåãäà ëæ¼ò, Õèòðåö ãîâîðèò ïðàâäó èëè ëîæü,
êîãäà çàõî÷åò, à Ïåðåìåí÷èê ãîâîðèò òî ïðàâäó, òî ëîæü ïîïåðåìåííî.
Ïóòåøåñòâåííèê âñòðåòèë Âðóíà, Õèòðåöà è Ïåðåìåí÷èêà, êîòîðûå çíàþò
äðóã äðóãà. Ñìîæåò ëè îí, çàäàâàÿ èì âîïðîñû, âûÿñíèòü, êòî åñòü êòî?

Çàäà÷à 5.1.40. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2010.6.9) Â íåêîòîðîì ãîñóäàðñòâå æèâóò ãðàæäàíå òð¼õ òèïîâ:

à) äóðàê ñ÷èòàåò âñåõ äóðàêàìè, à ñåáÿ óìíûì;

á) ñêðîìíûé óìíûé ïðî âñåõ çíàåò ïðàâèëüíî, à ñåáÿ ñ÷èòàåò äóðàêîì;

â) óâåðåííûé óìíûé ïðî âñåõ çíàåò ïðàâèëüíî, à ñåáÿ ñ÷èòàåò óìíûì.

Â äóìå � 200 äåïóòàòîâ. Ïðåìüåð�ìèíèñòð ïðîâ¼ë àíîíèìíûé îïðîñ äóì-
öåâ: ñêîëüêî óìíûõ â ýòîì çàëå ñåé÷àñ íàõîäèòñÿ? Ïî äàííûì àíêåò îí íå
ñìîã óçíàòü êîëè÷åñòâî óìíûõ. Íî òóò èç ïîåçäêè âåðíóëñÿ åäèíñòâåííûé
äåïóòàò, íå ó÷àñòâîâàâøèé â îïðîñå. Îí çàïîëíèë àíêåòó ïðî âñþ äóìó,
âêëþ÷àÿ ñåáÿ, è ïðî÷èòàâ å¼, ïðåìüåð�ìèíèñòð âñ¼ ïîíÿë. Ñêîëüêî óìíûõ
ìîãëî áûòü â äóìå (âêëþ÷àÿ ïóòåøåñòâåííèêà)?

Çàäà÷à 5.1.41. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2007.7.6) Áóðàòèíî õî-
äèò ïî óëèöàì ãîðîäà, íà îäíîì èç ïåðåêð¼ñòêîâ êîòîðîãî çàðûò êëàä.
Íà êàæäîì ïåðåêð¼ñòêå åìó ïî ðàäèî ñîîáùàþò, ïðèáëèçèëñÿ îí ê êëàäó
èëè óäàëèëñÿ (ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðåäûäóùèì ïåðåêð¼ñòêîì). Ðàäèî ëèáî
âñåãäà ãîâîðèò ïðàâäó, ëèáî âñåãäà ëæ¼ò (íî Áóðàòèíî íå çíàåò, ëæ¼ò îíî
èëè íåò). Ñìîæåò ëè Áóðàòèíî òî÷íî óçíàòü, ãäå çàêîïàí êëàä, åñëè ïëàí
ãîðîäà èìååò âèä, êàê íà ðèñóíêå íèæå. (Ïåðåêð¼ñòêè îòìå÷åíû òî÷êàìè.)

à) á)

Çàäà÷à 5.1.42. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1999.7.6) Êâàäðàò ðàç-
áèëè íà 100 ïðÿìîóãîëüíèêîâ äåâÿòüþ âåðòèêàëüíûìè è äåâÿòüþ ãîðè-
çîíòàëüíûìè ïðÿìûìè (ïàðàëëåëüíûìè åãî ñòîðîíàì). Ñðåäè ýòèõ ïðÿ-
ìîóãîëüíèêîâ îêàçàëîñü ðîâíî 9 êâàäðàòîâ. Äîêàæèòå, ÷òî äâà èç ýòèõ
êâàäðàòîâ èìåþò îäèíàêîâûé ðàçìåð.
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Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Çàäà÷à 5.1. Â ïîåçäå, â îäíîì êóïå, åõàëè àñòðîíîì, ïîýò, ïðîçàèê è äðà-
ìàòóðã. Èõ ôàìèëèè áûëè Àëåêñååâ, Áîðèñîâ, Êîíñòàíòèíîâ è Äìèòðèåâ.
Êàæäûé èç íèõ âçÿë ñ ñîáîé êíèãó, íàïèñàííóþ îäíèì èç ïàññàæèðîâ êó-
ïå. Àëåêñååâ è Áîðèñîâ ïîìåíÿëèñü êíèãàìè è óãëóáèëèñü â ÷òåíèå. Ïîýò
÷èòàë ïüåñó. Ïðîçàèê, î÷åíü ìîëîäîé ÷åëîâåê, âûïóñòèâøèé ñâîþ ïåðâóþ
êíèãó, ãîâîðèë, ÷òî îí íèêîãäà íè÷åãî íå ÷èòàåò ïî àñòðîíîìèè. Áîðèñîâ
âçÿë â äîðîãó îäíî èç ïðîèçâåäåíèé Äìèòðèåâà. Íèêòî èç ïàññàæèðîâ íå
áðàë â äîðîãó è íå ÷èòàë êíèã, íàïèñàííûõ èì ñàìèì. ×òî ÷èòàë êàæäûé
èç íèõ? Êòî êåì áûë?

Çàäà÷à 5.2. Áîá¼ð, Êðîêîäèë è Ìàêàêà ñ îñòðîâà ðûöàðåé è ëæåöîâ
âñòðåòèëèñü, è äâîå ñêàçàëè:

Áîá¼ð: ¾Ìû âñå ëæåöû¿.

Êðîêîäèë: ¾Ðîâíî îäèí èç íàñ ðûöàðü¿.

Êòî èç ýòèõ òðîèõ ðûöàðü è êòî ëæåö?
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2 Äîêàçàòåëüñòâî îò ïðîòèâíîãî

Ìàòåðèàë äëÿ ðàçáîðà íà çàíÿòèè

Íàçâàíèå ýòîãî ìåòîäà (¾Äîêàçàòåëüñòâî îò ïðîòèâíîãî¿), â ïðèíöèïå, ãî-
âîðèò ñàìî çà ñåáÿ. Ýòî ÷àñòíûé ñëó÷àé ìåòîäà, èçâåñòíîãî êàê ¾äîâåäåíèå
äî àáñóðäà¿ � ¾reductio ad absurdum¿ (ëàò.), èëè ¾àïàãîãèÿ¿.

Åñëè â çàäà÷å òðåáóåòñÿ äîêàçàòü íåêîòîðîå óòâåðæäåíèå A, ìû áóäåì
ïðåäïîëàãàòü, ÷òî îíî íåâåðíîå, òî åñòü âåðíî îòðèöàíèå A. Ïîñëå ýòîãî
êàêèì-òî îáðàçîì íóæíî ïðèéòè ê ïðîòèâîðå÷èþ, ÷òî áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî
íàøå ïðåäïîëîæåíèå áûëî íåâåðíî, è çàäà÷à ðåøåíà.

Ýòîò ñïîñîá äîêàçàòåëüñòâà îñíîâûâàåòñÿ íà èñòèííîñòè çàêîíà äâîéíî-
ãî îòðèöàíèÿ â êëàññè÷åñêîé ëîãèêå. Çàêîí äâîéíîãî îòðèöàíèÿ � ïîëî-
æåííûé â îñíîâó êëàññè÷åñêîé ëîãèêè ïðèíöèï, ñîãëàñíî êîòîðîìó ¾åñëè
íåâåðíî, ÷òî íåâåðíî A, òî A � âåðíî¿. Çàêîí äâîéíîãî îòðèöàíèÿ íàçû-
âàåòñÿ òàêæå çàêîíîì ñíÿòèÿ äâîéíîãî îòðèöàíèÿ.

Ñ ðàññóæäåíèÿìè, îñíîâàííûìè íà äîêàçàòåëüñòâå îò ïðîòèâíîãî, ìû ÷à-
ñòî ñòàëêèâàåìñÿ â ðåàëüíîé æèçíè. Ïðåäïîëîæèì, êîãäà-òî âû íå çàõîòå-
ëè ïîéòè â øêîëó è ñêàçàëè äîìà, ÷òî ó âàñ áîëèò ãîðëî. Ðîäèòåëè ñìîòðÿò
íà âàøå ãîðëî è ãîâîðÿò ¾åñëè áû ó òåáÿ è ïðàâäà áîëåëî ãîðëî, òî îíî
áûëî áû êðàñíûì. Îíî íå êðàñíîå, çíà÷èò, îíî è íå áîëèò.¿

Êàê æå äàííûé ïðèíöèï ìîæåò ïîìî÷ü ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ïî ìàòåìàòèêå?
Íà ñàìîì äåëå, îí ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí ïî÷òè âî âñåõ òåìàõ, íî ìû
ïðèâåä¼ì òîëüêî íåñêîëüêî ïðèìåðîâ.

Êëàññè÷åñêèì ïðèìåðîì èñïîëüçîâàíèÿ çàêîíà äâîéíîãî îòðèöàíèÿ ÿâ-
ëÿåòñÿ èñòîðèÿ î æåñòîêîì êîðîëå, êîòîðûé çàõîòåë êàçíèòü ñâîåãî ìè-
íèñòðà, íî òàê, ÷òîáû íå âîçìóòèëèñü æèòåëè êîðîëåâñòâà. Ïîýòîìó îí
îáúÿâèë, ÷òî îí êîðîëü äîáðûé è ãîòîâ ïðîñòèòü ìèíèñòðà, òî÷íåå, äî-
âåðèòüñÿ èõ äðåâíèì áîãàì. Äëÿ ýòîãî îí íàïèøåò íà äâóõ îäèíàêîâûõ
ñ âèäó êóñêàõ áóìàãè ¾ñìåðòü¿ è ¾æèçíü¿, è ìèíèñòð âûáåðåò áóìàæêó.
Â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ÷òî áóäåò íà íåé íàïèñàíî, � è áóäåò ðåøåíà åãî
ñóäüáà. Ìèíèñòð áûë ìóäðûì è ïîíÿë, ÷òî íà îáîèõ áóìàæêàõ íàïèñàíî
¾ñìåðòü¿, â òî æå âðåìÿ, îí âûáðàë îäíó áóìàãó è âûæèë. Êàê æå îí ýòî
ñäåëàë?

Ðåøåíèå ñëåäóþùåå � ìèíèñòð ïðîãëîòèë âûáðàííóþ èì áóìàæêó. ×òî-
áû óñòàíîâèòü, êàêîé æðåáèé åìó âûïàë, æèòåëè êîðîëåâñòâà çàãëÿíóëè
â îñòàâøóþñÿ áóìàæêó. Íà íåé áûëî íàïèñàíî: ¾ñìåðòü¿. Ýòî äîêàçûâà-
ëî, ÷òî åìó ïîâåçëî, îí âûòàùèë áóìàæêó, íà êîòîðîé áûëî íàïèñàíî:
¾æèçíü¿.
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Çàäà÷à 5.2.1. Ìîæíî ëè ðàçáèòü 44 áîáðÿò â äåòñêîì ñàäó íà 9 ãðóïï
òàê, ÷òîáû êîëè÷åñòâî áîáðÿò â ðàçíûõ ãðóïïàõ áûëî ðàçëè÷íûì?

Ðåøåíèå. Ïîïðîáîâàâ ïðèäóìàòü ïðèìåð òàêîãî ðàçáèåíèÿ, ìû î÷åíü
áûñòðî ïðèä¼ì â òóïèê. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèä¼ì ê âûâîäó, ÷òî ñêî-
ðåå âñåãî òàê áîáðÿò ðàçáèòü íà ãðóïïû íåëüçÿ. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå,
òî åñòü, ÷òî òàêîå ðàçáèåíèå ñóùåñòâóåò. Îòñîðòèðóåì íàøè ãðóïïû ïî
÷èñëó áîáðÿò â íèõ ïî âîçðàñòàíèþ (òàê êàê íåò äâóõ ãðóïï ñ îäèíàêîâûì
êîëè÷åñòâîì áîáðÿò). Â ãðóïïå ñ íàèìåíüøèì ÷èñëîì áîáðÿò èõ íå ìåíåå
1, ó âòîðîé ïî âåëè÷èíå � íå ìåíåå 2 è òàê äàëåå. Ò. å. âñåãî ìû äîëæíû
îòïðàâèòü â ñàäèê íå ìåíåå 1+2+ . . .+9 = 45 áîáðÿò, ÷òî áîëüøå, ÷åì 44.
Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò ðåøåíèå çàäà÷è.

Çàäà÷à 5.2.2. Öåëî÷èñëåííûå òî÷êè íà ïðÿìîé ïîêðàøåíû â êðàñíûé
è ñèíèé öâåò. Äîêàæèòå, ÷òî íàéä¼òñÿ îòðåçîê, ó êîòîðîãî îáà êîíöà è
ñåðåäèíà ïîêðàøåíû â îäèí öâåò.

Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ò. å. äîïóñòèì, ÷òî òàêîãî îòðåçêà íå
ñóùåñòâóåò. Ðàññìîòðèì âñå òî÷êè ñ ÷¼òíûìè êîîðäèíàòàìè, êðîìå 0. Ëèáî
ñðåäè íèõ åñòü òî÷êà òîãî æå öâåòà, ÷òî è 0, ëèáî âñå îíè äðóãîãî öâåòà, ÷åì
0. Âî âòîðîì ñëó÷àå ñðàçó ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ, ðàññìîòðåâ òî÷êè
2, 4, 6. Èòàê, ó íàñ åñòü îäíîöâåòíûå òî÷êè 0 è 2x, ãäå x ∈ Z. Òîãäà −2x, x
è 4x äîëæíû áûòü äðóãîãî öâåòà. Íî âåäü x ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèíîé îòðåçêà
ñ êîíöàìè −2x è 4x, ÷òî ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ.

Çàäà÷à 5.2.3. Çà êðóãëûì ñòîëîì ñèäÿò 25 ìàëü÷èêîâ è 25 äåâî÷åê. Äî-
êàæèòå, ÷òî ó êîãî-òî èç ñèäÿùèõ çà ñòîëîì îáà ñîñåäà � ìàëü÷èêè.

253



Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, òî åñòü, ÷òî ó êàæäîãî ÷åëîâåêà çà
ñòîëîì ñîñåäè èëè ðàçíîïîëûå, èëè äåâî÷êè, òî åñòü, ðÿäîì ñ êàæäûì ÷å-
ëîâåêîì ñèäèò íå ìåíåå 1 äåâî÷êè. Òîãäà ðÿäîì ñèäåòü ìîæåò íå áîëåå 2
ìàëü÷èêîâ ïîäðÿä, è ðÿäîì ñ êàæäîé äåâî÷êîé äîëæíà ñèäåòü êàê ìèíè-
ìóì îäíà äåâî÷êà. Òàêèì îáðàçîì, åñëè ìû ðàññìîòðèì ãðóïïû ìàëü÷èêîâ
è äåâî÷åê, ñèäÿùèõ ðÿäîì, ðàñïîëîæåííûõ ïî êðóãó, ìû ïîëó÷èì, ÷òî â
êàæäîé ãðóïïå ìàëü÷èêîâ íå áîëåå 2, à äåâî÷åê � íå ìåíåå 2. Òàê êàê,
èç-çà êðóãëîñòè ñòîëà, êîëè÷åñòâî ãðóïï ìàëü÷èêîâ è äåâî÷åê îäèíàêîâî,
è êîëè÷åñòâî ìàëü÷èêîâ è äåâî÷åê çà ñòîëîì îäèíàêîâî, òî ïîëó÷èì, ÷òî â
êàæäîé ãðóïïå ìàëü÷èêîâ è äåâî÷åê ðîâíî ïî 2 ÷åëîâåêà, íî 25 íå äåëèòñÿ
íà 2. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò ðåøåíèå çàäà÷è.

Çàäà÷à 5.2.4. Ñðåäè ëþáûõ äåñÿòè èç øåñòèäåñÿòè æèâîòíûõ íàéäóòñÿ
òðîå îäíîãî âèäà. Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè âñåõ íèõ íàéäóòñÿ 15 æèâîòíûõ
îäíîãî âèäà.

Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ò. å. äîïóñòèì, ÷òî ïåðâàÿ ÷àñòü óñëî-
âèÿ âûïîëíèìà, äàæå åñëè ïðåäñòàâèòåëåé êàæäîãî âèäà íå áîëåå 14. Íà-
çîâ¼ì æèâîòíûõ, êîòîðûå îäíè ïðåäñòàâëÿþò ñâîé âèä, îäèíî÷êàìè, â
ïðîòèâîâåñ ¾ñòàÿì¿, â êîòîðûõ áóäåò õîòÿ áû ïî 2 æèâîòíûõ. Ïîñêîëüêó
ïåðâàÿ ÷àñòü óñëîâèÿ äîëæíà áûòü âûïîëíåíà, ó íàñ ìîæåò áûòü íå áîëåå
4 ¾ñòàé¿, èíà÷å ìû ìîãëè áû âûáðàòü â êà÷åñòâå ãðóïïû èç 10 æèâîòíûõ
ïî 2 çâåðÿ èç 5 ñòàé. Ñ äðóãîé æå ñòîðîíû, åñëè ñòàé áóäåò íå áîëåå 3, òî
îäèíî÷åê áóäåò íå ìåíåå 60− 3 · 14 = 18, è, âûáðàâ 10 îäèíî÷åê, ìû ñðàçó
ïðèä¼ì ê ïðîòèâîðå÷èþ. Çíà÷èò, ñòàé ðîâíî 4, â òàêîì ñëó÷àå îäèíî÷åê íå
ìåíåå 60−4·14 = 4, è, âûáðàâ ïî 2 æèâîòíûõ èç êàæäîé ñòàè è 2 îäèíî÷åê,
ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ. Ïðîòèâîðå÷èÿ, ïîëó÷åííûå âî âñåõ âîçìîæíûõ
âàðèàíòàõ ðàñïðåäåëåíèÿ æèâîòíûõ, çàâåðøàþò ðåøåíèå çàäà÷è.

Çàäàâàëüíèê

Çàäà÷à 5.2.5. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2012.6.8) Ìîæíî ëè 100 ãèðü ìàññàìè

1, 2, 3, . . . , 99, 100

ðàçëîæèòü íà 10 êó÷åê ðàçíîé ìàññû òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå:
÷åì òÿæåëåå êó÷êà, òåì ìåíüøå â íåé ãèðü?

Çàäà÷à 5.2.6. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2005.6.8) Íà Âñåìèðíîì êîíãðåññå ìóäðåöîâ çâåçäî÷¼òû ñèäÿò
â ðÿä íàïðîòèâ àëõèìèêîâ çà áîëüøèì äëèííûì ñòîëîì, à âî ãëàâå ñòî-
ëà ñèäèò Ñàìûé Ïî÷òåííûé Ìóäðåö. Â ïåðâûé äåíü êîíãðåññà îêàçàëîñü,

254



÷òî íàïðîòèâ êàæäîãî àëõèìèêà ñèäèò çâåçäî÷¼ò ñ áîëåå äëèííîé áîðî-
äîé, ÷åì ó íåãî. Íà âòîðîé äåíü àëõèìèêè äîãîâîðèëèñü ñåñòü çà ñòîëîì â
ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ äëèíû áîðîäû îò êîíöà ñòîëà äî Ñàìîãî Ïî÷òåííî-
ãî Ìóäðåöà. Íî è çâåçäî÷¼òû äîãîâîðèëèñü ìåæäó ñîáîé ñåñòü â ïîðÿäêå
âîçðàñòàíèÿ äëèííîáîðîäîñòè îò êîíöà ñòîëà äî Ñàìîãî Ïî÷òåííîãî Ìóä-
ðåöà. Äîêàæèòå, ÷òî è âî âòîðîé äåíü íàïðîòèâ êàæäîãî àëõèìèêà áóäåò
ñèäåòü çâåçäî÷¼ò ñ áîëåå äëèííîé áîðîäîé, ÷åì ó íåãî.

Çàäà÷à 5.2.7. (Ìîñêîâñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà � 1977.10.4) Êàæ-
äàÿ òî÷êà ÷èñëîâîé îñè, êîîðäèíàòà êîòîðîé � öåëîå ÷èñëî, ïîêðàøåíà
ëèáî â êðàñíûé, ëèáî â ñèíèé öâåò. Äîêàçàòü, ÷òî íàéä¼òñÿ öâåò ñî ñëåäó-
þùèì ñâîéñòâîì: äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k èìååòñÿ áåñêîíå÷íî
ìíîãî òî÷åê ýòîãî öâåòà, êîîðäèíàòû êîòîðûõ äåëÿòñÿ íà k.

Çàäà÷à 5.2.8. (Òóðíèð èì. Ëîìîíîñîâà � 2014.6.3) Ëåñíèê ñ÷èòàë ñîñíû
â ëåñó. Îí îáîø¼ë 5 êðóãîâ, èçîáðàæ¼ííûõ íà ðèñóíêå, è âíóòðè êàæäîãî
êðóãà íàñ÷èòàë ðîâíî 3 ñîñíû. Ìîæåò ëè áûòü, ÷òî ëåñíèê íè ðàçó íå
îøèáñÿ?

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Çàäà÷à 5.3. Â ëåñó ðåøèëè ñâåðãíóòü ìîíàðõà-ëüâà è óñòðîèëè ðåâîëþ-
öèþ. Íà âûáîðàõ ïðåçèäåíòà ëåñà êàæäûé èç ãîëîñóþùèõ çâåðåé âíîñèò
â èçáèðàòåëüíûé áþëëåòåíü èìåíà 10 íàèáîëåå äîñòîéíûõ íà åãî âçãëÿä
êàíäèäàòîâ. Íà ãëàâíîé ïîëÿíå ëåñà íàõîäèòñÿ 11 óðí äëÿ ãîëîñîâàíèÿ.
Ïîñëå äíÿ âûáîðîâ âûÿñíèëîñü, ÷òî â êàæäîé óðíå ëåæèò õîòÿ áû îäèí
áþëëåòåíü, è ïðè âñÿêîì âûáîðå 11 ïðîèçâîëüíûõ áþëëåòåíåé ïî îäíîìó
èç êàæäîé óðíû íàéä¼òñÿ êàíäèäàò, èìÿ êîòîðîãî âñòðå÷àåòñÿ â êàæäîì
èç âûáðàííûõ áþëëåòåíåé. Äîêàæèòå, ÷òî ïî êðàéíåé ìåðå â îäíîé óðíå
âñå áþëëåòåíè ñîäåðæàò èìÿ îäíîãî è òîãî æå êàíäèäàòà.

Çàäà÷à 5.4. Óçëû êâàäðàòíîé ñåòêè ïîêðàøåíû â äâà öâåòà. Äîêàæèòå,
÷òî íàéä¼òñÿ ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ñ îäíîöâåòíûìè âåðøèíàìè.

Çàäà÷à 5.5. Äåñÿòü äðóçåé ïîñëàëè äðóã äðóãó ïðàçäíè÷íûå îòêðûòêè,
òàê ÷òî êàæäûé ïîñëàë 5 îòêðûòîê. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäóòñÿ äâîå, êîòî-
ðûå ïîñëàëè îòêðûòêè äðóã äðóãó.
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3 Ïðèíöèï Äèðèõëå

Ìàòåðèàë äëÿ ðàçáîðà íà çàíÿòèè

Ðåøåíèå çàäà÷ íà ïðèíöèï Äèðèõëå îáû÷íî îñíîâûâàåòñÿ íà ìåòîäå ¾äî-
êàçàòåëüñòâî îò ïðîòèâíîãî¿.

Îáû÷íî âïåðâûå ñ ïðèíöèïîì Äèðèõëå øêîëüíèêè, çàíèìàþùèåñÿ îëèì-
ïèàäíîé ìàòåìàòèêîé, ñòàëêèâàþòñÿ â 5 êëàññå. Çâó÷èò îí ñëåäóþùèì
îáðàçîì: ¾Åñëè â N êëåòêàõ ñèäèò íå ìåíåå N +1 êðîëèêîâ, òî â êàêîé-òî
èç êëåòîê ñèäèò íå ìåíåå äâóõ êðîëèêîâ¿. Âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì ¾îò ïðî-
òèâíîãî¿ � ïðåäïîëîæèì, ÷òî ¾ýòî íå òàê¿, òî åñòü â êàæäîé êëåòêå ñèäèò
ìåíåå äâóõ êðîëèêîâ, òî åñòü 1 èëè 0. Òîãäà â N êëåòêàõ ìàêñèìàëüíî
áóäåò ñèäåòü N · 1 = N êðîëèêîâ, ÷òî ìåíüøå, ÷åì N + 1. Â áîëüøèíñòâå
àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðû ýòîò ïðèíöèï íàçûâàåòñÿ ¾pigeon principle¿ è
ôîðìóëèðóåòñÿ äëÿ ãîëóáåé.

Åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì ìîæíî ñ÷èòàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå: ¾Åñëè
â N êëåòêàõ ñèäèò íå ìåíåå kN+1 êðîëèêîâ, òî â êàêîé-òî èç êëåòîê ñèäèò
õîòÿ áû k + 1 êðîëèêîâ¿.

Â äåéñòâèòåëüíîñòè âû âðÿä ëè âñòðåòèòå çàäà÷ó, â êîòîðîé è âïðàâäó
ïðèä¼òñÿ ðàññàæèâàòü êðîëèêîâ ïî êëåòêàì. Â êàæäîé êîíêðåòíîé çàäà÷å
íóæíî ïîíÿòü, ÷òî èãðàåò ðîëü êðîëèêîâ, à ÷òî � ðîëü êëåòîê.

Çàäà÷à 5.3.1. Äàíî 6 öåëûõ ÷èñåë. Äîêàçàòü, ÷òî ñðåäè íèõ ìîæíî âû-
áðàòü äâà, ðàçíîñòü êîòîðûõ äåëèòñÿ íà 5.

Ðåøåíèå. ×èñëà, äàííûå â óñëîâèè çàäà÷è, íàìåêàþò íà òî, ÷òî îíà ðå-
øàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà Äèðèõëå. ¾Êðîëèêîâ¿ äîëæíî áûòü íà îäèí
áîëüøå, ÷åì ¾êëåòîê¿, à 6 íà îäèí áîëüøå, ÷åì 5. Ñëåäîâàòåëüíî ¾êðîëè-
êàìè¿ ÿâëÿþòñÿ ñàìè ÷èñëà. Îñòàëîñü ïîíÿòü, êàêèì îáðàçîì âûáèðàþòñÿ
¾êëåòêè¿. ¾Êëåòîê¿ äîëæíî áûòü 5 øòóê, à â óñëîâèè çàäà÷è èä¼ò ðå÷ü
î äåëèìîñòè íà 5. Âîçìîæíûõ îñòàòêîâ ïðè äåëåíèè íà 5 êàê ðàç ðîâíî 5
øòóê: 0, 1, 2, 3, 4. Òî åñòü ìû ñàæàåì ¾êðîëèêà¿-÷èñëî â ¾êëåòêó¿-îñòàòîê
ïðè äåëåíèè íà 5. Ïî ïðèíöèïó Äèðèõëå êàêèå-òî äâà ¾êðîëèêà¿ ñèäÿò â
îäíîé ¾êëåòêå¿ � çíà÷èò, êàêèå-òî äâà ÷èñëà èìåþò îäèíàêîâûé îñòàòîê
ïðè äåëåíèè íà 5, à ýòî çíà÷èò, ÷òî èõ ðàçíîñòü äåëèòñÿ íà 5.

Çàäà÷à 5.3.2. ×èñëà îò 1 äî 9 ðàçáèëè íà òðè ãðóïïû. Äîêàæèòå, ÷òî
õîòÿ áû â îäíîé èç ãðóïï ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë áóäåò íå ìåíüøå, ÷åì 72.

Ðåøåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ ïðèíöèïîì ¾îò ïðîòèâíîãî¿. Ïóñòü òî, ÷òî òðå-
áóåòñÿ äîêàçàòü, íå âåðíî. Ýòî çíà÷èò, ÷òî â êàæäîé ãðóïïå ïðîèçâåäåíèå
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áóäåò ìåíüøå 72, ÷òî ðàâíîñèëüíî ìåíüøå èëè ðàâíî 71. Íî 71 � ÷èñ-
ëî ïðîñòîå, òî åñòü îíî íå ìîæåò áûòü ïðîèçâåäåíèåì óêàçàííûõ ÷èñåë.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðîèçâåäåíèå âñåõ ÷èñåë ìåíüøå ëèáî ðàâíî 703. C
äðóãîé ñòîðîíû, ïðîèçâåäåíèå âñåõ ÷èñåë ðàâíî 1 · 2 · 3 · 4 · 5 · 6 · 7 · 8 · 9 =
(3 · 4 · 6) · (2 · 5 · 7) · (8 · 9) = 72 · 70 · 72, ÷òî áîëüøå, ÷åì 703. Ïîëó÷åííîå
ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò ðåøåíèå çàäà÷è.

Çàäà÷à 5.3.3. Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè ëþáûõ øåñòè ÷åëîâåê îáÿçàòåëüíî
áóäóò ëèáî òðîå ïîïàðíî çíàêîìûõ, ëèáî òðîå ïîïàðíî íåçíàêîìûõ.

Ðåøåíèå. Â äàííîì ñëó÷àå ¾êðîëèêè¿ � ýòî ëþäè. ¾Êëåòêè¿ � ýòî çíà-
êîìñòâà èëè íåçíàêîìñòâà. Ïðåäñòàâèì 6 ëþäåé â âèäå òî÷åê íà ïëîñêîñòè
è áóäåì ñîåäèíÿòü äâå òî÷êè êðàñíûì îòðåçêîì, åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå
ëþäè çíàêîìû, èíà÷å � ñèíèì. Çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê òîìó, ÷òîáû äîêàçàòü
ñóùåñòâîâàíèå õîòÿ áû îäíîãî òðåóãîëüíèêà. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ
òî÷êó. Îíà äîëæíà áûòü ñîåäèíåíà îäíèì èç îòðåçêîâ ñ êàæäîé èç îñòàâ-
øèõñÿ 5 òî÷åê. Ïî ïðèíöèïó Äèðèõëå íå ìåíåå, ÷åì ñ òðåìÿ òî÷êàìè, îíà
áóäåò ñîåäèíåíà îòðåçêîì îäíîãî öâåòà (äîïóñòèì, êðàñíûì). Òîãäà, åñëè
êàêèå-òî äâå òî÷êè èç íèõ ñîåäèíåíû òàêæå êðàñíûì îòðåçêîì, òî ìû óâè-
äèì êðàñíûé òðåóãîëüíèê. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ýòè òðè òî÷êè îáðàçóþò
ñèíèé òðåóãîëüíèê.

Çàäà÷à 5.3.4. Äîêàæèòå, â ëþáîé êîìïàíèè íàéäóòñÿ äâîå ñ îäèíàêîâûì
÷èñëîì çíàêîìûõ èç ýòîé êîìïàíèè.

Ðåøåíèå. Ñíîâà íàéä¼ì ¾êðîëèêîâ¿ è ¾êëåòêè¿. Íåòðóäíî äîãàäàòüñÿ,
÷òî â êà÷åñòâå ¾êðîëèêîâ¿ áóäóò âûñòóïàòü ëþäè, à â êà÷åñòâå ¾êëåòîê¿
� êîëè÷åñòâî èõ çíàêîìñòâ. Ó ëþáîãî ÷åëîâåêà ìîæåò áûòü îò 0 äî n− 1
çíàêîìûõ, ãäå n � êîëè÷åñòâî ëþäåé â êîìïàíèè. Çíà÷èò êëåòêè áóäóò
èìåòü íîìåðà îò 0 äî n − 1. Êàçàëîñü áû � è ¾êëåòîê¿, è ¾êðîëèêîâ¿ �
ïîðîâíó, òàê ÷òî æå, ïðèíöèï Äèðèõëå òóò íå ðàáîòàåò? Ðàáîòàåò, íî ñ
íåáîëüøîé ìîäèôèêàöèåé. Çàìåòèì, ÷òî â êëåòêàõ 0 è n− 1 íå ìîãóò îä-
íîâðåìåííî ñèäåòü êðîëèêè. Äåéñòâèòåëüíî, òîãäà áóäåò ÷åëîâåê, êîòîðûé
íå çíàêîì íè ñ êåì, è ÷åëîâåê, êîòîðûé çíàêîì ñî âñåìè, ÷åãî íå ìîæåò
áûòü. Ñëåäîâàòåëüíî, íåïóñòûõ êëåòîê, îêàçûâàåòñÿ, ó íàñ N −1. Òî åñòü,
ïðèíöèï Äèðèõëå â äàííîé çàäà÷å âñ¼ æå ñðàáîòàë.

Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò ðåøåíèå çàäà÷è.

Çàäàâàëüíèê

Çàäà÷à 5.3.5. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2017.7.2) Íà êðóæîê ïðèøëè ÷åòûðå ìàëü÷èêà èç 7À è ÷åòûðå
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� èç 7Á: òðè Ë¼øè, òðè Âàíè è äâà Àðò¼ìà. Ìîãëî ëè îêàçàòüñÿ òàê, ÷òî
ó êàæäîãî èç íèõ åñòü õîòÿ áû îäèí ò¼çêà�îäíîêëàññíèê, ïðèøåäøèé íà
êðóæîê?

Çàäà÷à 5.3.6. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2011.7.3) Óáèðàÿ äåòñêóþ êîìíàòó ê ïðèõîäó ãîñòåé, ìàìà íà-
øëà 9 íîñêîâ. Ñðåäè ëþáûõ ÷åòûð¼õ íîñêîâ õîòÿ áû äâà ïðèíàäëåæàëè
îäíîìó ðåá¼íêó, à ñðåäè ëþáûõ ïÿòè íîñêîâ íå áîëåå òð¼õ èìåëè îäíîãî
õîçÿèíà. Ñêîëüêî ìîãëî áûòü äåòåé è ñêîëüêî íîñêîâ ìîãëî ïðèíàäëåæàòü
êàæäîìó ðåá¼íêó?

Çàäà÷à 5.3.7. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1994.6.7) Ñðåäè ëþáûõ äå-
ñÿòè èç øåñòèäåñÿòè øêîëüíèêîâ íàéä¼òñÿ òðè îäíîêëàññíèêà. Îáÿçàòåëü-
íî ëè ñðåäè âñåõ øåñòèäåñÿòè øêîëüíèêîâ íàéä¼òñÿ: à) 15; á) 16 îäíîêëàññ-
íèêîâ?

Çàäà÷à 5.3.8. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1994.7.6) Â îäíîé èç øêîë
20 ðàç ïðîâîäèëñÿ êðóæîê ïî àñòðîíîìèè. Íà êàæäîì çàíÿòèè ïðèñóòñòâî-
âàëî ðîâíî ïÿòü øêîëüíèêîâ, ïðè÷¼ì íèêàêèå äâà øêîëüíèêà íå âñòðå÷à-
ëèñü íà êðóæêå áîëåå îäíîãî ðàçà. Äîêàæèòå, ÷òî âñåãî íà êðóæêå ïîáû-
âàëî íå ìåíåå 20 øêîëüíèêîâ.

Çàäà÷à 5.3.9. (Òóðãîð. Îñåííèé òóð. Îñíîâíîé âàðèàíò � 1988/1989.7.3)
Äîêàæèòå, ÷òî èç ëþáûõ ñåìè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (íå îáÿçàòåëüíî èäóùèõ
ïîäðÿä) ìîæíî âûáðàòü òðè ÷èñëà, ñóììà êîòîðûõ äåëèòñÿ íà òðè.

Çàäà÷à 5.3.10. (Ìóíèöèïàëüíûé ýòàï Âñåðîññèéñêîé îëèìïèàäû øêîëü-
íèêîâ (Ìîñêâà) � 2009.7.3) Â êëàññå 25 ó÷åíèêîâ. Èçâåñòíî, ÷òî ó ëþáûõ
äâóõ äåâî÷åê êëàññà êîëè÷åñòâî äðóçåé�ìàëü÷èêîâ èç ýòîãî êëàññà íå ñîâ-
ïàäàåò. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî äåâî÷åê ìîæåò áûòü â ýòîì êëàññå?

Çàäà÷à 5.3.11. (Òóðíèð èì. Ëîìîíîñîâà � 2007.7.2) Ó Ïåòè â êàðìàíå
íåñêîëüêî ìîíåò. Åñëè Ïåòÿ íàóãàä âûòàùèò èç êàðìàíà 3 ìîíåòû, ñðåäè
íèõ îáÿçàòåëüíî íàéä¼òñÿ ìîíåòà ¾1 ðóáëü¿. Åñëè Ïåòÿ íàóãàä âûòàùèò
4 ìîíåòû èç êàðìàíà, ñðåäè íèõ îáÿçàòåëüíî íàéä¼òñÿ ìîíåòà ¾2 ðóáëÿ¿.
Ïåòÿ âûòàùèë èç êàðìàíà 5 ìîíåò. Íàçîâèòå ýòè ìîíåòû.

Çàäà÷à 5.3.12. (Òóðíèð èì. Ëîìîíîñîâà � 1985.7.6) Äàíî 25 ÷èñåë. Ñóì-
ìà ëþáûõ ÷åòûð¼õ èç íèõ ïîëîæèòåëüíà. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà èõ âñåõ
òîæå ïîëîæèòåëüíà.

Çàäà÷à 5.3.13. (Òóðíèð èì. Ëîìîíîñîâà � 1985.7.8) Â êëàññå 25 ÷åëîâåê.
Èçâåñòíî, ÷òî ñðåäè ëþáûõ òðåõ èç íèõ åñòü äâîå äðóçåé. Äîêàæèòå, ÷òî
åñòü ó÷åíèê, ó êîòîðîãî íå ìåíåå 12 äðóçåé.

Çàäà÷à 5.3.14. (Áåëîðóññêàÿ ðåñïóáëèêàíñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïè-
àäà � 1966.8.5) Òðèäöàòü êîìàíä ó÷àñòâóþò â ðîçûãðûøå ïåðâåíñòâà ïî
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ôóòáîëó. Äîêàçàòü, ÷òî â ëþáîé ìîìåíò ñîñòÿçàíèé èìåþòñÿ äâå êîìàíäû,
ñûãðàâøèå ê ýòîìó ìîìåíòó îäèíàêîâîå ÷èñëî ìàò÷åé.

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Çàäà÷à 5.6. Äîêàæèòå, ÷òî ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê íåëüçÿ ïîëíîñòüþ
íàêðûòü äâóìÿ ïðàâèëüíûìè òðåóãîëüíèêàìè ñ ìåíüøèìè ïëîùàäÿìè.

Çàäà÷à 5.7. Â òàáëèöå 8 × 8 ðàññòàâëåíû öåëûå ÷èñëà, ïðè÷¼ì ëþáûå
äâà ÷èñëà â ñîñåäíèõ ïî ñòîðîíàì êëåòêàõ îòëè÷àþòñÿ íå áîëåå, ÷åì íà 4.
Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè ýòèõ ÷èñåë åñòü 2 ðàâíûõ.

Çàäà÷à 5.8. Íà øàõìàòíîé äîñêå áîëåå ÷åòâåðòè ïîëåé çàíÿòî øàõìàò-
íûìè ôèãóðàìè. Äîêàæèòå, ÷òî çàíÿòûìè îêàçàëèñü õîòÿ áû äâå ñîñåäíèå
(ïî ñòîðîíå èëè óãëó) êëåòêè.
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4 Ìàòåìàòè÷åñêèå èãðû

Ìàòåðèàë äëÿ ðàçáîðà íà çàíÿòèè

Çàäà÷ó íà èãðó îïðåäåëèòü î÷åíü ïðîñòî: îáû÷íî â óñëîâèè çàäà÷è ýòî
ÿâíî óêàçàíî. Èãðîêîâ â èãðå îáû÷íî äâîå. Ïîä õîäîì ïîäðàçóìåâàþòñÿ
íåêèå äåéñòâèÿ, ðàçðåø¼ííûå ïðàâèëàìè èãðû, ïðè÷¼ì, êàê ïðàâèëî, âû-
ïîëíåíèå õîäà ÿâëÿåòñÿ îáÿçàòåëüíûì. Õîäû âûïîëíÿþòñÿ ïî î÷åðåäè. Çà
ðåä÷àéøèìè èñêëþ÷åíèÿìè, â êàêîé-òî ìîìåíò èãðà çàêàí÷èâàåòñÿ � ïî
ïðîøåñòâèè îïðåäåëåííîãî, çàðàíåå èçâåñòíîãî, ÷èñëà õîäîâ èëè æå â ñâÿ-
çè ñ òåì, ÷òî íàñòóïèëî íåêîòîðîå ïîëîæåíèå â èãðå. Ïîñëå ÷åãî îïðåäåëÿ-
åòñÿ ðåçóëüòàò èãðû: ïîáåäà îäíîãî èç èãðîêîâ èëè íè÷üÿ. Âïðî÷åì, íè÷üÿ
â èãðàõ, êîòîðûå ìîãóò âñòðåòèòüñÿ â çàäà÷å ìàòåìàòè÷åñêîé îëèìïèàäû,
âñòðå÷àåòñÿ íå òàê óæ è ÷àñòî. Âîïðîñ â òàêèõ çàäà÷àõ ôîðìóëèðóåòñÿ
îáû÷íî ñëåäóþùèì îáðàçîì: êàêîâ áóäåò ðåçóëüòàò ïðè ïðàâèëüíîé èã-
ðå îáåèõ ñòîðîí? Ãîâîðÿò, ÷òî èãðîê A âûèãðûâàåò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå
îáåèõ ñòîðîí, èëè ôîðñèðîâàííî âûèãðûâàåò, â ñëó÷àå, åñëè ñóùåñòâóåò
íåêîòîðàÿ ñòðàòåãèÿ, ïîçâîëÿþùàÿ åìó ñîâåðøàòü ñâîè õîäû, êîíå÷íî, â
çàâèñèìîñòè îò õîäîâ ñîïåðíèêà, òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ðåçóëüòàòîì èãðû
â ëþáîì ñëó÷àå áûëà ïîáåäà èãðîêà A. Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî â òàêîì ñëó÷àå
ó èãðîêà B ñòðàòåãèè, ïîçâîëÿþùåé åìó ãàðàíòèðîâàííî íå ïðîèãðàòü, íå
ñóùåñòâóåò. Ãîâîðÿò, ÷òî ïðè ïðàâèëüíîé èãðå îáåèõ ñòîðîí ïàðòèÿ çà-
âåðøàåòñÿ íè÷üåé, åñëè ó êàæäîãî èç èãðîêîâ ñóùåñòâóåò ñòðàòåãèÿ, ïðè
êîòîðîé â ëþáîì ñëó÷àå ðåçóëüòàòîì èãðû áóäåò íè÷üÿ èëè åãî ïîáåäà.

Ïðè èãðå èëè ïðè ïîïûòêå îôîðìèòü ðåøåíèå ÷àñòî ïðèìåíÿåòñÿ òàêîå
ïîíÿòèå, êàê ¾ëó÷øèé¿ õîä. Íî ñóùåñòâóåò ñëåäóþùàÿ ïðîáëåìà: â áîëü-
øèíñòâå èãð ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíî ÷¼òêî îïðåäåëèòü, ÷òî çíà÷èò ýòîò
ñàìûé ¾ëó÷øèé¿ õîä, íå ïðîàíàëèçèðîâàâ ïîçèöèþ äî ñàìîãî êîíöà. Íà-
ïðèìåð, â øàõìàòàõ åñòü òàêîå ïîíÿòèå êàê ¾æåðòâà ôèãóðû¿, êîòîðàÿ, íà
ïåðâûé âçãëÿä, ìîæåò ïîêàçàòüñÿ ¾ïëîõèì¿ õîäîì, òàê êàê òåðÿåòñÿ ìà-
òåðèàë. Íî â ïåðñïåêòèâå ýòîò õîä ìîæåò îêàçàòüñÿ äîâîëüíî ¾õîðîøèì¿,
òàê êàê îí ÷åðåç íåñêîëüêî õîäîâ ïðèâåä¼ò ê ïîçèöèè ñ áîëåå âûñîêîé
îöåíêîé.

Òàêèì îáðàçîì, ïî ñäåëàííîìó õîäó ÷àñòî íåëüçÿ ñðàçó æå îïðåäåëèòü,
ÿâëÿåòñÿ ëè îí ¾ëó÷øèì¿. Ïîýòîìó ýòî ïîíÿòèå ìîæíî ïðèìåíÿòü òîëüêî
â èãðàõ, â êîòîðûõ ìû ìîæåì ðàññ÷èòàòü õîäû ïðîòèâíèêîâ äî ñàìîãî
êîíöà, à â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ ñëåäóåò âñÿ÷åñêè èçáåãàòü ýòîãî ñêîëüçêîãî
ïîíÿòèÿ.

Ñàìîé ðàñïðîñòðàí¼ííîé â îëèìïèàäàõ íå ñàìîãî âûñîêîãî óðîâíÿ ÿâëÿ-
åòñÿ ñèììåòðè÷íàÿ ñòðàòåãèÿ è å¼ ðàçíîâèäíîñòè. Â ýòîì ñëó÷àå èãðîê
ñ âûèãðûøíîé ñòðàòåãèåé ïðèäåðæèâàåòñÿ íåêîòîðîé ñèììåòðèè: íà êàæ-
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äûé õîä ñîïåðíèêà îí îòâå÷àåò ñèììåòðè÷íûì õîäîì.

Çàäà÷à 5.4.1. Ïóñòü åñòü êðóãëûé ñòîë è íåîãðàíè÷åííîå êîëè÷åñòâî îäè-
íàêîâûõ êðóãëûõ ìîíåò. Äâîå ïî î÷åðåäè êëàäóò ìîíåòû íà ñòîë, ïðè ýòîì
íåëüçÿ êëàñòü èõ äðóã íà äðóãà. Ïðîèãðûâàåò òîò, êîòîðîìó íåêóäà ïîëî-
æèòü ìîíåòó. Êòî âûèãðûâàåò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå?

Ðåøåíèå. Ïðèâåä¼ì âûèãðûøíóþ ñòðàòåãèþ äëÿ ïåðâîãî èãðîêà, òî åñòü
ìû áóäåì ðóêîâîäèòü åãî õîäàìè. Ïåðâûì õîäîì ïîëîæèì ìîíåòó â ñàìûé
öåíòð ñòîëà. Íà ëþáîé õîä âòîðîãî èãðîêà áóäåì õîäèòü öåíòðàëüíî-
ñèììåòðè÷íî, òî åñòü ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî öåíòðà äàííîãî ñòîëà
(íà ðèñóíêå íèæå).

Äîêàæåì, ÷òî òàêàÿ ñòðàòåãèÿ áóäåò ðàáîòàòü: äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîêà-
çàòü, ÷òî ïåðâûé èãðîê âñåãäà ñìîæåò ñäåëàòü õîä. Â ñèëó ñòðàòåãèè, ïîñëå
õîäà ïåðâîãî èãðîêà ðàñïîëîæåíèå ìîíåò íà ñòîëå âñåãäà áóäåò îñòàâàòü-
ñÿ öåíòðàëüíîñèììåòðè÷íûì. Ýòî çíà÷èò, ÷òî åñëè âòîðîé èãðîê êëàä¼ò
êóäà-íèáóäü íà ñòîë ìîíåòó, òî öåíòðàëüíîñèììåòðè÷íîå ìåñòî îñòà¼òñÿ
ñâîáîäíûì � èìåííî íà ýòî ìåñòî ìû è ïîëîæèì ìîíåòó.

Ïðèâåä¼ì ïðèìåð äðóãîé çàäà÷è, ãäå ñèììåòðèÿ âûðàæåíà ìåíåå ÿðêî.

Çàäà÷à 5.4.2. Ïóñòü äàíî äâå êó÷êè, â êàæäîé èç êîòîðûõ ëåæèò ïî 20
êàìíåé. Çà îäèí õîä ìîæíî âçÿòü ëþáîå êîëè÷åñòâî êàìíåé, íî òîëüêî èç
îäíîé êó÷êè. Ïðîèãðûâàåò òîò, êòî íå ìîæåò ñäåëàòü õîä. Êòî âûèãðûâàåò
ïðè ïðàâèëüíîé èãðå?

Ðåøåíèå. Äîêàæåì, ÷òî ó âòîðîãî èãðîêà åñòü âûèãðûøíàÿ ñòðàòåãèÿ, òî
åñòü áóäåì ðóêîâîäèòü åãî õîäàìè. Íà ëþáîé õîä ïåðâîãî èãðîêà ìû áóäåì
áðàòü òàêîå æå êîëè÷åñòâî êàìíåé èç äðóãîé êó÷êè. Òîãäà ïîñëå ëþáîãî
õîäà âòîðîãî èãðîêà êàìíåé â îáåèõ êó÷êàõ áóäåò ïîðîâíó. Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî ïîñëå ëþáîãî õîäà ïåðâîãî èãðîêà êîëè÷åñòâî êàìíåé â êó÷êàõ ðàç-
ëè÷íîå, è âòîðîé ñìîæåò ñäåëàòü ñâîé õîä.
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Íåñëîæíî óâèäåòü ðåøåíèå â äàííîé çàäà÷å ïðè íåðàâíîì ÷èñëå êàìíåé â
êó÷àõ � â ýòîì ñëó÷àå âûèãðûâàåò ïåðâûé èãðîê, êîòîðûé ñâîèì ïåðâûì
õîäîì óðàâíèâàåò ÷èñëî êàìíåé, ñâîäÿ çàäà÷ó ê ïðåäûäóùåé.

Êàê ìîæíî çàìåòèòü, ñèììåòðèÿ â ïðèâåä¼ííîé âûøå çàäà÷å óæå íå ãåî-
ìåòðè÷åñêàÿ: ñèììåòðèÿ çàêëþ÷àëàñü â ðàâåíñòâå êó÷åê.

Ãîâîðÿ âûøå î òîì, ÷òî êàæäûé èç èãðîêîâ äåëàåò ¾ëó÷øèé¿ õîä èëè
ïðèäåðæèâàåòñÿ ¾ïðàâèëüíîé¿ ñòðàòåãèè, îòìåòèì, ÷òî â ïîñëåäíåì ñëó-
÷àå åäèíñòâåííûì ïðàâèëüíûì õîäîì äëÿ ïåðâîãî èãðîêà ÿâëÿåòñÿ èìåííî
óðàâíèâàíèå ÷èñëà êàìíåé â êó÷àõ, â òî âðåìÿ êàê âñå îñòàëüíûå ÿâèëèñü
áû íåïðàâèëüíûìè. Êîíå÷íî, ìîæíî ïðèâåñòè äîâîä ¾à åñëè äðóãîé èã-
ðîê îøèá¼òñÿ, ÿ æå âñå ðàâíî ìîãó âûèãðàòü, äàæå ñûãðàâ íåïðàâèëüíî¿,
è äàæå ïîäêðåïèòü åãî êîíêðåòíûì ïðèìåðîì � ìàò÷åì çà çâàíèå ÷åìïè-
îíà ìèðà ïî øàõìàòàì 2006 ãîäà ìåæäó Êðàìíèêîì è Òîïàëîâûì, êîãäà
îáà èãðîêà äîïóñòèëè ïî îøèáêå, ïðîñìîòðåâ ìàò. Íî ê ìàòåìàòèêå ýòî íå
áóäåò èìåòü îòíîøåíèÿ � â ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè, îïèñûâàþùåé èãðó,
íåò ìåñòà îøèáêå è ýìîöèîíàëüíîìó ôàêòîðó, ïðèñóùèì øàõìàòàì.

Çàäàâàëüíèê

Çàäà÷à 5.4.3. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2005.7.2) Àíÿ è Êàòÿ èãðàþò â èãðó ¾Áûêè è êîðîâû¿. Àíÿ
çàãàäàëà ÷åòûð¼õçíà÷íîå ÷èñëî ñ íåïîâòîðÿþùèìèñÿ öèôðàìè, à Êàòÿ
ïûòàåòñÿ ýòî ÷èñëî óãàäàòü. Äëÿ ýòîãî îíà ïðåäëàãàåò ñâîè ÷åòûð¼õçíà÷-
íûå ÷èñëà (òîæå ñ íåïîâòîðÿþùèìèñÿ öèôðàìè), à Àíÿ ïðî êàæäîå èç
íèõ ñîîáùàåò, ñêîëüêî â í¼ì ¾áûêîâ¿ (ò. å. öèôð, êîòîðûå íå òîëüêî ïðè-
ñóòñòâóþò è â Êàòèíîì ÷èñëå, è â Àíèíîì, íî äàæå ñòîÿò íà îäíèõ è òåõ
æå ìåñòàõ) è ¾êîðîâ¿ (öèôð, êîòîðûå ïðèñóòñòâóþò â îáîèõ ÷èñëàõ, íî
ñòîÿò íà ðàçíûõ ìåñòàõ). Êàòÿ ïðåäëîæèëà ÷èñëà 5860, 1674, 9432 è 3017 è
íà êàæäîå ÷èñëî ïîëó÷èëà îòâåò ¾2 êîðîâû¿. Êàêîå ÷èñëî çàãàäàëà Àíÿ?

Çàäà÷à 5.4.4. (Òóðíèð Àðõèìåäà � 2014.3) Ìàøà è Êàòÿ èãðàþò â òàêóþ
èãðó: ïî î÷åðåäè îáðûâàþò ëåïåñòêè ó ðîìàøêè ñ 64 ëåïåñòêàìè. Çà îäèí
õîä ðàçðåøàåòñÿ ñîðâàòü ëþáîå íå÷¼òíîå êîëè÷åñòâî ëåïåñòêîâ, ìåíüøåå
16, ïðè÷¼ì çàïðåùàåòñÿ ïîâòîðÿòü óæå ñäåëàííûå õîäû. (Íàïðèìåð, åñëè
Êàòÿ ïðè ñâî¼ì õîäå ñîðâ¼ò 3 ëåïåñòêà, òî â äàëüíåéøåì íè Ìàøà, íè

Êàòÿ ñîðâàòü 3 ëåïåñòêà íå èìåþò ïðàâà.) Âûèãðûâàåò òîò, êòî ñîðâ¼ò
ïîñëåäíèé ëåïåñòîê. Íà÷èíàåò Ìàøà. Êòî èç íèõ âûèãðàåò, êàê áû íè
èãðàë ñîïåðíèê?

Çàäà÷à 5.4.5. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2003.6.4) Âàñÿ è Ìèòÿ èãðàþò â ¾ìîðñêîé áîé¿ íà ïîëå ðàç-
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ìåðîì 8 × 8 ïî ñëåäóþùèì ïðàâèëàì. Ìèòÿ ðàññòàâëÿåò 16 îäíîêëåòî÷-
íûõ êîðàáëåé òàê, ÷òîáû îíè íå ñîïðèêàñàëèñü (äàæå óãëàìè). Êàæäûì
õîäîì Âàñÿ íàçûâàåò îäíó èç êëåòîê ïîëÿ è, åñëè íà ýòîé êëåòêå ñòîèò
êîðàáëü, òî êîðàáëü ñ÷èòàåòñÿ óíè÷òîæåííûì. Äîêàæèòå, ÷òî íåçàâèñèìî
îò ðàññòàíîâêè êîðàáëåé Âàñÿ çà 4 õîäà ñìîæåò óíè÷òîæèòü õîòÿ áû îäèí
êîðàáëü.

Çàäà÷à 5.4.6. (Ñèììåòðè÷íàÿ ñòðàòåãèÿ) Êòî èç èãðîêîâ âûèãðûâàåò
ïðè ïðàâèëüíîé èãðå â ñëåäóþùèõ ñèòóàöèÿõ?

1. Íà ñòîëå ëåæàò äâå ñòîïêè ìîíåò: â îäíîé èç íèõ 30 ìîíåò, à â äðóãîé
� 20. Çà õîä ðàçðåøàåòñÿ âçÿòü ëþáîå êîëè÷åñòâî ìîíåò èç îäíîé
ñòîïêè. Ïðîèãðûâàåò òîò, êòî íå ñìîæåò ñäåëàòü õîä.

2. Íà äîñêå íàïèñàíî ÷èñëî 1. Äâîå ïî î÷åðåäè ïðèáàâëÿþò ëþáîå ÷èñëî
îò 1 äî 5 ê ÷èñëó íà äîñêå è çàïèñûâàþò âìåñòî íåãî ñóììó. Âûèã-
ðûâàåò òîò, êòî ïåðâûé çàïèøåò íà äîñêå ÷èñëî 30.

3. Äâîå ïî î÷åðåäè ñòàâÿò ëàäüè íà øàõìàòíóþ äîñêó íà ñâîáîäíûå îò
óæå ïîñòàâëåííûõ ëàäåé êëåòêè. Âûèãðûâàåò òîò, ïðè õîäå êîòîðîãî
âñå êëåòêè äîñêè îêàçûâàþòñÿ áèòûìè ïîñòàâëåííûìè ôèãóðàìè.

Çàäà÷à 5.4.7. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2015.6.7) Ïðèäÿ â øêîëó, Êîëÿ è Àëèñà îáíàðóæèëè íà äîñ-
êå íàäïèñü

ÃÎÐÎÄÑÊÀß ÓÑÒÍÀß ÎËÈÌÏÈÀÄÀ.

Îíè äîãîâîðèëèñü ñûãðàòü â ñëåäóþùóþ èãðó: çà îäèí õîä â ýòîé íàäïèñè
ðàçðåøàåòñÿ ñòåðåòü ïðîèçâîëüíîå êîëè÷åñòâî îäèíàêîâûõ áóêâ, à âûèã-
ðûâàåò òîò, êòî ñòèðàåò ïîñëåäíþþ áóêâó. Ïåðâûì õîäèë Êîëÿ è ñò¼ð
ïîñëåäíþþ áóêâó À. Êàê íàäî èãðàòü Àëèñå, ÷òîáû îáåñïå÷èòü ñåáå âû-
èãðûø?

Çàäà÷à 5.4.8. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2017.6.7) Äâà ïèðàòà, Áèëë è Äæîí, èìåÿ êàæäûé ïî 74 çîëîòûå
ìîíåòû, ðåøèëè ñûãðàòü â òàêóþ èãðó: îíè ïî î÷åðåäè áóäóò âûêëàäûâàòü
íà ñòîë ìîíåòû, çà îäèí õîä � îäíó, äâå èëè òðè, à âûèãðàåò òîò, êòî ïîëî-
æèò íà ñòîë ñîòóþ ïî ñ÷¼òó ìîíåòó. Íà÷èíàåò Áèëë. Êòî ìîæåò âûèãðàòü
â òàêîé èãðå, íåçàâèñèìî îò òîãî, êàê áóäåò äåéñòâîâàòü ñîïåðíèê?
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Çàäà÷à 5.4.9. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1994.7.5) Íà
äîñêå 4 × 6 êëåòîê ñòîÿò äâå ÷¼ðíûå ôèøêè (Âàíè) è äâå
áåëûå ôèøêè (Ñåð¼æè, ñì. ðèñóíîê). Âàíÿ è Ñåð¼æà ïî î÷å-
ðåäè äâèãàþò ëþáóþ èç ñâîèõ ôèøåê íà îäíó êëåòêó âïåð¼ä
(ïî âåðòèêàëè). Íà÷èíàåò Âàíÿ. Åñëè ïîñëå õîäà ëþáîãî èç
ðåáÿò ÷¼ðíàÿ ôèøêà îêàæåòñÿ ìåæäó äâóìÿ áåëûìè ïî ãî-
ðèçîíòàëè èëè ïî äèàãîíàëè (êàê íà íèæíèõ ðèñóíêàõ), îíà
ñ÷èòàåòñÿ ¾óáèòîé¿ è ñíèìàåòñÿ ñ äîñêè. Âàíÿ õî÷åò ïðîâå-
ñòè îáå ñâîè ôèøêè ñ âåðõíåé ãîðèçîíòàëè äîñêè íà íèæíþþ.
Ìîæåò ëè Ñåð¼æà åìó ïîìåøàòü?

Çàäà÷à 5.4.10. (Òóðíèð Àðõèìåäà � 2013.6) Âàñÿ è Êîëÿ èãðàþò â èãðó:
çàêðàøèâàþò êëåòêè êâàäðàòíîé äîñêè 4 × 4. Ïåðâûì õîäèò Âàñÿ, çàòåì
Êîëÿ, çàòåì ñíîâà Âàñÿ è òàê äàëåå, äî òåõ ïîð, ïîêà íå îêàæåòñÿ îêðà-
øåííûì êàêîé-íèáóäü êâàäðàò 2 × 2. Êòî çàêðàñèë ïîñëåäíþþ êëåòêó â
òàêîì êâàäðàòå, òîò è ïðîèãðàë. Êòî èç ìàëü÷èêîâ ñìîæåò âûèãðàòü, êàê
áû íè èãðàë ñîïåðíèê?

Çàäà÷à 5.4.11. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2014.7.6) Íà äîñêå çàïè-
ñàíû äâà ÷èñëà: 2014 è 2015. Ïåòÿ è Âàñÿ õîäÿò ïî î÷åðåäè, íà÷èíàåò Ïåòÿ.
Çà îäèí õîä ìîæíî ëèáî:

� óìåíüøèòü îäíî èç ÷èñåë íà åãî íåíóëåâóþ öèôðó èëè íà íåíóëåâóþ
öèôðó äðóãîãî ÷èñëà;

� ðàçäåëèòü îäíî èç ÷èñåë ïîïîëàì, åñëè îíî ÷¼òíîå.

Âûèãðûâàåò òîò, êòî ïåðâûì íàïèøåò îäíîçíà÷íîå ÷èñëî. Êòî èç íèõ ìî-
æåò âûèãðàòü, êàê áû íè èãðàë ñîïåðíèê?

Çàäà÷à 5.4.12. (Òóðíèð Àðõèìåäà � 2015.6) Èâàí�Öàðåâè÷ è Êîùåé íà-
øëè êîøåë¼ê ñ 12 ìîíåòàìè íîìèíàëîì 1, 2, 3, 4, . . . , 12 òóãðèêîâ. Îíè ðå-
øèëè ðàçäåëèòü íàéäåííûå äåíüãè ïî ñëåäóþùèì ïðàâèëàì.

1. Êîùåé äîñòà¼ò èç êîøåëüêà äâå ìîíåòû (êàêèå ïîæåëàåò) è ïîêàçû-
âàåò èõ Èâàíó�Öàðåâè÷ó.

2. Èâàí ðåøàåò, ñêîëüêî è êàêèõ ìîíåò îòäàòü Êîùåþ (îäíó, äâå èëè íè
îäíîé). Âñå ìîíåòû, íå äîñòàâøèåñÿ Êîùåþ, âîçâðàùàþò â êîøåë¼ê.

Åñëè ñóììà â êîøåëüêå íå êðàòíà 3, òî äåë¼æ çàêàí÷èâàåòñÿ, è Èâàí çà-
áèðàåò âñå ìîíåòû, êîòîðûå îñòàëèñü â êîøåëüêå. Åñëè ñóììà êðàòíà 3,
òî ïðîöåññ ïîâòîðÿåòñÿ.

à) Ìîæåò ëè Èâàí äåéñòâîâàòü òàê, ÷òîáû íàâåðíÿêà ïîëó÷èòü áîëüøå
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äåíåã, ÷åì Êîùåé?

á) Íà êàêóþ íàèáîëüøóþ ñóììó îí ìîæåò ðàññ÷èòûâàòü íåçàâèñèìî îò
èãðû Êîùåÿ?

Çàäà÷à 5.4.13. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2014.7.6) Ïåòÿ è Âàñÿ èãðàþò íà äîñêå ðàçìåðîì 7 × 7. Îíè
ïî î÷åðåäè ñòàâÿò â êëåòêè äîñêè öèôðû îò 1 äî 7 òàê, ÷òîáû íè â îäíîé
ñòðîêå è íè â îäíîì ñòîëáöå íå îêàçàëîñü îäèíàêîâûõ öèôð. Ïåðâûì õîäèò
Ïåòÿ. Ïðîèãðûâàåò òîò, êòî íå ñìîæåò ñäåëàòü õîä. Êòî èç íèõ ñìîæåò
âûèãðàòü, êàê áû íè èãðàë ñîïåðíèê?

Çàäà÷à 5.4.14. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2009.7.6) Ëþäîåäîì íàçûâàåòñÿ ôàíòàñòè÷åñêàÿ øàõìàòíàÿ ôè-
ãóðà, êîòîðàÿ ìîæåò õîäèòü êàê øàõìàòíûé êîðîëü � íà ñîñåäíþþ êëåòêó
ïî âåðòèêàëè èëè ãîðèçîíòàëè, íî íå ìîæåò õîäèòü ïî äèàãîíàëè. Äâà ëþ-
äîåäà ñòîÿò íà ïðîòèâîïîëîæíûõ óãëîâûõ ïîëÿõ øàõìàòíîé äîñêè è íà-
÷èíàþò õîäèòü ïî î÷åðåäè. Ëþäîåäó, âñòàâøåìó íà êëåòêó, ãäå óæå ñòîèò
äðóãîé ëþäîåä, ðàçðåøàåòñÿ èì ïîîáåäàòü. Êòî êîãî ñúåñò ïðè ïðàâèëüíîé
èãðå è êàê åìó íàäî äëÿ ýòîãî èãðàòü?

Çàäà÷à 5.4.15. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2003.7.6) Äâîå èãðàþò â êðåñòèêè�íîëèêè íà áåñêîíå÷íîì ëè-
ñòå êëåò÷àòîé áóìàãè. Ïîáåæäàåò òîò, êòî ïåðâûì ñóìååò ïîñòàâèòü ïÿòü
îäèíàêîâûõ çíà÷êîâ ïîäðÿä (ïî ãîðèçîíòàëè èëè âåðòèêàëè). Äîêàæèòå,
÷òî âòîðîé ìîæåò èãðàòü òàê, ÷òîáû íå ïðîèãðàòü.

Çàäà÷à 5.4.16. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2016.7.7) Áóðàòèíî âûëîæèë íà ñòîë 2016 ñïè÷åê è ïðåäëîæèë
Àðëåêèíó è Ïüåðî ñûãðàòü â èãðó, áåðÿ ïî î÷åðåäè ñïè÷êè ñî ñòîëà: Àð-
ëåêèí ìîæåò ñâîèì õîäîì áðàòü ëèáî 5 ñïè÷åê, ëèáî 26, à Ïüåðî � ëèáî
9, ëèáî 23. Íå äîæäàâøèñü íà÷àëà èãðû, Áóðàòèíî óø¼ë, à êîãäà îí âåð-
íóëñÿ, ïàðòèÿ óæå çàêîí÷èëàñü. Íà ñòîëå îñòàëîñü äâå ñïè÷êè, à ïðîèãðàë
òîò, êòî íå ñìîã ñäåëàòü î÷åðåäíîé õîä. Õîðîøåíüêî ïîäóìàâ, Áóðàòèíî
ïîíÿë, êòî õîäèë ïåðâûì, è êòî âûèãðàë. Âûÿñíèòå ýòî è âû!

Çàäà÷à 5.4.17. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2010.7.7) Ïî÷òàëüîí Ïå÷êèí íå õîòåë îòäàâàòü ïîñûëêó. Òîãäà
Ìàòðîñêèí ïðåäëîæèë åìó ñûãðàòü â ñëåäóþùóþ èãðó: êàæäûì õîäîì
Ïå÷êèí ïèøåò â ñòðîêó ñëåâà íàïðàâî áóêâû, ïðîèçâîëüíî ÷åðåäóÿÌ èÏ,
ïîêà â ñòðîêå íå áóäåò âñåãî 11 áóêâ. Ìàòðîñêèí ïîñëå êàæäîãî åãî õîäà,
åñëè õî÷åò, ìåíÿåò ìåñòàìè ëþáûå äâå áóêâû. Åñëè â èòîãå îêàæåòñÿ, ÷òî
çàïèñàííîå ¾ñëîâî¿ ÿâëÿåòñÿ ïàëèíäðîìîì (òî åñòü îäèíàêîâî ÷èòàåòñÿ
ñëåâà íàïðàâî è ñïðàâà íàëåâî), òî Ïå÷êèí îòäà¼ò ïîñûëêó. Ñìîæåò ëè
Ìàòðîñêèí èãðàòü òàê, ÷òîáû îáÿçàòåëüíî ïîëó÷èòü ïîñûëêó?
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Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Çàäà÷à 5.9. Íà äîñêå ðàçìåðîì 8×8 äâîå ïî î÷åðåäè çàêðàøèâàþò êëåòêè
òàê, ÷òîáû íå ïîÿâëÿëîñü çàêðàøåííûõ óãîëêîâ èç òð¼õ êëåòîê. Ïðîèãðû-
âàåò òîò, êòî íå ìîæåò ñäåëàòü õîä. Êòî âûèãðûâàåò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå?

Çàäà÷à 5.10. (Êðóæîê ìàëîãî ìåõìàòà � 2012/2013.Èãðû.5) Äâîå èãðà-
þò â ñëåäóþùóþ èãðó. Êàæäûé èãðîê ïî î÷åðåäè âû÷åðêèâàåò 9 ÷èñåë (ïî
ñâîåìó âûáîðó) èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 1, 2, . . . , 100, 101. Ïîñëå îäèííàäöà-
òè òàêèõ âû÷åðêèâàíèé îñòàíóòñÿ 2 ÷èñëà. Ïåðâîìó èãðîêó ïðèñóæäàåòñÿ
ñòîëüêî î÷êîâ, êàêîâà ðàçíèöà ìåæäó ýòèìè îñòàâøèìèñÿ ÷èñëàìè. Äîêà-
çàòü, ÷òî ïåðâûé èãðîê âñåãäà ñìîæåò íàáðàòü ïî êðàéíåé ìåðå 55 î÷êîâ,
êàê áû íè èãðàë âòîðîé.

Çàäà÷à 5.11. Äàíà ïëèòêà øîêîëàäà ðàçìåðîì 6 íà 12 äîëåê. Áîáðû
Øëîìî è Âàñèëèé ðåøèëè ñûãðàòü â ñëåäóþùóþ èãðó: ìîæíî âçÿòü ëþ-
áîé ïðÿìîóãîëüíûé êóñîê è ðàçëîìàòü åãî ïî ëèíèè ðàçäåëà äîëåê íà äâà
ìåíüøèõ ïðÿìîóãîëüíûõ êóñêà. Ïîëó÷åííûå êóñêè åñòü íåëüçÿ! Ïðîèãðû-
âàåò òîò, êòî íå ìîæåò ñäåëàòü õîä, à âûèãðàâøèé â äàííîé èãðå ïîëó÷èò
âåñü øîêîëàä. Áîáðû î÷åíü ëþáÿò 99-ïðîöåíòíûé øîêîëàä è î÷åíü õîòÿò
âûèãðàòü. Êòî âûèãðûâàåò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå, åñëè Âàñèëèé óñòóïèë
ïðàâî ïåðâîãî õîäà Øëîìî?

266



5 Ïðèíöèï êðàéíåãî

Ìàòåðèàë äëÿ ðàçáîðà íà çàíÿòèè

Íàçâàíèå ïðèíöèïà ¾êðàéíåãî¿ ãîâîðèò ñàìî çà ñåáÿ � äëÿ ðåøåíèÿ çàäà-
÷è íóæíî íàéòè è ðàññìîòðåòü íåêîòîðûé ¾êðàéíèé¿ îáúåêò. ×òî çíà÷èò
¾êðàéíèé¿? Ýòîò òåðìèí ìîæåò íåìíîãî ñáèâàòü ñ òîëêó, îñîáåííî åñëè
ýòî � çàäà÷à íà ÷èñëà, à íå ãåîìåòðè÷åñêàÿ çàäà÷à. ¾Êðàéíèé¿ � ýòî
îáû÷íî íàèáîëüøåå èëè íàèìåíüøåå ÷èñëî, âûðàæàþùåå êàêîå-òî ñâîé-
ñòâî, ïðèñóòñòâóþùåå â çàäà÷å. Ýòî ìîæåò áûòü, íàïðèìåð, íàèáîëüøåå
ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè, åñëè äàíî ìíîæåñòâî òî÷åê; íàèìåíüøàÿ èç
ïëîùàäåé òðåóãîëüíèêîâ, íàèìåíüøèé óãîë è òîìó ïîäîáíîå.

Çàäà÷à 5.5.1. Èìååòñÿ 11 ãèðåê âåñîì â 1, 2, . . . , 11 ãðàììîâ. Ïÿòü èç íèõ
� áðîíçîâûå, ïÿòü � ñåðåáðÿíûå è îäíà çîëîòàÿ. Âñå áðîíçîâûå âìåñòå
âåñÿò ìåíüøå, ÷åì âñå ñåðåáðÿíûå, íà 30 ãðàììîâ. Ñêîëüêî âåñèò çîëîòàÿ
ãèðüêà?

Ðåøåíèå. Ðàçíîñòü â âåñå ïÿòè ñàìûõ òÿæ¼ëûõ ãèðåê (11+10+9+8+7 =
45) è ïÿòè ñàìûõ ë¼ãêèõ (1 + 2 + 3 + 4 + 5 = 15) êàê ðàç ðàâíà 30 ãðàì-
ìàì, çíà÷èò, ðàçíèöà â 30 ãðàììîâ ìîæåò áûòü äîñòèãíóòà åäèíñòâåííûì
îáðàçîì, à, çíà÷èò, çîëîòàÿ ãèðüêà � îñòàâøàÿñÿ, øåñòèãðàììîâàÿ.

Çàäà÷à 5.5.2. Íà áåñêîíå÷íîé øàõìàòíîé äîñêå î÷åíü ñòðàííûé ñòàðåö
Ðàäàãàñò ðåøèë ðàñïîëîæèòü ÷èñëà, ïðè÷¼ì òàêèì îáðàçîì, ÷òî êàæäîå
ÿâëÿåòñÿ ñðåäíèì àðèôìåòè÷åñêèì ñîñåäíèõ ïî ñòîðîíàì êëåòêè ÷åòûð¼õ
÷èñåë. Äîêàæèòå, ÷òî âñå ÷èñëà ðàâíû ìåæäó ñîáîé.

Ðåøåíèå. Â äàííîì ñëó÷àå èìååì ñîâìåùåíèå ïðèíöèïà êðàéíåãî è ÷èñ-
ëîâûõ íåðàâåíñòâ. Ðàññìîòðèì ñàìîå áîëüøîå èç çàïèñàííûõ Ðàäàãàñòîì
÷èñåë s (åñëè èõ íåñêîëüêî � âîçüì¼ì ëþáîå èç íèõ). Ïóñòü îíî ãðàíè÷èò
ïî ñòîðîíàì êëåòîê ñ ÷èñëàìè a, b, c, d, ïðè÷¼ì s > a, s > b, s > c, s > d.
Íî ïî óñëîâèþ

s =
a+ b+ c+ d

4
⇒ 4s = a+ b+ c+ d.

Åñëè õîòÿ áû îäíî èç íåðàâåíñòâ âûøå áûëî áû ñòðîãèì, òî Ðàäàãàñò
ïîëó÷èë áû 4s > a+ b+ c+ d, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ. Îòñþäà èìååì
s = a = b = c = d. Àíàëîãè÷íî ðàññóæäàÿ, ïðèõîäèì ê òîìó, ÷òî âñå ÷èñëà
ó Ðàäàãàñòà � îäèíàêîâûå.

Çàäà÷à 5.5.3. Äîêàçàòü, ÷òî ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì n ÷èñëî

1 +
1

2
+

1

3
+ . . .+

1

n
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íå ÿâëÿåòñÿ öåëûì.

Ðåøåíèå. Äàííàÿ çàäà÷à êàæåòñÿ çàäà÷åé íà òåîðèþ ÷èñåë, ÷òî ÿâëÿåòñÿ
ïðàâäîé. Å¼ ìîæíî îòíåñòè ê ïîäðàçäåëó ¾ïðèíöèï êðàéíåãî â òåîðèè ÷è-
ñåë¿. Âûáåðåì ñðåäè ÷èñåë îò 1 äî n íàèáîëüøóþ ñòåïåíü äâîéêè, ïóñòü
ýòî 2k. Òîãäà ñðåäè îñòàâøèõñÿ ÷èñåë áîëüøå íåò äåëÿùèõñÿ íà 2k � ñëå-
äóþùåå ÷èñëî, äåëÿùååñÿ íà 2k ýòî 2k+1, è îíî óæå áîëüøå n, òàê êàê
ìû ðàññìàòðèâàëè íàèáîëüøóþ ñòåïåíü äâîéêè. Çíà÷èò, âñå îñòàâøèåñÿ
÷èñëà îò 1 äî n äåëÿòñÿ ìàêñèìóì íà k − 1 ñòåïåíü äâîéêè.

Ïðèâåä¼ì ÷èñëà ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ � íàèìåíüøåìó îáùåìó êðàòíîìó
÷èñåë îò 1 äî n. Òîãäà çíàìåíàòåëü ïîëó÷èâøåéñÿ äðîáè áóäåò ÷èñëîì âèäà
x ·2k, ãäå x � íå÷¼òíîå ÷èñëî. Â ÷èñëèòåëå áóäåò ñóììà n−1 ÷¼òíîãî ÷èñëà
è íå÷¼òíîãî ÷èñëà x, êîòîðîå äà¼ò ñëàãàåìîå

1

2k
, çíà÷èò, ÷èñëèòåëü áóäåò

íå÷¼òíûì. Íî íå÷¼òíîå ÷èñëî íå ìîæåò äåëèòüñÿ íà ÷¼òíîå, ïîýòîìó äðîáü
íå ìîæåò îêàçàòüñÿ öåëûì ÷èñëîì.

Êàê â ýòîé çàäà÷å äîãàäàòüñÿ, ÷òî ðàññìàòðèâàòü íóæíî íàèáîëüøóþ ñòå-
ïåíü äâîéêè? Â çàäà÷å èä¼ò ðå÷ü î äåëèìîñòè, è ïðèâåäåíèå ê îáùåìó
çíàìåíàòåëþ ÿâëÿåòñÿ ðàçóìíûì õîäîì. Ïîñìîòðåâ ÷àñòíûå ñëó÷àè äëÿ
íåáîëüøèõ n, ìîæíî óâèäåòü, ÷òî â ÷èñëèòåëå ïîëó÷àþòñÿ âñå ÷¼òíûå ñëà-
ãàåìûå, êðîìå îäíîãî � òîãî, êîòîðîå ïîëó÷èëîñü èç ñòåïåíè äâîéêè.

Çàäà÷à 5.5.4. (Îáúåäèí¼ííàÿ ìåæâóçîâñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà
øêîëüíèêîâ � 2015-2016, çàäà÷à 9) Ôåäåðàöèÿ ñïîðòèâíîé áîðüáû ïðè-
ñâîèëà êàæäîìó ó÷àñòíèêó ñîðåâíîâàíèÿ êâàëèôèêàöèîííûé íîìåð. Èç-
âåñòíî, ÷òî âî âñòðå÷àõ áîðöîâ, êâàëèôèêàöèîííûå íîìåðà êîòîðûõ îòëè-
÷àþòñÿ áîëåå, ÷åì íà 2 íîìåðà, âñåãäà ïîáåæäàåò áîðåö ñ ìåíüøèì íîìå-
ðîì. Òóðíèð äëÿ 256 áîðöîâ ïðîâîäèòñÿ ïî îëèìïèéñêîé ñèñòåìå: â íà÷àëå
êàæäîãî äíÿ áîéöû ðàçáèâàþòñÿ íà ïàðû, ïðîèãðàâøèé âûáûâàåò èç ñî-
ðåâíîâàíèé (íè÷üèõ íå áûâàåò). Êàêîé íàèáîëüøèé êâàëèôèêàöèîííûé
íîìåð ìîæåò èìåòü ïîáåäèòåëü?

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî áîðåö ñ íîìåðîì k ìîæåò ïðîèãðàòü òîëüêî áîðöó
ñ íîìåðîì íå áîëüøå, ÷åì k+2, ïîýòîìó ïîñëå êàæäîãî òóðà íàèìåíüøèé
íîìåð íå ìîæåò óâåëè÷èòüñÿ áîëüøå, ÷åì íà 2 íîìåðà. Íà òóðíèðå ñ 256
ó÷àñòíèêàìè 8 òóðîâ (256 = 28), à ïîñëå êàæäîãî òóðà êîëè÷åñòâî ó÷àñò-
íèêîâ óìåíüøàåòñÿ â äâà ðàçà), ñëåäîâàòåëüíî, íîìåð ïîáåäèòåëÿ òóðíèðà
íå ïðåâîñõîäèò 1 + 2 · 8 = 17.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî áîðåö ñ íîìåðîì 17 ìîæåò ïîáåäèòü. Òîãäà â ïåðâîì
òóðå äîëæíû âûáûòü áîðöû ñ íîìåðàìè 1 è 2. Ýòî âîçìîæíî òîëüêî åñ-
ëè áîðåö ñ íîìåðîì 1 ïðîèãðàë áîðöó ñ íîìåðîì 3, à áîðåö ñ íîìåðîì 2
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ïðîèãðàë áîðöó ñ íîìåðîì 4. Çíà÷èò, ïîñëå ïåðâîãî òóðà áîðöû ñ íîìå-
ðàìè 3 è 4 îñòàíóòñÿ. Àíàëîãè÷íî, ïîñëå âòîðîãî òóðà îñòàíóòñÿ áîðöû
ñ íîìåðàìè 5 è 6, ïîñëå òðåòüåãî � 7 è 8, . . . , ïîñëå ñåäüìîãî � 15 è 16.
Çíà÷èò â ïîñëåäíåì, ôèíàëüíîì, áîþ âñòðåòÿòñÿ áîðöû ñ íîìåðàìè 15 è
16. Ïðîòèâîðå÷èå ñ ïðåäïîëîæåíèåì, ÷òî áîðåö ñ íîìåðîì 17 ìîæåò ïîáå-
äèòü. Îòñþäà æå ìû âèäèì, ÷òî áîðåö ïîä íîìåðîì 16 â ôèíàëüíîì áîå
ïîáåäèòü ìîæåò.

Çàäà÷à 5.5.5. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò 100 ïîäðÿä èäóùèõ ÷èñåë, ñðåäè
êîòîðûõ ðîâíî 7 ïðîñòûõ.

Ðåøåíèå. Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî ñðåäè ïåðâûõ 100 íàòóðàëüíûõ ÷èñåë åñòü
áîëüøå 7 ïðîñòûõ.

Ëåãêî ïðèâåñòè ïðèìåð èç ëþáîãî íàïåð¼ä çàäàííîãî ÷èñëà èäóùèõ ïîä-
ðÿä ñîñòàâíûõ ÷èñåë. Íàïðèìåð, âîò 100 ïîäðÿä èäóùèõ ñîñòàâíûõ ÷èñåë:
101! + 2, 101! + 3, . . . , 101! + 101. Ïåðâîå èç íèõ äåëèòñÿ íà 2, âòîðîå íà 3,
. . . , ïîñëåäíåå � íà 101.

Áóäåì ¾äâèãàòü¿ ðÿä èç 100 ÷èñåë âïðàâî ïî ÷èñëîâîé îñè: ïðè ýòîì îä-
íî ÷èñëî óáåð¼òñÿ ñëåâà, è îäíî äîáàâèòñÿ ñïðàâà. Ïðè òàêîì ïðîöåññå
êîëè÷åñòâî ñîñòàâíûõ ÷èñåë ìîæåò èçìåíèòüñÿ ìàêñèìóì íà 1. Âíà÷àëå
ïðîñòûõ ÷èñåë áûëî áîëüøå 7, à â êîíöå èõ ñòàëî 0. Çíà÷èò, â ñèëó äèñ-
êðåòíîé íåïðåðûâíîñòè, ñóùåñòâóåò íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè, â êîòî-
ðûé ïðîñòûõ ÷èñåë ðîâíî 7, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ðàññìîòðèì ïðèìåíåíèå äàííîãî ìåòîäà â çàäà÷àõ, ñâÿçàííûõ ñ ãåîìåòðè-
÷åñêèìè ôèãóðàìè.

Çàäà÷à 5.5.6. (Ðîçåíòàëü À.Ë. Ïðàâèëî êðàéíåãî//Êâàíò, �9 (1988)) Íà
ïðÿìîé çàäàíî ìíîæåñòâî òî÷åêM òàêîå, ÷òî êàæäàÿ òî÷êà èçM ÿâëÿåòñÿ
ñåðåäèíîé îòðåçêà, ñîåäèíÿþùåãî äâå äðóãèå òî÷êè èç M. Äîêàæèòå, ÷òî
ìíîæåñòâî M áåñêîíå÷íî.

Ðåøåíèå. Ïåðâûé ñïîñîá. Â äàííîé çàäà÷å ïîìèìî ïðèâåä¼ííîãî âûøå
ïðèíöèïà êðàéíåãî ïîíàäîáèòñÿ ìåòîä îò ïðîòèâíîãî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
ìíîæåñòâî M êîíå÷íî. Òîãäà íà ïðÿìîé ìîæíî âûäåëèòü êðàéíèå òî÷-
êè. Îäíàêî îíè íå ìîãóò ëåæàòü ïîñåðåäèíå êàêîãî-ëèáî îòðåçêà. Äàííîå
ïðîòèâîðå÷èå ïîäòâåðæäàåò ñïðàâåäëèâîñòü äîêàçûâàåìîãî ñóæäåíèÿ.

Âòîðîé ñïîñîá. Ðàññìîòðèì âñå äëèíû îòðåçêîâ ìåæäó òî÷êàìè èç M .
Âûáåðåì îòðåçîê AB íàèáîëüøåé äëèíû. Î÷åâèäíî, ÷òî âíå îòðåçêà AB
áîëüøå íåò òî÷åê. Íî òîãäà íè A, íè B íå ìîãóò áûòü ñåðåäèíàìè êàêèõ-
ëèáî îòðåçêîâ. Ïðîòèâîðå÷èå.
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Çàäà÷à 5.5.7. (ñàéò problems.ru, çàäà÷à 35135) Íà ïëîñêîñòè ñèíèì è
êðàñíûì öâåòîì îêðàøåíî íåñêîëüêî òî÷åê òàê, ÷òî íèêàêèå òðè òî÷êè
îäíîãî öâåòà íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé (òî÷åê êàæäîãî öâåòà íå ìåíüøå
òð¼õ). Äîêàæèòå, ÷òî êàêèå-òî òðè òî÷êè îäíîãî öâåòà îáðàçóþò òðåóãîëü-
íèê, íà òð¼õ ñòîðîíàõ êîòîðîãî ëåæèò íå áîëåå äâóõ òî÷åê äðóãîãî öâåòà.

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèê ABC íàèìåíüøåé ïëîùàäè, ó êîòîðî-
ãî âñå âåðøèíû îäíîãî öâåòà � íå óìàëÿÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
îíè êðàñíûå. Äîêàæåì, ÷òî òàêîé òðåóãîëüíèê ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì. Ïðåä-
ïîëîæèì ïðîòèâíîå: òîãäà íà åãî ñòîðîíàõ ëåæàò õîòÿ áû 3 ñèíèõ òî÷êè.
Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ: êàæäàÿ ñèíÿÿ òî÷êà ëåæèò íà ñâîåé ñòîðîíå èëè
íà îäíîé ñòîðîíå ëåæàò äâå ñèíèå òî÷êè è åù¼ îäíà � íà äðóãîé ñòîðîíå.
Â îáîèõ ñëó÷àÿõ (íà ðèñóíêå íèæå) ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè
â ñèíèõ òî÷êàõ áóäåò ìåíüøå ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà ABC, ÷åãî íå ìîæåò
áûòü: òðåóãîëüíèê ABC èìååò íàèìåíüøóþ ïëîùàäü ñðåäè îäíîöâåòíûõ
òðåóãîëüíèêîâ. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî çàäà-
÷è.

A(k)

B(k)

C(k)

c

c

c

A(k)

B(k)

C(k)

c

c

c

Ïðèâåä¼ì íàïîñëåäîê çàäà÷ó, êîòîðàÿ ïðåäíàçíà÷åíà äëÿ øêîëüíèêîâ
ñòàðøå ñåäüìîãî êëàññà.

Çàäà÷à 5.5.8. Õîááèòû Øèðà î÷åíü ëþáÿò õîäèòü äðóã ê äðóãó â ãîñòè,
íî íå ëþáÿò, êîãäà êòî-òî ÷óæîé õîäèò ïî èõ îãîðîäó. Äëÿ ýòîãî çåìëÿ â
Øèðå ïîäåëåíà òàêèì îáðàçîì, ÷òî êàæäûå äâà ó÷àñòêà ñîïðèêàñàþòñÿ
äðóã ñ äðóãîì (êàê ìèíèìóì, â îäíîé òî÷êå). Áèëüáî ðåøèë íàéòè òàêîé
ïðÿìîëèíåéíûé ìàðøðóò, êîòîðûé ïðîõîäèë áû ÷åðåç âñå âëàäåíèÿ (ò. å.
èìåë áû ñî âñåìè îãîðîäàìè õîòÿ áû îäíó îáùóþ òî÷êó). Ñìîæåò ëè îí ýòî
ñäåëàòü? (Îãîðîä õîááèòà èìååò ôîðìó íå îáÿçàòåëüíî âûïóêëîãî ìíîãî-
óãîëüíèêà, ïðè÷¼ì ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âñå îãîðîäû ðàñïîëîæåíû â îäíîé
ïëîñêîñòè.)
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Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ïðÿìîëèíåéíóþ äîðîãó, ïðîõîäÿùóþ âØèðå, ñïðî-
åöèðóåì íà íå¼ âñå îãîðîäû-ìíîãîóãîëüíèêè è çàäàäèì íà íåé íàïðàâëåíèå
ëåâî-ïðàâî. Íà äîðîãå ïîëó÷èì íåñêîëüêî îòðåçêîâ, ëþáûå äâà èç êîòîðûõ
èìåþò îáùóþ òî÷êó. Èç ëåâûõ êîíöîâ ýòèõ îòðåçêîâ âîçüì¼ì ñàìûé ïðà-
âûé. Ïîëó÷åííàÿ òàêèì îáðàçîì òî÷êà ïðèíàäëåæèò âñåì îòðåçêàì, ïî-
ýòîìó èñêîìûé Áèëüáî ïóòü � ýòî ïðîâåä¼ííûé ÷åðåç íå¼ ïåðïåíäèêóëÿð
ê äîðîãå, è îí ïðîéä¼ò ÷åðåç âñå äàííûå îãîðîäû-ìíîãîóãîëüíèêè.

Çàäàâàëüíèê

Çàäà÷à 5.5.9. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2008.6.3) Äàâíûì�äàâíî ñòðàíîé Òàðíèåé ïðàâèë öàðü ßòèàíð.
×òîáû òàðíèéöû ïîìåíüøå ðàññóæäàëè, îí ïðèäóìàë äëÿ íèõ ïðîñòîé
ÿçûê. Åãî àëôàâèò ñîñòîÿë âñåãî èç øåñòè áóêâ: À, È, Í, Ð, Ò, ß, íî
ïîðÿäîê èõ îòëè÷àëñÿ îò ïðèíÿòîãî â ðóññêîì ÿçûêå. Ñëîâàìè ýòîãî ÿçû-
êà áûëè âñå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, èñïîëüçóþùèå êàæäóþ èç ýòèõ áóêâ ïî
îäíîìó ðàçó.

ßòèàíð èçäàë ïîëíûé ñëîâàðü íîâîãî ÿçûêà. Â ñîîòâåòñòâèè ñ àëôàâè-
òîì ïåðâûì ñëîâîì ñëîâàðÿ îêàçàëîñü ¾Òàðíèÿ¿. Êàêîå ñëîâî ñëåäîâàëî
â ñëîâàðå çà èìåíåì ßòèàíð?

Çàäà÷à 5.5.10. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2000.7.5) Â âåðøèíàõ êó-
áà ABCDEFGH ðàññòàâëåíû íàòóðàëüíûå ÷èñëà òàê, ÷òî ÷èñëà â ñîñåä-
íèõ (ïî ðåáðó) âåðøèíàõ îòëè÷àþòñÿ íå áîëåå ÷åì íà åäèíèöó. Äîêàæèòå,
÷òî îáÿçàòåëüíî íàéäóòñÿ äâå äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûå âåðøèíû,
÷èñëà â êîòîðûõ îòëè÷àþòñÿ íå áîëåå ÷åì íà åäèíèöó. (Ïàðû äèàìåòðàëü-
íî ïðîòèâîïîëîæíûõ âåðøèí êóáà: A è G, B è H, C è E, D è F .)

A

B C

D

E

F
G

H

Çàäà÷à 5.5.11. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2008.7.7) Àðò¼ì êîëëåêöèîíèðóåò ìîíåòû. Â åãî êîëëåêöèè 27
ìîíåò, ïðè÷¼ì âñå îíè èìåþò ðàçëè÷íûé äèàìåòð, ðàçëè÷íóþ ìàññó è áûëè
âûïóùåíû â ðàçíûå ãîäû. Êàæäàÿ ìîíåòà õðàíèòñÿ â îòäåëüíîì ñïè÷å÷-
íîì êîðîáêå. Ìîæåò ëè Àðò¼ì ñëîæèòü èç ýòèõ êîðîáêîâ ïàðàëëåëåïèïåä
3 × 3 × 3 òàê, ÷òîáû ëþáàÿ ìîíåòà áûëà ëåã÷å ìîíåòû, íàõîäÿùåéñÿ ïîä
íåé, ìåíüøå ìîíåòû ñïðàâà îò íå¼ è äðåâíåå òîé, êîòîðàÿ íàõîäèòñÿ ïåðåä
íåé?
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Çàäà÷à 5.5.12. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2013.6.9) Â êëàññå 27 ó÷åíèêîâ. Êàæäûé èç íèõ çàíèìàåòñÿ íå
áîëåå ÷åì â äâóõ êðóæêàõ, ïðè÷¼ì äëÿ ëþáûõ äâóõ ó÷åíèêîâ ñóùåñòâó-
åò êðóæîê, â êîòîðîì îíè çàíèìàþòñÿ âìåñòå. Äîêàæèòå, ÷òî íàéä¼òñÿ
êðóæîê, â êîòîðîì çàíèìàþòñÿ íå ìåíåå 18 ó÷åíèêîâ.

Çàäà÷à 5.5.13. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2013.7.9) Êàæäûé èç ó÷åíèêîâ êëàññà çàíèìàåòñÿ íå áîëåå ÷åì
â äâóõ êðóæêàõ, ïðè÷¼ì äëÿ ëþáîé ïàðû ó÷åíèêîâ ñóùåñòâóåò êðóæîê, â
êîòîðîì îíè çàíèìàþòñÿ âìåñòå. Äîêàæèòå, ÷òî íàéä¼òñÿ êðóæîê, â êîòî-
ðîì çàíèìàåòñÿ íå ìåíåå äâóõ òðåòåé âñåãî êëàññà.

Çàäà÷à 5.5.14. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2011.7.9) Êîìïüþòåðû �1, �2, �3, . . . , �100 ñîåäèíåíû â êîëü-
öî (ïåðâûé ñî âòîðûì, âòîðîé ñ òðåòüèì, . . . , ñîòûé ñ ïåðâûì). Õàêåðû
ïîäãîòîâèëè 100 âèðóñîâ, çàíóìåðîâàëè èõ, è â ðàçëè÷íîå âðåìÿ â ïðîèç-
âîëüíîì ïîðÿäêå çàïóñêàþò êàæäûé âèðóñ íà êîìïüþòåð, èìåþùèé òîò
æå íîìåð. Åñëè âèðóñ ïîïàäàåò íà íåçàðàæ¼ííûé êîìïüþòåð, òî îí çàðà-
æàåò åãî è ïåðåõîäèò íà ñëåäóþùèé â öåïè êîìïüþòåð ñ á�îëüøèì íîìåðîì
äî òåõ ïîð, ïîêà íå ïîïàä¼ò íà óæå çàðàæ¼ííûé êîìïüþòåð (ñ êîìïüþòå-
ðà �100 âèðóñ ïåðåõîäèò íà êîìïüþòåð �1). Òîãäà âèðóñ ïîãèáàåò, à ýòîò
êîìïüþòåð âîññòàíàâëèâàåòñÿ. Íè íà îäèí êîìïüþòåð äâà âèðóñà îäíîâðå-
ìåííî íå ïîïàäàþò. Ñêîëüêî êîìïüþòåðîâ áóäåò çàðàæåíî ïîñëå òîãî êàê
âñå 100 âèðóñîâ ñîâåðøàò àòàêó?

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Çàäà÷à 5.12. (Í.Õ.Àãàõàíîâ) Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëà îò 1 äî 16 ìîæíî
çàïèñàòü â ñòðîêó, íî íåëüçÿ çàïèñàòü ïî êðóãó òàê, ÷òîáû ñóììà êàæäûõ
äâóõ ñîñåäíèõ ÷èñåë áûëà êâàäðàòîì íàòóðàëüíîãî ÷èñëà.

Çàäà÷à 5.13. Íà âûñòàâêå âñòðåòèëèñü õóäîæíèêè, ÷àñòü êîòîðûõ ëè÷íî
çíàêîìà äðóã ñ äðóãîì. Âûÿñíèëîñü, ÷òî ëþáûå äâà èç íèõ, èìåþùèå ðàâ-
íîå ÷èñëî çíàêîìûõ, íå èìåþò îáùèõ çíàêîìûõ. Äîêàçàòü, ÷òî íàéä¼òñÿ
õóäîæíèê, çíàêîìûé ðîâíî ñ îäíèì èç ïîñåòèòåëåé âûñòàâêè.

Çàäà÷à 5.14. (À.ß.Ðîçåíòàëü) Íà ïëîñêîñòè çàäàíî ìíîæåñòâî òî÷åê M
òàêîå, ÷òî êàæäàÿ òî÷êà èçM ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèíîé îòðåçêà, ñîåäèíÿþùåãî
äâå äðóãèå òî÷êè èç M . Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî M áåñêîíå÷íî.

Çàäà÷à 5.15. Ìîæåò ëè î÷åíü ñòðàííûé ñòàðåö Ðàäàãàñò íàðèñîâàòü íà
ëèñòå áóìàãè 2018 îòðåçêîâ òàê, ÷òîáû êîíöû êàæäîãî îòðåçêà ëåæàëè
âíóòðè êàêèõ-òî äâóõ äðóãèõ îòðåçêîâ? (Ãðàíè÷íûå òî÷êè îòðåçêà íå ÿâ-
ëÿþòñÿ âíóòðåííèìè.)
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Çàäà÷à 5.16. ×åòûðå øàõìàòèñòà èç Áîáðÿíäèè è 7 èíîñòðàííûõ øàõ-
ìàòèñòîâ èãðàëè â êðóãîâîì òóðíèðå, ãäå êàæäûé èãðàë ñ êàæäûì ïî äâå
ïàðòèè. Ïîáåäèòåëü ïàðòèè ïîëó÷àë îäíî î÷êî, ïðîèãðàâøèé � íîëü, à
çà íè÷üþ äàâàëèñü ïîë-î÷êà êàæäîìó. Âñå ó÷àñòíèêè íàáðàëè ðàçëè÷íîå
êîëè÷åñòâî î÷êîâ, ïðè÷¼ì ñóììà âñåõ î÷êîâ Áîáðÿíäñêèõ øàõìàòèñòîâ
îêàçàëàñü ðàâíà ñóììå âñåõ î÷êîâ èíîñòðàííûõ øàõìàòèñòîâ. Äîêàæèòå,
÷òî â òðîéêå ïðèç¼ðîâ áûë õîòÿ áû îäèí Áîáðÿíäåö.
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6 Ïîëíûé ïåðåáîð

Ìàòåðèàë äëÿ ðàçáîðà íà çàíÿòèè

Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî âûáðàòü òðè ÿáëîêà èç êîðçèíû? Ñêîëüêî
èìååòñÿ âàðèàíòîâ øêîëüíîãî ðàñïèñàíèÿ? Òàêîãî ðîäà âîïðîñàìè çàíè-
ìàåòñÿ êîìáèíàòîðèêà, êîòîðóþ ìû ïîäðîáíåå ïðîéä¼ì â ñåäüìîé ãëàâå.
Â êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷àõ íàñ îáû÷íî èíòåðåñóåò, ñêîëüêî êîìáèíàöèé,
óäîâëåòâîðÿþùèõ òåì èëè èíûì óñëîâèÿì, ìîæíî ñîñòàâèòü èç çàäàííîãî
êîíå÷íîãî íàáîðà îáúåêòîâ.

Â ïðîñòåéøèõ ñëó÷àÿõ ìû ìîæåì ïðîñòî âûïèñàòü âñå íóæíûå íàì êîì-
áèíàöèè è ïîäñ÷èòàòü èõ. Îäíàêî âûïèñûâàíèå íè â êîåì ñëó÷àå íå äîëæ-
íî áûòü áåññèñòåìíûì! Ïðèìåðû ïðàâèëüíîãî ïåðåáîðà � âûïèñûâàíèå
÷èñåë ïî âîçðàñòàíèþ èëè ñëîâ â àëôàâèòíîì ïîðÿäêå; ïðè òàêîì ïåðå-
áîðå íè îäèí âàðèàíò íå óñêîëüçí¼ò îò íàñ è, ñ äðóãîé ñòîðîíû, áóäåò
èñêëþ÷åíà âîçìîæíîñòü ïîâòîðåíèÿ âàðèàíòîâ. Âàæíî: åñëè âû ðåøàå-
òå êîìáèíàòîðíóþ çàäà÷ó è ïûòàåòåñü îïðåäåëèòü, íàïðèìåð, êîëè÷åñòâî
ñïîñîáîâ ðàññòàâèòü äåòåé â êëàññå â øåðåíãó ïåðåáîðîì, òî, äàæå åñëè
âû óïóñòèòå ðîâíî îäèí ñëó÷àé èç ìèëëèîíà, âû ïîëó÷èòå çà âñþ çàäà÷ó
0 áàëëîâ. Ïîýòîìó íèêîãäà íå ïûòàéòåñü ïåðåáèðàòü âàðèàíòû, åñëè âû
óæå ïîïðîáîâàëè äàííûé ìåòîä è óáåäèëèñü, ÷òî âàðèàíòîâ áóäåò áîëüøå,
÷åì, ê ïðèìåðó, óìåñòèòñÿ íà îäíó ñòðàíèöó.

Çàäà÷à 5.6.1. Ñêîëüêî äâóçíà÷íûõ ÷èñåë ìîæíî ñîñòàâèòü èç öèôð
1, 2, 3?

Ðåøåíèå. Âûïèñûâàåì ÷èñëà â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ:

11, 12, 13, 21, 22, 23, 31, 32, 33.

Âñåãî ïîëó÷èëîñü 9 ÷èñåë.

Çàäà÷à 5.6.2. Ê çàâòðàøíåìó äíþ íóæíî ñäåëàòü ìàòåìàòèêó, ðóññêèé è
ãåîãðàôèþ (â êàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè � áåçðàçëè÷íî). Ñêîëüêèìè ñïî-
ñîáàìè ìîæíî ïðèãîòîâèòü íà çàâòðà óðîêè?

Ðåøåíèå. Çàêîäèðóåì íàøè ïðåäìåòû áóêâàìè: Ì � ìàòåìàòèêà, Ð �
ðóññêèé, Ã � ãåîãðàôèÿ. Òîãäà, íàïðèìåð,ÌÐÃ � ýòî âàðèàíò, êîãäà ìû
ñíà÷àëà äåëàåì ìàòåìàòèêó, ïîòîì � ðóññêèé, ïîòîì � ãåîãðàôèþ. Âûïè-
øåì âàðèàíòû â àëôàâèòíîì ïîðÿäêå: ÃÌÐ, ÃÐÌ, ÌÃÐ, ÌÐÃ, ÐÃÌ,
ÐÌÃ. Ïîëó÷èëîñü 6 âàðèàíòîâ. Èòàê, óðîêè íà çàâòðà ìîæíî ñäåëàòü
øåñòüþ ñïîñîáàìè.
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Çàäà÷à 5.6.3. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî âûëîæèòü â ðÿä äâà êðàñíûõ
è äâà ñèíèõ øàðèêà? Øàðèêè íå îòëè÷àþòñÿ íè÷åì, êðîìå öâåòà.

Ðåøåíèå. Áóäåì îáîçíà÷àòü êðàñíûé øàðèê áóêâîþ Ê, à ñèíèé � Ñ.
Âûïèøåì âàðèàíòû â àëôàâèòíîì ïîðÿäêå: ÊÊÑÑ, ÊÑÊÑ, ÊÑÑÊ,
ÑÊÊÑ, ÑÊÑÊ, ÑÑÊÊ. Èòîãî 6 âàðèàíòîâ.

Çàäà÷à 5.6.4. Â ìàãàçèíå ïðîäà¼òñÿ áåëàÿ, ÷¼ðíàÿ è çåë¼íàÿ òêàíü. Íóæ-
íî êóïèòü òêàíü äâóõ ðàçëè÷íûõ öâåòîâ. Èç êàêîãî ÷èñëà âàðèàíòîâ ïðè-
õîäèòñÿ âûáèðàòü?

Ðåøåíèå. Âñåãî 3 âàðèàíòà: áåëàÿ è ÷¼ðíàÿ, áåëàÿ è çåë¼íàÿ, ÷¼ðíàÿ è
çåë¼íàÿ.

Çàäà÷à 5.6.5. Çàäà÷à Ëåîíàðäà Ýéëåðà (èëè çàäà÷à î áåñïîðÿäêàõ, õîðî-
øî èçâåñòíàÿ â êîìáèíàòîðèêå, êîòîðàÿ áóäåò ïðåäñòàâëåíà â ïîñëåäíåé
ãëàâå). ×åòâåðî ãîñïîä ïðè âõîäå â ðåñòîðàí îòäàëè øâåéöàðó ñâîè øëÿ-
ïû, à ïðè âûõîäå ïîëó÷èëè èõ îáðàòíî. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò âàðèàíòîâ,
ïðè êîòîðûõ êàæäûé èç íèõ ïîëó÷èò ÷óæóþ øëÿïó?

Ðåøåíèå. Ïðîíóìåðóåì íàøèõ ãîñïîä îò 1 äî 4. Êîìáèíàöèþ âûáîðà øëÿï
áóäåì îáîçíà÷àòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: öèôðà áóäåò îáîçíà÷àòü ïðèíàä-
ëåæíîñòü âçÿòîé øëÿïû, à å¼ ïîðÿäêîâûé íîìåð � ÷åëîâåêà, å¼ âçÿâøåãî.
Âûïèøåì âñå âîçìîæíûå âàðèàíòû â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ ÷èñåë:

2143, 2341, 2413, 3142, 3412, 3421, 4123, 4312, 4321.

Èòîãî � 9 âàðèàíòîâ.

Çàäà÷à 5.6.6. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàññòàâèòü òðè ðàçíûõ öâåò-
êà â äâå âàçû?

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì íàøè öâåòêè çà 1, 2 è 3. Ñëåâà îò çàïÿòîé áóäåò îäíà
âàçà, ñïðàâà äðóãàÿ:

íè÷åãî, 123; 1, 23; 2, 13; 3, 12; 12, 3; 13, 2; 23, 1; 123, íè÷åãî.

Èòîãî � 8 âàðèàíòîâ.

Ïåðåáîðíûå ìåòîäû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû íå òîëüêî â êîìáèíàòîðèêå,
íàïðèìåð, ðàíåå â äàííîì ðàçäåëå ïðè ðåøåíèè çàäà÷ íà ëîãèêó ìû èíî-
ãäà ðàçáèâàëè ïóòü ðåøåíèÿ íà 2 èëè íåñêîëüêî âåòâåé � ýòî òîæå ìîæíî
íàçûâàòü ïîëíûì ïåðåáîðîì, åñëè âû ðàññìîòðåëè âñå âîçìîæíûå âåòâè.
Íàïðèìåð, òàê: ðàññìîòðèì Âàñþ. Âàñÿ ìîæåò áûòü ëæåöîì, õèòðåöîì
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èëè ðûöàðåì, ðàçîáü¼ì äàëüíåéøåå ðåøåíèå íà 3 âîçìîæíûõ ñëó÷àÿ. Åñ-
ëè êàêóþ-òî èç âåòâåé âû óêàçàëè, íî íå ðàññìîòðåëè öåëèêîì, ðåøåíèå
ïåðåñòà¼ò áûòü ïîëíûì è ìîæåò áûòü îöåíåíî, îïÿòü æå, òîëüêî íóë¼ì
áàëëîâ.

Òàêæå, ê ïðèìåðó, ìåòîäû ïîëíîãî ïåðåáîðà àêòèâíî èñïîëüçóþòñÿ â èí-
ôîðìàòèêå è ñìåæíûõ íàóêàõ. Íàïðèìåð, øèôð ñ÷èòàåòñÿ êðèïòîñòîé-
êèì, åñëè íå ñóùåñòâóåò ìåòîäà ¾âçëîìà¿ ñóùåñòâåííî áîëåå áûñòðîãî,
÷åì ïîëíûé ïåðåáîð âñåõ êëþ÷åé øèôðîâàíèÿ. Òàêæå â ñîâðåìåííîé ìà-
òåìàòèêå è èíôîðìàòèêå äî ñèõ ïîð ñóùåñòâóåò áîëüøîé êëàññ çàäà÷, êî-
òîðûå íåâîçìîæíî ðåøèòü ñóùåñòâåííî áûñòðåå, ÷åì ìåòîäàìè ïîëíîãî
ïåðåáîðà.

Ïîëíûé ïåðåáîð ìîæåò âàì âñòðåòèòüñÿ è â çàäà÷àõ íà òàê íàçûâàåìóþ
êîìáèíàòîðíóþ ãåîìåòðèþ.

Çàäà÷à 5.6.7. Òåòðàìèíî � ýòî ñâÿçíàÿ ôèãóðà, ñîñòîÿùàÿ èç 4 êëåòîê,
âûðåçàííàÿ èç êëåò÷àòîãî ëèñòà áóìàãè ïî ëèíèÿì ñåòêè. Ôèãóðû, ñîâìå-
ùàåìûå ïðè ïîìîùè ïîâîðîòà è çåðêàëüíîãî îòðàæåíèÿ, ñ÷èòàþòñÿ ðàâ-
íûìè. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ðàçëè÷íûõ òåòðàìèíî?

Ðåøåíèå. Âñå âîçìîæíûå òåòðàìèíî óêàçàíû íà ðèñóíêå. Èõ 5 øòóê.

Çàäàâàëüíèê

Çàäà÷à 5.6.8. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2004.6.1) Êóçíå÷èê ïðû-
ãàåò âäîëü ïðÿìîé âïåð¼ä íà 80 ñì èëè íàçàä íà 50 ñì. Ìîæåò ëè îí ìåíåå
÷åì çà 7 ïðûæêîâ óäàëèòüñÿ îò íà÷àëüíîé òî÷êè ðîâíî íà 1 ì 70 ñì?

Çàäà÷à 5.6.9. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2003.6.6) Íà ãðàíÿõ êóáè-
êà ðàññòàâëåíû ÷èñëà îò 1 äî 6. Êóáèê áðîñèëè äâà ðàçà. Â ïåðâûé ðàç
ñóììà ÷èñåë íà ÷åòûð¼õ áîêîâûõ ãðàíÿõ îêàçàëàñü ðàâíà 12, âî âòîðîé �
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15. Êàêîå ÷èñëî íàïèñàíî íà ãðàíè, ïðîòèâîïîëîæíîé òîé, ãäå íàïèñàíà
öèôðà 3?

Çàäà÷à 5.6.10. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2002.6.6) Àéðàò âûïèñàë
ïîäðÿä âñå ÷èñëà ìåñÿöà:

123456789101112 . . .

è ïîêðàñèë òðè äíÿ (äíè ðîæäåíèÿ ñâîèõ äðóçåé), íèêàêèå äâà èç êîòî-
ðûõ íå èäóò ïîäðÿä. Îêàçàëîñü, ÷òî âñå íåïîêðàøåííûå ó÷àñòêè ñîñòîÿò
èç îäèíàêîâîãî êîëè÷åñòâà öèôð. Äîêàæèòå, ÷òî ïåðâîå ÷èñëî ìåñÿöà ïî-
êðàøåíî.

Çàäà÷à 5.6.11. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2005.6.7) Ïî äîðîãå íà íîâîãîäíèé ïðàçäíèê íåñêîëüêî ìàëü-
÷èêîâ ïîìîãàëè Äåäó Ìîðîçó íåñòè ïîäàðêè. Êàæäûé èç ìàëü÷èêîâ í¼ñ
ïî òðè ïîäàðêà, à îñòàëüíûå 142 ïîäàðêà Äåä Ìîðîç â¼ç íà ñàíÿõ. Âñå
ïîäàðêè Äåä Ìîðîç ðàçäåëèë ïîðîâíó ìåæäó âñåìè ýòèìè ìàëü÷èêàìè è
14 äåâî÷êàìè. Ñêîëüêî ìîãëî áûòü ìàëü÷èêîâ?

Çàäà÷à 5.6.12. (Òóðíèð Àðõèìåäà � 2012.1) Ïåòÿ îáðàòèë âíèìàíèå,
÷òî äàòà ïðîâåäåíèÿ Òóðíèðà Àðõèìåäà, çàïèñàííàÿ âîñåìüþ öèôðàìè
(22.01.2012) îáëàäàåò èíòåðåñíîé îñîáåííîñòüþ: ïåðåñòàâèâ ïåðâûå ÷åòû-
ðå öèôðû, ìîæíî ïîëó÷èòü íîìåð ãîäà. À êàêèå åù¼ äàòû â ýòîì ãîäó
èìåþò òàêîå æå ñâîéñòâî?

Çàäà÷à 5.6.13. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2013.7.4) Äèìà óâèäåë â
ìóçåå ñòðàííûå ÷àñû (íà ðèñóíêå íèæå).

À

Á

Â

Îíè îòëè÷àþòñÿ îò îáû÷íûõ ÷àñîâ òåì, ÷òî íà èõ öèôåðáëàòå íåò öèôð
è âîîáùå íåïîíÿòíî, ãäå ó ÷àñîâ âåðõ; äà åù¼ ñåêóíäíàÿ, ìèíóòíàÿ è ÷à-
ñîâàÿ ñòðåëêè èìåþò îäèíàêîâóþ äëèíó. Êàêîå âðåìÿ ïîêàçûâàëè ÷àñû?
(Ñòðåëêè À è Á íà ðèñóíêå ñìîòðÿò ðîâíî íà ÷àñîâûå îòìåòêè, à ñòðåëêà
Â ÷óòü-÷óòü íå äîøëà äî ÷àñîâîé îòìåòêè.)

Çàäà÷à 5.6.14. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2006.7.4) Íà ïëîùàäè ðåïåòèðîâàë âîåííûé îðêåñòð. Äëÿ èñ-
ïîëíåíèÿ ãèìíà ìóçûêàíòû âûñòðîèëèñü êâàäðàòîì, à äëÿ èñïîëíåíèÿ
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ëèðè÷åñêîé ïåñíè � ïåðåñòðîèëèñü â ïðÿìîóãîëüíèê. Ïðè ýòîì êîëè÷å-
ñòâî øåðåíã óâåëè÷èëîñü íà ïÿòü. Ñêîëüêî ìóçûêàíòîâ â îðêåñòðå?

Çàäà÷à 5.6.15. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2016.7.6) Íà êîíêóðñå ¾À
íó-êà, ÷óäèùà!¿ ñòîÿò â ðÿä 15 äðàêîíîâ. Ó ñîñåäåé ÷èñëî ãîëîâ îòëè÷àåòñÿ
íà 1. Åñëè ó äðàêîíà áîëüøå ãîëîâ, ÷åì ó îáîèõ åãî ñîñåäåé, åãî ñ÷èòàþò
õèòðûì, åñëè ìåíüøå, ÷åì ó îáîèõ ñîñåäåé, � ñèëüíûì, îñòàëüíûõ (â òîì
÷èñëå ñòîÿùèõ ñ êðàþ) ñ÷èòàþò îáû÷íûìè. Â ðÿäó åñòü ðîâíî ÷åòûðå
õèòðûõ äðàêîíà � ñ 4, 6, 7 è 7 ãîëîâàìè è ðîâíî òðè ñèëüíûõ � ñ 3, 3 è 6
ãîëîâàìè. Ó ïåðâîãî è ïîñëåäíåãî äðàêîíîâ ãîëîâ ïîðîâíó.

à) Ïðèâåäèòå ïðèìåð òîãî, êàê òàêîå ìîãëî áûòü.
á) Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî ãîëîâ ó ïåðâîãî äðàêîíà âî âñåõ ïðèìåðàõ îäíî

è òî æå.

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Çàäà÷à 5.17. Ïåíòàìèíî � ýòî ñâÿçíàÿ ôèãóðà, ñîñòîÿùàÿ èç 5 êëåòîê,
âûðåçàííàÿ èç êëåò÷àòîãî ëèñòà áóìàãè ïî ëèíèÿì ñåòêè. Ôèãóðû, ñîâìå-
ùàåìûå ïðè ïîìîùè ïîâîðîòà è çåðêàëüíîãî îòðàæåíèÿ, ñ÷èòàþòñÿ ðàâ-
íûìè. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ðàçëè÷íûõ ïåíòàìèíî?

Çàäà÷à 5.18. Ïåðå÷èñëèòå âñå óáûâàþùèå ÷åòâ¼ðêè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë,
äàþùèõ â ñóììå 15.
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7 Ðàçáèåíèÿ íà ïàðû è ãðóïïû

Ìàòåðèàë äëÿ ðàçáîðà íà çàíÿòèè

Äàííàÿ òåìà ìîæåò áûòü êàê îäíèì èç ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ òåìû ¾ïðèìåðû
è êîíñòðóêöèè¿, òàê è ïîäòåìîé íåêîòîðûõ êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷.

Åñëè â çàäà÷àõ íà òåìó ¾ïðèìåðû è êîíñòðóêöèè¿ îáû÷íî ðåøåíèåì ÿâëÿ-
åòñÿ êîíòðïðèìåð, òî â äàííîé òåìå îáû÷íî íàîáîðîò òðåáóåòñÿ äîêàçàòü,
÷òî åãî ïîñòðîèòü íåâîçìîæíî.

Çàäà÷à 5.7.1. Ìîæíî ëè íàðèñîâàòü çàìêíóòóþ 13-çâåííóþ ëîìàíóþ,
êàæäîå çâåíî êîòîðîé ïåðåñåêàåòñÿ ðîâíî ñ îäíèì èç îñòàëüíûõ çâåíüåâ?

Ðåøåíèå. Åñëè áû òàêîå áûëî âîçìîæíî, òî âñå çâåíüÿ ëîìàíîé ìîæíî
áûëî áû ðàçáèòü íà ïàðû ïåðåñåêàþùèõñÿ. Îäíàêî òîãäà ÷èñëî çâåíüåâ
äîëæíî áûòü ÷¼òíûì. Ïðîòèâîðå÷èå.

Çàäà÷à 5.7.2. Èëüÿ íàïèñàë íà ãðàíÿõ êóáèêà íàòóðàëüíûå ÷èñëà îò 1
äî 6. Òàíÿ êóáèêà íå âèäåëà, íî óòâåðæäàåò, ÷òî ó äàííîãî êóáèêà êàê
ìèíèìóì äâàæäû ñîñåäíèå ïî çíà÷åíèþ ÷èñëà áóäóò ðàçäåëåíû òîëüêî
îäíèì ðåáðîì. Ïðàâà ëè Òàíÿ?

Ðåøåíèå. Ðàçîáü¼ì ãðàíè êóáèêà íà ïàðû ïðîòèâîïîëîæíûõ, ïîëó÷èâ 3
ïàðû. Ñêîëüêî æå ñóùåñòâóåò ñîñåäíèõ ÷èñåë? Èõ 5 ïàð: 1 è 2, 2 è 3, 3
è 4, 4 è 5, 5 è 6. Òî åñòü, ìàêñèìóì 3 èç äàííûõ ïàð îêàæóòñÿ íà íå
ñîñåäíèõ ãðàíÿõ, òî åñòü, ìèíèìóì 2 ïàðû ÷èñåë îñòàíóòñÿ ñîñåäíèìè è
áóäóò ðàçäåëåíû òîëüêî îäíèì ðåáðîì.

Çàäà÷à 5.7.3. (Ìîñêîâñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ðåãàòà � 2015.11.3.3) Íà ñòî-
ëå âûëîæåíû â ðÿä 64 ãèðüêè, ïðè÷¼ì ìàññà äâóõ ëþáûõ ñîñåäíèõ ãèðåê
îòëè÷àåòñÿ íà 1 ã. Òðåáóåòñÿ ðàçëîæèòü ãèðüêè íà äâå êó÷êè ñ ðàâíûìè
ìàññàìè è ðàâíûì êîëè÷åñòâîì ãèðü. Âñåãäà ëè ýòî óäàñòñÿ?

Ðåøåíèå. Ðàçîáü¼ì âñå ãèðè íà ÷åòâ¼ðêè èäóùèõ ïîäðÿä. Åñëè äëÿ êàæ-
äîé ÷åòâ¼ðêè ìû ïåðâóþ è ïîñëåäíþþ ãèðè ïîìåñòèì â ïåðâóþ êó÷êó, à
âòîðóþ è òðåòüþ � âî âòîðóþ êó÷êó, òî âåñà êó÷åê áóäóò îñòàâàòüñÿ ðàâ-
íûìè, òàê êàê ñóììà ïåðâîé è ïîñëåäíåé ãèðü â ÷åòâ¼ðêå áóäåò âñåãäà â
òî÷íîñòè ðàâíà ñóììå âòîðîé è òðåòüåé ãèðü.

Çàäà÷à 5.7.4. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2015.7.3) Èç íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îò 1 äî 100 âûáðàíî 50 ðàç-
ëè÷íûõ. Îêàçàëîñü, ÷òî ñóììà íèêàêèõ äâóõ èç íèõ íå ðàâíà 100. Âåðíî
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ëè, ÷òî ñðåäè âûáðàííûõ ÷èñåë âñåãäà íàéä¼òñÿ êâàäðàò êàêîãî-íèáóäü
öåëîãî ÷èñëà?

Ðåøåíèå. Äîïóñòèì, ÷òî ñðåäè âûáðàííûõ åñòü ÷èñëî 100, òîãäà îíî è
áóäåò êâàäðàòîì. Â ïðîòèâíîì æå ñëó÷àå, åñëè ÷èñëî 100 íå âûáðàíî, òî
âñå ÷èñëà îò 1 äî 99, êðîìå ÷èñëà 50, ìîæíî ðàçáèòü íà 49 ïàð òàê, ÷òîáû
ñóììà ÷èñåë â êàæäîé ïàðå ðàâíÿëàñü 100: 1+ 99, 2+ 98, . . . , 49+ 51. Åñëè
áû èç êàêîé-òî ïàðû áûëè âçÿòû îáà ÷èñëà, îíè áû äàâàëè â ñóììå 100, ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ, çíà÷èò, èç êàæäîé ïàðû âçÿòî íå áîëåå 1 ÷èñëà.
Ïîñêîëüêó âñåãî ÷èñåë 50, ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî èç êàæäîé ïàðû äîëæíî áûòü
âçÿòî ïî 1 ÷èñëó, à òàêæå ÷èñëî 50. Â ïàðå 36+64 îáà ñëàãàåìûõ ÿâëÿþòñÿ
êâàäðàòàìè, è õîòÿ áû îäíî èç íèõ áóäåò ñðåäè âûáðàííûõ.

Çàäà÷à 5.7.5. (Àëòóôîâà, Óñòèíîâ) Èç ÷èñåë îò 1 äî 2n âûáðàíî n +
1 ÷èñëî. Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè âûáðàííûõ ÷èñåë íàéäóòñÿ äâà, îäíî èç
êîòîðûõ äåëèòñÿ íà äðóãîå.

Ðåøåíèå. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ðåøèòü ýòó çàäà÷ó ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà Äèðè-
õëå, ìû äîëæíû ïîíÿòü, ÷òî â çàäà÷å ÿâëÿåòñÿ êëåòêàìè, à ÷òî � êðîëè-
êàìè. Ñ êðîëèêàìè êàê áóäòî âñ¼ ïîíÿòíî � ýòî ÷èñëà. À ÷òî ñ êëåòêàìè?
Äàâàéòå äëÿ êàæäîãî íå÷¼òíîãî ÷èñëà çàâåä¼ì ñâîþ ãðóïïó (êëåòêó) è
ðàñïðåäåëèì íàøè 2n ÷èñåë ïî ýòèì êëåòêàì. Â êëåòêó ïîä íîìåðîì k ìû
ïîëîæèì ñàìî ÷èñëî k è âñå ÷èñëà âèäà k ·21, k ·22, . . . , k ·2l 6 2n. Íåòðóäíî
óáåäèòüñÿ, ÷òî êàæäîå èç íàøèõ ÷èñåë ïîïàä¼ò ðîâíî â îäíó êëåòêó � â
ñàìîì äåëå, åñëè ÷èñëî íå÷¼òíîå, òî îíî áóäåò âõîäèòü â ñîîòâåòñòâóþùóþ
êëåòêó ïî îïðåäåëåíèþ, à åñëè îíî ÷¼òíîå, òî áóäåì äåëèòü åãî íà äâà äî
òåõ ïîð, ïîêà ðåçóëüòàò íå ñòàíåò íå÷¼òíûì ÷èñëîì. Íàïðèìåð, äëÿ n = 6
ìû çàâåä¼ì 6 ãðóïï � 1, 3, 5, 7, 9, 11. Â ãðóïïó 1 ïîïàäóò ÷èñëà 1, 2, 4, 8, â
ãðóïïó 3 � ÷èñëà 3, 6, 12, â ãðóïïó 5 � ÷èñëà 5 è 10, à â ãðóïïû 7, 9 è 11
ïîïàä¼ò ïî îäíîìó ÷èñëó. Òåïåðü êàæäîìó êðîëèêó ïðåäíàçíà÷åíà ñâîÿ
êëåòêà. Âûïóñòèì âñåõ êðîëèêîâ. Åñëè ìû âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíûõ n + 1
êðîëèêîâ, òî, ïî ïðèíöèïó Äèðèõëå, õîòÿ áû â îäíó èç n êëåòîê ïîïàä¼ò
õîòÿ áû äâà êðîëèêà. Âñïîìíèì, ÷òî êàæäàÿ êëåòêà ïî óñëîâèþ îòáîðà
ìîæåò ñîäåðæàòü ÷èñëà, êîòîðûå äåëÿòñÿ äðóã íà äðóãà, ÷òî è çàâåðøàåò
äîêàçàòåëüñòâî.

Çàäà÷à 5.7.6. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1993.5,6.8) Â ñïîðòêëóáå
òðåíèðóþòñÿ 100 òîëñòÿêîâ âåñîì îò 1 äî 100 êã. Íà êàêîå íàèìåíüøåå
÷èñëî êîìàíä èõ ãàðàíòèðîâàííî ìîæíî ðàçäåëèòü òàê, ÷òîáû íè â îäíîé
êîìàíäå íå áûëî äâóõ òîëñòÿêîâ, îäèí èç êîòîðûõ âåñèò âäâîå áîëüøå
äðóãîãî?
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Ðåøåíèå. Îäíîé êîìàíäû ÿâíî íåäîñòàòî÷íî (òîãäà â îäíó êîìàíäó ïîïà-
äóò òîëñòÿêè ñ âåñàìè 1 è 2 êèëîãðàìì, ÷òî íå ñîîòâåòñòâóåò òðåáóåìîìó
óñëîâèþ).

Ïîêàæåì, êàê ìîæíî îáîéòèñü äâóìÿ êîìàíäàìè. Åñëè ìû îáíàðóæèì
êàêîãî-ëèáî èç òîëñòÿêîâ, êîòîðûé âåñèò îäèíàêîâî ñ êàêèì-ëèáî äðóãèì,
îòïðàâèì åãî â òó æå êîìàíäó.

Òîãäà äëÿ êàæäîãî òîëñòÿêà âåñîì 2a åñòü íå áîëåå îäíîãî òîëñòÿêà èç
êîìàíäû, âåñÿùåãî 4a (äëÿ âåñÿùèõ áîëåå 50 êã áîëåå ñòàðøèå òîâàðèùè
âîâñå íå ¾âïèñûâàþòñÿ¿ â 100-êèëîãðàììîâûå ñòàíäàðòû), è íå áîëåå îä-
íîãî, âåñÿùåãî a (äà è òî â ñëó÷àå, åñëè âåñ � ÷¼òíîå ÷èñëî, ò. ê. âåñîâûå
ñòàíäàðòû ïðåäïîëàãàþò èñêëþ÷èòåëüíî öåëî÷èñëåííîå çíà÷åíèå � òàêàÿ
âîò äèñêðèìèíàöèÿ).

Ó÷èòûâàÿ âûøåèçëîæåííîå, ìîæíî îðãàíèçîâàòü ðàñïðåäåëåíèå ïî êî-
ìàíäàì ñëåäóþùèì îáðàçîì. Îáðàçóåì öåïî÷êè ñïîðòñìåíîâ ñ âåñàìè
a,2a,4a, . . . è áóäåì èõ ÷åðåç îäíîãî ðàñïðåäåëÿòü ïî äâóì êîìàíäàì. Î÷å-
âèäíî, ÷òî âñåõ ñïîðòñìåíîâ ìîæíî ðàñïðåäåëèòü ïî àíàëîãè÷íûì öå-
ïî÷êàì ñ íåïåðåñåêàþùèìèñÿ ýëåìåíòàìè (ñïðàâåäëèâîñòü äàííîãî óòâåð-
æäåíèÿ ýëåìåíòàðíî äîêàçûâàåòñÿ ìåòîäîì îò ïðîòèâíîãî � èíà÷å äëÿ
êàêîãî-òî âåñà íàøëîñü áû äâà ðàçëè÷íûõ, âåñÿùèõ â äâà ðàçà áîëüøå, �
c'est absurde). Íåêîòîðûå öåïî÷êè áóäóò âîâñå ñîñòîÿòü èç îäíîãî ýëåìåí-
òà (51, 53, 55 è ò. ä.) � àáñîëþòíî íåâàæíî, â êàêóþ êîìàíäó îíè ïîïàäóò.
Ñàìàÿ äëèííàÿ áóäåò ñîñòîÿòü èç ñòåïåíåé äâîåê (1, 2, 4, 8, . . .) � íàïðè-
ìåð, ñòîÿùèõ íà ÷¼òíûõ ìåñòàõ îïðåäåëèì â îäíó êîìàíäó, îñòàëüíûõ �
â äðóãóþ.

Òàêèì îáðàçîì, âñå ñïîðòñìåíû áóäóò ðàñïðåäåëåíû ïî äâóì êîìàíäàì, è
óñëîâèå çàäà÷è áóäåò âûïîëíåíî.

Çàäàâàëüíèê

Çàäà÷à 5.7.7. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1998.6.3) Ðàñïîëîæèòå â
êðóæî÷êàõ (âåðøèíàõ ïðàâèëüíîãî äåñÿòèóãîëüíèêà) ÷èñëà îò 1 äî 10 òàê,
÷òîáû äëÿ ëþáûõ äâóõ ñîñåäíèõ ÷èñåë èõ ñóììà áûëà ðàâíà ñóììå äâóõ
÷èñåë, èì ïðîòèâîïîëîæíûõ (ñèììåòðè÷íûõ îòíîñèòåëüíî öåíòðà îêðóæ-
íîñòè).
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Çàäà÷à 5.7.8. (Òóðíèð Àðõèìåäà � 2015.4) Â îäèí ïðåêðàñíûé äåíü êàæ-
äûé èç 2015 ãíîìîâ îáèäåëñÿ íà êàêîãî-òî äðóãîãî ãíîìà (îäíîãî), è íà
êàæäîãî ãíîìà îáèäåëñÿ êàêîé-òî äðóãîé ãíîì (îäèí). Áåëîñíåæêå òðåáó-
åòñÿ ðàñïðåäåëèòü ãíîìîâ íà òðè ãðóïïû òàê, ÷òîáû â êàæäîé èç ãðóïï
íå áûëî ãíîìîâ, îáèæåííûõ íà êîãî-íèáóäü èç äàííîé ãðóïïû. Âñåãäà ëè
ýòî âîçìîæíî? Îòâåò îáîñíóéòå.

Çàäà÷à 5.7.9. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2013.7.4) Äâà ôîêóñíèêà ïîêàçûâàþò çðèòåëþ òàêîé ôîêóñ. Ó
çðèòåëÿ åñòü 24 êàðòî÷êè, ïðîíóìåðîâàííûå ÷èñëàìè îò 1 äî 24. Îí âûáè-
ðàåò èç íèõ 13 êàðòî÷åê è ïåðåäà¼ò ïåðâîìó ôîêóñíèêó. Òîò âîçâðàùàåò
çðèòåëþ äâå èç íèõ. Çðèòåëü äîáàâëÿåò ê ýòèì äâóì îäíó èç îñòàâøèõ-
ñÿ ó íåãî 11 êàðòî÷åê è, ïåðåìåøàâ, ïåðåäà¼ò ýòè òðè êàðòî÷êè âòîðîìó
ôîêóñíèêó. Êàêèì îáðàçîì ôîêóñíèêè ìîãóò äîãîâîðèòüñÿ òàê, ÷òîáû âòî-
ðîé âñåãäà ñ ãàðàíòèåé ìîã îïðåäåëèòü, êàêóþ èç òð¼õ êàðòî÷åê äîáàâèë
çðèòåëü?

Çàäà÷à 5.7.10. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2009.7.4) Ñêóïîé ðûöàðü
õðàíèò çîëîòûå ìîíåòû â 77 ñóíäóêàõ. Îäíàæäû, ïåðåñ÷èòûâàÿ èõ, îí çà-
ìåòèë, ÷òî åñëè îòêðûòü ëþáûå äâà ñóíäóêà, òî ìîæíî ðàçëîæèòü ëåæà-
ùèå â íèõ ìîíåòû ïîðîâíó ïî ýòèì äâóì ñóíäóêàì. Ïîòîì îí çàìåòèë, ÷òî
åñëè îòêðûòü ëþáûå 3, èëè ëþáûå 4, . . . , èëè ëþáûå 76 ñóíäóêîâ, òî òîæå
ìîæíî òàê ïåðåëîæèòü ëåæàùèå â íèõ ìîíåòû, ÷òî âî âñåõ îòêðûòûõ ñóí-
äóêàõ ñòàíåò ïîðîâíó ìîíåò. Òóò åìó ïî÷óäèëñÿ ñòóê â äâåðü, è ñòàðûé
ñêðÿãà íå óñïåë ïðîâåðèòü, ìîæíî ëè ðàçëîæèòü âñå ìîíåòû ïîðîâíó ïî
âñåì 77 ñóíäóêàì. Ìîæíî ëè, íå çàãëÿäûâàÿ â ñóíäóêè, äàòü òî÷íûé îòâåò
íà ýòîò âîïðîñ?

Çàäà÷à 5.7.11. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2009.6.6) à) Ñêóïîé ðû-
öàðü õðàíèò çîëîòûå ìîíåòû â øåñòè ñóíäóêàõ. Îäíàæäû, ïåðåñ÷èòûâàÿ
èõ, îí çàìåòèë, ÷òî åñëè îòêðûòü ëþáûå äâà ñóíäóêà, òî ìîæíî ðàçëîæèòü
ëåæàùèå â íèõ ìîíåòû ïîðîâíó â ýòè äâà ñóíäóêà. Åù¼ îí çàìåòèë, ÷òî
åñëè îòêðûòü ëþáûå 3, 4 èëè 5 ñóíäóêîâ, òî òîæå ìîæíî ïåðåëîæèòü ëåæà-
ùèå â íèõ ìîíåòû òàêèì îáðàçîì, ÷òî âî âñåõ îòêðûòûõ ñóíäóêàõ ñòàíåò
ïîðîâíó ìîíåò. Òóò åìó ïî÷óäèëñÿ ñòóê â äâåðü, è ñòàðûé ñêðÿãà òàê è íå
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óçíàë, ìîæíî ëè ðàçëîæèòü âñå ìîíåòû ïîðîâíó ïî âñåì øåñòè ñóíäóêàì.
Ìîæíî ëè, íå çàãëÿäûâàÿ â çàâåòíûå ñóíäóêè, äàòü òî÷íûé îòâåò íà ýòîò
âîïðîñ?

á) À åñëè ñóíäóêîâ áûëî âîñåìü, à Ñêóïîé ðûöàðü ìîã ðàçëîæèòü ïîðîâíó
ìîíåòû, ëåæàùèå â ëþáûõ 2, 3, 4, 5, 6 èëè 7 ñóíäóêàõ?

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Çàäà÷à 5.19. Êàêèõ ÷èñåë áîëüøå ñðåäè âñåõ òð¼õçíà÷íûõ ÷èñåë: òåõ, ó
êîòîðûõ ñðåäíÿÿ öèôðà áîëüøå îáåèõ êðàéíèõ, èëè òåõ, ó êîòîðûõ ñðåä-
íÿÿ öèôðà ìåíüøå îáåèõ êðàéíèõ?

Çàäà÷à 5.20. Äëÿ èçáàâëåíèÿ îò ïðîêëÿòüÿ áîáðîâåäüìû ¼æèêó íóæíî
óçíàòü ñóììó âñåõ âîçìîæíûõ øåñòèçíà÷íûõ ÷èñåë, ñîñòîÿùèõ èç 1, 2, 3, 4.
Ïîìîãèòå ¼æèêó.
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8 Ïîäñ÷¼ò äâóìÿ ñïîñîáàìè

Ìàòåðèàë äëÿ ðàçáîðà íà çàíÿòèè

Â íåêîòîðûõ çàäà÷àõ ìîæíî ïîëó÷èòü íóæíîå óðàâíåíèå, åñëè âû÷èñëèòü
äâóìÿ ñïîñîáàìè îäíó è òó æå âåëè÷èíó. Òðóäíîñòü ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû
äîäóìàòüñÿ � êàêóþ èìåííî âåëè÷èíó ïîäñ÷èòûâàòü äâóìÿ ñïîñîáàìè (è
êàêèìè èìåííî!).

Çàäà÷à 5.8.1. Òðèäöàòü øêîëüíèêîâ, ñðåäè êîòîðûõ áûëè ñåìèêëàññíèêè
è âîñüìèêëàññíèêè îáìåíÿëèñü ðóêîïîæàòèÿìè. Ïðè ýòîì îêàçàëîñü, ÷òî
êàæäûé ñåìèêëàññíèê ïîæàë ðóêó âîñüìè âîñüìèêëàññíèêàì, à êàæäûé
âîñüìèêëàññíèê ïîæàë ðóêó ñåìè ñåìèêëàññíèêàì. Ñêîëüêî áûëî ñåìè-
êëàññíèêîâ è ñêîëüêî âîñüìèêëàññíèêîâ?

Ðåøåíèå. Ïóñòü x � ÷èñëî ñåìèêëàññíèêîâ, y � ÷èñëî âîñüìèêëàññíèêîâ;
òîãäà x + y = 30. Âòîðîå óðàâíåíèå ìû ïîëó÷èì, åñëè ïîäñ÷èòàåì äâóìÿ
ñïîñîáàìè îáùåå êîëè÷åñòâî ðóêîïîæàòèé. Ñ îäíîé ñòîðîíû, ÷èñëî ðóêî-
ïîæàòèé ðàâíî 8x, ïîñêîëüêó îò êàæäîãî ñåìèêëàññíèêà ¾èñõîäèò¿ 8 ðóêî-
ïîæàòèé. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ÷èñëî ðóêîïîæàòèé ðàâíî 7y, òàê êàê îò êàæ-
äîãî âîñüìèêëàññíèêà ¾èñõîäèò¿ 7 ðóêîïîæàòèé. Ñëåäîâàòåëüíî, 8x = 7y.
Ðåøàÿ ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé, íàõîäèì: x = 14, y = 16.

Çàäà÷à 5.8.2. (Òóðíèð èì. Ëîìîíîñîâà � 1985) Áûëî 7 ïóñòûõ ÿùèêîâ. Â
íåêîòîðûå èç íèõ ïîëîæèëè åù¼ ïî 7 ïóñòûõ ÿùèêîâ è ò. ä. Â èòîãå ñòàëî
10 íåïóñòûõ ÿùèêîâ. Ñêîëüêî âñåãî ñòàëî ÿùèêîâ?

Ðåøåíèå. Ïóñòü îáùåå êîëè÷åñòâî ÿùèêîâ ðàâíî x. Ïîäñ÷èòàåì ÷èñëî
ÿùèêîâ, êîòîðûå ëåæàò â êàêîì-òî äðóãîì ÿùèêå. Ñ îäíîé ñòîðîíû, îíî
ðàâíî x − 7, ïîñêîëüêó êàæäûé ÿùèê, êðîìå íà÷àëüíûõ ñåìè, ëåæèò â
êàêîì-òî äðóãîì. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èõ ÷èñëî ðàâíî 10 · 7 = 70, ïîñêîëü-
êó â êàæäîì èç 10 íåïóñòûõ ÿùèêîâ ëåæèò ðîâíî 7 (à íè â êàêîì ïóñòîì
ÿùèêå íå ëåæèò íè åäèíîãî). Çíà÷èò, x−7 = 70, îòêóäà x = 77. Ýòó çàäà÷ó
ìîæíî áûëî ðåøèòü è èíà÷å. Ïîñëå êàæäîãî óêëàäûâàíèÿ ñåìè ÿùèêîâ
â êàêîé-òî ÿùèê ÷èñëî íåïóñòûõ ÿùèêîâ óâåëè÷èâàåòñÿ íà 1. Èçíà÷àëüíî
òàêîâûõ áûëî 0, â êîíöå ñòàëî 10, çíà÷èò, ÷èñëî ÿùèêîâ óâåëè÷èëîñü íà
10 · 7 = 70, ò. å. x = 7 + 70 = 77.

Çàäà÷à 5.8.3. (Êîçëîâà) Ðèòà, Ëþáà è Âàðÿ ðåøàëè çàäà÷è. ×òîáû äåëî
øëî áûñòðåå, îíè êóïèëè êîíôåò è óñëîâèëèñü, ÷òî çà êàæäóþ ðåø¼ííóþ
çàäà÷ó äåâî÷êà, ðåøèâøàÿ å¼ ïåðâîé, ïîëó÷àåò ÷åòûðå êîíôåòû, ðåøèâ-
øàÿ âòîðîé � äâå, à ðåøèâøàÿ ïîñëåäíåé � îäíó. Äåâî÷êè ãîâîðÿò, ÷òî
êàæäàÿ èç íèõ ðåøèëà âñå çàäà÷è è ïîëó÷èëà 20 êîíôåò, ïðè÷¼ì îäíîâðå-
ìåííûõ ðåøåíèé íå áûëî. Ìîæåò ëè òàêîå áûòü?
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Ðåøåíèå. Ïîñëå ðåøåíèÿ êàæäîé çàäà÷è ñóììàðíîå ÷èñëî êîíôåò, îêàçû-
âàâøèõñÿ âî âëàäåíèè äåâî÷åê, óâåëè÷èâàëîñü íà 4 + 2 + 1 = 7, çíà÷èò,
èòîãîâîå ñóììàðíîå ÷èñëî èõ êîíôåò îáÿçàòåëüíî äîëæíî äåëèòüñÿ íà 7,
íî 20 · 3 = 60 íà 7 íå äåëèòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, äåâî÷êè îøèáëèñü.

Ñëåäóþùàÿ çàäà÷à ñâÿçàíà òàêæå ñ íåäàâíî ïðîéäåííûì ïðèíöèïîì êðàé-
íåãî.

Çàäà÷à 5.8.4. (Ðåãèîíàëüíûé ýòàï Âñåðîññèéñêîé îëèìïèàäû øêîëüíè-
êîâ � 1995.9.3) Êëåòêè êâàäðàòíîé òàáëèöû 15 × 15 ðàñêðàøåíû â êðàñ-
íûé, ñèíèé è çåë¼íûé öâåòà. Äîêàæèòå, ÷òî íàéä¼òñÿ ïî êðàéíåé ìåðå 2
ñòðîêè, â êîòîðûõ êëåòîê õîòÿ áû îäíîãî öâåòà ïîðîâíó.

Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ýòî áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî êëåòîê êàæ-
äîãî öâåòà â êàæäîé èç ñòðîê ðàçëè÷íîå êîëè÷åñòâî. Çíà÷èò, ìèíèìàëüíîå
÷èñëî êëåòîê ëþáîãî öâåòà áóäåò ðàâíî

0 + 1 + 2 + . . .+ 14 = 14 · 15 · 1
2
,

à âñåãî çàêðàøåííûõ êëåòîê òîãäà íå ìåíåå, ÷åì

14 · 15 · 1
2
· 3 = 21 · 15.

Îäíàêî æå âñåãî êëåòîê ðîâíî 15 · 15, ò. å. ìåíüøå. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâî-
ðå÷èå çàâåðøàåò ðåøåíèå çàäà÷è.

Íèæåïðèâåä¼ííàÿ çàäà÷à áóäåò çàòðàãèâàòü ïîìèìî ïðèíöèïà êðàéíåãî è
òåìû ýòîãî ðàçäåëà òàêæå åù¼ è ¾îöåíêó+ïðèìåð¿.

Çàäà÷à 5.8.5. (Ìîñêîâñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà � 2007.8.3) Â
ôóòáîëüíîì ÷åìïèîíàòå ó÷àñòâîâàëè 16 êîìàíä. Êàæäàÿ êîìàíäà ñûãðà-
ëà ñ êàæäîé ïî îäíîìó ðàçó, çà ïîáåäó äàâàëîñü 3 î÷êà, çà íè÷üþ 1 î÷êî,
çà ïîðàæåíèå 0. Íàçîâ¼ì êîìàíäó óñïåøíîé, åñëè îíà íàáðàëà õîòÿ áû ïî-
ëîâèíó îò íàèáîëüøåãî âîçìîæíîãî êîëè÷åñòâà î÷êîâ. Êàêîå íàèáîëüøåå
êîëè÷åñòâî óñïåøíûõ êîìàíä ìîãëî áûòü â òóðíèðå?

Ðåøåíèå. Äîïóñòèì, ÷òî âñå 16 êîìàíä ìîãëè îêàçàòüñÿ óñïåøíûìè. Ïî-
ñêîëüêó âñåãî êàæäàÿ èç êîìàíä èãðàåò ïî 15 èãð, ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå
÷èñëî î÷êîâ, êîòîðîå ìîæåò íàáðàòü îäíà êîìàíäà, ðàâíî 15 ·3 = 45, è ò. ê.
ìîæíî íàáðàòü ëèøü öåëîå ÷èñëî î÷êîâ, äëÿ óñïåøíîãî âûñòóïëåíèÿ èõ
äîëæíî áûòü íå ìåíåå 23. Òîãäà â ñóììå âñå êîìàíäû äîëæíû íàáðàòü ïî
ìåíüøåé ìåðå 16·23 î÷êà. Ïîïðîáóåì îöåíèòü îáùóþ ñóììó î÷êîâ, íàáðàí-
íûõ âñåìè êîìàíäàìè, èíà÷å. Â îäíîé ïàðòèè êîìàíäû â ñóììå íàáèðàþò
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2 èëè 3 î÷êà, ò. å. â ëþáîì ñëó÷àå íå áîëåå 3. Âñåãî ïàðòèé 16 · 15 · 12 , à,
çíà÷èò, è î÷êîâ íå áîëåå ÷åì

16 · 15 · 1
2
· 3 = 16 · 22,5,

òî åñòü, ìû ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ.

Ïðèìåð ñ 15 óñïåøíûìè êîìàíäàìè: êîìàíäà ïîä íîìåðîì 16 ïðîèãðûâàåò
âñå ñâîè ìàò÷è. Îñòàëüíûå êîìàíäû èãðàþò ñëåäóþùèì îáðàçîì: êîìàíäû
ñ ÷¼òíûìè íîìåðàìè âûèãðûâàþò ó êîìàíä ñ íå÷¼òíûìè, è íàîáîðîò. Òîãäà
êàæäàÿ èç íèõ âûèãðàåò 8 èç 15 èãð è îêàæåòñÿ óñïåøíîé.

Çàäàâàëüíèê

Çàäà÷à 5.8.6. (Êðóæîê ìàëîãî ìåõìàòà � 2015/2016.7ÁÁ.3) Ìîæíî ëè â
êëåòêè êâàäðàòà 10 × 10 ïîñòàâèòü íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî çâ¼çäî÷åê òàê,
÷òîáû â êàæäîì êâàäðàòå 2 × 2 áûëî ðîâíî äâå çâ¼çäî÷êè, à â êàæäîì
ïðÿìîóãîëüíèêå 3× 1 � ðîâíî îäíà çâ¼çäî÷êà?

Çàäà÷à 5.8.7. (Êðóæîê ìàëîãî ìåõìàòà � 2015/2016.7ÁÁ.4) Àðêàøà âû-
ðåçàë ìíîãî îäèíàêîâûõ êâàäðàòîâ è â âåðøèíàõ êàæäîãî èç íèõ â ïðîèç-
âîëüíîì ïîðÿäêå íàïèñàë ÷èñëà 1, 2, 3 è 4. Çàòåì Ñòåïàí ñëîæèë êâàäðàòû
â ñòîïêó è íàïèñàë ñóììó ÷èñåë, ïîïàâøèõ â êàæäûé èç ÷åòûð¼õ óãëîâ
ñòîïêè. Ìîæåò ëè îêàçàòüñÿ òàê, ÷òî â êàæäîì óãëó ñòîïêè ñóììà ðàâíà
à) 2015; á) 2016?

Çàäà÷à 5.8.8. (Òóðíèð èì. Ëîìîíîñîâà � 1978.1) à) Ìîæíî ëè çàíóìå-
ðîâàòü ð¼áðà êóáà ÷èñëàìè −6, −5, −4, −3, −2, −1, 1, 2, 3, 4, 5, 6 òàê,
÷òîáû äëÿ êàæäîé âåðøèíû êóáà ñóììà íîìåðîâ ð¼áåð, êîòîðûå â íåé
ñõîäÿòñÿ, áûëà îäèíàêîâîé? á) À ìîæíî ëè òàê æå çàíóìåðîâàòü ð¼áðà
êóáà íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè îò 1 äî 12?

Çàäà÷à 5.8.9. (Êðóæîê ìàëîãî ìåõìàòà � 2015/2016.7ÁÁ.6) Ìîæíî ëè
ðàññòàâèòü ïî êðóãó ñåìü öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë òàê, ÷òîáû ñóììà
êàêèõ-òî òð¼õ ðàñïîëîæåííûõ ïîäðÿä ÷èñåë áûëà ðàâíà 1, êàêèõ-òî òð¼õ
ïîäðÿä ðàñïîëîæåííûõ � 2, . . . , êàêèõ-òî òð¼õ ïîäðÿä ðàñïîëîæåííûõ �
7?

Çàäà÷à 5.8.10. (Êðóæîê ÂÌØ 57 øêîëû � 2005/2006.7.2) Êîâðîâàÿ äî-
ðîæêà ïîêðûâàåò ëåñòíèöó èç 9 ñòóïåíåê. Äëèíà è âûñîòà ëåñòíèöû ðàâíû
2 ìåòðàì. Õâàòèò ëè ýòîé êîâðîâîé äîðîæêè, ÷òîáû ïîêðûòü ëåñòíèöó èç
10 ñòóïåíåê äëèíîé è âûñîòîé 2 ìåòðà?

Çàäà÷à 5.8.11. (Êðóæîê ÌÖÍÌÎ � 2005/2006.7.1) Èãîðü çàêðàñèë â
êâàäðàòå 6× 6 íåñêîëüêî êëåòîê. Ïîñëå ýòîãî îêàçàëîñü, ÷òî âî âñåõ êâàä-
ðàòèêàõ 2 × 2 îäèíàêîâîå ÷èñëî çàêðàøåííûõ êëåòîê è âî âñåõ ïîëîñêàõ
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1×3 îäèíàêîâîå ÷èñëî çàêðàøåííûõ êëåòîê. Äîêàæèòå, ÷òî ñòàðàòåëüíûé
Èãîðü çàêðàñèë âñå êëåòêè.

Çàäà÷à 5.8.12. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1996.7.1) Ïî êðóãó ðàñ-
ñòàâëåíû öèôðû 1, 2, 3, . . . , 9 â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå. Êàæäûå òðè öèô-
ðû, ñòîÿùèå ïîäðÿä ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, îáðàçóþò òð¼õçíà÷íîå ÷èñëî. Íàé-
äèòå ñóììó âñåõ äåâÿòè òàêèõ ÷èñåë. Çàâèñèò ëè îíà îò ïîðÿäêà, â êîòîðîì
çàïèñàíû öèôðû?

Çàäà÷à 5.8.13. (Ìîñêîâñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà � 1992.8.3) Êàæ-
äûé ó÷àñòíèê äâóõäíåâíîé îëèìïèàäû â ïåðâûé äåíü ðåøèë ñòîëüêî æå
çàäà÷, ñêîëüêî âñå îñòàëüíûå â ñóììå � âî âòîðîé äåíü. Äîêàæèòå, ÷òî
âñå ó÷àñòíèêè ðåøèëè ïîðîâíó çàäà÷.

Çàäà÷à 5.8.14. (Ìóíèöèïàëüíûé ýòàï Âñåðîññèéñêîé îëèìïèàäû øêîëü-
íèêîâ (Ìîñêâà) � 2008.7.1) Ìîæíî ëè â êðóæî÷êè íà ïÿòèêîíå÷íîé çâåçäå
(íà ðèñóíêå íèæå) ðàññòàâèòü 4 åäèíèöû, 3 äâîéêè è 3 òðîéêè òàê, ÷òîáû
ñóììû ÷åòûð¼õ ÷èñåë, ñòîÿùèõ íà êàæäîé èç ïÿòè ïðÿìûõ, áûëè ðàâíû?

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Çàäà÷à 5.21. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2010.7.9) Ñåòü àâòîáóñíûõ ìàðøðóòîâ â ïðèãîðîäå Àìñòåðäàìà
óñòðîåíà òàê, ÷òî:

à) íà êàæäîì ìàðøðóòå åñòü ðîâíî òðè îñòàíîâêè, ñ÷èòàÿ îáå êîíå÷íûå;

á) êàæäûå äâà ìàðøðóòà ëèáî âîâñå íå èìåþò îáùèõ îñòàíîâîê, ëèáî èìå-
þò òîëüêî îäíó îáùóþ îñòàíîâêó.

Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ìàðøðóòîâ ìîæåò áûòü â ýòîì ïðèãîðîäå,
åñëè â í¼ì âñåãî 9 îñòàíîâîê?

Çàäà÷à 5.22. Äàíî 25 ÷èñåë. Ñóììà ëþáûõ ÷åòûð¼õ èç íèõ ïîëîæèòåëü-
íà. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà èõ âñåõ òîæå ïîëîæèòåëüíà.
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9 Îöåíêà + ïðèìåð

Ìàòåðèàë äëÿ ðàçáîðà íà çàíÿòèè

Äàííàÿ òåìà ñòîèò íåêîòîðûì ¾îñîáíÿêîì¿ â îëèìïèàäíîé ìàòåìàòèêå:
ïî ñóòè, ýòî äàæå íå îòäåëüíàÿ òåìà � çàäà÷à íà ïðàêòè÷åñêè ëþáóþ òåìó
ìîæåò áûòü íà îöåíêó + ïðèìåð.

Îáíàðóæèòü äàííóþ òåìó ïîìîãóò ñëîâà ¾íàèáîëüøåå¿ èëè ¾íàèìåíüøåå¿
â óñëîâèè çàäà÷è. Íàïðèìåð, çàäà÷à ìîæåò áûòü òàêîãî òèïà: íàéäèòå íàè-
áîëüøåå ÷èñëî, êîòîðîå îáëàäàåò çàäàííûì ñâîéñòâîì. ×òî ïîäðàçóìåâàåò
ðåøåíèå òàêîé çàäà÷è? Çà÷àñòóþ ïðèõîäèòñÿ âèäåòü ðåøåíèÿ ïîäîáíîãî
òèïà: ¾ýòî ÷èñëî ïîäõîäèò¿, äàëåå èä¼ò äîêàçàòåëüñòâî, ÷òî îíî ïîäõîäèò,
è íà ýòîì ðåøåíèå çàêàí÷èâàåòñÿ. Íî òðåáîâàëîñü íàéòè èìåííî íàèáîëü-
øåå ÷èñëî, à íå ëþáîå ïîäõîäÿùåå. Ïðèâåä¼ííàÿ ÷àñòü ðåøåíèÿ íàçûâà-
åòñÿ ïðèìåðîì. Íî òðåáóåòñÿ òàêæå äîêàçàòü è îöåíêó, ÷òî äàííîå ÷èñëî
äåéñòâèòåëüíî íàèáîëüøåå. Îáû÷íî ïî êðèòåðèÿì çà ïðèìåð ñòàâÿò ìåíåå
ïîëîâèíû áàëëîâ, íî ÷åëîâåê óæå äóìàåò, ÷òî ðåøèë çàäà÷ó, è ïåðåõîäèò
ê ñëåäóþùåé, ïîòåðÿâ îñòàëüíûå áàëëû.

Ãîðàçäî îáèäíåå îáðàòíàÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà áûëà äîêàçàíà îöåíêà, à ïðèìåð
÷åëîâåê ñ÷¼ë î÷åâèäíûì è âîîáùå íå ñòàë ïðî íåãî ïèñàòü. Ê ñîæàëåíèþ,
ïî êðèòåðèÿì âûñòàâëåíèÿ îöåíîê ïðîâåðÿþùèé íå ìîæåò ïîñòàâèòü çà
òàêîå ðåøåíèå ïîëíûé áàëë.

Çàäà÷à 5.9.1. Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî òð¼õêëåòî÷íûõ óãîëêîâ ìîæíî
âûðåçàòü èç êëåò÷àòîãî êâàäðàòà 8× 8?

Ðåøåíèå. Îöåíêà. Â êâàäðàòå 64 êëåòêè. Ïîýòîìó âûðåçàòü 22 è áîëåå
óãîëêîâ íå ïîëó÷èòñÿ: âåäü òîãäà ñóììàðíîå ÷èñëî êëåòîê â íèõ áóäåò íå
ìåíüøå 22 · 3 = 66. Çíà÷èò, ÷èñëî óãîëêîâ íå áîëüøå 21.

Ïðèìåð. Âûðåçàòü 21 óãîëîê ìîæíî � ïðèìåð ïðèâåä¼í íà ðèñóíêå íèæå.
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Ñëåäîâàòåëüíî, íàèáîëüøåå âîçìîæíîå êîëè÷åñòâî óãîëêîâ ðàâíî 21. Ëî-
ãèêà ðàññóæäåíèÿ ÿñíà: ìû ïîêàçàëè, ÷òî êîëè÷åñòâî óãîëêîâ íå ïðåâîñ-
õîäèò ÷èñëà 21 (îöåíêà) è èíîãäà åìó ðàâíî (ïðèìåð). Çíà÷èò, 21 è åñòü
ìàêñèìóì ÷èñëà óãîëêîâ.

Çàäà÷à 5.9.2. (Êðóæîê ÂÌØ 57 øêîëû � 2005/2006.7) Êàêîå íàèáîëü-
øåå ÷èñëî ïîëåé íà äîñêå 8×8 ìîæíî çàêðàñèòü â ÷¼ðíûé öâåò òàê, ÷òîáû
â êàæäîì óãîëêå èç òð¼õ ïîëåé áûëî ïî êðàéíåé ìåðå îäíî íåçàêðàøåííîå
ïîëå?

Ðåøåíèå. Îöåíêà. Ðàçîáü¼ì äîñêó íà 16 êâàäðàòèêîâ ðàçìåðîì 2 × 2.
Çàìåòèì, ÷òî â êàæäîì èç ïîëó÷èâøèõñÿ êâàäðàòèêîâ ìû ìîæåì çàêðà-
ñèòü íå áîëåå äâóõ ïîëåé (÷òîáû íå ïîëó÷èëîñü ÷¼ðíûõ óãîëêîâ). Ïîýòîìó
îáùåå êîëè÷åñòâî çàêðàøåííûõ êâàäðàòèêîâ íå ïðåâûøàåò 2 · 16 = 32.

Ïðèìåð. Ðàñêðàñèì øàõìàòíóþ äîñêó ïîëîñêàìè ïîñòðî÷íî: 4 · 8 = 32.
Èëè ñàìà ïî ñåáå øàõìàòíàÿ ðàñêðàñêà áóäåò òàêæå ñîäåðæàòü 32 çàêðà-
øåííûõ êâàäðàòèêà.

Çàäà÷à 5.9.3. Êàêèì íàèìåíüøèì ÷èñëîì ìîíåò â 3 è 5 êîïååê ìîæíî
íàáðàòü ñóììó 37 êîïååê?

Ðåøåíèå. Åñëè ÷èñëî ìîíåò íå ïðåâîñõîäèò ñåìè, òî ñóììà îêàæåòñÿ íå áî-
ëåå 7·5 = 35 êîïååê. Ïîýòîìó ñåìè è ìåíåå ìîíåò íàì íå õâàòèò. Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî ìîíåò âîñåìü. Âñå îíè íå ìîãóò áûòü ïÿòèêîïåå÷íûìè (8·5 = 40).
Ñåìü ïÿòèêîïåå÷íûõ ìîíåò è îäíà òð¼õêîïåå÷íàÿ äàþò â ñóììå 38 êîïååê.
Åñëè æå ïÿòèêîïåå÷íûõ ìîíåò íå áîëåå øåñòè, òî ñóììà íå ïðåâîñõîäèò
6 ·5+2 ·3 = 36 êîïååê. Çíà÷èò, âîñåìüþ ìîíåòàìè íàáðàòü 37 êîïååê òàêæå
íå ïîëó÷àåòñÿ. Èòàê, ìîíåò äîëæíî áûòü íå ìåíåå äåâÿòè. Ïðèâåä¼ì ïðè-
ìåð ïîäõîäÿùåãî íàáîðà èç äåâÿòè ìîíåò: ïÿòü ïÿòèêîïåå÷íûõ è ÷åòûðå
òð¼õêîïåå÷íûõ

5 · 5 + 4 · 3 = 37.

Ñëåäîâàòåëüíî, íàèìåíüøåå âîçìîæíîå ÷èñëî ìîíåò ðàâíî äåâÿòè.

Îáðàòèòå âíèìàíèå: âû íèêîìó íå îáÿçàíû îáúÿñíÿòü, êàê âû äîäóìàëèñü
äî ïðèìåðà! Ïðè çàïèñè ðåøåíèÿ ïðèìåð äîñòàòî÷íî ïðîñòî ïðèâåñòè (è
ïîêàçàòü, åñëè ýòî íåî÷åâèäíî, ÷òî îí ïîäõîäèò). Îïèñûâàòü, èç êàêèõ
ñîîáðàæåíèé âàø ïðèìåð ïîñòðîåí, íå íóæíî.

Çàäà÷à 5.9.4. (Êðóæîê ìàëîãî ìåõìàòà � 2012/2013) Â ïðóä ïóñòèëè
30 ùóê, êîòîðûå ñòàëè êóøàòü äðóã äðóãà. Ùóêà ñ÷èòàåòñÿ ñûòîé, åñëè
îíà ñúåëà õîòÿ áû òð¼õ ùóê. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ùóê ìîãëî
íàñûòèòüñÿ, åñëè ñúåäåííûå ñûòûå ùóêè ïðè ïîäñ÷¼òå òîæå ó÷èòûâàþòñÿ?
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Ðåøåíèå. Îöåíêà. Å¼ ìîæíî äàòü ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè.

Îïèñàòåëüíûé ïîäõîä ê îöåíêå. Çàìåòèì, ÷òî åñëè ñûòûìè îêàçàëèñü 10
èëè áîëüøå ùóê, òî áóäóò ñúåäåíû 30 è áîëåå ùóê � òî åñòü âîîáùå âñå
èìåþùèåñÿ ùóêè, ÷åãî áûòü íå ìîæåò (åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ñàìó ñåáÿ
ùóêà ñúåñòü íå ñìîæåò � ÷òî âïîëíå î÷åâèäíî).

Ôîðìàëüíî-àíàëèòè÷åñêèé ïîäõîä ê îöåíêå. Ïóñòü îêàçàëèñü ñûòûìè a
ùóê. Òîãäà îíè âìåñòå ñúåëè 3a èëè áîëåå ùóê. Òàê êàê êàæäàÿ ùóêà
íå ìîæåò áûòü ñúåäåíà äâàæäû, à â êîíöå îñòàíåòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå
îäíà ùóêà, î÷åâèäíî ñîîòíîøåíèå 3a < 30. Îòñþäà a < 10 � òî åñòü
ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå êîëè÷åñòâî � 9.

Ïðèìåð. Åãî òàêæå ìîæíî ïðèâåñòè ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè.

Îïèñàòåëüíî. Ïðèâåä¼ì ïðèìåð, ïðè êîòîðîì ðîâíî 9 ùóê îêàçàëèñü ñû-
òûìè. Îáîçíà÷èì ùóê-êàííèáàëîâ ÷åðåç a1; a2; . . . ; an. Ñíà÷àëà íàñûùà-
þòñÿ 7 ùóê (a1; . . . ; a7), ñúåäàÿ 21 ùóêó (a8; . . . ; a28) � êàæäàÿ ñúåëà ïî
3 ùóêè. Îñòà¼òñÿ 9 ùóê � 7 óæå ñûòûõ (a1; . . . ; a7) è 2 åù¼ ãîëîäíûõ
(a29; a30). Äâå åù¼ ãîëîäíûå (a29 è a30) íàñûùàþòñÿ, ñúåâ 6 ñûòûõ ùóê
(a1; . . . ; a6).

Ãðàôè÷åñêè. Êðóæêàìè íà ðèñóíêå íèæå îòìå÷åíû íàñûòèâøèåñÿ ùóêè,
êðåñòèêàìè � îñòàâøèåñÿ ãîëîäíûìè.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21

1 2 3 4 5 6 7

29 30

Çàäà÷à 5.9.5. (Îëèìïèàäà Çèìíåé îëèìïèàäíîé øêîëû ÌÔÒÈ 2018,
þíèîðû, çàäà÷à 3) Â ðÿä ñòîÿò 150 öâåòî÷íûõ ãîðøêîâ, â íåêîòîðûõ èç
íèõ ðàñò¼ò ïî ðàñòåíèþ. Ñðåäè ëþáûõ òð¼õ ïîäðÿä èäóùèõ ãîðøêîâ õîòÿ
áû â îäíîì åñòü ðàñòåíèå. Çîìáè ïðîø¼ë âäîëü ðÿäà è ñúåë íåêîòîðûå
ðàñòåíèÿ, òàê ÷òî òåïåðü ñðåäè ëþáûõ ïÿòè èäóùèõ ïîäðÿä ãîðøêîâ íå
áîëåå îäíîãî ðàñòåíèÿ. Êàêîå ìèíèìàëüíîå ÷èñëî ðàñòåíèé îí ìîã ñúåñòü?

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì 2 ïîñëåäîâàòåëüíûõ ãîðøêà ñ öâåòêîì: ìåæäó íè-
ìè ñòîÿò íå áîëåå ÷åì 2 ïóñòûõ ãîðøêà, çíà÷èò, îäèí èç íèõ (òåõ, ÷òî ñ
öâåòêîì) òî÷íî îïóñòîøàò. Òî åñòü, âñåãî áóäåò ñúåäåíî íå ìåíåå ïîëîâèíû

290



îáùåãî ÷èñëà ðàñòåíèé â ñëó÷àå, åñëè îíî ÷¼òíî, è ïîëîâèíû îáùåãî ÷èñëà
ðàñòåíèé, óìåíüøåííîãî íà åäèíèöó, â ñëó÷àå, åñëè îíî íå÷¼òíî. Ðàçîáü¼ì
150 íàøèõ ãîðøêîâ íà 50 ïîñëåäîâàòåëüíûõ òðîåê. ßñíî, ÷òî â êàæäîé èç
íèõ íå ìåíåå îäíîãî ãîðøêà ñ öâåòêîì, çíà÷èò, âñåãî òàêîâûõ íå ìåíåå 50,
è áóäåò ñúåäåíî íå ìåíåå 25 ðàñòåíèé.

Ïðèìåð, ïðè êîòîðîì ìîæåò áûòü ñúåäåíî ðîâíî 25 ðàñòåíèé, òàêîâ: ïðåæ-
äå ðàñòåíèÿ ðàñïîëàãàþòñÿ íà íîìåðàõ, äåëÿùèõñÿ íà 3, ò. å.: 3, 6, 9, 12, . . . ,
à çàòåì çîìáè ñúåäàåò ðàñòåíèÿ ñ íîìåðàìè, äåëÿùèìèñÿ íà 6. Ëåãêî ïî-
íÿòü, ÷òî äàííûé ïðèìåð ñîîòâåòñòâóåò óñëîâèþ, è â í¼ì äåéñòâèòåëüíî
ñúåäàåòñÿ ðîâíî 25 ðàñòåíèé.

Òàêæå, êàê è â çàäà÷àõ íà èãðû, òóò ñëåäóåò èçáåãàòü ïîíÿòèÿ ¾ëó÷øèé
ñëó÷àé¿ � íåâîçìîæíî îáúÿñíèòü, ÷òî îçíà÷àåò ýòî ñëîâîñî÷åòàíèå. Îáû÷-
íî íà ïðîñüáó îáúÿñíèòü, ÷òî æå îçíà÷àåò ýòîò ëó÷øèé ñëó÷àé, ñëåäóåò
îòâåò: ¾íó ýòî î÷åâèäíî¿. Òàêîé îòâåò íèêîãî íå óäîâëåòâîðèò.

Ïðîèëëþñòðèðóåì ýòî ïðèìåðîì ðåøåíèÿ òîëüêî ÷òî ïðèâåä¼ííîé çàäà-
÷è. Îäèí èç ñîàâòîðîâ äàííîé êíèãè, áóäó÷è ÷ëåíîì æþðè îëèìïèàäû,
ïðîõîäèâøåé â óñòíîì ôîðìàòå, íà êîòîðîé áûëà äàíà ýòà çàäà÷à, ñòîëê-
íóëñÿ ñ ðàññóæäåíèåì îäíîãî èç øêîëüíèêîâ, íà÷èíàþùèìñÿ ñëåäóþùè-
ìè ñëîâàìè: ¾×åì ìåíüøå èçíà÷àëüíî ðàññòàâëåíî ðàñòåíèé, òåì ìåíüøå
ðàñòåíèé çîìáè ñúåñò¿ � ýòî è åñòü ïîïûòêà ïåðåéòè îò îáùåãî ñëó÷àÿ
ê ¾ëó÷øåìó¿. Ðàçóìååòñÿ, ýòî óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ íåâåðíûì, ïîñêîëü-
êó â í¼ì íå ãîâîðèòñÿ, ÷òî çîìáè áóäåò ïûòàòüñÿ åñòü êàê ìîæíî ìåíüøå
ðàñòåíèé. À ïåðåéäÿ ê ¾ëó÷øåìó ñëó÷àþ¿ ñ 50 ïîñàæåííûìè ðàñòåíèÿ-
ìè, ó÷àñòíèê ïîêàçàë, ÷òî ïðè ðàññòàíîâêàõ 1, 4, 7, 10, . . . ; 2, 5, 8, 11, . . . ;
3, 6, 9, 12, . . . ñúåñòü ìåíåå 25 ðàñòåíèé íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì. Íî
ïîñêîëüêó äàííûå âàðèàíòû ðàññòàíîâîê 50 ðàñòåíèé íå ÿâëÿþòñÿ èñ÷åð-
ïûâàþùèìè (âñåãî èõ ñòîëüêî, ÷òî âûïèñàòü èõ âñå, âîñïîëüçîâàâøèñü
íàïðÿìóþ ïîëíûì ïåðåáîðîì, íå õâàòèò âðåìåíè îëèìïèàäû), ýòî íè÷åãî
íå äîêàçûâàåò äàæå äëÿ äàííîãî ¾ëó÷øåãî ñëó÷àÿ¿.

Ñòîèò òàêæå çàìåòèòü, ÷òî ðàññìîòðåíèå êàêèõ-ëèáî ¾ëó÷øèõ ñëó÷àåâ¿
ìîæåò áûòü äîâîëüíî ïîëåçíûì ïðè ïîèñêå ïðèìåðà, ýòîãî ïîíÿòèÿ ñòîèò
îïàñàòüñÿ ëèøü ïðè äîêàçàòåëüñòâå îöåíêè.

Çàäà÷à 5.9.6. (Øêîëüíûé ýòàï Âñåðîññèéñêîé îëèìïèàäû øêîëüíèêîâ �
2015.8.1) Âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, ñóììà öèôð â çàïèñè êîòîðûõ äåëèòñÿ íà
5, âûïèñûâàþò â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ: 5, 14, 19, 23, 28, 32, . . . ×åìó ðàâíà
ñàìàÿ ìàëåíüêàÿ ðàçíîñòü ìåæäó ñîñåäíèìè ÷èñëàìè â ýòîì ðÿäó?

Ðåøåíèå. Åñëè ìåæäó äâóìÿ ñîñåäíèìè ÷èñëàìè ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
íåò ïåðåõîäà ðàçðÿäà, òî ðàçíîñòü ïðîñòî áóäåò ðàâíà 5. Ïðè ïåðåõîäå ðàç-
ðÿäà 9 ïðåâðàùàåòñÿ â 0, à ñëåäóþùèé ðàçðÿä óâåëè÷èâàåòñÿ íà 1. Òî åñòü,
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ñóììà öèôð óìåíüøàåòñÿ íà 8, ïðè ïåðåõîäå äâóõ ïîñëåäíèõ � óìåíüøà-
åòñÿ íà 17, è òàê äàëåå. Ïåðåáðàâ íåìíîãî äàëüøå, ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî
ïðè ïåðåõîäå 4 ïîñëåäíèõ ðàçðÿäîâ ñóììà óìåíüøàåòñÿ íà 35, ò. å. ìîæíî
ïîäîáðàòü òàêèõ 2 ïîñëåäîâàòåëüíûõ ÷èñëà, ÷òî ñóììà öèôð äåëèëàñü áû
íà 5 ó îáîèõ, íàïðèìåð, 49999 è 50000. Ýòî ïðèìåð äëÿ ðàçíîñòè â 1. Ñî-
âåðøåííî ÿñíî, ÷òî ìåíüøå ðàçíîñòü áûòü íå ìîæåò � èñêëþ÷èòåëüíàÿ
çàäà÷à, ãäå ïðèìåð îêàçàëñÿ ãîðàçäî ñëîæíåå îöåíêè.

Çàäàâàëüíèê

Çàäà÷à 5.9.7. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2008.6.2) Çàé÷èõà êóïèëà
äëÿ ñâîèõ ñåìåðûõ çàé÷àò ñåìü áàðàáàíîâ ðàçíûõ ðàçìåðîâ è ñåìü ïàð ïà-
ëî÷åê ðàçíîé äëèíû. Åñëè çàé÷îíîê âèäèò, ÷òî ó íåãî è áàðàáàí áîëüøå,
è ïàëî÷êè äëèííåå, ÷åì ó êîãî-òî èç áðàòüåâ, îí íà÷èíàåò ãðîìêî áàðàáà-
íèòü. Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî çàé÷àò ñìîæåò íà÷àòü áàðàáàíèòü?

Çàäà÷à 5.9.8. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1997.7.2) Â Ìåêñèêå ýêî-
ëîãè äîáèëèñü ïðèíÿòèÿ çàêîíà, ïî êîòîðîìó êàæäûé àâòîìîáèëü õîòÿ áû
îäèí äåíü â íåäåëþ íå äîëæåí åçäèòü (âëàäåëåö ñîîáùàåò ïîëèöèè íîìåð
àâòîìîáèëÿ è ¾âûõîäíîé¿ äåíü íåäåëè ýòîãî àâòîìîáèëÿ). Â íåêîòîðîé ñå-
ìüå âñå âçðîñëûå æåëàþò åçäèòü åæåäíåâíî (êàæäûé � ïî ñâîèì äåëàì!).
Ñêîëüêî àâòîìîáèëåé (êàê ìèíèìóì) äîëæíî áûòü â ñåìüå, åñëè âçðîñëûõ
â íåé à) 5 ÷åëîâåê; á) 8 ÷åëîâåê?

Çàäà÷à 5.9.9. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2016.6.3) Ðàâíîñòîðîííèé
òðåóãîëüíèê ñî ñòîðîíîé 8 ðàçäåëèëè íà ðàâíîñòîðîííèå òðåóãîëüíè÷êè
ñî ñòîðîíîé 1 (íà ðèñóíêå íèæå). Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî òðåóãîëü-
íè÷êîâ íàäî çàêðàñèòü, ÷òîáû âñå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ëèíèé (â òîì ÷èñëå
è òå, ÷òî ïî êðàÿì) áûëè âåðøèíàìè õîòÿ áû îäíîãî çàêðàøåííîãî òðå-
óãîëüíè÷êà?

Çàäà÷à 5.9.10. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1990.5.3) Ñîðîê âîñåìü
êóçíåöîâ äîëæíû ïîäêîâàòü 60 ëîøàäåé. Êàêîå íàèìåíüøåå âðåìÿ îíè
çàòðàòÿò íà ðàáîòó, åñëè êàæäûé êóçíåö òðàòèò íà îäíó ïîäêîâó ïÿòü
ìèíóò? (Ëîøàäü íå ìîæåò ñòîÿòü íà äâóõ íîãàõ.)
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Çàäà÷à 5.9.11. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2005.7.4) Êàðêàñ êóáà ñ ð¼áðàìè äëèíû 1 íàìàçàí ì¼äîì. Â
âåðøèíå êóáà íàõîäèòñÿ æóê. Êàêîé ìèíèìàëüíûé ïóòü îí äîëæåí ïðî-
ïîëçòè, ÷òîáû ñúåñòü âåñü ì¼ä?

Çàäà÷à 5.9.12. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2015.6.5) Îáåçüÿíà ñòà-
íîâèòñÿ ñ÷àñòëèâîé, êîãäà ñúåäàåò òðè ðàçíûõ ôðóêòà. Êàêîå íàèáîëüøåå
êîëè÷åñòâî îáåçüÿí ìîæíî îñ÷àñòëèâèòü, èìåÿ 20 ãðóø, 30 áàíàíîâ, 40
ïåðñèêîâ è 50 ìàíäàðèíîâ? Îáîñíóéòå ñâîé îòâåò.

Çàäà÷à 5.9.13. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2014.6.5) Ìàìà èñïåêëà
ïèðîæêè � òðè ñ ðèñîì, òðè ñ êàïóñòîé è îäèí ñ âèøíåé � è âûëîæèëà
èõ íà áëþäî ïî êðóãó (íà ðèñóíêå íèæå). Ïîòîì ïîñòàâèëà áëþäî â ìèê-
ðîâîëíîâêó ïîäîãðåòü. Íà âèä âñå ïèðîæêè îäèíàêîâûå. Ìàøà çíàåò, êàê
îíè ëåæàëè, íî íå çíàåò, êàê ïîâåðíóëîñü áëþäî. Îíà õî÷åò ñúåñòü ïè-
ðîæîê ñ âèøíåé, à îñòàëüíûå ñ÷èòàåò íåâêóñíûìè. Êàê Ìàøå íàâåðíÿêà
äîáèòüñÿ ýòîãî, íàäêóñèâ êàê ìîæíî ìåíüøå íåâêóñíûõ ïèðîæêîâ?
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Çàäà÷à 5.9.14. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2006.6.5) Äåä çâàë âíóêà
ê ñåáå â äåðåâíþ: ¾Âîò ïîñìîòðèøü, êàêîé ÿ íåîáûêíîâåííûé ñàä ïîñàäèë!
Ó ìåíÿ òàì ðàñò¼ò ÷åòûðå ãðóøè, à åù¼ åñòü ÿáëîíè, ïðè÷¼ì îíè ïîñàæå-
íû òàê, ÷òî íà ðàññòîÿíèè 10 ìåòðîâ îò êàæäîé ÿáëîíè ðàñò¼ò ðîâíî äâå
ãðóøè¿. ¾Íó è ÷òî òóò èíòåðåñíîãî, � îòâåòèë âíóê. � Ó òåáÿ âñåãî äâå
ÿáëîíè¿. ¾À âîò è íå óãàäàë, � óëûáíóëñÿ äåä. � ßáëîíü ó ìåíÿ â ñàäó
áîëüøå, ÷åì ãðóø¿. Íàðèñóéòå, êàê ìîãëè ðàñòè ÿáëîíè è ãðóøè â ñàäó
ó äåäà. Ïîñòàðàéòåñü ðàçìåñòèòü íà ðèñóíêå êàê ìîæíî áîëüøå ÿáëîíü,
íå íàðóøàÿ óñëîâèé. Åñëè Âû äóìàåòå, ÷òî ðàçìåñòèëè ìàêñèìàëüíî âîç-
ìîæíîå ÷èñëî ÿáëîíü, ïîïðîáóéòå îáúÿñíèòü, ïî÷åìó ýòî òàê.

Çàäà÷à 5.9.15. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2009.6.5) Ëþáîçíàòåëü-
íûé òóðèñò õî÷åò ïðîãóëÿòüñÿ ïî óëèöàì Ñòàðîãî ãîðîäà îò âîêçàëà (òî÷êà
A íà ïëàíå) äî ñâîåãî îòåëÿ (òî÷êà B). Òóðèñò õî÷åò, ÷òîáû åãî ìàðøðóò
áûë êàê ìîæíî äëèííåå, íî äâàæäû îêàçûâàòüñÿ íà îäíîì è òîì æå ïåðå-
êðåñòêå åìó íåèíòåðåñíî, è îí òàê íå äåëàåò. Íàðèñóéòå íà ïëàíå ñàìûé
äëèííûé âîçìîæíûé ìàðøðóò è äîêàæèòå, ÷òî áîëåå äëèííîãî íåò.

293



A

B

Çàäà÷à 5.9.16. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2012.6.5) Çàìåíèòå â ðà-
âåíñòâå

ÏÈÐÎÃ = ÊÓÑÎÊ+ÊÓÑÎÊ+ÊÓÑÎÊ+ . . .+ÊÓÑÎÊ

îäèíàêîâûå áóêâû îäèíàêîâûìè öèôðàìè, à ðàçíûå � ðàçíûìè òàê, ÷òîáû
ðàâåíñòâî áûëî âåðíûì, à êîëè÷åñòâî ¾êóñêîâ ïèðîãà¿ áûëî áû íàèáîëü-
øèì èç âîçìîæíûõ.

Çàäà÷à 5.9.17. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2014.6.5) Íà êëåò÷àòîé äîñêå ðàçìåðîì 4× 4 Ïåòÿ çàêðàøèâàåò
íåñêîëüêî êëåòîê. Âàñÿ âûèãðàåò, åñëè ñìîæåò íàêðûòü âñå ýòè êëåòêè
íå ïåðåñåêàþùèìèñÿ è íå âûëåçàþùèìè çà ãðàíèöó êâàäðàòà óãîëêàìè
èç òð¼õ êëåòîê. Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî êëåòîê äîëæåí çàêðàñèòü
Ïåòÿ, ÷òîáû Âàñÿ íå âûèãðàë?

Çàäà÷à 5.9.18. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2013.6.6) Äëÿ èãðû â øëÿïó Íàäÿ õî÷åò ðàçðåçàòü ëèñò áóìàãè
íà 48 îäèíàêîâûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ. Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî ðàçðå-
çîâ åé ïðèä¼òñÿ ñäåëàòü, åñëè ëþáûå êóñêè áóìàãè ìîæíî ïåðåêëàäûâàòü,
íî íåëüçÿ ñãèáàòü, à Íàäÿ ñïîñîáíà ðåçàòü îäíîâðåìåííî ñêîëüêî óãîäíî
ñëî¼â áóìàãè? (Êàæäûé ðàçðåç � ïðÿìàÿ ëèíèÿ îò êðàÿ äî êðàÿ êóñêà.)

Çàäà÷à 5.9.19. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2015.6.6) Èç îäèíàêîâîãî êîëè÷åñòâà êâàäðàòîâ ñî ñòîðîíàìè 1,
2 è 3 ñîñòàâüòå êâàäðàò íàèìåíüøåãî âîçìîæíîãî ðàçìåðà.

Çàäà÷à 5.9.20. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2008.6.6) Íàéäèòå íàèáîëüøåå ÷èñëî öâåòîâ, â êîòîðûå ìîæíî
ïîêðàñèòü ð¼áðà êóáà (êàæäîå ðåáðî îäíèì öâåòîì) òàê, ÷òîáû äëÿ êàæ-
äîé ïàðû öâåòîâ íàøëèñü äâà ñîñåäíèõ ðåáðà, ïîêðàøåííûå â ýòè öâåòà.
(Ñîñåäíèìè ñ÷èòàþòñÿ ð¼áðà, èìåþùèå îáùóþ âåðøèíó.)

Çàäà÷à 5.9.21. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2006.6.6) Âûñòóïàÿ íà àðåíå ñ 10 ëüâàìè è 15 òèãðàìè, äðåñ-
ñèðîâùèê Ïàøà ïîòåðÿë íàä íèìè êîíòðîëü, è çâåðè íà÷àëè ïîæèðàòü
äðóã äðóãà. Ëåâ íàñûòèòñÿ, åñëè ñúåñò òð¼õ òèãðîâ, à òèãð � åñëè ñúåñò
äâóõ ëüâîâ. Îïðåäåëèòå, êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî õèùíèêîâ ìîãëî
íàñûòèòñÿ è êàê ýòî ìîãëî ïðîèçîéòè.

294



Çàäà÷à 5.9.22. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2013.6.6) Òðèäöàòü òðè
áîãàòûðÿ íàíÿëèñü îõðàíÿòü Ëóêîìîðüå çà 240 ìîíåò. Õèòðûé äÿäüêà ×åð-
íîìîð ìîæåò ðàçäåëèòü áîãàòûðåé íà îòðÿäû ïðîèçâîëüíîé ÷èñëåííîñòè
(èëè çàïèñàòü âñåõ â îäèí îòðÿä), à çàòåì ðàñïðåäåëèòü âñ¼ æàëîâàíüå
ìåæäó îòðÿäàìè. Êàæäûé îòðÿä äåëèò ñâîè ìîíåòû ïîðîâíó, à îñòàòîê
îòäà¼ò ×åðíîìîðó. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ìîíåò ìîæåò äîñòàòüñÿ
×åðíîìîðó, åñëè æàëîâàíüå ìåæäó îòðÿäàìè ×åðíîìîð ðàñïðåäåëÿåò: à)
êàê åìó óãîäíî; á) ïîðîâíó?

Çàäà÷à 5.9.23. (Òóðíèð Àðõèìåäà � 2012.5) Â ìåøêå ëåæàò çîëîòûå ìî-
íåòû � äóáëîíû, äóêàòû è ïèàñòðû, îäèíàêîâûå íà îùóïü. Åñëè èç ìåøêà
âûíóòü 10 ìîíåò, òî ñðåäè íèõ îáÿçàòåëüíî îêàæåòñÿ õîòÿ áû îäèí äóáëîí;
åñëè âûíóòü 9 ìîíåò, òî ñðåäè íèõ îáÿçàòåëüíî îêàæåòñÿ õîòÿ áû îäèí äó-
êàò; åñëè æå âûíóòü 8 ìîíåò, òî ñðåäè íèõ îáÿçàòåëüíî îêàæåòñÿ õîòÿ áû
îäèí ïèàñòð. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ìîíåò ìîãëî áûòü â ìåøêå?

Çàäà÷à 5.9.24. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2003.7.5) Â ÷åñòü ïðàçä-
íèêà 1% ñîëäàò â ïîëêó ïîëó÷èë íîâîå îáìóíäèðîâàíèå. Ñîëäàòû ðàññòàâ-
ëåíû â âèäå ïðÿìîóãîëüíèêà òàê, ÷òî ñîëäàòû â íîâîì îáìóíäèðîâàíèè
îêàçàëèñü íå ìåíåå ÷åì â 30% êîëîíí è íå ìåíåå ÷åì â 40% øåðåíã. Êàêîå
íàèìåíüøåå ÷èñëî ñîëäàò ìîãëî áûòü â ïîëêó?

Çàäà÷à 5.9.25. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2013.6.7) Â ïÿòü ãîðøî÷êîâ, ñòîÿùèõ â ðÿä, Êðîëèê íàëèë òðè
êèëîãðàììà ì¼äà (íå îáÿçàòåëüíî â êàæäûé è íå îáÿçàòåëüíî ïîðîâíó).
Âèííè�Ïóõ ìîæåò âçÿòü ëþáûå äâà ãîðøî÷êà, ñòîÿùèå ðÿäîì. Êàêîå íàè-
áîëüøåå êîëè÷åñòâî ì¼äà ñìîæåò ãàðàíòèðîâàííî ñúåñòü Âèííè�Ïóõ?

Çàäà÷à 5.9.26. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2012.6.7) Ïÿòèçíà÷íîå ÷èñëî íàçûâàåòñÿ íåðàçëîæèìûì, åñëè
îíî íå ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå äâóõ òð¼õçíà÷íûõ ÷èñåë. Êàêîå
íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî íåðàçëîæèìûõ ïÿòèçíà÷íûõ ÷èñåë ìîæåò èäòè
ïîäðÿä?

Çàäà÷à 5.9.27. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2002.6.7) Êàæäîå èç 50 èçäåëèé íóæíî ñíà÷àëà ïîêðàñèòü, à
ïîòîì óïàêîâàòü. Âðåìÿ îêðàñêè � 10 ìèíóò, óïàêîâêè � 20 ìèíóò. Ïî-
ñëå îêðàñêè äåòàëü äîëæíà 5 ìèíóò ñîõíóòü. Ñêîëüêî íåîáõîäèìî íàíÿòü
ìàëÿðîâ è ñêîëüêî óïàêîâùèêîâ, ÷òîáû âûïîëíèòü ðàáîòó â êðàò÷àéøåå
âðåìÿ, åñëè íåëüçÿ íàíèìàòü áîëåå 10 ÷åëîâåê?

Çàäà÷à 5.9.28. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2017.6.8;7.8) Â êàæäîé êëåòêå äîñêè ðàçìåðîì 5× 5 ñòîèò êðå-
ñòèê èëè íîëèê, ïðè÷¼ì íèêàêèå òðè êðåñòèêà íå ñòîÿò ïîäðÿä íè ïî ãîðè-
çîíòàëè, íè ïî âåðòèêàëè, íè ïî äèàãîíàëè. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî
êðåñòèêîâ ìîæåò áûòü íà äîñêå?
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Çàäà÷à 5.9.29. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2016.6.9) Â ìàãàçèíå ïðîäàþò êîðîáêè êîíôåò. Ñðåäè íèõ åñòü
íå ìåíåå ïÿòè êîðîáîê ðàçíîé öåíû (íèêàêèå äâå èç íèõ íå ñòîÿò îäèíà-
êîâî). Êàêèå áû äâå êîðîáêè íè êóïèë Âàñÿ, Ïåòÿ âñåãäà ñìîæåò òàêæå
êóïèòü äâå êîðîáêè, ïîòðàòèâ ñòîëüêî æå äåíåã. Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè-
÷åñòâî êîðîáîê êîíôåò äîëæíî áûòü â ïðîäàæå?

Çàäà÷à 5.9.30. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2012.6.9) Ïëàí äâîðöà øàõà � ýòî êâàäðàò ðàçìåðîì 6 × 6,
ðàçáèòûé íà êîìíàòû ðàçìåðîì 1 × 1. Â ñåðåäèíå êàæäîé ñòåíû ìåæäó
êîìíàòàìè åñòü äâåðü. Øàõ ñêàçàë ñâîåìó àðõèòåêòîðó: ¾Cëîìàé ÷àñòü
ñòåí òàê, ÷òîáû âñå êîìíàòû ñòàëè ðàçìåðîì 2 × 1, íîâûõ äâåðåé íå ïî-
ÿâèëîñü, à ïóòü ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ êîìíàòàìè ïðîõîäèë íå áîëåå, ÷åì
÷åðåç N äâåðåé¿. Êàêîå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå N äîëæåí íàçâàòü øàõ, ÷òî-
áû ïðèêàç ìîæíî áûëî âûïîëíèòü?

Çàäà÷à 5.9.31. (Òóðíèð Àðõèìåäà � 2014.6) Íåçíàéêà ïåðåñòàâèë öèôðû
â íåêîòîðîì ÷èñëå A è ïîëó÷èë ÷èñëî B. Çàòåì îí âû÷èñëèë ðàçíîñòü
A − B è ïîëó÷èë ïðè ýòîì ÷èñëî, çàïèñàííîå ñ ïîìîùüþ îäíèõ åäèíèö
(äðóãèå öèôðû íå èñïîëüçîâàëèñü). Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî ìîãëî ó íåãî
ïîëó÷èòüñÿ?

Çàäà÷à 5.9.32. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2005.7.6) Íà îñòðîâå
Íåâåçåíèÿ ñ íàñåëåíèåì 96 ÷åëîâåê ïðàâèòåëüñòâî ðåøèëî ïðîâåñòè ïÿòü
ðåôîðì. Êàæäîé ðåôîðìîé íåäîâîëüíà ðîâíî ïîëîâèíà âñåõ ãðàæäàí.
Ãðàæäàíèí âûõîäèò íà ìèòèíã, åñëè îí íåäîâîëåí áîëåå ÷åì ïîëîâèíîé
âñåõ ðåôîðì. Êàêîå ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ëþäåé ïðàâèòåëüñòâî ìîæåò îæè-
äàòü íà ìèòèíãå? (Ïðèâåäèòå ïðèìåð è äîêàæèòå, ÷òî áîëüøå íåëüçÿ.)

Çàäà÷à 5.9.33. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2008.7.6) Âàñÿ ïîñòîÿë
íåêîòîðîå âðåìÿ íà îñòàíîâêå. Çà ýòî âðåìÿ ïðîåõàë îäèí àâòîáóñ è äâà
òðàìâàÿ. ×åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ íà ýòó æå îñòàíîâêó ïðèø¼ëØïèîí. Ïîêà
îí òàì ñèäåë, ïðîåõàëî 10 àâòîáóñîâ. Êàêîå ìèíèìàëüíîå ÷èñëî òðàìâàåâ
ìîãëî ïðîåõàòü çà ýòî âðåìÿ? È àâòîáóñû, è òðàìâàè õîäÿò ñ ðàâíûìè
èíòåðâàëàìè, ïðè÷¼ì àâòîáóñû õîäÿò ñ èíòåðâàëîì 1 ÷àñ.

Çàäà÷à 5.9.34. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2012.7.6) Ïîáåäèâ Êî-
ùåÿ, ïîòðåáîâàë Èâàí çîëîòà, ÷òîáû âûêóïèòü Âàñèëèñó ó ðàçáîéíèêîâ.
Ïðèâ¼ë åãî Êîùåé â ïåùåðó è ñêàçàë:

¾Â ñóíäóêå ëåæàò çîëîòûå ñëèòêè. Íî ïðîñòî òàê èõ óíåñòè íåëüçÿ: îíè
çàêîëäîâàíû. Ïåðåëîæè ñåáå â ñóìó îäèí èëè íåñêîëüêî. Ïîòîì ÿ ïåðåëî-
æó èç ñóìû â ñóíäóê îäèí èëè íåñêîëüêî, íî îáÿçàòåëüíî äðóãîå ÷èñëî.
Òàê ìû áóäåì ïî î÷åðåäè ïåðåêëàäûâàòü èõ: òû â ñóìó, ÿ â ñóíäóê, êàæ-
äûé ðàç íîâîå ÷èñëî. Êîãäà íîâîå ïåðåêëàäûâàíèå ñòàíåò íåâîçìîæíûì,
ñìîæåøü óíåñòè ñâîþ ñóìó ñî ñëèòêàìè¿.
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Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî ñëèòêîâ ìîæåò óíåñòè Èâàí, êàê áû íè äåéñòâî-
âàë Êîùåé, åñëè â ñóíäóêå èñõîäíî ëåæèò à) 13; á) 14 çîëîòûõ ñëèòêîâ?
Êàê åìó ýòî ñäåëàòü?

Çàäà÷à 5.9.35. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2010.7.6) Ëåãêî ðàçìå-
ñòèòü êîìïëåêò êîðàáëåé äëÿ èãðû â ¾Ìîðñêîé áîé¿ íà äîñêå 10× 10 (íà
ðèñóíêå). À íà êàêîé íàèìåíüøåé êâàäðàòíîé äîñêå ìîæíî ðàçìåñòèòü
ýòîò êîìïëåêò? (Íàïîìíèì, ÷òî ñîãëàñíî ïðàâèëàì êîðàáëè íå äîëæíû
ñîïðèêàñàòüñÿ äàæå óãëàìè.)

Çàäà÷à 5.9.36. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2013.7.6) Ëèñà Àëèñà è
êîò Áàçèëèî âûðàñòèëè íà äåðåâå 20 ôàëüøèâûõ êóïþð è òåïåðü âïèñû-
âàþò â íèõ ñåìèçíà÷íûå íîìåðà. Íà êàæäîé êóïþðå åñòü 7 ïóñòûõ êëåòîê
äëÿ öèôð. Áàçèëèî íàçûâàåò ïî îäíîé öèôðå: ¾1¿ èëè ¾2¿ (äðóãèõ îí íå
çíàåò), à Àëèñà âïèñûâàåò íàçâàííóþ öèôðó â ëþáóþ ñâîáîäíóþ êëåòêó
ëþáîé êóïþðû è ïîêàçûâàåò ðåçóëüòàò Áàçèëèî. Êîãäà âñå êëåòêè çàïîë-
íåíû, Áàçèëèî áåð¼ò ñåáå êàê ìîæíî áîëüøå êóïþð ñ ðàçíûìè íîìåðàìè
(èç íåñêîëüêèõ ñ îäèíàêîâûì íîìåðîì îí áåð¼ò ëèøü îäíó), à îñòàòîê çà-
áèðàåò Àëèñà. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî êóïþð ìîæåò ïîëó÷èòü Áà-
çèëèî, êàê áû íè äåéñòâîâàëà Àëèñà?

Çàäà÷à 5.9.37. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2014.7.9) Íà îêðóæíîñòè îòìå÷åíû 2014 òî÷åê. Â îäíîé èç íèõ
ñèäèò êóçíå÷èê, êîòîðûé äåëàåò ïðûæêè ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå ëèáî íà 57
äåëåíèé, ëèáî íà 10. Èçâåñòíî, ÷òî îí ïîñåòèë âñå îòìå÷åííûå òî÷êè, ñäå-
ëàâ íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî ïðûæêîâ äëèíû 10. Êàêîå?

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Çàäà÷à 5.23. (Ìóíèöèïàëüíûé ýòàï Âñåðîññèéñêîé îëèìïèàäû øêîëüíè-
êîâ (Ìîñêâà) � 2008.7.3) Íîâîãîäíÿÿ ãèðëÿíäà, âèñÿùàÿ âäîëü øêîëüíîãî
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êîðèäîðà, ñîñòîèò èç êðàñíûõ è ñèíèõ ëàìïî÷åê. Ðÿäîì ñ êàæäîé êðàñíîé
ëàìïî÷êîé îáÿçàòåëüíî åñòü ñèíÿÿ. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî êðàñíûõ
ëàìïî÷åê ìîæåò áûòü â ãèðëÿíäå, åñëè âñåãî ëàìïî÷åê 50?

Çàäà÷à 5.24. Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî òð¼õêëåòî÷íûõ óãîëêîâ ìîæíî
âûðåçàòü èç êëåò÷àòîãî ïðÿìîóãîëüíèêà 5× 7?

Çàäà÷à 5.25. (Êðóæîê ìàëîãî ìåõìàòà � 2012/2013) Êàêîå íàèìåíüøåå
÷èñëî êëåòî÷åê íà äîñêå 8× 8 ìîæíî çàêðàñèòü â ÷¼ðíûé öâåò òàê, ÷òîáû
áûëà õîòÿ áû îäíà çàêðàøåííàÿ êëåòêà â ëþáîì êâàäðàòèêå 2× 2?
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10 Ðàçáîð çàäà÷ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøå-

íèÿ

Ëîãè÷åñêèå çàäà÷è

Çàäà÷à 5.1. Â ïîåçäå, â îäíîì êóïå, åõàëè àñòðîíîì, ïîýò, ïðîçàèê è äðà-
ìàòóðã. Èõ ôàìèëèè áûëè Àëåêñååâ, Áîðèñîâ, Êîíñòàíòèíîâ è Äìèòðèåâ.
Êàæäûé èç íèõ âçÿë ñ ñîáîé êíèãó, íàïèñàííóþ îäíèì èç ïàññàæèðîâ êó-
ïå. Àëåêñååâ è Áîðèñîâ ïîìåíÿëèñü êíèãàìè è óãëóáèëèñü â ÷òåíèå. Ïîýò
÷èòàë ïüåñó. Ïðîçàèê, î÷åíü ìîëîäîé ÷åëîâåê, âûïóñòèâøèé ñâîþ ïåðâóþ
êíèãó, ãîâîðèë, ÷òî îí íèêîãäà íè÷åãî íå ÷èòàåò ïî àñòðîíîìèè. Áîðèñîâ
âçÿë â äîðîãó îäíî èç ïðîèçâåäåíèé Äìèòðèåâà. Íèêòî èç ïàññàæèðîâ íå
áðàë â äîðîãó è íå ÷èòàë êíèã, íàïèñàííûõ èì ñàìèì. ×òî ÷èòàë êàæäûé
èç íèõ? Êòî êåì áûë?

Ðåøåíèå. Âíà÷àëå ñòîèò îïðåäåëèòü, êíèãè êàêèõ íàïðàâëåíèé ÷èòàëè
ëþäè êàêèõ ïðîôåññèé. Èç òîãî, ÷òî ïîýò ÷èòàåò ïüåñó, à ïðîçàèê íå
÷èòàåò êíèãè ïî àñòðîíîìèè, ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ òàáëèöó:

àñòð ïîýò ïðîç äðàì

äðàì

ïðîç

ïîýò

àñòð

+ − − −
− + − −
− − − +
− − + −

Çàìåòèëè ëè âû, ÷òî îáëàäàòåëè âñåõ ïðîôåññèé âûñòðîèëèñü â êðóã äðóã
çà äðóãîì? À èìåííî, åñëè èõ ðàñïîëîæèòü â ïîðÿäêå, êòî êîãî ÷èòàåò, òî
ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùàÿ êàðòèíà:

àñòð→ ïðîç→ ïîýò→ äðàì→ àñòð.

Ìîæíî çàìåòèòü åù¼ îäíó ïîäñêàçêó: Äìèòðèåâ íàïèñàë íåñêîëüêî ïðî-
èçâåäåíèé, à ïðîçàèê íàïèñàë ëèøü ïåðâóþ êíèãó. Åñëè Áîðèñîâ êóïèë â
äîðîãó îäíî èç ïðîèçâåäåíèé Äìèòðèåâà, à Àëåêñååâ è Áîðèñîâ ïîìåíÿ-
ëèñü êíèãàìè, òî Àëåêñååâ ÷èòàåò Äìèòðèåâà.

Åù¼ îäèí âûâîä ìîæíî ñäåëàòü èç ôàêòà, ÷òî Àëåêñååâ è Áîðèñîâ îáìå-
íÿëèñü êíèãàìè. Òàê êàê Àëåêñååâ íå èìåë ñâîþ êíèãó, òî ïîñëå îáìåíà
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Áîðèñîâ íå ìîã å¼ ïîëó÷èòü, òàê ÷òî Áîðèñîâ íå ÷èòàë Àëåêñååâà. À êîãî
æå îí ÷èòàë? Äìèòðèåâà óæå ÷èòàåò Àëåêñååâ, ñâîþ êíèãó Áîðèñîâ òîæå
íå ÷èòàåò, ñëåäîâàòåëüíî Áîðèñîâ ÷èòàåò Êîíñòàíòèíîâà.

Ìû ïîëó÷èëè ïîõîæóþ êàðòèíêó äëÿ ôàìèëèé:

Àëåêñååâ→ Äìèòðèåâ è Áîðèñîâ→ Êîíñòàíòèíîâ.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî Äìèòðèåâ � íå ïðîçàèê, ïîëó÷àåì òàáëèöó ñî âñåìè âîç-
ìîæíûìè âàðèàíòàìè:

àñòð ïðîç ïîýò äðàì
Ä Á K A
Ê À Ä Á
Á Ê À Ä

Íàøè âûâîäû ìîæíî çàïèñàòü â âèäå âûñêàçûâàíèé.

Ðåøåíèå 1.

� Àëåêñååâ (ïîýò) ÷èòàåò Äìèòðèåâà (äðàìàòóðã).
� Êîíñòàíòèíîâ (ïðîçàèê) ÷èòàåò Àëåêñååâà (ïîýò).
� Áîðèñîâ (àñòðîíîì) ÷èòàåò Êîíñòàíòèíîâà (ïðîçàèê).
� Äìèòðèåâ (äðàìàòóðã) ÷èòàåò Áîðèñîâà (àñòðîíîì).

Ðåøåíèå 2.

� Êîíñòàíòèíîâ (ïîýò) ÷èòàåò Àëåêñååâà (äðàìàòóðã).
� Áîðèñîâ (ïðîçàèê) ÷èòàåò Êîíñòàíòèíîâà (ïîýò).
� Äìèòðèåâ (àñòðîíîì) ÷èòàåò Áîðèñîâà (ïðîçàèê).
� Àëåêñååâ (äðàìàòóðã) ÷èòàåò Äìèòðèåâà (àñòðîíîì).

Ðåøåíèå 3.

� Äìèòðèåâ (ïîýò) ÷èòàåò Áîðèñîâà (äðàìàòóðã).
� Àëåêñååâ (ïðîçàèê) ÷èòàåò Äìèòðèåâà (ïîýò).
� Êîíñòàíòèíîâ (àñòðîíîì) ÷èòàåò Àëåêñååâà (ïðîçàèê).
� Áîðèñîâ (äðàìàòóðã) ÷èòàåò Êîíñòàíòèíîâà (àñòðîíîì).

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî âî âñåõ âàðèàíòàõ ñèñòåìû óòâåðæäåíèé íåïðî-
òèâîðå÷èâû.

Çàäà÷à 5.2. Áîá¼ð, Êðîêîäèë è Ìàêàêà ñ îñòðîâà ðûöàðåé è ëæåöîâ
âñòðåòèëèñü, è äâîå ñêàçàëè:

Áîá¼ð: ¾Ìû âñå ëæåöû¿.

Êðîêîäèë: ¾Ðîâíî îäèí èç íàñ ðûöàðü¿.

Êòî èç ýòèõ òðîèõ ðûöàðü è êòî ëæåö?
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Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Áîá¼ð � ðûöàðü, ñëåäîâàòåëüíî, åãî âûñêà-
çûâàíèå èñòèííî, è îí ÿâëÿåòñÿ ëæåöîì. Ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò Áîá¼ð �
ëæåö, è åãî âûñêàçûâàíèå ëîæíî. Âûñêàçûâàíèå ¾Íåâåðíî, ÷òî ìû âñå
ëæåöû¿ îçíà÷àåò ¾Ñðåäè íàñ åñòü ðûöàðè¿, à íå ¾Ìû âñå ðûöàðè¿.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Êðîêîäèë � ëæåö, òîãäà åãî âûñêàçûâàíèå ëîæíî, è
èñòèííûì ÿâëÿåòñÿ âûñêàçûâàíèå ¾Êîëè÷åñòâî ðûöàðåé ñðåäè íàñ íå ðàâ-
íî îäíîìó¿. Òàê êàê èç âûñêàçûâàíèÿ Áîáðà ñëåäóåò, ÷òî ðûöàðè ñðåäè
Áîáðà, Êðîêîäèëà è Ìàêàêè èìåþòñÿ, à Áîá¼ð è Êðîêîäèë � ëæåöû, òî
ðûöàðü ðîâíî îäèí, ýòî Ìàêàêà. Ìû îïÿòü ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ, òàê
êàê Êðîêîäèë-ëæåö ñêàçàë ïðàâäó. Ñëåäîâàòåëüíî, Êðîêîäèë � ðûöàðü,
à Ìàêàêà � ëæåö.

Äîêàçàòåëüñòâî îò ïðîòèâíîãî

Çàäà÷à 5.3. Â ëåñó ðåøèëè ñâåðãíóòü ìîíàðõà-ëüâà è óñòðîèëè ðåâîëþ-
öèþ. Íà âûáîðàõ ïðåçèäåíòà ëåñà êàæäûé èç ãîëîñóþùèõ çâåðåé âíîñèò
â èçáèðàòåëüíûé áþëëåòåíü èìåíà 10 íàèáîëåå äîñòîéíûõ íà åãî âçãëÿä
êàíäèäàòîâ. Íà ãëàâíîé ïîëÿíå ëåñà íàõîäèòñÿ 11 óðí äëÿ ãîëîñîâàíèÿ.
Ïîñëå äíÿ âûáîðîâ âûÿñíèëîñü, ÷òî â êàæäîé óðíå ëåæèò õîòÿ áû îäèí
áþëëåòåíü, è ïðè âñÿêîì âûáîðå 11 ïðîèçâîëüíûõ áþëëåòåíåé ïî îäíîìó
èç êàæäîé óðíû íàéä¼òñÿ êàíäèäàò, èìÿ êîòîðîãî âñòðå÷àåòñÿ â êàæäîì
èç âûáðàííûõ áþëëåòåíåé. Äîêàæèòå, ÷òî ïî êðàéíåé ìåðå â îäíîé óðíå
âñå áþëëåòåíè ñîäåðæàò èìÿ îäíîãî è òîãî æå êàíäèäàòà.

Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê. Åñëè óñëîâèå çàäà÷è íå âûïîëíå-
íî, òî äëÿ êàæäîãî êàíäèäàòà â êàæäîé óðíå íàéä¼òñÿ õîòü 1 áþëëåòåíü, â
êîòîðîì îí íå çàïèñàí. Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíûé áþëëåòåíü èç ïåðâîé óðíû.
Â í¼ì óêàçàíû èìåíà 10 êàíäèòàòîâ â ïðåçèäåíòû. Òîãäà âî âòîðîé óðíå
íàéä¼òñÿ áþëëåòåíü, íà êîòîðîì íå íàïèñàíî èìÿ ïåðâîãî èç óêàçàííûõ
â äàííîì ñïèñêå êàíäèäàòîâ, â òðåòüåé óðíå � áþëëåòåíü, â êîòîðîì íå
óêàçàí âòîðîé èç êàíäèäàòîâ, . . . , â îäèííàäöàòîé � â êîòîðîì íå óêàçàí
äåñÿòûé èç êàíäèäàòîâ. Òîãäà, åñëè ìû âîçüì¼ì âñå óêàçàííûå áþëëåòåíè
âìåñòå ñ âûáðàííûì èç ïåðâîé óðíû áþëëåòåíåì, êàíäèäàòà, èìÿ êîòîðî-
ãî âñòðå÷àåòñÿ â êàæäîì èç íèõ, ìû íå íàéä¼ì. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå
çàâåðøàåò ðåøåíèå çàäà÷è.

Çàäà÷à 5.4. Óçëû êâàäðàòíîé ñåòêè ïîêðàøåíû â äâà öâåòà. Äîêàæèòå,
÷òî íàéä¼òñÿ ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ñ îäíîöâåòíûìè âåðøèíàìè.

Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå � ïóñòü òàêîãî òðåóãîëüíèêà íå ñóùå-
ñòâóåò. Íàéä¼ì â îäíîé ãîðèçîíòàëè äâà óçëà îäíîãî öâåòà. Ýòî ìîæíî
ñäåëàòü.
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Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé óçåë � ïóñòü îí öâåòà A. Â îäíîé ãîðèçîíòàëè ñ
íèì ïîïðîáóåì íàéòè óçåë òàêîãî æå öâåòà. Åñëè ýòîãî íå óäàëîñü ñäåëàòü
� çíà÷èò, âñå îñòàëüíûå óçëû â ýòîì ðÿäó öâåòà B, è â òàêîì ñëó÷àå ìîæåì
âçÿòü äâà óçëà âòîðîãî öâåòà.

Â îäíîé âåðòèêàëè ñ îäíèì èç íàéäåííûõ îäíîöâåòíûõ óçëîâ ïîïðîáóåì
íàéòè óçåë òàêîãî æå öâåòà. Åñëè ýòî óäàëîñü ñäåëàòü � çàäà÷à ðåøåíà.

Èíà÷å èìååì äâå âåðòèêàëè, êàæäàÿ èç êîòîðûõ çà èñêëþ÷åíèåì îäíîãî
óçëà çàêðàøåíà â îäèí è òîò æå öâåò, ÷òî òàêæå ïðèâîäèò ê ñóùåñòâîâàíèþ
èñêîìîãî òðåóãîëüíèêà. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò ðåøåíèå çà-
äà÷è.

Çàäà÷à 5.5. Äåñÿòü äðóçåé ïîñëàëè äðóã äðóãó ïðàçäíè÷íûå îòêðûòêè,
òàê ÷òî êàæäûé ïîñëàë 5 îòêðûòîê. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäóòñÿ äâîå, êîòî-
ðûå ïîñëàëè îòêðûòêè äðóã äðóãó.

Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, òî åñòü, ÷òî òàêèõ ëþäåé íå íàéä¼òñÿ.
Ýòî áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî â ëþáîé ïàðå ëþäåé îòïðàâëåíà èëè òîëüêî îäíà
îòêðûòêà, èëè æå íè åäèíîé. Âñåãî ïàð

10 · 9 · 1
2
= 45,

òî åñòü, îòïðàâëåíî íå áîëåå 45 îòêðûòîê, îäíàêî æå âñåãî îòêðûòîê ðîâíî
10 · 5 = 50 � ïðîòèâîðå÷èå.

Ïðèíöèï Äèðèõëå

Çàäà÷à 5.6. Äîêàæèòå, ÷òî ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê íåëüçÿ ïîëíîñòüþ
íàêðûòü äâóìÿ ïðàâèëüíûìè òðåóãîëüíèêàìè ñ ìåíüøèìè ïëîùàäÿìè.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî íàèáîëüøèé îòðåçîê, êîòîðûé ìîæíî ïîêðûòü
ïðàâèëüíûì òðåóãîëüíèêîì � ýòî äëèíà ñòîðîíû ýòîãî òðåóãîëüíèêà. Ðàñ-
ñìîòðèì 3 âåðøèíû-¾êðîëèêà¿ èñõîäíîãî ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà è 2
ìåíüøèõ ïðàâèëüíûõ òðåóãîëüíèêà (¾êëåòêè äëÿ êðîëèêîâ¿). Òîãäà ïî
ïðèíöèïó Äèðèõëå êàêèå-òî äâå âåðøèíû äîëæíû áûòü ïîêðûòû îäíèì
òðåóãîëüíèêîì, ÷òî íåâîçìîæíî, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Çàäà÷à 5.7. Â òàáëèöå 8 × 8 ðàññòàâëåíû öåëûå ÷èñëà, ïðè÷¼ì ëþáûå
äâà ÷èñëà â ñîñåäíèõ ïî ñòîðîíàì êëåòêàõ îòëè÷àþòñÿ íå áîëåå, ÷åì íà 4.
Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè ýòèõ ÷èñåë åñòü 2 ðàâíûõ.

Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà â òàáëèöå íåò äâóõ îäèíàêîâûõ
÷èñåë � âñå ÷èñëà ðàçëè÷íûå. Ðàññìîòðèì íàèìåíüøåå è íàèáîëüøåå èç
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íèõ � îíè áóäóò îòëè÷àòüñÿ õîòÿ áû íà 63. Íî îò îäíîãî èç íèõ ìîæíî
äîáðàòüñÿ äî äðóãîãî ÷åðåç ñîñåäíèå êëåòêè çà, ìàêñèìóì, k+l 6 7+7 = 14
õîäîâ (ðèñóíîê íèæå).

lllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllll

kkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkk

Òàê êàê ðàçíèöà ìåæäó ñîñåäíèìè ÷èñëàìè íå áîëåå, ÷åì 4, òî, ñäåëàâ 6 14
õîäîâ, ðàçíèöà áóäåò íå áîëåå, ÷åì 4 · 14 = 56. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå
çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî çàäà÷è.

Çàäà÷à 5.8. Íà øàõìàòíîé äîñêå áîëåå ÷åòâåðòè ïîëåé çàíÿòî øàõìàò-
íûìè ôèãóðàìè. Äîêàæèòå, ÷òî çàíÿòûìè îêàçàëèñü õîòÿ áû äâå ñîñåäíèå
(ïî ñòîðîíå èëè óãëó) êëåòêè.

Ðåøåíèå. Ðàçîáü¼ì äîñêó íà êâàäðàòû 2× 2 (íà ðèñóíêå íèæå).

Âñåãî íà øàõìàòíîé äîñêå 64 ïîëÿ, áîëåå ÷åòâåðòè èç êîòîðûõ çàíÿòî. Òî-
ãäà çàíÿòî íå ìåíüøå, ÷åì 17 êëåòîê. Òàê êàê êâàäðàòîâ-¾êëåòîê¿ âñåãî
16, à ôèãóð-¾êðîëèêîâ¿ � 17, òî ïî ïðèíöèïó Äèðèõëå â êàêîì-òî êâàä-
ðàòå ñòîÿò õîòÿ áû äâå ôèãóðû, à, çíà÷èò, îíè ñîñåäíèå ëèáî ïî ñòîðîíå,
ëèáî ïî óãëó.
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Ìàòåìàòè÷åñêèå èãðû

Çàäà÷à 5.9. Íà äîñêå ðàçìåðîì 8×8 äâîå ïî î÷åðåäè çàêðàøèâàþò êëåòêè
òàê, ÷òîáû íå ïîÿâëÿëîñü çàêðàøåííûõ óãîëêîâ èç òð¼õ êëåòîê. Ïðîèãðû-
âàåò òîò, êòî íå ìîæåò ñäåëàòü õîä. Êòî âûèãðûâàåò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå?

Ðåøåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ ñèììåòðè÷íîé ñòðàòåãèåé. Áóäåì èãðàòü çà âòî-
ðîãî èãðîêà è äåëàòü õîäû, ñèììåòðè÷íûå îòíîñèòåëüíî öåíòðà äîñêè.
Òîãäà íà ëþáîé õîä ïåðâîãî ó íàñ áóäåò îòâåò. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ýòî íå
òàê, à çíà÷èò, ïîÿâèëñÿ óãîëîê èç òð¼õ êëåòîê, òî â ñèëó ñèììåòðèè, äî
íàøåãî õîäà ýòîò óãîëîê óæå áûë, ÷åãî íå ìîæåò áûòü. À ýòî è îçíà÷àåò,
÷òî ïðè ïðàâèëüíîé èãðå âûèãðûâàåò âòîðîé èãðîê.

Çàäà÷à 5.10. (Êðóæîê ìàëîãî ìåõìàòà � 2012/2013.Èãðû.5) Äâîå èãðà-
þò â ñëåäóþùóþ èãðó. Êàæäûé èãðîê ïî î÷åðåäè âû÷åðêèâàåò 9 ÷èñåë (ïî
ñâîåìó âûáîðó) èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 1, 2, . . . , 100, 101. Ïîñëå îäèííàäöà-
òè òàêèõ âû÷åðêèâàíèé îñòàíóòñÿ 2 ÷èñëà. Ïåðâîìó èãðîêó ïðèñóæäàåòñÿ
ñòîëüêî î÷êîâ, êàêîâà ðàçíèöà ìåæäó ýòèìè îñòàâøèìèñÿ ÷èñëàìè. Äîêà-
çàòü, ÷òî ïåðâûé èãðîê âñåãäà ñìîæåò íàáðàòü ïî êðàéíåé ìåðå 55 î÷êîâ,
êàê áû íè èãðàë âòîðîé.

Ðåøåíèå. Ïåðâûé èãðîê ñâîèì ïåðâûì õîäîì âû÷åðêèâàåò 9 öåíòðàëüíûõ
÷èñåë îò 47 äî 55. Äàëåå ñòðàòåãèÿ ïåðâîãî èãðîêà ñëåäóþùàÿ: ïðè âûáîðå
âòîðûì èãðîêîì ÷èñëà a ñðåäè ïðî÷èõ, ïåðâûé èãðîê ñâîèì ñëåäóþùèì
õîäîì âû÷åðêèâàåò ÷èñëî b, òàêîå, ÷òî |a− b| = 55.

Èëè âñå îñòàâøèåñÿ ÷èñëà ïîñëå ïåðâîãî õîäà ðàçáèâàþòñÿ íà ïàðû

(1; 56), (2; 57), . . . , (a; a+ 55), . . . , (46; 101).

Âòîðîé èãðîê ñâîèì õîäîì âû÷åðêèâàåò 9 ëþáûõ ÷èñåë, ïåðâûé æå ñâîèì
ñëåäóþùèì õîäîì ¾ïîä÷èùàåò¿ çà íèì, íå îñòàâëÿÿ ÷èñåë áåç ïàðû. Òàêèì
îáðàçîì, â êîíöå âñåãäà îñòàíåòñÿ öåëàÿ ïàðà ÷èñåë, ðàçíîñòü êîòîðûõ
55.

Çàäà÷à 5.11. Äàíà ïëèòêà øîêîëàäà ðàçìåðîì 6 íà 12 äîëåê. Áîáðû
Øëîìî è Âàñèëèé ðåøèëè ñûãðàòü â ñëåäóþùóþ èãðó: ìîæíî âçÿòü ëþ-
áîé ïðÿìîóãîëüíûé êóñîê è ðàçëîìàòü åãî ïî ëèíèè ðàçäåëà äîëåê íà äâà
ìåíüøèõ ïðÿìîóãîëüíûõ êóñêà. Ïîëó÷åííûå êóñêè åñòü íåëüçÿ! Ïðîèãðû-
âàåò òîò, êòî íå ìîæåò ñäåëàòü õîä, à âûèãðàâøèé â äàííîé èãðå ïîëó÷èò
âåñü øîêîëàä. Áîáðû î÷åíü ëþáÿò 99-ïðîöåíòíûé øîêîëàä è î÷åíü õîòÿò
âûèãðàòü. Êòî âûèãðûâàåò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå, åñëè Âàñèëèé óñòóïèë
ïðàâî ïåðâîãî õîäà Øëîìî?
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Ðåøåíèå. Ïðèâåä¼ì âûèãðûøíóþ ñòðàòåãèþ äëÿ Øëîìî. Ïåðâûì õîäîì
ðàçëîìàåì øîêîëàäêó íà äâà êóñêà ðàçìåðîì 6 × 6. Íà êàæäîå äåéñòâèå
Âàñèëèÿ ñ îäíîé èç ÷àñòåé áóäåì ïðîèçâîäèòü òàêîå æå äåéñòâèå ñ äðóãîé
èç ÷àñòåé � â ýòîì áóäåò çàêëþ÷àòüñÿ íàøà ñèììåòðè÷íàÿ ñòðàòåãèÿ. Òàê
êàê íà ëþáîé õîä Âàñèëèÿ ó Øëîìî åñòü îòâåòíûé õîä, òî îí âûèãðûâàåò.

Çàìåòèì, ÷òî â ýòîé çàäà÷å íà ñàìîì äåëå ñîâåðøåííî íå âàæíî, êàêîé
ñòðàòåãèåé ïîëüçóþòñÿ áîáðû: èãðà â ëþáîì ñëó÷àå çàâåðøèòñÿ â ïîëüçó
Øëîìî, òàê êàê ñ êàæäûì õîäîì îáùåå êîëè÷åñòâî êóñêîâ óâåëè÷èâàåòñÿ
íà îäèí. Âíà÷àëå áûë 1 êóñîê, à â êîíöå � 72. Çíà÷èò, çà âñþ èãðó áóäåò
ñäåëàí ðîâíî 71 õîä, è ïîñëåäíèì ñõîäèò Øëîìî, îí è âûèãðàåò.

Ïðèíöèï êðàéíåãî

Çàäà÷à 5.12. (Í.Õ.Àãàõàíîâ) Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëà îò 1 äî 16 ìîæíî
çàïèñàòü â ñòðîêó, íî íåëüçÿ çàïèñàòü ïî êðóãó òàê, ÷òîáû ñóììà êàæäûõ
äâóõ ñîñåäíèõ ÷èñåë áûëà êâàäðàòîì íàòóðàëüíîãî ÷èñëà.

Ðåøåíèå. Äëÿ ÷èñëà 16 ìîæíî íàéòè òîëüêî îäíîãî ïîäõîäÿùåãî ñîñåäà,
ïîýòîìó òðåáóåìàÿ çàïèñü ïî êðóãó íåâîçìîæíà (â êðóãå ó êàæäîãî ÷èñëà
áóäåò 2 ñîñåäà).

Ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé âîçìîæíîñòü òàêîâîãî ðàñïîëîæåíèÿ â ñòðîêó:

16, 9, 7, 2, 14, 11, 5, 4, 12, 13, 3, 6, 10, 15, 1, 8.

Çàäà÷à 5.13. Íà âûñòàâêå âñòðåòèëèñü õóäîæíèêè, ÷àñòü êîòîðûõ ëè÷íî
çíàêîìà äðóã ñ äðóãîì. Âûÿñíèëîñü, ÷òî ëþáûå äâà èç íèõ, èìåþùèå ðàâ-
íîå ÷èñëî çíàêîìûõ, íå èìåþò îáùèõ çíàêîìûõ. Äîêàçàòü, ÷òî íàéä¼òñÿ
õóäîæíèê, çíàêîìûé ðîâíî ñ îäíèì èç ïîñåòèòåëåé âûñòàâêè.

Ðåøåíèå. Ïóñòü ó õóäîæíèêà X ÷èñëî çíàêîìûõ ìàêñèìàëüíî è ðàâíî
N . Ó êàæäîãî èç ýòèõ N èìååòñÿ õîòÿ áû îäèí çíàêîìûé X è âñåãî íå
áîëåå N çíàêîìûõ, ïðè÷¼ì íèêàêèå äâà èõ íèõ íå èìåþò îäèíàêîâîãî
êîëè÷åñòâà çíàêîìûõ. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòî ÷èñëà 1, 2, . . . , N . Åñëè ñðåäè
íèõ íå áóäåò ïîñåòèòåëÿ, èìåþùåãî òîëüêî îäíîãî çíàêîìîãî, òîãäà ó êîãî-
òî áóäåò N + 1 çíàêîìûé, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óòâåðæäåíèþ, ñäåëàííîìó
âíà÷àëå, ïîýòîìó òàêîé ïîñåòèòåëü îáÿçàòåëüíî íàéä¼òñÿ.

Çàäà÷à 5.14. (À.ß.Ðîçåíòàëü) Íà ïëîñêîñòè çàäàíî ìíîæåñòâî òî÷åê M
òàêîå, ÷òî êàæäàÿ òî÷êà èçM ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèíîé îòðåçêà, ñîåäèíÿþùåãî
äâå äðóãèå òî÷êè èç M . Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî M áåñêîíå÷íî.
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Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå � ïóñòü M êîíå÷íî. Çàôèêñèðóåì ïî-
ëîæåíèå ïëîñêîñòè è âûáåðåì êðàéíþþ ëåâóþ òî÷êó. Â ñëó÷àå, åñëè èõ
íåñêîëüêî � âûáåðåì íèæíþþ èç íèõ. Î÷åâèäíî, îíà íå ìîæåò ëåæàòü
ïîñåðåäèíå êàêîãî-ëèáî îòðåçêà. Ïðîòèâîðå÷èå.

Çàäà÷à 5.15. Ìîæåò ëè î÷åíü ñòðàííûé ñòàðåö Ðàäàãàñò íàðèñîâàòü íà
ëèñòå áóìàãè 2018 îòðåçêîâ òàê, ÷òîáû êîíöû êàæäîãî îòðåçêà ëåæàëè
âíóòðè êàêèõ-òî äâóõ äðóãèõ îòðåçêîâ? (Ãðàíè÷íûå òî÷êè îòðåçêà íå ÿâ-
ëÿþòñÿ âíóòðåííèìè.)

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ðàñïîëîæåíèå 2018 îòðåçêîâ. Ïðîâå-
ä¼ì ïðîèçâîëüíóþ ïðÿìóþ, íå ïåðïåíäèêóëÿðíóþ íè îäíîìó èç äàííûõ
îòðåçêîâ � ñóùåñòâîâàíèå òàêîé ïðÿìîé îáóñëîâëåíî êîíå÷íûì ÷èñëîì
íàïðàâëåíèé èñõîäíûõ îòðåçêîâ ñ îäíîé ñòîðîíû è áåñêîíå÷íî âîçìîæíûì
ìíîæåñòâîì íàïðàâëåíèé äàííîé ïðÿìîé ñ äðóãîé. Ñïðîåöèðóåì êîíöû
äàííûõ îòðåçêîâ íà ïðîâåä¼ííóþ ïðÿìóþ è ðàññìîòðèì êîíåö êðàéíå-
ãî îòðåçêà (ëþáîãî èç äâóõ). Î÷åâèäíî, ÷òî îí íå ìîæåò ëåæàòü âíóòðè
êàêîãî-òî äðóãîãî îòðåçêà. Ïðîòèâîðå÷èå.

Çàäà÷à 5.16. ×åòûðå øàõìàòèñòà èç Áîáðÿíäèè è 7 èíîñòðàííûõ øàõ-
ìàòèñòîâ èãðàëè â êðóãîâîì òóðíèðå, ãäå êàæäûé èãðàë ñ êàæäûì ïî äâå
ïàðòèè. Ïîáåäèòåëü ïàðòèè ïîëó÷àë îäíî î÷êî, ïðîèãðàâøèé � íîëü, à
çà íè÷üþ äàâàëèñü ïîë-î÷êà êàæäîìó. Âñå ó÷àñòíèêè íàáðàëè ðàçëè÷íîå
êîëè÷åñòâî î÷êîâ, ïðè÷¼ì ñóììà âñåõ î÷êîâ Áîáðÿíäñêèõ øàõìàòèñòîâ
îêàçàëàñü ðàâíà ñóììå âñåõ î÷êîâ èíîñòðàííûõ øàõìàòèñòîâ. Äîêàæèòå,
÷òî â òðîéêå ïðèç¼ðîâ áûë õîòÿ áû îäèí Áîáðÿíäåö.

Ðåøåíèå. Ïîäñ÷èòàåì îáùåå êîëè÷åñòâî ñûãðàííûõ ïàðòèé. Âñåãî èãðî-
êîâ 11, êàæäûé èãðàë ñ îñòàëüíûìè 10 (11 · 10, íî êàæäàÿ ïàðòèÿ ïîñ÷è-
òàåòñÿ äâà ðàçà, ïîýòîìó 11 · 10 · 12 ) ïî äâà ðàçà (11 · 10 ·

1
2 · 2 = 110). Èòîãî

110 ïàðòèé, ñëåäîâàòåëüíî, 110 íàáðàííûõ î÷êîâ. Òîãäà êàæäàÿ ãðóïïà
íàáðàëà ïî 55 î÷êîâ. Ëó÷øèé èç Áîáðÿíäöåâ íàáðàë íå ìåíåå 14,5 î÷êîâ
(òàê êàê 14,5+14+13,5+13 = 55). Åñëè åãî îïåðåäèëè òðè èíîñòðàíöà, òî
îíè íàáðàëè íå ìåíåå 15+15,5+16 = 46,5 î÷êîâ. Òîãäà îñòàâøèõñÿ 4 èíî-
ñòðàíöà íàáðàëè â ñóììå 8,5 î÷êîâ, ÷òî ìåíüøå 12, êîòîðûå îíè íàáðàëè
áû òîëüêî ïðè âñòðå÷àõ ìåæäó ñîáîé. Ïðîòèâîðå÷èå.

Ïîëíûé ïåðåáîð

Çàäà÷à 5.17. Ïåíòàìèíî � ýòî ñâÿçíàÿ ôèãóðà, ñîñòîÿùàÿ èç 5 êëåòîê,
âûðåçàííàÿ èç êëåò÷àòîãî ëèñòà áóìàãè ïî ëèíèÿì ñåòêè. Ôèãóðû, ñîâìå-
ùàåìûå ïðè ïîìîùè ïîâîðîòà è çåðêàëüíîãî îòðàæåíèÿ, ñ÷èòàþòñÿ ðàâ-
íûìè. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ðàçëè÷íûõ ïåíòàìèíî?
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Ðåøåíèå. Âñå âîçìîæíûå ïåíòàìèíî óêàçàíû íà ðèñóíêå. Âñåãî 12 ïåíòà-
ìèíî.

Çàäà÷à 5.18. Ïåðå÷èñëèòå âñå óáûâàþùèå ÷åòâ¼ðêè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë,
äàþùèõ â ñóììå 15.

Ðåøåíèå. Âîçìîæíû ñëåäóþùèå ðàçáèåíèÿ ÷èñëà 15 íà ñóììó ÷åòûð¼õ
óáûâàþùèõ ÷èñåë:

9 + 3 + 2 + 1 = 15; 8 + 4 + 2 + 1 = 15; 7 + 5 + 2 + 1 = 15;

7 + 4 + 3 + 1 = 15; 6 + 5 + 3 + 1 = 15; 6 + 4 + 3 + 2 = 15.

Ðàçáèåíèÿ íà ïàðû è ãðóïïû

Çàäà÷à 5.19. Êàêèõ ÷èñåë áîëüøå ñðåäè âñåõ òð¼õçíà÷íûõ ÷èñåë: òåõ, ó
êîòîðûõ ñðåäíÿÿ öèôðà áîëüøå îáåèõ êðàéíèõ, èëè òåõ, ó êîòîðûõ ñðåä-
íÿÿ öèôðà ìåíüøå îáåèõ êðàéíèõ?

Ðåøåíèå. Ïîäóìàåì, ïî÷åìó ýòà çàäà÷à ðàñïîëîæåíà â äàííîé òåìå? Ïî-
ïðîáóåì çàìåòèòü ñëåäóþùèé ôàêò. Åñëè ìû ðàññìîòðèì òð¼õçíà÷íîå ÷èñ-
ëî ñ öèôðàìè abc, òî ïðè âû÷èòàíèè åãî èç ÷èñëà 999, ìû ïîëó÷èì ÷èñëî
(9− a)(9− b)(9− c).
Òîãäà, åñëè â ïåðâîì ÷èñëå ñðåäíÿÿ öèôðà áûëà áîëüøå îáåèõ êðàéíèõ, òî
âî âòîðîì îíà áóäåò ìåíüøå îáåèõ êðàéíèõ, è íàîáîðîò. Òàêèì îáðàçîì,
ðàçáèâ ÷èñëà íà ïàðû 100− 899, 101− 898, . . . , 499− 500, ìû ïîëó÷èì, ÷òî
â êàæäîé òàêîé ïàðå ó íàñ èëè îáà ÷èñëà íå ïðèíàäëåæàò íè ê îäíîé èç
êàòåãîðèé, èëè îäíî èç íèõ ïðèíàäëåæèò ê ïåðâîé, à âòîðîå � êî âòîðîé.
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Âíå ãðóïï ëåæàò ÷èñëà îò 900 äî 999. Íè â îäíîì èç ýòèõ ÷èñåë ñðåäíÿÿ
öèôðà íå ìîæåò áûòü áîëüøå ïåðâîé öèôðû èç êðàéíèõ, 9. Â òî æå âðåìÿ,
÷èñëî, íàïðèìåð, 909 îáëàäàåò ñâîéñòâîì, ÷òî åãî ñðåäíÿÿ öèôðà ìåíüøå
îáåèõ êðàéíèõ. Òàêèì îáðàçîì, èòîãî ÷èñåë, ó êîòîðûõ ñðåäíÿÿ öèôðà
ìåíüøå îáåèõ êðàéíèõ, áîëüøå ÷åì òåõ, ó êîòîðûõ ñðåäíÿÿ öèôðà áîëüøå
îáåèõ êðàéíèõ.

Çàäà÷à 5.20. Äëÿ èçáàâëåíèÿ îò ïðîêëÿòüÿ áîáðîâåäüìû ¼æèêó íóæíî
óçíàòü ñóììó âñåõ âîçìîæíûõ øåñòèçíà÷íûõ ÷èñåë, ñîñòîÿùèõ èç 1, 2, 3, 4.
Ïîìîãèòå ¼æèêó.

Ðåøåíèå. Îáðàçóåì ïàðû âèäà

abcdef è (5− a)(5− b)(5− c)(5− d)(5− e)(5− f),

òî åñòü, ïîëó÷èì ÷èñëà âû÷èòàíèåì èç 5 êàæäîé öèôðû èñõîäíîãî ÷èñëà.
Òîãäà âñå ÷èñëà èìåþò ïàðó è òîëüêî îäíó. Ñóììà äâóõ ÷èñåë èç ïàðû
ðàâíà 555555. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò âñåãî ÷èñåë?

Âû÷òåì èç êàæäîé öèôðû 1 è ðàñïîëîæèì ÷èñëà â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ:
000000, 000001, 000002, 000003, 000010, . . .

Ýòî � ÷èñëà, â êîòîðûõ íå áîëåå 6 çíàêîâ â ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ ñ îñíîâà-
íèåì 4, òî åñòü, ÷èñëà, ìåíüøèå 10000004 = 4610. Òàêèõ ÷èñåë (òàê êàê 0
òîæå ðàññìàòðèâàåòñÿ) 46 = 4096. Çíà÷èò, ïàð òàêèõ ÷èñåë 2048, è ñóììà
âñåõ òàêèõ ÷èñåë ðàâíà 2048 · 555555 = 1137776640.

Ïîäñ÷¼ò äâóìÿ ñïîñîáàìè

Çàäà÷à 5.21. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2010.7.9) Ñåòü àâòîáóñíûõ ìàðøðóòîâ â ïðèãîðîäå Àìñòåðäàìà
óñòðîåíà òàê, ÷òî:

à) íà êàæäîì ìàðøðóòå åñòü ðîâíî òðè îñòàíîâêè, ñ÷èòàÿ îáå êîíå÷íûå;

á) êàæäûå äâà ìàðøðóòà ëèáî âîâñå íå èìåþò îáùèõ îñòàíîâîê, ëèáî èìå-
þò òîëüêî îäíó îáùóþ îñòàíîâêó.

Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ìàðøðóòîâ ìîæåò áûòü â ýòîì ïðèãîðîäå,
åñëè â í¼ì âñåãî 9 îñòàíîâîê?

Ðåøåíèå. Äîïóñòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò îñòàíîâêà, ÷åðåç êîòîðóþ ïðîõîäèò
õîòÿ áû 5 ìàðøðóòîâ. Â ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâèåì êðîìå ýòîé îñòàíîâêè
íè ó êàêèõ äâóõ ìàðøðóòîâ èç ýòèõ 5 äðóãîé îáùåé áûòü íå ìîæåò, à
ïîñêîëüêó ó êàæäîãî ìàðøðóòà åñòü åù¼ ïî 2 îñòàíîâêè, ïîìèìî äàííîé,
êðîìå íå¼ äîëæíî áûòü åù¼ íå ìåíåå 5 · 2 = 10 îñòàíîâîê. Ïîëó÷åííîå
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ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò, ÷òî ÷åðåç êàæäóþ îñòàíîâêó ïðîõîäèò íå áîëåå
4 ìàðøðóòîâ. Òàê êàê âñåãî îñòàíîâîê 9, à ÷åðåç êàæäóþ ïðîõîäèò íå áîëåå
÷åì 4 ìàðøðóòà, âñåãî âñå ìàðøðóòû ïðîõîäÿò âñå îñòàíîâêè íå áîëåå
9 · 4 = 36 ðàç, òî åñòü, èõ íå áîëåå 36 : 3 = 12. Ïðèìåð ñ 12 ìàðøðóòàìè
ïðèâåä¼í íà ðèñóíêå íèæå.

Çàäà÷à 5.22. Äàíî 25 ÷èñåë. Ñóììà ëþáûõ ÷åòûð¼õ èç íèõ ïîëîæèòåëü-
íà. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà èõ âñåõ òîæå ïîëîæèòåëüíà.

Ðåøåíèå. Åñëè ñóììû ëþáûõ ÷åòûð¼õ ÷èñåë ïîëîæèòåëüíû, òî ïîëîæè-
òåëüíû è ñóììû ëþáûõ 24 ÷èñåë. Òàêèõ ñóìì âèäà S − xi âñåãî 25. Åñëè
èõ ïðîñóììèðîâàòü, ïîëó÷èòñÿ 25S− x1− . . .− x25 = 25S−S = 24S, è ýòî
áîëüøå íóëÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóììà S âñåõ ÷èñåë òàêæå áîëüøå íóëÿ.

Îöåíêà + ïðèìåð

Çàäà÷à 5.23. (Ìóíèöèïàëüíûé ýòàï Âñåðîññèéñêîé îëèìïèàäû øêîëüíè-
êîâ (Ìîñêâà) � 2008.7.3) Íîâîãîäíÿÿ ãèðëÿíäà, âèñÿùàÿ âäîëü øêîëüíîãî
êîðèäîðà, ñîñòîèò èç êðàñíûõ è ñèíèõ ëàìïî÷åê. Ðÿäîì ñ êàæäîé êðàñíîé
ëàìïî÷êîé îáÿçàòåëüíî åñòü ñèíÿÿ. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî êðàñíûõ
ëàìïî÷åê ìîæåò áûòü â ãèðëÿíäå, åñëè âñåãî ëàìïî÷åê 50?

Ðåøåíèå. Îöåíêà.Íàéä¼ì íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî ñèíèõ ëàìïî÷åê â ãèð-
ëÿíäå. Çàìåòèì, ÷òî ðÿäîì ñ êàæäîé êðàñíîé ëàìïî÷êîé îáÿçàòåëüíî èìå-
åòñÿ ñèíÿÿ, ïîýòîìó òðè êðàñíûõ ëàìïî÷êè ïîäðÿä íå ìîãóò èäòè. Ñëå-
äîâàòåëüíî, ñðåäè êàæäûõ òð¼õ ïîñëåäîâàòåëüíî èäóùèõ ëàìïî÷åê õîòÿ
áû îäíà ëàìïî÷êà ñèíÿÿ. Òîãäà èç 48 ëàìïî÷åê ñèíèõ áóäåò íå ìåíüøå,
÷åì 48 : 3 = 16. Îáå ëàìïî÷êè ñ íîìåðàìè 49 è 50 îêàçàòüñÿ êðàñíûìè
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íå ìîãóò. Èòàê, ñèíèõ ëàìïî÷åê â ãèðëÿíäå äîëæíî áûòü íå ìåíåå 17,
ñëåäîâàòåëüíî, êðàñíûõ ëàìïî÷åê � íå áîëüøå 33.

Ïðèìåð. Ïóñòü ëàìïî÷êè ñ íîìåðàìè 2, 5, 8, 11, . . . , 50 � ñèíèå, à îñòàëü-
íûå � êðàñíûå. Â ãèðëÿíäå � 33 êðàñíûå ëàìïî÷êè.

Çàäà÷à 5.24. Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî òð¼õêëåòî÷íûõ óãîëêîâ ìîæíî
âûðåçàòü èç êëåò÷àòîãî ïðÿìîóãîëüíèêà 5× 7?

Ðåøåíèå. Îöåíêà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òàêèõ óãîëêîâ 12 � íî 12 ·3 = 36 >
35, ïîýòîìó òàêèõ óãîëêîâ ìîæåò áûòü íå áîëåå 11.

Ïðèìåð. Íà ðèñóíêå íèæå ïðèìåð ñ 11 óãîëêàìè.

Çàäà÷à 5.25. (Êðóæîê ìàëîãî ìåõìàòà � 2012/2013) Êàêîå íàèìåíüøåå
÷èñëî êëåòî÷åê íà äîñêå 8× 8 ìîæíî çàêðàñèòü â ÷¼ðíûé öâåò òàê, ÷òîáû
áûëà õîòÿ áû îäíà çàêðàøåííàÿ êëåòêà â ëþáîì êâàäðàòèêå 2× 2?

Ðåøåíèå. Îöåíêà. Ðàçîáú¼ì èñõîä-
íûé êâàäðàò íà 16 êâàäðàòèêîâ 2×2. Â
êàæäîì èç ïîëó÷èâøèõñÿ êâàäðàòèêîâ
íåîáõîäèìî çàêðàñèòü ìèíèìóì îäíó
êëåòêó, òàê ÷òî èõ íå ìåíüøå 16.
Ïðèìåð. Çàêðàñèì íà äîñêå êëåòêè
A1, A3, A5, A7, C1, C3, C5, C7, E1,
E3, E5, E7, G1, G3, G5, G7 (îáîçíà÷å-
íèÿ êëåòîê � êàê íà øàõìàòíîé äîñ-
êå). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî çàêðàøåíî 16
êëåòîê, è ïðè ýòîì â ëþáîì êâàäðàòè-
êå 2 × 2 åñòü ðîâíî îäíà çàêðàøåííàÿ
êëåòêà (ðèñóíîê ñïðàâà).

A B C D E F G H

A B C D E F G H
1

2

3

4

5

6

7

8

1

2

3

4

5

6

7

8
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Ãëàâà 6

Øàõìàòíûå äîñêè è ôèãóðû

Çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ øàõìàòíîé äîñêîé è øàõìàòíûìè ôèãóðàìè, � ÷à-
ñòûé ãîñòü íà îëèìïèàäàõ. Ìû óæå èñïîëüçîâàëè øàõìàòíóþ äîñêó â
ðåøåíèè íåêîòîðûõ çàäà÷, ðàñêðàøèâàÿ å¼ êëåòêè â ðàçëè÷íûå öâåòà è
ðàçðåçàÿ å¼ íà êóñî÷êè. Â äàííîì ðàçäåëå ìû, â îñíîâíîì, áóäåì èìåòü
äåëî ñ ôèãóðàìè, êîòîðûå ðàññòàâëÿþòñÿ èëè ïóòåøåñòâóþò ïî äîñêå. Ìû
ñòîëêí¼ìñÿ ñ ïðÿìîëèíåéíîé ëàäü¼é, êîòîðóþ íèêòî íå ìîæåò ñáèòü ñ ãî-
ðèçîíòàëüíîãî èëè âåðòèêàëüíîãî íàïðàâëåíèÿ, íåïðåêëîííûì ñëîíîì, íå
æåëàþùèì óõîäèòü ñ ïîëåé îäíîãî öâåòà, óíèâåðñàëüíûì ôåðç¼ì, êîòî-
ðûé ñî÷åòàåò ñâîéñòâà ëàäüè è ñëîíà, õèòðûì êîí¼ì, êîòîðûé ìîæåò ïå-
ðåïðûãèâàòü äðóãèå ôèãóðû è ìåäëèòåëüíûì êîðîë¼ì, êîòîðûé íå ìîæåò
ïåðåìåùàòüñÿ áîëåå ÷åì íà îäèí øàã â ëþáîì íàïðàâëåíèè. Èíîãäà íàì
ïðåäëîæàò âîñïîëüçîâàòüñÿ äðóãèìè ôèãóðàìè, õîäû êîòîðûõ áóäóò çà-
äàíû.

Ðÿä çàäà÷ áóäåò ñâÿçàí ñî ñâîéñòâàìè èãðîâîé äîñêè, êîòîðàÿ ìîæåò ñî-
äåðæàòü íå 8 ãîðèçîíòàëåé è 8 âåðòèêàëåé, êàê îáû÷íàÿ øàõìàòíàÿ äîñêà,
à èìåòü äðóãèå ðàçìåðû è, ê òîìó æå, êëåòêè êîòîðîé ìîãóò áûòü âûêðà-
øåíû â äðóãèå öâåòà.

1 Øàõìàòíûå ôèãóðû

Íà îëèìïèàäàõ ïî ìàòåìàòèêå çà÷àñòóþ âñòðå÷àþòñÿ çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ
øàõìàòíîé äîñêîé è øàõìàòíûìè ôèãóðàìè, â ñâÿçè ñ ÷åì ìû íèêàê íå
ìîæåì îáîéòè ñòîðîíîé äàííûé âîïðîñ. Â óñëîâèè çàäà÷è îáû÷íî íèêîãäà
íå ïèøåòñÿ, êàê õîäÿò ôèãóðû, íî òàê êàê çíàíèå øàõìàòíûõ ïðàâèë íå
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âõîäèò â ïðîãðàììó Âñåðîññèéñêîé îëèìïèàäû è äðóãèõ îëèìïèàä, â ñëó-
÷àå, åñëè âû çàñîìíåâàåòåñü, êàê õîäèò òà èëè èíàÿ ôèãóðà, æþðè áóäåò
îáÿçàíî îòâåòèòü íà âàø âîïðîñ, ïîòîìó ÷òî ïðàâèëà ñîâåðøåíèÿ õîäîâ
äå-ôàêòî ÿâëÿþòñÿ ÷àñòüþ óñëîâèÿ.

Íàïîìíèì øàõìàòíûå ïðàâèëà, êîòîðûå ìîãóò âàì ïðèãîäèòüñÿ íà ìàòå-
ìàòè÷åñêèõ îëèìïèàäàõ:

1. Ëàäüÿ (íåêîòîðûå íàçûâàþò ýòó ôèãóðó â îáû÷íîé æèçíè ¾áàøíåé¿
èëè ¾òóðîé¿, õîòÿ ýòî îòíþäü íå îôèöèàëüíîå íàçâàíèå) ñâîèì õî-
äîì ïåðåìåùàåòñÿ íà ëþáîå êîëè÷åñòâî êëåòîê ëèáî ïî ãîðèçîíòàëè,
ëèáî ïî âåðòèêàëè, íå èìåÿ ïðè ýòîì âîçìîæíîñòè ïåðåïðûãèâàòü
÷åðåç äðóãèå ôèãóðû. Êñòàòè, â íåìåöêîì ÿçûêå ëàäüÿ íàçûâàåòñÿ
¾áàøíåé¿, à â àíãëèéñêîì � ¾ñêàëîé¿.

2. Ñëîí (íåêîòîðûå íàçûâàþò åãî ¾îôèöåðîì¿) â ñâîé õîä ïåðåìåùà-
åòñÿ íà ëþáîå êîëè÷åñòâî êëåòîê ïî äèàãîíàëè, òàê æå áåç ïåðåïðû-
ãèâàíèé. Â äðóãèõ ÿçûêàõ åãî íàçûâàþò ¾áåãóí¿, ¾åïèñêîï¿.

3. Ôåðçü (íåêîòîðûå íàçûâàþò åãî ¾êîðîëåâîé¿, ÷òî, êñòàòè, ÿâëÿåòñÿ
íàçâàíèåì ýòîé ôèãóðû â íåìåöêîì è àíãëèéñêîì ÿçûêàõ) ñî÷åòàåò
â ñåáå âîçìîæíîñòè ëàäüè è ñëîíà: îí õîäèò íà ëþáîå ÷èñëî êëåòîê
ëèáî ïî ãîðèçîíòàëè, ëèáî ïî âåðòèêàëè, ëèáî ïî äèàãîíàëè, âñ¼ òàê
æå áåç âîçìîæíîñòè ïåðåñêîêà.

4. Êîðîëü õîäèò íà 1 êëåòêó â ëþáóþ èç ñòîðîí, òî åñòü, ëèáî â êëåòêó,
èìåþùóþ îáùóþ ãðàíèöó ñ äàííîé, ëèáî â êëåòêó, èìåþùóþ îáùóþ
âåðøèíó.

5. Êîíü (íåêîòîðûå íàçûâàþò åãî ¾ëîøàäüþ¿) õîäèò ñëåäóþùèì îáðà-
çîì: ïîëîæåíèå êîíÿ ïîñëå åãî õîäà äîëæíî îòëè÷àòüñÿ îò íà÷àëü-
íîãî ïîëîæåíèÿ íà 2 êëåòêè ïî ãîðèçîíòàëè è 1 êëåòêó ïî âåðòèêà-
ëè, ëèáî íà 1 êëåòêó ïî ãîðèçîíòàëè è 2 êëåòêè ïî âåðòèêàëè, ïðè
ýòîì äëÿ âîçìîæíîñòè õîäà äîñòàòî÷íî òîãî, ÷òîáû ïîòåíöèàëüíàÿ
êëåòêà áûëà ñâîáîäíîé îò ôèãóðû ñâîåãî öâåòà, íàëè÷èå ôèãóð íà
ëþáûõ äðóãèõ êëåòêàõ õîäó êîíÿ íèêîèì îáðàçîì íå ïðåïÿòñòâóåò.
Âîçìîæíî, âû óæå ñëûøàëè ôðàçó ¾Êîíü õîäèò áóêâîé Ã¿, îíà êàê
ðàç õàðàêòåðèçóåò ¾ïðûæêè¿ êîíÿ. Ïî-íåìåöêè ýòî ¾ïðûãóí¿, à ïî-
àíãëèéñêè � ¾ðûöàðü¿.

Ðàçóìååòñÿ, ïðè ñâîèõ õîäàõ ôèãóðû äîëæíû îñòàâàòüñÿ â ïðåäåëàõ øàõ-
ìàòíîé äîñêè.

Îáû÷íî ñëîâà ¾ñäåëàòü õîä¿ ïîäðàçóìåâàþò âîçìîæíîñòü ïîéòè òîëüêî íà
ïóñòóþ êëåòêó, íå çàíÿòóþ äðóãîé ôèãóðîé, ¾âçÿòèå¿ â íàñòîÿùèõ øàõìà-
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òàõ òàêæå ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì õîäîì, íî â îëèìïèàäàõ åãî âîçìîæíîñòü
îáû÷íî îãîâàðèâàþò îòäåëüíî.

Ãîâîðÿò, ÷òî ôèãóðà A áü¼ò ïîëå b, èëè ÷òî ïîëå b íàõîäèòñÿ ïîä áîåì
ôèãóðû A â ñëó÷àå, åñëè ýòà ôèãóðà èìååò âîçìîæíîñòü ïîéòè íà äàííîå
ïîëå, äàæå åñëè íà ïîëå b íàõîäèòñÿ äðóãàÿ ôèãóðà. Äëÿ ïåøåê îïðåäåëå-
íèå áóäåò èíûì.

Ãîâîðÿò, ÷òî ôèãóðà A áü¼ò ôèãóðó B, íàõîäÿùóþñÿ íà ïîëå b, èëè ÷òî
ôèãóðà B íàõîäèòñÿ ïîä áîåì ôèãóðû A â ñëó÷àå, åñëè ôèãóðà A áü¼ò ïîëå
b. Â òàêîì ñëó÷àå ôèãóðà A ñâîèì õîäîì ìîæåò îñóùåñòâèòü ¾âçÿòèå¿
ôèãóðû B.

Åñëè ôèãóðà îñóùåñòâëÿåò âçÿòèå äðóãîé ôèãóðû, òî ïîñëåäíÿÿ ñíèìàåòñÿ
ñ äîñêè, à áüþùàÿ ôèãóðà çàíèìàåò å¼ ìåñòî.

Îòäåëüíî ñòîèò óïîìÿíóòü õîä ïåøêè: ýòî åäèíñòâåííàÿ ôèãóðà â øàõ-
ìàòàõ, îáû÷íûé õîä êîòîðîé îòëè÷àåòñÿ îò âçÿòèÿ. Îáû÷íûé õîä ïåøêà
äåëàåò ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïåðåìåùàåòñÿ íà 1 êëåòêó ¾âïåð¼ä¿, òî åñòü,
áåëàÿ/÷¼ðíàÿ ïåøêà íà 1 êëåòêó ââåðõ/âíèç, åñëè ñòîèò íà ëþáîé, êðî-
ìå ñâîåé íà÷àëüíîé, ïîçèöèè â èãðå. Â íà÷àëüíîé ïîçèöèè ïåøêà ìîæåò
ïîéòè íà 1 èëè 2 êëåòêè ¾âïåð¼ä¿ ïî æåëàíèþ èãðîêà. Ïîä áîåì ïåøêè íà-
õîäÿòñÿ ïîëÿ ¾âïåð¼ä-íàïðàâî¿ è ¾âïåð¼ä-íàëåâî¿, ò. å. äëÿ áåëîé/÷¼ðíîé
ïåøêè ïîëå, íàõîäÿùååñÿ íà 1 êëåòêó âûøå/íèæå è ëåâåå èëè ïðàâåå ñîîò-
âåòñòâåííî. Â ðåàëüíîé ìàòåìàòè÷åñêîé çàäà÷å, ñêîðåå âñåãî, ýòè ïðàâèëà
áóäóò êàêèì-ëèáî îáðàçîì èçìåíåíû, íàïðèìåð, ïåøêàì áóäåò ðàçðåøåíî
òîëüêî áèòü, èëè áóäåò óáðàíî ïðàâèëî î âîçìîæíîì õîäå íà 2 êëåòêè è
ò. ï. Ñóùåñòâóþò è äðóãèå ñëó÷àè âçÿòèÿ ïåøêè, íàïðèìåð, òàê íàçûâàå-
ìîå ¾âçÿòèå íà ïðîõîäå¿, èçâåñòíîå òåì èç âàñ, êòî èãðàåò â øàõìàòû, íî
â çàäà÷àõ ïî ìàòåìàòèêå îíî íèêîãäà íå ðàññìàòðèâàåòñÿ.

Õîäû âûïîëíÿþòñÿ ïî î÷åðåäè. Çàïðåùåíî äåëàòü õîä òàêîé, ÷òîáû â åãî
ðåçóëüòàòå êîðîëü ñòîðîíû, ñäåëàâøåé õîä, îñòàëñÿ ïîä áîåì. Ñàìè ïî ñåáå
ýòè ôàêòû âðÿä ëè ìîãóò ïðèãîäèòüñÿ, îäíàêî òî ñëåäñòâèå, ÷òî ïîçèöèÿ,
â êîòîðîé îáà êîðîëÿ íàõîäÿòñÿ ïîä áîåì, â øàõìàòàõ ÿâëÿåòñÿ íåâîçìîæ-
íîé, âïîëíå ìîæåò ïîäðàçóìåâàòüñÿ êàê ÷àñòü óñëîâèÿ çàäà÷è.

Øàõìàòíàÿ äîñêà îêðàøåíà â 2 öâåòà � áåëûé è ÷¼ðíûé ïî ñëåäóþùåìó
ïðèíöèïó: åñëè íåêàÿ êëåòêà îêðàøåíà â áåëûé öâåò, òî âñå èìåþùèå ñ
íåé îáùóþ ãðàíèöó êëåòêè äîëæíû èìåòü ÷¼ðíûé, è íàîáîðîò, òàêèì îá-
ðàçîì, åñëè ìû ðàññìîòðèì ëþáóþ âåðòèêàëü èëè ãîðèçîíòàëü, òî öâåòà
êëåòîê â íåé áóäóò ðàçíûìè ó ñîñåäíèõ êëåòîê è îäèíàêîâûìè ó êëåòîê,
ðàçäåë¼ííûõ îäíîé êëåòêîé. Òàêàÿ ðàñêðàñêà íàçûâàåòñÿ ¾øàõìàòíîé¿ è
óæå ðàññìàòðèâàëàñü â ïðåäûäóùèõ ãëàâàõ äàííîé êíèãè.

Åñëè â óñëîâèè ÿâíî íå ñêàçàíî èíîå, òî øàõìàòíàÿ äîñêà èìååò ðàçìåð
8× 8 êëåòîê.
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Ñòîèò îáðàòèòü âíèìàíèå íà íåñêîëüêî âàæíûõ ñîîáðàæåíèé.

1. Åñëè èç äâóõ îäèíàêîâûõ ôèãóð îäíà áü¼ò äðóãóþ, òî è âòîðàÿ â
òàêîì ñëó÷àå îáÿçàòåëüíî áü¼ò ïåðâóþ.

2. Êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ ñäåëàòü õîä ó ðàçíûõ ôèãóð íà ïóñòîé äîñêå
ìîæåò ñèëüíî ìåíÿòüñÿ â çàâèñèìîñòè îò èõ ïîçèöèè, çà èñêëþ÷åíè-
åì ëàäüè, èìåþùåé âñåãäà îäèíàêîâîå ÷èñëî âîçìîæíûõ õîäîâ.

3. Âñå êëåòêè ëþáîé èç äèàãîíàëåé îêðàøåíû â îäèí è òîò æå öâåò,
òàêèì îáðàçîì, ñëîí â ðåçóëüòàòå ñâîåãî õîäà îñòàíåòñÿ íà êëåòêå
òîãî æå öâåòà, à, çíà÷èò, è â ðåçóëüòàòå ñêîëü óãîäíî áîëüøîé ñåðèè
õîäîâ öâåò ïîëÿ ñëîíà íèêîãäà íå èçìåíèòñÿ.

4. Êîíü ïîñëå ñâîåãî õîäà âñåãäà ìåíÿåò öâåò ïîëÿ, íà êîòîðîì îí íà-
õîäèòñÿ, èç ÷åãî ñëåäóåò âûâîä: â ðåçóëüòàòå n ñäåëàííûõ õîäîâ êîíü
ñìåíèò öâåò ñâîåãî ïîëÿ, åñëè n íå÷¼òíîå, è íå ñìåíèò, åñëè n ÷¼òíîå.

5. Ëàäüÿ ìîæåò äîñòè÷ü ëþáîé êëåòêè ïóñòîé äîñêè, íà êàêîé áû îíà
íè íàõîäèëàñü èçíà÷àëüíî, íå áîëåå, ÷åì çà 2 õîäà. Â ñàìîì äåëå:
ñïåðâà îíà ìîæåò ïîéòè âäîëü ãîðèçîíòàëè íà êëåòêó, íàõîäÿùóþñÿ
íà îäíîé âåðòèêàëè ñ òðåáóåìîé, à çàòåì ïî âåðòèêàëè äî íå¼, ëèáî
â îáðàòíîì ïîðÿäêå. Òàê êàê ôåðçü âêëþ÷àåò â ñåáÿ âîçìîæíîñòè
ëàäüè, îí òàêæå ìîæåò ýòî ñäåëàòü.

6. Ñëîí ìîæåò äîñòè÷ü ëþáîé êëåòêè òîãî æå öâåòà ïóñòîé êâàäðàò-
íîé äîñêè, ÷òî è òà, íà êîòîðîé îí íàõîäèòñÿ èçíà÷àëüíî, íå áîëåå,
÷åì çà 2 õîäà. Äåéñòâèòåëüíî, ïðîâåä¼ì âñå âîçìîæíûå 4 äèàãîíà-
ëè, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç ýòè äâå êëåòêè. Ãàðàíòèðîâàííî õîòÿ áû îäíî
ïåðåñå÷åíèå áóäåò íàõîäèòüñÿ â ïðåäåëàõ äîñêè (èíà÷å îäíî èç ðàñ-
ñòîÿíèé ïî âåðòèêàëè èëè ãîðèçîíòàëè ìåæäó ýòèìè êëåòêàìè áûëî
áû áîëüøå ãîðèçîíòàëüíîãî èëè âåðòèêàëüíîãî ðàçìåðà äîñêè, ÷òî
íåâîçìîæíî â ñëó÷àå, åñëè îíà êâàäðàòíàÿ), çíà÷èò, ñëîí ìîæåò ïîé-
òè ñïåðâà íà êëåòêó ïåðåñå÷åíèÿ, à çàòåì è íà òðåáóåìóþ.

Âñ¼ âûøåñêàçàííîå îòíîñèòñÿ íå òîëüêî ê øàõìàòíîé äîñêå 8 × 8, íî è ê
êâàäðàòíîé äîñêå ëþáîãî äðóãîãî ðàçìåðà.
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2 Îáîéäèòå õîäîì øàõìàòíîãî êîíÿ. . .

Ìàòåðèàë äëÿ ðàçáîðà íà çàíÿòèè

Ãîâîðÿò, ÷òî ìû îáîøëè äîñêó íåêîòîðîé ôèãóðîé, åñëè ñäåëàëè ñëåäóþ-
ùåå: ïîñòàâèëè íàøó ôèãóðó íà íåêóþ êëåòêó, à çàòåì äåëàëè åþ õîäû
òîëüêî íà êëåòêè, íå áûâøèå åù¼ íè ðàçó çàíÿòûìè, òàê, ÷òî â êàêîé-òî
ìîìåíò âñå êëåòêè íà äîñêå îêàçàëèñü ïðîéäåííûìè. Çà÷àñòóþ ýòà çàäà-
÷à ìîæåò îáðåìåíÿòüñÿ: íàïðèìåð, ðàçðåøàåòñÿ íà÷àòü òîëüêî ñ êàêîé-òî
îïðåäåë¼ííîé êëåòêè èëè æå îïðåäåë¼ííîé êëåòêîé çàêîí÷èòü è òîìó ïî-
äîáíîå.

Â êëàññè÷åñêîì âèäå áåç îãðàíè÷åíèé äàííàÿ çàäà÷à èçâåñòíà, ïî êðàéíåé
ìåðå, ñ XVIII âåêà. Ëåîíàðä Ýéëåð ïîñâÿòèë åé áîëüøóþ ðàáîòó ¾Ðåøåíèå
îäíîãî ëþáîïûòíîãî âîïðîñà, êîòîðûé, êàæåòñÿ, íå ïîä÷èíÿåòñÿ íèêàêîìó
èññëåäîâàíèþ¿.

Îôîðìëåíèå çàäà÷ íà îáõîä äîëæíî âûãëÿäåòü ïðèìåðíî ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì. Åñëè âû äîêàçûâàåòå, ÷òî îáõîä ñóùåñòâóåò, äîñòàòî÷íî ïðèâåñòè
êàêîé-òî îäèí åãî ïðèìåð, ÷òî íàãëÿäíåå ïîêàçûâàòü íå ñïèñêîì õîäîâ
èëè èíà÷å, à ïðîñòî íàðèñîâàâ äîñêó ñ ÷èñëàìè íà ïîëÿõ, èäóùèìè â òîì
ïîðÿäêå, â êîòîðîì ôèãóðà ïîáûâàëà íà ñîîòâåòñòâóþùèõ êëåòêàõ. Åñëè
æå õîòèòå äîêàçûâàòü, ÷òî åãî íå ñóùåñòâóåò, òî âû äîëæíû ëèáî ïðèâå-
ñòè íåêîå ëîãè÷åñêîå ðàññóæäåíèå, èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî åñëè áû îáõîä
ñóùåñòâîâàë, òî ïîëó÷èëîñü áû êàêîå-òî ïðîòèâîðå÷èå (òî åñòü, äîêàçàòü
ýòî ¾îò ïðîòèâíîãî¿, ìåòîäîì, êîòîðûé âû óæå ïðîøëè â ïðåäûäóùåé
ãëàâå), ëèáî ïîêàçàòü, ÷òî âñå âîçìîæíûå ïîïûòêè îáõîäà íå ïðèâîäÿò ê
óñïåõó, íî, êàê ïðàâèëî, îñóùåñòâëåíèå ïåðåáîðà íå ÿâëÿåòñÿ ðåàëèñòè÷-
íûì â ðàìêàõ âðåìåíè, îòâåä¼ííîãî íà îëèìïèàäó. Ñòîèò çàìåòèòü, ÷òî,
ê ïðèìåðó, ïðèâåäåíèå îäíîé íåóäà÷íîé, ïðèâåäøåé ê òóïèêó, ïîïûòêè
îáõîäà íè÷åãî íå ãîâîðèò î åãî ïðèíöèïèàëüíîé âîçìîæíîñòè, âåäü äëÿ
äîêàçàòåëüñòâà åãî íåñóùåñòâîâàíèÿ íóæíî ðàññìîòðåòü âñå âîçìîæíûå
âàðèàíòû. Ïðîèëëþñòðèðóåì ýòî íèæåñëåäóþùèìè ïðèìåðàìè.

Çàäà÷à 6.2.1. Êîíü ñòîèò â ëåâîì íèæíåì óãëó äîñêè 2n × 2n, ãäå n �
íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Ìîæåò ëè îí îáîéòè äîñêó òàê, ÷òîáû çàâåðøèòü ñâîé
ïóòü â ïðàâîì âåðõíåì óãëó?

Ðåøåíèå. Ïîïûòêà îáîéòè øàõìàòíóþ äîñêó êîí¼ì çàñòàâèò íàñ ïîòðà-
òèòü ìíîãî-ìíîãî âðåìåíè. Âîçìîæíî, ìû íàéä¼ì êàêîé-ëèáî îáõîä âñåé
äîñêè. Íî êàê äîêàçàòü, ÷òî íå ñóùåñòâóåò îáõîäà, çàêàí÷èâàþùåãîñÿ
èìåííî â ïðàâîì âåðõíåì óãëó? Åñëè ìû ðåøàåì çàäà÷ó íà íàðèñîâàí-
íîì íà áóìàãå êâàäðàòå 2n× 2n, òî ìîæåì óïóñòèòü âàæíûå ôàêòû. Òóò
íàì ïîìîæåò øàõìàòíàÿ ðàñêðàñêà äîñêè è ñîîáðàæåíèÿ èç êâàíòà ¾÷¼ò-
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íîñòü¿. Êàê óæå áûëî ñêàçàíî âûøå, êîíü ìåíÿåò öâåò ïîëÿ, íà êîòîðîì
íàõîäèòñÿ, â ðåçóëüòàòå îäíîãî õîäà, à òàêæå â ðåçóëüòàòå ëþáîãî íå÷¼ò-
íîãî êîëè÷åñòâà õîäîâ, â ðåçóëüòàòå æå ÷¼òíîãî ÷èñëà õîäîâ îí îñòàåòñÿ íà
ïîëå òîãî æå öâåòà. Âîò ìû è îáíàðóæèëè, ÷òî çàäà÷à ðåøàåòñÿ ñ èñïîëü-
çîâàíèåì ïðèíöèïà ÷¼òíîñòè. Ïóñòü ëåâîå íèæíåå ïîëå áóäåò ÷¼ðíûì, êàê
è íà íàñòîÿùåé øàõìàòíîé äîñêå. Ïðàâîå âåðõíåå ïîëå ëåæèò íà òîé æå
äèàãîíàëè, ÷òî ëåâîå íèæíåå, çíà÷èò îíî òîãî æå öâåòà è òàêæå ÷¼ðíîå.
Âñåãî íà äîñêå (2n)2 êëåòîê, îäíà èç íèõ óæå çàíÿòà êîí¼ì, è ÷òîáû îáîé-
òè âñå îñòàâøèåñÿ êëåòêè äîñêè, òðåáóåòñÿ ñäåëàòü (2n)2 − 1 õîäîâ, ò. å.
íå÷¼òíîå ÷èñëî, à êàê ìû óæå çíàåì, õîä ñ íå÷¼òíûì íîìåðîì ïðèâåä¼ò
êîíÿ íà áåëîå ïîëå. Òàê ÷òî îòâåò íà âîïðîñ çàäà÷è: íå ìîæåò.

Çàäà÷à 6.2.2. Êîíü ñòîèò â ëåâîì íèæíåì óãëó äîñêè 3× 4. Ìîæåò ëè îí
îáîéòè äîñêó?

Ðåøåíèå. Äà, ìîæåò, ïðèìåð îáõîäà íà ðèñóíêå íèæå.

1 4 7 10

12 9 2 5

3 6 11 8

Çàìåòèì îïÿòü, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå íåóäà÷íûõ ïóòåé, êîòîðûå ìîãóò çàâå-
ñòè â òóïèê, íèêàê îáðàçîì íå äîêàçûâàåò íåâîçìîæíîñòè îáõîäà.

1 4 7

6 2 9

3 8 5

Îäíàæäû îäèí èç àâòîðîâ êíèãè â ðåàëüíîé æèçíè ïðè ïðîâåðêå ðàéîííîé
îëèìïèàäû ïî ìàòåìàòèêå óâèäåë, ÷òî íåêèé åå ó÷àñòíèê ïîíÿë â óñëîâèè
çàäà÷è ¾îáîéòè êîíåì äîñêó 4 × 5¿ ñëîâî ¾îáîéòè¿ íå â ñìûñëå, óêàçàí-
íîì âûøå, à â ñìûñëå ¾ïðîéòè âîêðóã ÷åãî-ëèáî è âåðíóòüñÿ â èñõîäíóþ
òî÷êó¿, ïðèâåäÿ ñëåäóþùåå ðåøåíèå.

316



10
1

2
3

4

5
6

7
8

9

Ê ñîæàëåíèþ, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ÷åëîâåê ïðàâèëüíî ðåøèë òó çàäà÷ó, î
êîòîðîé îí ïîäóìàë, íè îäíîãî áàëëà ïîñòàâèòü åìó ìû íå ñìîãëè.

Çàäàâàëüíèê

Çàäà÷à 6.2.3. (Ëåíèíãðàäñêèå ìàòåìàòè÷åñêèå êðóæêè � 6.003) Äîñêà
èìååò ôîðìó êðåñòà, êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ, åñëè èç êâàäðàòíîé äîñêè 4× 4
âûêèíóòü óãëîâûå êëåòêè. Ìîæíî ëè îáîéòè å¼ õîäîì øàõìàòíîãî êîíÿ è
âåðíóòüñÿ íà èñõîäíîå ïîëå, ïîáûâàâ íà âñåõ ïîëÿõ ðîâíî ïî ðàçó?

Çàäà÷à 6.2.4. (Ëåíèíãðàäñêèå ìàòåìàòè÷åñêèå êðóæêè � 2.003) Ìîæåò
ëè êîíü ïðîéòè ñ ïîëÿ a1 íà ïîëå h8, ïîáûâàâ ïî äîðîãå íà êàæäîì èç
îñòàëüíûõ ïîëåé ðîâíî îäèí ðàç?

Çàäà÷à 6.2.5. (Ìîñêîâñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà � 1959.8.5) Äîêà-
çàòü, ÷òî øàõìàòíóþ äîñêó ðàçìåðîì 4× 4 íåëüçÿ îáîéòè õîäîì øàõìàò-
íîãî êîíÿ, ïîáûâàâ íà êàæäîì ïîëå ðîâíî îäèí ðàç.

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Çàäà÷à 6.1. Îáîéäèòå õîäîì øàõìàòíîãî êîíÿ äîñêè à) 5× 5; á) 6× 6.
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3 Îöåíêà + ïðèìåð íà øàõìàòíîé äîñêå

Ìàòåðèàë äëÿ ðàçáîðà íà çàíÿòèè

Ðàçáåðåì òàêæå íåêîòîðûå çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ óæå ïðîéäåííîé âàìè òå-
ìîé ¾îöåíêà+ïðèìåð¿.

Çàäà÷à 6.3.1. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî øàõìàòíûõ êîðîëåé ìîæíî
ðàññòàâèòü íà äîñêå 8× 8, ÷òîáû îíè íå áèëè äðóã äðóãà?

Ðåøåíèå. Ïîïðîáîâàâ ðàññòàâèòü êîðîëåé íåñêîëüêî ðàç, ìîæíî çàìåòèòü,
÷òî áîëüøå 16 ðàññòàâèòü íèêîãäà íå óäàñòñÿ. Âîçíèêàåò ëîãè÷íîå ïðåä-
ïîëîæåíèå, ÷òî áîëüøå ðàññòàâèòü è íå ïîëó÷èòñÿ. Ðàçîáü¼ì äîñêó íà 16
êâàäðàòîâ 2 íà 2 (ðèñóíîê à)). Çàìåòèì, ÷òî â êàæäîì èç íèõ ìîæíî ðàñ-
ñòàâèòü íå áîëåå îäíîãî êîðîëÿ. Ýòî çíà÷èò, ÷òî âñåãî ìîæíî ðàññòàâèòü
íå áîëåå 16 êîðîëåé. Ýòî è åñòü èñêîìàÿ îöåíêà. Ïðèìåð ðàññòàíîâêè 16
êîðîëåé ìîæíî âèäåòü íà ðèñóíêå á). Âàæíî ïîíèìàòü, ÷òî ïðèìåð ìî-
æåò áûòü äàëåêî íå åäèíñòâåííûì â çàäà÷å, íî äëÿ ðåøåíèÿ äîñòàòî÷íî
ïðèâåñòè îäèí.

à) îöåíêà

Ê

Ê

Ê

Ê

Ê

Ê

Ê

Ê

Ê

Ê

Ê

Ê

Ê

Ê

Ê

Ê

á) ïðèìåð

Çàäà÷à 6.3.2. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî øàõìàòíûõ ñëîíîâ ìîæíî
ðàññòàâèòü íà äîñêå 4× 4 òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îíè íå áèëè äðóã äðóãà?

Ðåøåíèå. Îöåíêà. ¾Ðàñêðàñèì¿ äîñêó â 6 öâåòîâ.

6 4 2 1

4 2 1 3

2 1 3 5

1 3 5 6
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Î÷åâèäíî, ÷òî íà êëåòêàõ îäíîãî öâåòà ìîæåò áûòü íå áîëåå îäíîãî ñëîíà.
Òàê êàê öâåòîâ � øåñòü, òî ñëîíîâ íå ìîæåò áûòü áîëåå øåñòè.

Ïðèìåð.

Ñ Ñ

Ñ Ñ Ñ Ñ

Çàäà÷à 6.3.3. (Ôåäåðàëüíûé îêðóæíîé ýòàï Âñåðîññèéñêîé îëèìïèàäû
øêîëüíèêîâ � 2007.8.4) Íà øàõìàòíîé äîñêå ðàññòàâëåíû âî âñåõ êëåòêàõ
32 áåëûå è 32 ÷¼ðíûå ïåøêè. Ïåøêà ìîæåò áèòü ïåøêè ïðîòèâîïîëîæíîãî
öâåòà, äåëàÿ õîä ïî äèàãîíàëè íà îäíó êëåòêó è ñòàíîâÿñü íà ìåñòî âçÿòîé
ïåøêè (áåëûå ïåøêè ìîãóò áèòü òîëüêî âïðàâî-ââåðõ è âëåâî-ââåðõ, à ÷¼ð-
íûå � òîëüêî âëåâî-âíèç è âïðàâî-âíèç). Äðóãèì îáðàçîì ïåøêè õîäèòü
íå ìîãóò. Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî ïåøåê ìîæåò îñòàòüñÿ íà äîñêå?

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî ïîñëå âçÿòèÿ ïåøêà âñåãäà ñîõðàíÿåò öâåò ïîëÿ,
íà êîòîðîì íàõîäèòñÿ, çíà÷èò, îíà ñîõðàíèò öâåò ñâîåãî ïîëÿ â ðåçóëüòàòå
ñêîëü óãîäíî áîëüøîé ñåðèè âçÿòèé. Ñëåäîâàòåëüíî, â èòîãå îñòàíåòñÿ íå
ìåíåå 2 ïåøåê � îäíà íà ÷¼ðíîé êëåòêå è îäíà íà áåëîé.

Ïðèìåð ðàññòàíîâêè è ñåðèè âçÿòèé äëÿ ïåøåê, ñòîÿùèõ íà áåëûõ êëåòêàõ,
óêàçàí íà ðèñóíêå (â ðåçóëüòàòå èç 32 ïåøåê îñòà¼òñÿ îäíà).

pZpZpZpZ
ZPZPZPZp
PZPZPZPZ
ZpZPZPZp
PZpZPZPZ
ZpZpZPZp
PZpZpZPZ
ZPZPZPZP

pZpZpZpZ
ZPZPZPZp
PZPZPZPZ
ZpZPZPZp
PZpZPZPZ
ZpZpZPZp
PZpZpZPZ
ZPZPZPZP

pZ0Z0Z0Z
ZpZ0Z0Z0
PZpZ0Z0Z
ZpZpZ0Z0
PZpZpZ0Z
ZpZpZpZ0
PZpZpZpZ
ZPZPZPZP

pZ0Z0Z0Z
ZPZ0Z0Z0
0ZPZ0Z0Z
Z0ZPZ0Z0
0Z0ZPZ0Z
Z0Z0ZPZ0
0Z0Z0ZPZ
Z0Z0Z0ZP

0Z0Z0Z0Z
Z0Z0Z0Z0
0Z0Z0Z0Z
Z0Z0Z0Z0
0Z0Z0Z0Z
Z0Z0Z0Z0
0Z0Z0Z0Z
Z0Z0Z0Zp
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Íà ÷¼ðíûõ êëåòêàõ ïåøêè ðàññòàâëåíû çåðêàëüíî-ñèììåòðè÷íî îòíîñè-
òåëüíî öåíòðàëüíîé ãîðèçîíòàëè (áåëàÿ ïåøêà ïåðåõîäèò â ÷¼ðíóþ, è íà-
îáîðîò). Ñíà÷àëà âçÿòèå îñóùåñòâëÿåò îäíà èç ïåøåê íà áåëîé êëåòêå,
çàòåì ñèììåòðè÷íàÿ åé, è òàê äàëåå. Òàêèì îáðàçîì, áûëî äîêàçàíî, ÷òî
íåëüçÿ îñòàâèòü áîëåå 2 ïåøåê, è ïðèâåä¼í ïðèìåð, ÷òî çàâåðøàåò ðåøåíèå
çàäà÷è.

Çàäàâàëüíèê

Çàäà÷à 6.3.4. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2002.7.5) Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ëàäåé ìîæåò ñòîÿòü íà
øàõìàòíîé äîñêå, åñëè ïîëîâèíà èç íèõ áåëûå, ïîëîâèíà � ÷¼ðíûå, è ïðè
ýòîì íèêàêàÿ áåëàÿ ëàäüÿ íå áü¼ò íèêàêóþ ÷¼ðíóþ?

Çàäà÷à 6.3.5. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2012.7.9) Êëåòêè äîñêè ðàçìåðîì 5 × 5 ðàñêðàøåíû â øàõ-
ìàòíîì ïîðÿäêå (óãëîâûå êëåòêè � ÷¼ðíûå). Ïî ÷¼ðíûì êëåòêàì ýòîé
äîñêè äâèãàåòñÿ ôèãóðà � ìèíè�ñëîí, îñòàâëÿÿ ñëåä íà êàæäîé êëåòêå,
ãäå îí ïîáûâàë, è áîëüøå â ýòó êëåòêó íå âîçâðàùàÿñü. Ìèíè�ñëîí ìîæåò
õîäèòü ëèáî â ñâîáîäíûå îò ñëåäîâ ñîñåäíèå (ïî äèàãîíàëè) êëåòêè, ëèáî
ïðûãàòü (òàêæå ïî äèàãîíàëè) ÷åðåç îäíó êëåòêó, â êîòîðîé îñòàâëåí ñëåä,
íà ñâîáîäíóþ êëåòêó çà íåé. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî êëåòîê ñìîæåò
ïîñåòèòü ìèíè�ñëîí?

Çàäà÷à 6.3.6. (Êðóæîê ÂÌØ 57 øêîëû � 2002.7.2) à) Êàêîå ìàêñèìàëü-
íîå êîëè÷åñòâî ñëîíîâ ìîæíî ðàññòàâèòü íà äîñêå 1000× 1000 òàê, ÷òîáû
îíè íå áèëè äðóã äðóãà? á) Êàêîå ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî êîíåé ìîæíî
ðàññòàâèòü íà äîñêå 8× 8 òàê, ÷òîáû îíè íå áèëè äðóã äðóãà?

Çàäà÷à 6.3.7. (Òóðãîð. Âåñåííèé òóð. Òðåíèðîâî÷íûé âàðèàíò �
2007.9.3) Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî ëàäåé íóæíî ïîñòàâèòü íà øàõìàòíóþ
äîñêó 8× 8, ÷òîáû âñå áåëûå êëåòêè áûëè ïîä áîåì ýòèõ ëàäåé? (Ïîä áî-
åì ëàäüè ñ÷èòàþòñÿ âñå êëåòêè ñòðîêè è ñòîëáöà, â êîòîðûõ íàõîäèòñÿ
ëàäüÿ.)

Çàäà÷à 6.3.8. (Òóðãîð. Âåñåííèé òóð. Òðåíèðîâî÷íûé âàðèàíò �
2007.9.1) Êëåòêè äîñêè 9 × 9 ðàñêðàñèëè â øàõìàòíîì ïîðÿäêå â ÷¼ðíûé
è áåëûé öâåòà (óãëîâûå êëåòêè áåëûå). Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî ëàäåé
íóæíî ïîñòàâèòü íà ýòó äîñêó, ÷òîáû âñå áåëûå êëåòêè îêàçàëèñü ïîä áî-
åì ýòèõ ëàäåé? (Ïîä áîåì ëàäüè ñ÷èòàþòñÿ âñå êëåòêè ñòðîêè è ñòîëáöà,
â êîòîðûõ íàõîäèòñÿ ëàäüÿ.)

Çàäà÷à 6.3.9. (Ìóíèöèïàëüíûé ýòàï Âñåðîññèéñêîé îëèìïèàäû øêîëü-
íèêîâ (Ìîñêâà) � 2011.9.6) Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî êëåòîê ìîæíî
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îòìåòèòü íà øàõìàòíîé äîñêå òàê, ÷òîáû ñ êàæäîé èç íèõ íà ëþáóþ äðó-
ãóþ îòìå÷åííóþ êëåòêó ìîæíî áûëî ïðîéòè ðîâíî äâóìÿ õîäàìè øàõìàò-
íîãî êîíÿ?

Çàäà÷à 6.3.10. (Òóðãîð. Îñåííèé òóð. Îñíîâíîé âàðèàíò � 2001.8-9.5)
Ñàøà âûñòàâëÿåò íà ïóñòóþ øàõìàòíóþ äîñêó ëàäüè: ïåðâóþ � êóäà çà-
õî÷åò, à êàæäóþ ñëåäóþùóþ ñòàâèò òàê, ÷òîáû îíà ïîáèëà íå÷¼òíîå ÷èñëî
ðàíåå âûñòàâëåííûõ ëàäåé. Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî ëàäåé îí ñìîæåò òàê
âûñòàâèòü?

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Çàäà÷à 6.2. Êàêîå ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî à)ëàäåé; á)ôåðçåé; â)êîíåé ìîæíî
ðàññòàâèòü íà äîñêå 4× 4 òàê, ÷òîáû îíè íå áèëè äðóã äðóãà?

Çàäà÷à 6.3. Êàêîå ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî à)ñëîíîâ; á)ôåðçåé; â)êîíåé ìîæ-
íî ðàññòàâèòü íà øàõìàòíîé äîñêå òàê, ÷òîáû îíè íå áèëè äðóã äðóãà?
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4 Ðàçíîáîé íà øàõìàòíîé äîñêå

Â äàííîì ðàçäåëå ïðèâåä¼í ðàçíîáîé èç çàäà÷, ñâÿçàííûõ êàêèì-òî îá-
ðàçîì ñ øàõìàòíûìè äîñêàìè è ôèãóðàìè. Íåêîòîðûå èç äàííûõ çàäà÷
ãîðàçäî ñëîæíåå, ÷åì îíè êàæóòñÿ, ïîýòîìó íå ïóãàéòåñü, åñëè âû íå ñìîã-
ëè ÷òî-òî ðåøèòü.

Çàäà÷à 6.4.1. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2002.6.2) Ïîñòàâüòå 5 ôèøåê íà äîñêó ðàçìåðîì 8 × 8, ÷òî-
áû ëþáîé ñîñòîÿùèé èç äåâÿòè êëåòîê êâàäðàò ñîäåðæàë â òî÷íîñòè îäíó
ôèøêó.

Çàäà÷à 6.4.2. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1998.6.6) Ðàññòàâüòå íà
øàõìàòíîé äîñêå 32 êîíÿ òàê, ÷òîáû êàæäûé èç íèõ áèë ðîâíî äâóõ äðó-
ãèõ.

Çàäà÷à 6.4.3. (Òóðãîð. Âåñåííèé òóð. Òðåíèðîâî÷íûé âàðèàíò �
1998.8;9.2) Øàõìàòíûé êîðîëü îáîø¼ë âñþ äîñêó 8×8, ïîáûâàâ íà êàæäîé
êëåòêå ïî îäíîìó ðàçó, âåðíóâøèñü ïîñëåäíèì õîäîì â èñõîäíóþ êëåòêó.
Äîêàæèòå, ÷òî îí ñäåëàë ÷¼òíîå ÷èñëî äèàãîíàëüíûõ õîäîâ.

Çàäà÷à 6.4.4. (Òóðíèð èì. Ëîìîíîñîâà � 1990.13) Äàí êóá 4 × 4 × 4.
Ðàññòàâüòå â í¼ì 16 ëàäåé òàê, ÷òîáû îíè íå áèëè äðóã äðóãà.

Çàäà÷à 6.4.5. (Òóðíèð èì. Ëîìîíîñîâà � 1991.14) Íà øàõìàòíîé äîñêå
4× 4 ðàñïîëîæåíà ôèãóðà � ¾ëåòó÷àÿ ëàäüÿ¿, êîòîðàÿ õîäèò òàê æå, êàê
îáû÷íàÿ ëàäüÿ, íî íå ìîæåò çà îäèí õîä ñòàòü íà ïîëå, ñîñåäíåå ñ ïðåäû-
äóùèì. Ìîæåò ëè îíà çà 16 õîäîâ îáîéòè âñþ äîñêó, ñòàíîâÿñü íà êàæäîå
ïîëå ïî ðàçó, è âåðíóòüñÿ íà èñõîäíîå ïîëå?

Çàäà÷à 6.4.6. (Ìîñêîâñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà � 1992.8.2) Ìî-
æåò ëè âî âðåìÿ øàõìàòíîé ïàðòèè íà êàæäîé èç 30 äèàãîíàëåé îêàçàòüñÿ
íå÷¼òíîå ÷èñëî ôèãóð?

Çàäà÷à 6.4.7. (Òóðãîð. Îñåííèé òóð. Îñíîâíîé âàðèàíò � 2008.8;9.1) Íà
øàõìàòíîé äîñêå 100×100 ðàññòàâëåíî 100 íå áüþùèõ äðóã äðóãà ôåðçåé.
Äîêàæèòå, ÷òî â êàæäîì óãëîâîì êâàäðàòå 50×50 íàõîäèòñÿ õîòÿ áû îäèí
ôåðçü.

Çàäà÷à 6.4.8. (Ìîñêîâñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ðåãàòà � 2013.11.3.3)Íà øàõ-
ìàòíóþ äîñêó ïîñòàâëåíû 11 êîíåé òàê, ÷òî íèêàêèå äâà íå áüþò äðóã
äðóãà. Äîêàæèòå, ÷òî íà òó æå äîñêó ìîæíî ïîñòàâèòü åù¼ îäíîãî êîíÿ ñ
ñîõðàíåíèåì ýòîãî ñâîéñòâà.

Çàäà÷à 6.4.9. (Òóðãîð. Îñåííèé òóð. Òðåíèðîâî÷íûé âàðèàíò � 2001.8-
9.5) Íà äîñêå ðàçìåðîì 15 × 15 êëåòîê ðàññòàâèëè 15 ëàäåé, íå áüþùèõ
äðóã äðóãà. Çàòåì êàæäóþ ëàäüþ ïåðåäâèíóëè õîäîì êîíÿ. Äîêàæèòå, ÷òî
òåïåðü êàêèå-òî äâå ëàäüè áóäóò áèòü äðóã äðóãà.
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Çàäà÷à 6.4.10. (Ìîñêîâñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ðåãàòà � 2013.7.4.3) Íà áå-
ëûõ è ÷¼ðíûõ êëåòêàõ äîñêè 10 × 10 ñòîèò ïî îäèíàêîâîìó êîëè÷åñòâó
ëàäåé òàê, ÷òî íèêàêèå äâå ëàäüè äðóã äðóãà íå áüþò. Äîêàæèòå, ÷òî íà
ýòó äîñêó ìîæíî ïîñòàâèòü åù¼ îäíó ëàäüþ òàê, ÷òîáû îíà íå áèëà íèêà-
êóþ èç óæå ñòîÿùèõ.
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5 Ðàçáîð çàäà÷ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøå-

íèÿ

Îáîéäèòå õîäîì øàõìàòíîãî êîíÿ. . .

Çàäà÷à 6.1. Îáîéäèòå õîäîì øàõìàòíîãî êîíÿ äîñêè à) 5× 5; á) 6× 6?

Ðåøåíèå. Îäèí èç ñïîñîáîâ îáîéòè äîñêó 5× 5.

1 10 21 16 7

20 15 8 11 22

9 2 25 6 17

14 19 4 23 12

3 24 13 18 5

Îäèí èç ñïîñîáîâ îáîéòè äîñêó 6× 6.

1 10 21 34 7 12

22 33 8 11 20 27

9 2 35 26 13 6

36 23 32 17 28 19

3 16 25 30 5 14

24 31 4 15 18 29

Îöåíêà + ïðèìåð íà øàõìàòíîé äîñêå

Çàäà÷à 6.2. Êàêîå ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî à)ëàäåé; á)ôåðçåé; â)êîíåé ìîæíî
ðàññòàâèòü íà äîñêå 4× 4 òàê, ÷òîáû îíè íå áèëè äðóã äðóãà?

Ðåøåíèå. a) Ñ ëàäüÿìè âñ¼ ïðîñòî. Òàê êàê êàæäàÿ ëàäüÿ áü¼ò âñå êëåò-
êè íà ñâîèõ ãîðèçîíòàëè è âåðòèêàëè, íà ýòè ïîëÿ ñòàâèòü äðóãèõ ëàäåé
íåëüçÿ, íî èõ ìîæíî ñòàâèòü íà ëþáûå äðóãèå íåáèòûå êëåòêè. Ïîýòîìó
íà äîñêå 4× 4 ìîæíî ðàññòàâèòü 4 ëàäüè.
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Ë

Ë

Ë

Ë

á) Ðàññòàíîâêà ôåðçåé � çàäà÷à íà îöåíêó+ïðèìåð. Îöåíêà, äîêàçàííàÿ
äëÿ ëàäåé, ïîêàçûâàåò, ÷òî áîëüøå 4 ôåðçåé íà äîñêå ðàññòàâèòü íåëüçÿ.
Ïðèìåð ðàññòàíîâêè 4 ôåðçåé óêàçàí íà ðèñóíêå.

Ô

Ô

Ô

Ô

â) Âñïîìíèâ ñâîéñòâî êîíÿ � áèòü òîëüêî êëåòêè ïðîòèâîïîëîæíîãî öâåòà
� ìû áûñòðî íàõîäèì îäíî èç ðåøåíèé: ðàññòàâèòü âñåõ êîíåé íà ïîëÿõ
îäíîãî öâåòà, ÷òî äàñò íàì 8 êîíåé (ðèñóíîê à)). Äëÿ îöåíêè ðàçîáü¼ì
ïîëå íà ìíîæåñòâà. Íà ýòîò ðàç èõ áóäåò 8 (ðèñóíîê á)). Íà êàæäîì èç
ýòèõ ìíîæåñòâ ìîæåò ñòîÿòü ìàêñèìóì îäèí êîíü, ïîýòîìó âñåãî ìîæíî
ðàññòàâèòü íå áîëåå 8 êîíåé.

Ê Ê

Ê Ê

Ê Ê

Ê Ê

à) ïðèìåð á) îöåíêà

Çàäà÷à 6.3. Êàêîå ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî à)ñëîíîâ; á)ôåðçåé; â)êîíåé ìîæ-
íî ðàññòàâèòü íà øàõìàòíîé äîñêå òàê, ÷òîáû îíè íå áèëè äðóã äðóãà?

Ðåøåíèå. à) Äîêàæåì, ÷òî ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ñëîíîâ, êîòîðûõ ìîæíî
ðàññòàâèòü òàê, ÷òîáû îíè íå áèëè äðóã äðóãà, ðàâíî 14. Ïðèâåä¼ì îöåíêó
è ïðèìåð. Ïðèìåð èçîáðàæ¼í íà ðèñóíêå à).
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Ñ Ñ Ñ Ñ Ñ Ñ Ñ Ñ

Ñ Ñ Ñ Ñ Ñ Ñ

à) ïðèìåð á) îöåíêà

Ðàçîáü¼ì äîñêó íà 14 ìíîæåñòâ êëåòîê, 13 èç êîòîðûõ äèàãîíàëè, à 14-îå �
äâå ïðîòèâîïîëîæíûå êëåòêè (ðèñóíîê á)). Íà êàæäîì èç ýòèõ ìíîæåñòâ
ìîæåò ñòîÿòü ìàêñèìóì 1 ñëîí, ïîýòîìó âñåãî ìîæíî ïîñòàâèòü ìàêñèìóì
14 ñëîíîâ.

á) Äîêàæåì, ÷òî ìîæíî ðàññòàâèòü íå áîëåå 8 ôåðçåé òàê, ÷òîáû îíè íå
áèëè äðóã äðóãà. Ïðèìåð èçîáðàæ¼í íà ðèñóíêå à). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà
îöåíêè, äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî íà êàæäîé âåðòèêàëè ìîæåò ñòîÿòü íå
áîëåå îäíîãî ôåðçÿ, ïîýòîìó ìîæíî ðàññòàâèòü íå áîëåå 8 ôåðçåé (ðèñóíîê
á)). Ìåæäó ïðî÷èì, ðåøåíèåì ýòîé çàäà÷è çàíèìàëñÿ âåëèêèé ìàòåìàòèê
Ãàóññ. Îí óñòàíîâèë, ÷òî ñóùåñòâóåò 92 ðàçëè÷íûå ðàññòàíîâêè.

Ô

Ô

Ô

Ô

Ô

Ô

Ô

Ô

à) ïðèìåð á) îöåíêà

â) Äîêàæåì, ÷òî ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî êîíåé, êîòîðûõ ìîæíî ðàññòàâèòü
òàê, ÷òîáû îíè íå áèëè äðóã äðóãà ðàâíî 32. Ïðèìåð èçîáðàæ¼í íà ðè-
ñóíêå à) � âñå êîíè ñòîÿò íà ÷¼ðíûõ ïîëÿõ è íå áüþò äðóã äðóãà (êîíü
áü¼ò òîëüêî ïîëÿ ïðîòèâîïîëîæíîãî öâåòà). Äëÿ îöåíêè ñíîâà ðàçîáü¼ì
ïîëå íà ìíîæåñòâà. Íà ýòîò ðàç èõ áóäåò 32 (ðèñóíîê á)). Íà êàæäîì èç
ýòèõ ìíîæåñòâ ìîæåò ñòîÿòü ìàêñèìóì îäèí êîíü, ïîýòîìó âñåãî ìîæíî
ðàññòàâèòü íå áîëåå 32 êîíåé.
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Ê Ê Ê Ê

Ê Ê Ê Ê

Ê Ê Ê Ê

Ê Ê Ê Ê

Ê Ê Ê Ê

Ê Ê Ê Ê

Ê Ê Ê Ê

Ê Ê Ê Ê

à) ïðèìåð á) îöåíêà
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Ãëàâà 7

Ýòîãî âàì íå ðàññêàæóò íà

øêîëüíûõ óðîêàõ ìàòåìàòèêè

Äàííàÿ ãëàâà íàøåé êíèãè ïîñâÿùåíà òàêèì òåìàì, êîòîðûì ïî÷òè èëè
ñîâñåì íå óäåëÿåòñÿ âðåìÿ íà øêîëüíûõ çàíÿòèÿõ.

Òåì íå ìåíåå, ïàðàãðàôû äàííîé ãëàâû ïðèîòêðîþò âàì äâåðü â óâëåêà-
òåëüíûé ìèð íåâåðîÿòíî êðàñèâîé è âî âñåõ ñìûñëàõ óäèâèòåëüíîé íàóêè
� äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè!

Óâëåêàòåëüíîãî ïóòåøåñòâèÿ!

1 Ãðàôû. ×òî òàêîå ãðàô?

Ìàòåðèàë äëÿ ðàçáîðà íà çàíÿòèè

Ãðàôû, íàâåðíîå, îäíà èç íàèìåíåå ëþáèìûõ òåì îëèìïèàäíîé ìàòåìà-
òèêè. Ðåäêî â êàêèõ øêîëàõ óïîìèíàþò ãðàôû, à èçó÷àþò èõ âîîáùå â
åäèíè÷íûõ. Êàê áû òî íè áûëî, îëèìïèàäíûå çàäà÷è íà ýòó òåìó ñóùå-
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ñòâóþò, è íàì ïðèä¼òñÿ èõ ðåøàòü. Íîâè÷îê, ïðèøåäøèé íà îëèìïèàäó
è óâèäåâøèé òàêóþ çàäà÷ó, ñêîðåå âñåãî, îãðàíè÷èòñÿ ÷òåíèåì å¼ óñëî-
âèÿ, ïîñëå ÷åãî ïåðåéä¼ò ê äðóãîé. Òåì íå ìåíåå, çàäà÷à íà ãðàôû ìîæåò
îêàçàòüñÿ ñîâñåì íåñëîæíîé, è äëÿ å¼ ðåøåíèÿ èíîãäà áûâàåò äîñòàòî÷íî
çíàíèÿ òåðìèíîëîãèè, íåáîëüøîé òåîðèè è çäðàâîãî ñìûñëà.

Òàê ÷òî æå òàêîå ãðàô?

Îïðåäåëåíèå 11. Ãðàôîì íàçûâàåòñÿ êîíå÷íûé íàáîð òî÷åê, íåêîòîðûå
èç êîòîðûõ ñîåäèíåíû ëèíèÿìè. Äàííûå òî÷êè íàçûâàþòñÿ âåðøèíàìè

ãðàôà, à ñîåäèíÿþùèå ëèíèè � ð¼áðàìè.

Íàãëÿäíî èçîáðàçèòü ýòî ìîæíî òàê: ïóñòü âåðøèíû � ýòî íåêîòîðûå ãî-
ðîäà, à ð¼áðà ãðàôà � ýòî äîðîãè, èõ ñîåäèíÿþùèå (ðèñóíîê íèæå). Ïðè
ýòîì â ãðàôå íåâàæíî ðàñïîëîæåíèå âåðøèí íà ðèñóíêå èëè ôàêò ïåðå-
ñå÷åíèÿ ð¼áåð � îäèí è òîò æå ãðàô ìîæåò áûòü èçîáðàæ¼í ðàçëè÷íûìè
ñïîñîáàìè.

Ìîñêâà

Âèíòåðôåëë
Àíê-Ìîðïîðê

Åõî

Ðîõàí Àñãàðä

Äàäèì ñòðîãîå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 12. Ãðàôû íàçûâàþòñÿ ðàâíûìè (èçîìîðôíûìè), åñëè
îíè èìåþò îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî âåðøèí, è ýòè âåðøèíû ìîæíî çàíó-
ìåðîâàòü òàêèì îáðàçîì, ÷òî âåðøèíû ñîåäèíåíû â ïåðâîì ãðàôå òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà âåðøèíû ñ òàêèìè æå íîìåðàìè ñîåäèíåíû âî âòîðîì
ãðàôå.

Èñïîëüçîâàíèå ãðàôîâ ïîìîãàåò ïðåäñòàâèòü çàäà÷ó áîëåå íàãëÿäíî. Äëÿ
íà÷àëà ðàçáåð¼ì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó.

Çàäà÷à 7.1.1. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1994.6.6) Ïåøåõîä îáîø¼ë
øåñòü óëèö îäíîãî ãîðîäà, ïðîéäÿ êàæäóþ ðîâíî äâà ðàçà, íî íå ñìîã
îáîéòè èõ, ïðîéäÿ êàæäóþ ëèøü ðàç. Ìîãëî ëè ýòî áûòü?

Ðåøåíèå. Èòàê, ðàññìîòðèì øåñòü óëèö, âûõîäÿùèõ èç öåíòðà ãîðîäà â
ðàçíûõ íàïðàâëåíèÿõ, íàïðèìåð, êàê íà ðèñóíêå ñïðàâà: øåñòü îòðåçêîâ
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AB, AC, AD, AE, AF , AG, ñ îáùèì íà÷àëîì A è áåç äðóãèõ îáùèõ òî÷åê.

A

B

C

D
E

F

G

Ïåøåõîä ìîæåò, âûéäÿ èç öåíòðà, ïðîéòè êàæäóþ óëèöó òóäà-îáðàòíî.
Íî, î÷åâèäíî, ïðîéòè ïî êàæäîé óëèöå ðîâíî îäèí ðàç íåâîçìîæíî.

Òàêèì îáðàçîì, îòâåò: òàêîå ìîãëî áûòü!

Îïðåäåëåíèå 13. Ïîëíûì ãðàôîì íàçûâàåòñÿ ãðàô, â êîòîðîì êàæäàÿ
âåðøèíà ñîåäèíåíà ñ êàæäîé.

Çàäàäèìñÿ âîïðîñîì, êàê îïðåäåëèòü êîëè÷åñòâî ð¼áåð â ïîëíîì ãðàôå ñ
n âåðøèíàìè? Î÷åâèäíî, ÷òî êàæäàÿ èç n âåðøèí, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ,
ñîåäèíåíà ñ îñòàëüíûìè n−1 âåðøèíàìè, îòêóäà èìååì: n · (n−1), îäíàêî
òàêèì îáðàçîì êàæäîå ðåáðî áóäåò ó÷òåíî äâàæäû. Ïîýòîìó îêîí÷àòåëüíî
ïîëó÷àåì, ÷òî ÷èñëî âåðøèí â ïîëíîì ãðàôå èç n ð¼áåð ðàâíî

n · (n− 1)

2
.

Çàäà÷à 7.1.2. Â Øèðå ìåæäó 10 äîìàìè ïðîëîæåíî 20 àêêóðàòíûõ áðóñ-
÷àòûõ äîðîã, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñâÿçûâàåò êàêèå-òî äâà äîìà. Ýêîíîìÿ-
ùèå ñâî¼ âðåìÿ àêêóðàòíûå õîááèòû õîòÿò ïðîëîæèòü åù¼ íåñêîëüêî äî-
ðîã òàê, ÷òîáû èç êàæäîãî äîìà ìîæíî áûëî äîáðàòüñÿ äî ëþáîãî äðóãîãî,
ïðè÷¼ì ëèøíèõ äîðîã ñòðîèòü íå òðåáóåòñÿ (äâà äîìà äîëæíà ñîåäèíÿòü
ëèøü îäíà äîðîãà). Ñêîëüêî äîðîã íåîáõîäèìî åù¼ ïîñòðîèòü?

Ðåøåíèå. Îáùåå êîëè÷åñòâî äîðîã â êîíå÷íîì ñ÷¼òå äîëæíî áûòü òàêèì:

10 · (10− 1)

2
= 45.

Òàê êàê 20 äîðîã óæå ïðîëîæåíî, òî îñòàëîñü ïðîëîæèòü åùå 25.
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Çàäàâàëüíèê

Çàäà÷à 7.1.3. (Êðóæîê ìàëîãî ìåõìàòà � 2013/2014.6.1) Â äåðåâíå Èãó-
ìåíêà 9 äîìîâ. Èçâåñòíî, ÷òî ó Ïåòðà ñîñåäè Èâàí è Àíòîí, Ìàêñèì ñîñåä
Èâàíó è Ñåðãåþ, Âèêòîð � Äèìå è Íèêèòå, à òàêæå ïî ñîñåäñòâó æèâóò
Åâãåíèé ñ Íèêèòîé, Èâàí ñ Ñåðãååì, Åâãåíèé ñ Äèìîé, Ñåðãåé ñ Àíòî-
íîì, è áîëüøå ñîñåäåé â îçíà÷åííîé äåðåâíå íåò (ñîñåäíèìè ñ÷èòàþòñÿ
äâîðû, ó êîòîðûõ åñòü îáùèé ó÷àñòîê çàáîðà). Ìîæåò ëè Ï¼òð îãîðîäàìè
ïðîáðàòüñÿ ê Íèêèòå çà ÿáëîêàìè?

Çàäà÷à 7.1.4. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1992.6.3) Êàê, íå îòðû-
âàÿ êàðàíäàøà îò áóìàãè, ïðîâåñòè øåñòü îòðåçêîâ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû
îêàçàëèñü çà÷¼ðêíóòûìè 16 òî÷åê, ðàñïîëîæåííûõ â âåðøèíàõ êâàäðàò-
íîé ñåòêè 3× 3?

Çàäà÷à 7.1.5. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1995.6.6) Â êâàäðàòå 6× 6
îòìå÷àþò íåñêîëüêî êëåòîê òàê, ÷òî èç ëþáîé îòìå÷åííîé ìîæíî ïðîéòè
â ëþáóþ äðóãóþ îòìå÷åííóþ, ïåðåõîäÿ òîëüêî ÷åðåç îáùèå ñòîðîíû îò-
ìå÷åííûõ êëåòîê. Îòìå÷åííóþ êëåòêó íàçûâàþò êîíöåâîé, åñëè îíà ãðà-
íè÷èò ïî ñòîðîíå ðîâíî ñ îäíîé îòìå÷åííîé. Îòìåòüòå íåñêîëüêî êëåòîê
òàê, ÷òîáû ïîëó÷èëîñü: à) 10; á) 11; â) 12 êîíöåâûõ êëåòîê.

Çàäà÷à 7.1.6. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1991.6.6) Ìåòðî ãîðîäà
Óðþïèíñêà ñîñòîèò èç òð¼õ ëèíèé è èìååò ïî êðàéíåé ìåðå äâå êîíå÷-
íûå ñòàíöèè è ïî êðàéíåé ìåðå äâà ïåðåñàäî÷íûõ óçëà, ïðè÷¼ì íè îäíà èç
êîíå÷íûõ ñòàíöèé íå ÿâëÿåòñÿ ïåðåñàäî÷íîé. Ñ êàæäîé ëèíèè íà êàæäóþ
èç îñòàëüíûõ ìîæíî ïåðåéòè ïî êðàéíåé ìåðå â äâóõ ìåñòàõ.

Íàðèñóéòå ïðèìåð òàêîé ñõåìû ìåòðî, åñëè èçâåñòíî, ÷òî ýòî ìîæíî ñäå-
ëàòü, íå îòðûâàÿ êàðàíäàøà îò áóìàãè è íå ïðîâîäÿ äâà ðàçà îäèí è òîò
æå îòðåçîê.

Çàäà÷à 7.1.7. (Ìàòåðèàëû îëèìïèàäíûõ øêîë ÌÔÒÈ) Â øêîëå ó÷èòñÿ
20 äåòåé, ïðè÷¼ì ó ëþáûõ äâóõ åñòü îáùàÿ áàáóøêà. Íàçîâ¼ì áàáóøêó
¾ìíîãîâíó÷íîé¿, åñëè ó íå¼ åñòü õîòÿ áû 13 âíóêîâ. Â øêîëå îáúÿâèëè áà-
áóøêîàïîêàëèïñèñ, êîòîðûé îáÿçàòåëåí äëÿ ïîñåùåíèÿ âñåìè áàáóøêàìè.
Äîêàæèòå, ÷òî õîòÿ áû îäíà ìíîãîâíó÷íàÿ áàáóøêà óñòðîèò àïîêàëèïñèñ.

Çàäà÷à 7.1.8. Â êîìïàíèè ó êàæäûõ äâóõ ëþäåé ðîâíî ïÿòü îáùèõ çíà-
êîìûõ. Äîêàæèòå, ÷òî êîëè÷åñòâî ïàð çíàêîìûõ äåëèòñÿ íà 3.

Çàäà÷à 7.1.9. (Èâàíîâ, ¾Ìàòåìàòè÷åñêèé êðóæîê¿) à) Â ãðóïïå èç ÷åòû-
ð¼õ ÷åëîâåê, ãîâîðÿùèõ íà ðàçíûõ ÿçûêàõ, ëþáûå òðîå ìîãóò îáùàòüñÿ
(âîçìîæíî, îäèí ïåðåâîäèò äâóì äðóãèì). Äîêàçàòü, ÷òî èõ ìîæíî ðàç-
áèòü íà ïàðû, â êàæäîé èç êîòîðûõ èìååòñÿ îáùèé ÿçûê.

á) Òî æå äëÿ ãðóïïû èç 100 ÷åëîâåê.
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â) Òî æå äëÿ ãðóïïû èç 102 ÷åëîâåê.

Çàäà÷à 7.1.10. (Èâàíîâ, ¾Ìàòåìàòè÷åñêèé êðóæîê¿) Êàæäîå èç ð¼áåð
ïîëíîãî ãðàôà ñ 17 âåðøèíàìè ïîêðàøåíî â îäèí èç òð¼õ öâåòîâ. Äîêà-
æèòå, ÷òî åñòü òðè âåðøèíû, âñå ð¼áðà ìåæäó êîòîðûìè � îäíîãî öâåòà.

Çàäà÷à 7.1.11. (Ëåíèíãðàäñêèå ìàòåìàòè÷åñêèå êðóæêè) Êàæäîå èç ð¼-
áåð ïîëíîãî ãðàôà ñ 9 âåðøèíàìè ïîêðàøåíî â ñèíèé èëè êðàñíûé öâåò.
Äîêàæèòå, ÷òî ëèáî åñòü ÷åòûðå âåðøèíû, âñå ð¼áðà ìåæäó êîòîðûìè �
ñèíèå, ëèáî åñòü òðè âåðøèíû, âñå ð¼áðà ìåæäó êîòîðûìè � êðàñíûå.

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Çàäà÷à 7.1. (Ëåíèíãðàäñêèå ìàòåìàòè÷åñêèå êðóæêè) Ìåæäó äåâÿòüþ
ïëàíåòàìè Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû ââåäåíî êîñìè÷åñêîå ñîîáùåíèå. Ðàêåòû
ëåòàþò ïî ñëåäóþùèì ìàðøðóòàì: Çåìëÿ � Ìåðêóðèé, Ïëóòîí � Âåíå-
ðà, Çåìëÿ � Ïëóòîí, Ïëóòîí � Ìåðêóðèé, Ìåðêóðèé � Âåíåðà, Óðàí �
Íåïòóí, Íåïòóí � Ñàòóðí, Ñàòóðí � Þïèòåð, Þïèòåð � Ìàðñ è Ìàðñ �
Óðàí. Ìîæíî ëè äîáðàòüñÿ ñ Çåìëè äî Ìàðñà?

Çàäà÷à 7.2. (Òóðíèð èì. Ëîìîíîñîâà � 1998.5-8.11)
Ìîæíî ëè íàðèñîâàòü ýòó êàðòèíêó, êàê íà ðèñóíêå
ñïðàâà, íå îòðûâàÿ êàðàíäàøà îò áóìàãè è ïðîõîäÿ ïî
êàæäîé ëèíèè ïî îäíîìó ðàçó?

Çàäà÷à 7.3. (Ëåíèíãðàäñêèå ìàòåìàòè÷åñêèå êðóæêè) Êàæäîå èç ð¼áåð
ïîëíîãî ãðàôà ñ 6 âåðøèíàìè ïîêðàøåíî â îäèí èç äâóõ öâåòîâ. Äîêàæèòå,
÷òî åñòü òðè âåðøèíû, âñå ð¼áðà ìåæäó êîòîðûìè � îäíîãî öâåòà.
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2 Ãðàôû. Ñòåïåíü âåðøèíû ãðàôà

Ìàòåðèàë äëÿ ðàçáîðà íà çàíÿòèè

Ìû ïðîäîëæàåì ðàçãîâîð î ãðàôàõ: îíè, êàê è ìíîãèå ìàòåìàòè÷åñêèå
îáúåêòû, îáëàäàþò ñâîèìè õàðàêòåðèñòèêàìè. Ïî ìåðå èçó÷åíèÿ òåìû ìû
ïîçíàêîìèì âàñ ñî ìíîæåñòâîì òàêèõ õàðàêòåðèñòèê. Íî, äëÿ íà÷àëà, äà-
âàéòå ñôîðìóëèðóåì, ÷òî æå òàêîå ñòåïåíü âåðøèíû ãðàôà.

Îïðåäåëåíèå 14. Êîëè÷åñòâî ð¼áåð, âûõîäÿùèõ èç äàííîé âåðøèíû,
íàçûâàåòñÿ ñòåïåíüþ âåðøèíû. Âåðøèíà ãðàôà, èìåþùàÿ íå÷¼òíóþ ñòå-
ïåíü, íàçûâàåòñÿ íå÷¼òíîé, à ÷¼òíóþ ñòåïåíü � ÷¼òíîé. Ñòåïåíü âåðøèíû
v ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü deg v.

Íàïðèìåð, íà ðèñóíêå íèæå ñòåïåíü âåðøèíû ¾Ðîõàí¿ � 3, òàê êàê èç íå¼
âåä¼ò òðè äîðîãè � â Ìîñêâó, Âèíòåðôåëë è Àñãàðä.

Ìîñêâà

Âèíòåðôåëë
Àíê-Ìîðïîðê

Åõî

Ðîõàí Àñãàðä

Ñôîðìóëèðóåì è äîêàæåì ñëåäóþùåå âàæíîå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 2 (î ðóêîïîæàòèÿõ). ×èñëî íå÷¼òíûõ âåðøèí ëþáîãî ãðàôà ÷¼ò-
íî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì êàæäîå ðåáðî ãðàôà êàê íåêîòîðóþ ¾íè-
òî÷êó¿, ñîåäèíÿþùóþ 2 âåðøèíû. Òîãäà ñóììà âñåõ ñòåïåíåé âåðøèí ãðà-
ôà � ýòî îáùåå êîëè÷åñòâî íèòî÷åê, âûõîäÿùèõ èç âñåõ âåðøèí. Íî êàæ-
äóþ íèòî÷êó ìû ïîñ÷èòàëè ïî 2 ðàçà, òàê êàê îíà èìååò 2 êîíöà. Òàêèì
îáðàçîì, ñóììà ñòåïåíåé âñåõ âåðøèí â ãðàôå ÷¼òíà.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ó íàñ â ãðàôå íå÷¼òíîå êîëè÷åñòâî íå÷¼òíûõ âåðøèí.
Òîãäà ñóììà ñòåïåíåé íå÷¼òíûõ âåðøèí � íå÷¼òíîå ÷èñëî, âñëåäñòâèå ÷åãî
ñóììà ñòåïåíåé âñåõ âåðøèí ãðàôà åñòü ñóììà íåêîòîðîãî ÷¼òíîãî ÷èñëà,
ðàâíîãî ñóììå ñòåïåíåé ÷¼òíûõ âåðøèí è íåêîòîðîãî íå÷¼òíîãî ÷èñëà,
ðàâíîãî ñóììå ñòåïåíåé âåðøèí íå÷¼òíûõ, ò. å. íå÷¼òíîå ÷èñëî, ÷òî ïðîòè-
âîðå÷èò ÷¼òíîñòè ñóììû âåðøèí â ãðàôå. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äî-
êàçûâàåò óòâåðæäåíèå ëåììû.
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Ïîõîæàÿ èäåÿ èñïîëüçîâàëàñü â ïðåäûäóùåì êâàíòå ïðè íàõîæäåíèè ÷èñ-
ëà ð¼áåð â ïîëíîì ãðàôå.

Äàâàéòå ïðîäåìîíñòðèðóåì íà ïðèìåðå, íàñêîëüêî ìîùíûì èíñòðóìåíòîì
ÿâëÿåòñÿ äîêàçàííàÿ ëåììà.

Çàäà÷à 7.2.1. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî ëþäåé, êîãäà-ëèáî äåðæàâøèõ â ðó-
êàõ äàííóþ êíèãó è ñäåëàâøèõ íå÷¼òíîå ÷èñëî ðóêîïîæàòèé ñ äðóãèìè
òàêèìè ëþäüìè, ÷¼òíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äàâàéòå ïðåäñòàâèì ëþäåé, êîòîðûå äåðæàëè â ðóêàõ
äàííóþ êíèãó, â âèäå âåðøèí ãðàôà, è ñîåäèíèì ð¼áðàìè òå âåðøèíû, êî-
òîðûå ñîîòâåòñòâóþò ëþäÿì, îáìåíÿâøèìñÿ ðóêîïîæàòèåì äðóã ñ äðóãîì.

Òîãäà, ñîãëàñíî ëåììå ¾î ðóêîïîæàòèÿõ¿, êîëè÷åñòâî íå÷¼òíûõ âåðøèí
â òàêîì ãðàôå � ÷¼òíîå ÷èñëî. Çíà÷èò, è ëþäåé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ýòèì
âåðøèíàì, òàêæå ÷¼òíîå ÷èñëî, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü!

Çàäà÷à 7.2.2. Êàíäèäàò â ìýðû ãîðîäà Áîáðîâ â ñâîåé ïðåäâûáîðíîé
êîìïàíèè îáåùàë ïðîâåñòè íîâûå òåëåôîííûå ëèíèè ìåæäó äîìàìè ñëå-
äóþùèì îáðàçîì: âñåãî â ãîðîäå 25 äîìîâ, è êàæäûé äîì äîëæåí áûòü
ñîåäèí¼í ðîâíî ñ 5 äðóãèìè. Äîêàæèòå, ÷òî îí íå ñìîæåò ñäåðæàòü ñâî¼
îáåùàíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü äîìà � ýòî âåðøèíû, à òåëåôîííûå ëèíèè � ýòî
ð¼áðà ãðàôà. Òîãäà ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû ðàâíà 5. À ñóììà âñåõ ñòå-
ïåíåé ðàâíà 5 · 25 = 125, ÷òî äîëæíî áûòü ðàâíî óäâîåííîìó êîëè÷åñòâó
ð¼áåð. Íî ýòî íåâîçìîæíî, òàê êàê 125 � íå÷¼òíîå ÷èñëî.

Áîëüøîå êîëè÷åñòâî îøèáîê ïðè ðåøåíèè çàäà÷ íà ãðàôû çàêëþ÷àåòñÿ
â òîì, ÷òî ðàçáèðàþòñÿ òîëüêî ÷àñòíûå ñëó÷àè è íå äåëàåòñÿ ïîïûòêè
ðåøèòü çàäà÷ó â îáùåì âèäå.

Çàäà÷à 7.2.3. Íà ïðàçäíîâàíèè Äíÿ ðîæäåíèÿ Áèëüáî ïðèñóòñòâîâàëà
âñÿ åãî ðîäíÿ, êàê èçâåñòíî, íå îòëè÷àþùàÿñÿ áëàãîíðàâíûì õàðàêòåðîì
è ðàäóøèåì. Ïîýòîìó íà ïðàçäíèêå ó êàæäîãî èç ïðèñóòñòâóþùèõ õâàòèëî
òåðïåíèÿ ïîçäîðîâàòüñÿ ðîâíî ñ n ïðèñóòñòâóþùèìè (ïðè÷¼ì ó êàæäîãî
ïðèñóòñòâóþùåãî ýòî ÷èñëî n îäèíàêîâî), à Áèëüáî, âíèìàòåëüíî ñëåäèâ-
øèé çà ñâîèìè ðîäñòâåííèêàìè, ïîäñ÷èòàë, ÷òî âñåãî áûëî ñäåëàíî 109
ðóêîïîæàòèé. ×åìó ìîæåò ðàâíÿòüñÿ n, è êàêîâî ÷èñëî ïðèñóòñòâóþùèõ,
åñëè ïîñëåäíèõ áûëî áîëüøå äâóõ?
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Ðåøåíèå. Êîëè÷åñòâî ïðèñóòñòâóþùèõ îáîçíà÷èì ÷åðåç s. Òîãäà ÷èñëî
ðóêîïîæàòèé ðàâíî:

s · n
2

= 109.

×èñëî 109 � ïðîñòîå, à ò. ê. s > 2, òî î÷åâèäíî, ÷òî n = 2, s = 109.

Çàäà÷à 7.2.4. (Ëåíèíãðàäñêèå ìàòåìàòè÷åñêèå êðóæêè) Ìîæíî ëè íàðè-
ñîâàòü íà ïëîñêîñòè 9 îòðåçêîâ òàê, ÷òîáû êàæäûé ïåðåñåêàëñÿ ðîâíî ñ
òðåìÿ äðóãèìè?

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ãðàô, â êîòîðîì âåðøèíû � îòðåçêè. Âåðøèíû ñî-
åäèíåíû ðåáðîì â ñëó÷àå, åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå èì îòðåçêè ïåðåñåêàþòñÿ.
Â òàêîì ñëó÷àå èìååì íå÷¼òíîå ÷èñëî âåðøèí (9) íå÷¼òíîé ñòåïåíè (3), ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò ëåììå î ðóêîïîæàòèÿõ. Ïîýòîìó îòâåò � íåëüçÿ.

Çàäàâàëüíèê

Çàäà÷à 7.2.5. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1992.7.3) Ðåçèäåíò îäíîé
èíîñòðàííîé ðàçâåäêè ñîîáùèë â öåíòð î ãîòîâÿùåìñÿ ïîäïèñàíèè ðÿ-
äà äâóñòîðîííèõ ñîãëàøåíèé ìåæäó ïÿòíàäöàòüþ áûâøèìè ðåñïóáëèêàìè
ÑÑÑÐ. Ñîãëàñíî åãî äîíåñåíèþ, êàæäàÿ èç íèõ çàêëþ÷èò äîãîâîð ðîâíî ñ
òðåìÿ äðóãèìè. Çàñëóæèâàåò ëè ðåçèäåíò äîâåðèÿ?

Çàäà÷à 7.2.6. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2014.6.4) Êîìïàíèÿ èç íåñêîëüêèõ äðóçåé âåëà ïåðåïèñêó òàê,
÷òî êàæäîå ïèñüìî ïîëó÷àëè âñå, êðîìå îòïðàâèòåëÿ. Êàæäûé íàïèñàë
îäíî è òî æå êîëè÷åñòâî ïèñåì, â ðåçóëüòàòå ÷åãî âñåìè âìåñòå áûëî ïî-
ëó÷åíî 440 ïèñåì. Ñêîëüêî ÷åëîâåê ìîãëî áûòü â ýòîé êîìïàíèè?

Çàäà÷à 7.2.7. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2013.6.8) Ìîæíî ëè íàðèñîâàòü 1006 ðàçëè÷íûõ 2012-
óãîëüíèêîâ, ó êîòîðûõ âñå âåðøèíû îáùèå, íî ïðè ýòîì íè ó êàêèõ äâóõ
íåò íè îäíîé îáùåé ñòîðîíû?

Çàäà÷à 7.2.8. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2017.7.6) Ñðåäè 49 øêîëü-
íèêîâ êàæäûé çíàêîì íå ìåíåå ÷åì ñ 25 äðóãèìè. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî
èõ ðàçáèòü íà ãðóïïû èç 2 èëè 3 ÷åëîâåê òàê, ÷òîáû êàæäûé áûë çíàêîì
ñî âñåìè â ñâîåé ãðóïïå.

Çàäà÷à 7.2.9. (Ëåíèíãðàäñêèå ìàòåìàòè÷åñêèå êðóæêè) Ó íåêîòîðîãî êî-
ðîëÿ 19 áàðîíîâ�âàññàëîâ. Ìîæåò ëè îêàçàòüñÿ òàê, ÷òî ó êàæäîãî âàñ-
ñàëüíîãî áàðîíñòâà îäíî, ïÿòü èëè äåâÿòü ñîñåäíèõ áàðîíñòâ?
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Çàäà÷à 7.2.10. (Èâàíîâ, ¾Ìàòåìàòè÷åñêèé êðóæîê¿) Â ãðàôå êàæäàÿ
âåðøèíà � ñèíÿÿ èëè çåë¼íàÿ. Ïðè ýòîì êàæäàÿ ñèíÿÿ âåðøèíà ñâÿçà-
íà ñ ïÿòüþ ñèíèìè è äåñÿòüþ çåë¼íûìè, à êàæäàÿ çåë¼íàÿ � ñ äåâÿòüþ
ñèíèìè è øåñòüþ çåë¼íûìè. Êàêèõ âåðøèí áîëüøå � ñèíèõ èëè çåë¼íûõ?

Çàäà÷à 7.2.11. (Èâàíîâ, ¾Ìàòåìàòè÷åñêèé êðóæîê¿) Â ãðàôå èç êàæäîé
âåðøèíû âûõîäèò ïî òðè ðåáðà. Ìîæåò ëè â í¼ì áûòü 1990 ð¼áåð?

Çàäà÷à 7.2.12. (Ëåíèíãðàäñêèå ìàòåìàòè÷åñêèå êðóæêè) Íà êîíôåðåí-
öèè ïðèñóòñòâóþò 50 ó÷¼íûõ, êàæäûé èç êîòîðûõ çíàêîì ïî êðàéíåé ìåðå
ñ 25 ó÷àñòíèêàìè êîíôåðåíöèè. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäóòñÿ ÷åòâåðî èç íèõ,
êîòîðûõ ìîæíî óñàäèòü çà êðóãëûé ñòîë òàê, ÷òîáû êàæäûé ñèäåë ðÿäîì
ñî çíàêîìûìè åìó ëþäüìè.

Çàäà÷à 7.2.13. (Èâàíîâ, ¾Ìàòåìàòè÷åñêèé êðóæîê¿) Â êðóæêå ó êàæäî-
ãî ÷ëåíà èìååòñÿ îäèí äðóã è îäèí âðàã. Äîêàçàòü, ÷òî

à) ÷èñëî ÷ëåíîâ ÷¼òíî;
á) êðóæîê ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâà íåéòðàëüíûõ êðóæêà.

Çàäà÷à 7.2.14. (Ìóíèöèïàëüíûé ýòàï Âñåðîññèéñêîé îëèìïèàäû øêîëü-
íèêîâ (Ìîñêâà) � 2006.6.5) Â íîðêå æèâ¼ò ñåìüÿ èç 24 ìûøåé. Êàæäóþ
íî÷ü ðîâíî ÷åòûðå èç íèõ îòïðàâëÿþòñÿ íà ñêëàä çà ñûðîì. Ìîæåò ëè òàê
ïîëó÷èòüñÿ, ÷òî â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè êàæäàÿ ìûøêà ïîáûâàëà
íà ñêëàäå ñ êàæäîé ðîâíî ïî îäíîìó ðàçó?

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Çàäà÷à 7.4. Â îáùåæèòèè æèâóò 214 ñòóäåíòîâ. Êàæäûé ÷àñ ðîâíî 4 èç
íèõ îòïðàâëÿþòñÿ íà êóõíþ ïåðåêóñèòü. Ìîæåò ëè òàê ïîëó÷èòüñÿ, ÷òî
â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè êàæäûé èç ñòóäåíòîâ ñòîëêíóëñÿ ñ êàæäûì
íà êóõíå ðîâíî ïî îäíîìó ðàçó?

Çàäà÷à 7.5. Ìîãóò ëè ñòåïåíè âåðøèí â ãðàôå áûòü ðàâíû: à)
6, 5, 4, 3, 2, 2; á) 5, 5, 4, 3, 2, 1; â) 5, 5, 4, 3, 2, 2?
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3 Ýéëåðîâû ïóòè è ê¼íèãñáåðãñêèå ìîñòû.

Ïåðåâîä ðèñóíêà â ãðàô

Ìàòåðèàë äëÿ ðàçáîðà íà çàíÿòèè

Òåêóùèé ïàðàãðàô ïîñâÿù¼í îäíîé èñòîðè÷åñêè âàæíîé çàäà÷å.

Çàäà÷à 7.3.1 (çàäà÷à î ñåìè ê¼íèãñáåðãñêèõ ìîñòàõ). Â ãîðîäå Ê¼-
íèãñáåðãå áûëî 7 ìîñòîâ. Íàéòè ñïîñîá, êàê ìîæíî ïðîéòè ïî âñåì ñåìè
ìîñòàì Ê¼íèãñáåðãà, íå ïðîõîäÿ íè ïî îäíîìó èç íèõ äâàæäû.

Ðåøåíèå. Ïåðâûì, êòî ðåøèë ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó, áûë Ëåîíàðä Ýéëåð.
Âîïðîèçâåä¼ì ðåøåíèå âåëèêîãî ìàòåìàòèêà.

Îáîçíà÷èì ÷àñòè ãîðîäà, îãðàíè÷åííûå âîäîé, âåðøèíàìè ãðàôà, à ìîñòû,
ñîåäèíÿþùèå ÷àñòè ãîðîäà � ð¼áðàìè. Ê¼íèãñáåðã òîãî âðåìåíè ìîæíî
áûëî áû ïðåäñòàâèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Êàê ìû äîêàçàëè â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå, êîëè÷åñòâî íå÷¼òíûõ âåðøèí
â ãðàôå � ÷¼òíî.

Íî Ëåîíàðä Ýéëåð øàãíóë äàëüøå: îí ïðèø¼ë ê òîìó, ÷òî

� åñëè â ãðàôå âñå âåðøèíû � ÷¼òíûå, òî ìîæíî íà÷åðòèòü äàííûé
ãðàô, íå îòðûâàÿ êàðàíäàøà îò áóìàãè, ïðè ýòîì, íà÷àâ ñ ëþáîé
âåðøèíû äàííîãî ãðàôà è âåðíóâøèñü â íå¼ æå.

� åñëè â ãðàôå ðîâíî äâå âåðøèíû � íå÷¼òíûå, òî ìîæíî íà÷åðòèòü
äàííûé ãðàô, íå îòðûâàÿ êàðàíäàøà îò áóìàãè, ïðè ýòîì, íà÷àâ ñ
ëþáîé èç íå÷¼òíûõ âåðøèí è çàâåðøèâ åãî â äðóãîé íå÷¼òíîé âåð-
øèíå.

� ãðàô, êîòîðûé ñîäåðæèò áîëåå äâóõ íå÷¼òíûõ âåðøèí, íåëüçÿ íàðè-
ñîâàòü, íå îòðûâàÿ êàðàíäàø îò áóìàãè.

Ïðåäñòàâëåííûé íà ðèñóíêå âûøå ãðàô ñîäåðæèò 4 íå÷¼òíûå âåðøèíû.
Çíà÷èò, åãî íåëüçÿ íàðèñîâàòü, íå îòðûâàÿ êàðàíäàøà îò áóìàãè, èç ÷åãî
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ñëåäóåò, ÷òî íåëüçÿ ïðîéòè ïî âñåì ìîñòàì Ê¼íèãñáåðãà, íå ïðîõîäÿ íè ïî
îäíîìó èç íèõ äâàæäû.

Çàäà÷à 7.3.2. Óìáåðòî ðåøèë ïîñòðîèòü áèáëèîòåêó è çàêàçàë ðàçðàáî-
òàòü íåñêîëüêî âàðèàíòîâ ïëàíèðîâêè êîìíàò (íà ðèñóíêå íèæå), ïðè÷¼ì
îáÿçàòåëüíûì óñëîâèåì áûëî íàëè÷èå ðîâíî îäíîé äâåðè â êàæäîé ñòåíå,
îòäåëÿþùåé äâå êîìíàòû èëè êîìíàòó è âíåøíåå ïðîñòðàíñòâî. Â êàêèõ
ñëó÷àÿõ ìîæíî ïðîéòè ÷åðåç âñå äâåðè, íå ïðîõîäÿ íè ÷åðåç îäíó áîëåå
îäíîãî ðàçà.

Ðåøåíèå. Ïðåäñòàâèì ãðàô ñ âåðøèíàìè-êîìíàòàìè (îäíà èç âåðøèí �
âíåøíÿÿ îáëàñòü) è ð¼áðàìè-äâåðüìè.

A

B C

D E

O O

A

C
B D

O

A
D E

B C

à) Âñå ñòåïåíè âåðøèí ÷¼òíû, Ýéëåðîâ îáõîä âîçìîæåí.

á) Äâå âåðøèíû íå÷¼òíîé ñòåïåíè � öèêë ñóùåñòâóåò ñ êîíöàìè â äàííûõ
âåðøèíàõ.

â) Òðè âåðøèíû íå÷¼òíîé ñòåïåíè � îáõîä íåâîçìîæåí.

Ïîñëå ðåøåíèÿ çàäà÷è î ê¼íèãñáåðãñêèõ ìîñòàõ âîçíèê íîâûé ðàçäåë ìà-
òåìàòèêè � ¾Òåîðèÿ ãðàôîâ¿, ñ êîòîðûì ìîæíî áóäåò îçíàêîìèòüñÿ â
ðàìêàõ äàííîé ãëàâû.

Äëÿ äàëüíåéøåé ðàáîòû íåîáõîäèìî ââåñòè íîâûå ïîíÿòèÿ.

Îïðåäåëåíèå 15. Ïóò¼ì â ãðàôå íàçûâàåòñÿ óïîðÿäî÷åííûé íàáîð âåð-
øèí, â êîòîðîì êàæäàÿ ñëåäóþùàÿ âåðøèíà ñîåäèíåíà ñ ïðåäûäóùåé ðåá-
ðîì.
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Îïðåäåëåíèå 16. Äëèíîé ïóòè íàçûâàåòñÿ êîëè÷åñòâî ð¼áåð, îáðàçóþ-
ùèõ äàííûé ïóòü.

Îïðåäåëåíèå 17. Äâå âåðøèíû â ãðàôå íàçûâàþòñÿ ñìåæíûìè, åñëè
îíè ñîåäèíåíû ðåáðîì. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îíè íàçûâàþòñÿ íåñìåæíûìè.

Îïðåäåëåíèå 18. Öèêëîì â ãðàôå íàçûâàåòñÿ ïóòü, â êîòîðîì íà÷àëüíàÿ
è êîíå÷íàÿ âåðøèíû ñîâïàäàþò.

Îïðåäåëåíèå 19. Ïðîñòûì öèêëîì â ãðàôå íàçûâàåòñÿ ïóòü, êîòîðûé
íà÷èíàåòñÿ è çàêàí÷èâàåòñÿ â îäíîé âåðøèíå, è ïðè ýòîì íå ïðîõîäèò íè
÷åðåç îäíó èç äðóãèõ âåðøèí äâàæäû.

Íàïðèìåð, íà ðèñóíêå íèæå B − C −D − E − B è F − G −H − F � ýòî
öèêëû.

A

B

C

D

E

F

G

H

Îïèñàííûå â ðåøåíèè çàäà÷è î ê¼íèãñáåðãñêèõ ìîñòàõ ïîíÿòèÿ ïîëó÷èëè
ñâîè íàçâàíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 20. Ýéëåðîâûì ïóò¼ì â ãðàôå íàçûâàåòñÿ ïóòü, êîòîðûé
ïðîõîäèò ïî êàæäîìó ðåáðó, ïðè÷¼ì ðîâíî îäèí ðàç.

Îïðåäåëåíèå 21. Ýéëåðîâ öèêë � çàìêíóòûé Ýéëåðîâ ïóòü.

Îïðåäåëåíèå 22. Ýéëåðîâ ãðàô � ãðàô, èç âñåõ ð¼áåð êîòîðîãî ìîæíî
âûäåëèòü ýéëåðîâ öèêë íà âñåõ ð¼áðàõ.

Çàäàâàëüíèê

Çàäà÷à 7.3.3. (Ëåíèíãðàäñêèå ìàòåìàòè÷åñêèå êðóæêè � 6.020) Èìååò-
ñÿ ãðóïïà îñòðîâîâ, ñîåäèí¼ííûõ ìîñòàìè òàê, ÷òî îò êàæäîãî îñòðîâà
ìîæíî äîáðàòüñÿ äî ëþáîãî äðóãîãî. Òóðèñò îáîø¼ë âñå îñòðîâà, ïðîéäÿ
ïî êàæäîìó ìîñòó ðîâíî îäèí ðàç. Íà îñòðîâå Òðîåêðàòíîì îí ïîáûâàë
òðèæäû. Ñêîëüêî ìîñòîâ âåä¼ò ñ Òðîåêðàòíîãî, åñëè òóðèñò:

à) íå ñ íåãî íà÷àë è íå íà í¼ì çàêîí÷èë;
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á) ñ íåãî íà÷àë, íî íå íà í¼ì çàêîí÷èë;
â) ñ íåãî íà÷àë è íà í¼ì çàêîí÷èë?

Çàäà÷à 7.3.4. (Ëåíèíãðàäñêèå ìàòåìàòè÷åñêèå êðóæêè) à) Äàí êóñîê
ïðîâîëîêè äëèíîé 120 ñì. Ìîæíî ëè, íå ëîìàÿ ïðîâîëîêè, èçãîòîâèòü
êàðêàñ êóáà ñ ðåáðîì 10 ñì?

á) Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî ðàç ïðèä¼òñÿ ëîìàòü ïðîâîëîêó, ÷òîáû âñ¼ æå
èçãîòîâèòü òðåáóåìûé êàðêàñ?

Çàäà÷à 7.3.5. (Òóðãîð. Âåñåííèé òóð. Òðåíèðîâî÷íûé âàðèàíò �
1992/1993. 8-9.4) Ìóðàâåé ïîëçàåò ïî ïðîâîëî÷íîìó êàðêàñó êóáà, ïðè
ýòîì îí íèêîãäà íå ïîâîðà÷èâàåò íàçàä. Ìîæåò ëè ñëó÷èòüñÿ, ÷òî â îäíîé
âåðøèíå îí ïîáûâàë 25 ðàç, à â êàæäîé èç îñòàëüíûõ � ïî 20 ðàç?

Çàäà÷à 7.3.6. (Ìîñêîâñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà � 1961.8.1.4) Äà-
íà ëàäüÿ, êîòîðîé ðàçðåøàåòñÿ äåëàòü õîäû òîëüêî äëèíîé â îäíó êëåòêó.
Äîêàçàòü, ÷òî îíà ìîæåò îáîéòè âñå êëåòêè ïðÿìîóãîëüíîé øàõìàòíîé
äîñêè, ïîáûâàâ íà êàæäîé êëåòêå ðîâíî îäèí ðàç, è âåðíóòüñÿ â íà÷àëü-
íóþ êëåòêó òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ÷èñëî êëåòîê íà äîñêå ÷¼òíî.

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Çàäà÷à 7.6. Â îäíîé èç âåðøèí êóáà ñèäèò òàðàêàí. Ìîæåò
ëè îí ïðîïîëçòè ïî âñåì åãî ð¼áðàì ðîâíî ïî îäíîìó ðàçó è
âîçâðàòèòüñÿ â èñõîäíóþ âåðøèíó?

Çàäà÷à 7.7. Ñóùåñòâóåò ëè ýéëåðîâ ãðàô, èç êîòîðîãî ìîæíî âûäåëèòü
ýéëåðîâ öèêë íåñêîëüêèìè ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè?
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4 Ãðàôû. Ñâÿçíûå ãðàôû

Ìàòåðèàë äëÿ ðàçáîðà íà çàíÿòèè

Ìû ïðîäîëæàåì ãîâîðèòü î ãðàôàõ. Ââåä¼ì åù¼ îäíó èõ âàæíóþ õàðàê-
òåðèñòèêó.

Îïðåäåëåíèå 23. Ãðàô íàçûâàåòñÿ ñâÿçíûì, åñëè ëþáûå äâå åãî âåðøè-
íû ìîãóò áûòü ñîåäèíåíû ïóò¼ì, ò. å. ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ð¼áåð, êàæäîå
ñëåäóþùåå èç êîòîðûõ íà÷èíàåòñÿ â êîíöå ïðåäûäóùåãî.

Îïðåäåëåíèå 24. Äåðåâî � ýòî ñâÿçíûé ãðàô áåç ïðîñòûõ öèêëîâ. Ó
äåðåâà êîëè÷åñòâî ð¼áåð íà îäíî ìåíüøå êîëè÷åñòâà âåðøèí.

Çàäà÷à 7.4.1. Ó æèâóùåãî â Øèðå Áèëüáî Áåããèíñà åñòü 8 ñîñåäåé. Ïðè-
÷¼ì ìåæäó äåâÿòüþ ñîñåäñêèìè äîìàìè ïðîëîæåíû äîðîãè, êàæäàÿ èç êî-
òîðûõ ñîåäèíÿåò äâà äîìà. Èçâåñòíî, ÷òî êàæäûé äîì ñîåäèí¼í ïî êðàéíåé
ìåðå ñ ÷åòûðüìÿ äðóãèìè. Ãðÿä¼ò ïðàçäíèê Óðîæàÿ, ê êîòîðîìó Áèëüáî
íàãîòîâèë ñâèíûõ ïèðîãîâ ïî ðåöåïòó ãîíäîðöåâ, ÷òîáû óãîñòèòü ñâîèõ
ñîñåäåé, äî êîòîðûõ ìîæíî äîéòè ïî äîðîãå (ïèðîã áîëüøîé, íåñòè íåïðî-
ñòî; ê òîìó æå, îáëàäàþùèé ñòðîïòèâûì õàðàêòåðîì Áèëüáî íå ñîáèðàåòñÿ
ïà÷êàòü â ïûëè ñâîé ïðàçäíè÷íûé êàôòàí). Äîêàæèòå, ÷òî Áèëüáî ïðè-
ä¼òñÿ óãîñòèòü ïèðîãàìè è ïîçäðàâèòü ñ Äí¼ì Óðîæàÿ âñåõ ñâîèõ ñîñåäåé.

Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå íåâåðíî, è åñòü êàêîé-òî äîì
A, äî êîòîðîãî Áèëüáî, æèâóùèé â äîìå B, íå ñìîæåò äîéòè. Íî â òàêîì
ñëó÷àå ñðåäè îñòàâøèõñÿ 7 åñòü ïî êðàéíåé ìåðå 4 äîìà, ñîåäèí¼ííûõ ñ
äîìîì Áèëüáî äîðîãàìè, à òàêæå åñòü 4 äîìà, ñîåäèí¼ííûõ äîðîãàìè ñ
äîìîì A. Íî â òàêîì ñëó÷àå îäèí èç ýòèõ äîìîâ ñîåäèí¼í äîðîãîé êàê ñ
A, òàê è ñ B, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ. Ïîýòîìó Áèëüáî ìîæåò
ïî äîðîãàì äîéòè äî ëþáîãî äîìà è ïîçäðàâèòü ëþáîãî èç õîçÿåâ ñ Äí¼ì
Óðîæàÿ.

Ëþáîé ãðàô, íå ÿâëÿþùèéñÿ ñâÿçíûì, ðàçáèâàåòñÿ íà ñâÿçíûå ÷àñòè, íà-
çûâàåìûå êîìïîíåíòàìè ñâÿçàííîñòè ãðàôà.

Çàäà÷à 7.4.2. Â íåêîòîðîé ñòðàíå êàæäûé ãîðîä ñîåäèí¼í ðîâíî ñ 10
äðóãèìè, ïðè ýòîì èç ëþáîãî ãîðîäà ìîæíî äîáðàòüñÿ â ëþáîé äðóãîé.
Îäíó äîðîãó çàêðûëè íà ðåìîíò. Äîêàçàòü, ÷òî èç ëþáîãî ãîðîäà âñ¼ åù¼
ìîæíî äîáðàòüñÿ äî ëþáîãî äðóãîãî.

Ðåøåíèå. Ñíîâà ïðåäñòàâèì ñåáå, ÷òî ãîðîäà ýòî âåðøèíû, à ð¼áðà � ýòî
äîðîãè. Òîãäà â çàäà÷å ðàññìàòðèâàåòñÿ ñâÿçíûé ãðàô, ñòåïåíü êàæäîé
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âåðøèíû êîòîðîãî ðàâíà 10. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîñëå óáèðàíèÿ äîðîãè
(ðåáðà) ãðàô ïåðåñòàë áûòü ñâÿçíûì. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ãðàô ðàçáèëñÿ íà
äâå íå ñâÿçàííûå ìåæäó ñîáîé ÷àñòè (íà ðèñóíêå íèæå).

×

Ïîñ÷èòàåì ñóììó ñòåïåíåé â ëåâîé ÷àñòè, êîòîðàÿ òîæå ÿâëÿåòñÿ ãðàôîì,
ïóñòü è ìåíüøèõ ðàçìåðîâ. Ïóñòü â íåé îñòàëîñü k ãîðîäîâ. Èç êàæäîãî
ãîðîäà, êðîìå îäíîãî, ïî-ïðåæíåìó âûõîäèò 10 äîðîã, çíà÷èò, ñóììà ñòå-
ïåíåé âåðøèí â ýòîì ãðàôå ðàâíà 10k−1. Íî ýòî íå÷¼òíîå ÷èñëî, à çíà÷èò,
ìû ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå óáèðàíèÿ ðåáðà ãðàô
îñòàëñÿ ñâÿçíûì, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Çàìåòèì, ÷òî íåâîçìîæíî òî÷íîå èçîáðàæåíèå ãðàôà � åñëè ìû äåéñòâè-
òåëüíî áóäåì ïðîâîäèòü ïî 10 ð¼áåð èç êàæäîé âåðøèíû, ðèñóíîê áóäåò
î÷åíü ãðîìîçäêèì è íåêðàñèâûì. Ïîýòîìó ïðè èçîáðàæåíèè ãðàôîâ ÷à-
ñòî âñåõ ð¼áåð è âåðøèí íå ðèñóþò, îñòàâëÿÿ òîëüêî âàæíóþ ñòðóêòóðó
ãðàôà.

Ìû çíàåì èç ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà, ÷òî òàêîå ýéëåðîâ ãðàô. Ñôîðìó-
ëèðóåì òåîðåìó.

Òåîðåìà 2. Ãðàô ÿâëÿåòñÿ Ýéëåðîâûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí
ñâÿçåí è âñå åãî âåðøèíû ÷¼òíûå.

Äîêàçàòåëüñòâî äàííîé òåîðåìû áóäåò ïðèâåäåíî âî âòîðîé êíèãå äàííîé
ñåðèè, íî ýòèì ôàêòîì ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ óæå ñåé÷àñ.

Çàäà÷à 7.4.3. Äàíà âîëåéáîëüíàÿ ñåòêà ðàçìåðîì 12 íà 25
êâàäðàòèêîâ. Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî âåð¼âî÷åê ìîæíî ðàç-
ðåçàòü òàê, ÷òîáû ñåòêà íå ðàñïàëàñü?

Ðåøåíèå. Ïðåäñòàâèì ñåòêó â âèäå ãðàôà, ãäå óçåëêè � ýòî âåðøèíû,
à âåð¼âî÷êè � ð¼áðà. Íàì òðåáóåòñÿ óäàëèòü êàê ìîæíî áîëüøå ð¼áåð,
÷òîáû ãðàô ïðè ýòîì îñòàâàëñÿ ñâÿçíûì. Áóäåì ïîñòóïàòü ñëåäóþùèì
îáðàçîì: ïîêà â ãðàôå åñòü öèêë, ìîæíî óáðàòü îäíî ðåáðî èç ýòîãî öèêëà.
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Ïðè ýòîì ãðàô îñòàíåòñÿ ñâÿçíûì. Áóäåì ¾ðåçàòü¿ öèêëû äî òåõ ïîð,
ïîêà íå îñòàíåòñÿ íè îäíîãî. Ñâÿçíûé ãðàô áåç öèêëîâ � ýòî äåðåâî. Â
îñòàâøåìñÿ ãðàôå áóäåò 13 ·26 = 338 âåðøèí, çíà÷èò, â í¼ì áóäåò 338−1 =
337 ð¼áåð. À âíà÷àëå â ãðàôå áûëî 13 · 25 + 12 · 26 = 637 ð¼áåð. Ïîýòîìó
ìîæíî ðàçðåçàòü ìàêñèìóì 637 − 337 = 300 âåð¼âî÷åê. Áîëüøå íè îäíîé
âåð¼âî÷êè ðàçðåçàòü íå ïîëó÷èòñÿ � äåðåâî ïðè óäàëåíèè ëþáîãî èç ð¼áåð
ïåðåñòà¼ò áûòü ñâÿçíûì.

Çàìåòèì, ÷òî â óñëîâèè çàäà÷è ïðèñóòñòâóåò ñëîâî ¾íàèáîëüøåå¿ � ýòî
çíà÷èò, ÷òî îíà íà îöåíêó è ïðèìåð. Â äàííîì ñëó÷àå è îöåíêà è ïðèìåð
èäóò áîê î áîê, èç ïîñòðîåíèÿ ïðèìåðà ñëåäóåò äîêàçàòåëüñòâî îöåíêè.

Çàäàâàëüíèê

Çàäà÷à 7.4.4. (¾Ïîêîðè Âîðîáü¼âû ãîðû¿ 2017.5-6.6;7-8.5;9.4) Â Èìïå-
ðèè Âåñòåðîñà áûëî 1000 ãîðîäîâ è 2017 äîðîã (êàæäàÿ äîðîãà ñîåäèíÿåò
êàêèå-òî äâà ãîðîäà). Èç êàæäîãî ãîðîäà ìîæíî áûëî ïðîåõàòü â êàæäûé.
Îäíàæäû çëîé âîëøåáíèê çàêîëäîâàë N äîðîã, è åçäèòü ïî íèì ñòàëî
íåëüçÿ. Îáðàçîâàëîñü 7 êîðîëåâñòâ, òàê, ÷òî â êàæäîì êîðîëåâñòâå ìîæíî
äîáðàòüñÿ èç ëþáîãî ãîðîäà â ëþáîé ïî äîðîãàì, à èç îäíîãî êîðîëåâ-
ñòâà â äðóãîå ïî äîðîãàì äîáðàòüñÿ íåëüçÿ. Ïðè êàêîì íàèáîëüøåì N ýòî
âîçìîæíî?

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Çàäà÷à 7.8. Â ñòðàíå �æëàíäèÿ êàíäèäàò â ïðåçèäåíòû ïîñëå âûáîðîâ
îáåùàåò ñäåëàòü ñàìîë¼òíîå ñîîáùåíèå. Ïðè ýòîì èç ñòîëèöû áóäåò âûõî-
äèòü 7 ðåéñîâ, èç âñåõ îñòàëüíûõ ãîðîäîâ � ïî 6, à èç ãîðîäà Áîáðîâ �
âñåãî îäèí ðåéñ. Æèòåëè ãîðîäà Áîáðîâ ñ÷èòàþò, ÷òî òåïåðü îíè äàæå ñ
ïåðåñàäêàìè íå ñìîãóò äîëåòåòü äî ñòîëèöû. Äîêàæèòå, ÷òî îíè îøèáà-
þòñÿ.

Çàäà÷à 7.9. (Ìîñêîâñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà � 1990.9.1) Â êîì-
ïàíèè èç ñåìè ìàëü÷èêîâ êàæäûé èìååò ñðåäè îñòàëüíûõ íå ìåíåå òð¼õ
áðàòüåâ. Äîêàæèòå, ÷òî âñå ñåìåðî � áðàòüÿ.

Çàäà÷à 7.10. Â ñòðàíå Áîáðÿíäèè 99 ãîðîäîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ ñîåäè-
í¼í àâèàëèíèÿìè íå ìåíåå, ÷åì ñ 50 äðóãèìè. Äîêàæèòå, ÷òî èç êàæäîãî
ãîðîäà ìîæíî äîëåòåòü äî ëþáîãî äðóãîãî (âîçìîæíî, ñ ïåðåñàäêàìè).
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5 Îðèåíòèðîâàííûå ãðàôû

Ìàòåðèàë äëÿ ðàçáîðà íà çàíÿòèè

Îïðåäåëåíèå 25. Ãðàô íàçûâàåòñÿ îðèåíòèðîâàííûì (íàïðàâëåííûì),
åñëè åãî ð¼áðà èìåþò íàïðàâëåíèå.

Îðèåíòèðîâàííûå ãðàôû ÷àñòî òàêæå íàçûâàþò ¾îðãðàôû¿.

Èçîáðàæàåòñÿ ýòî îáû÷íî ñòðåëêîé íà êîíöå â êàêóþ-ëèáî ñòîðîíó (íà
ðèñóíêå íèæå). Åñëè ýòî íå îãîâîðåíî îñîáî, â îðèåíòèðîâàííîì ãðàôå
îáû÷íî íå ìîãóò ñîñóùåñòâîâàòü äâà ðåáðà ìåæäó äâóìÿ âåðøèíàìè, îäíî
èç êîòîðûõ íàïðàâëåíî â îäíó ñòîðîíó, à äðóãîå � â äðóãóþ.

Â çàäà÷àõ íà îðèåíòèðîâàííûé ãðàô îáû÷íî óïîìèíàþòñÿ âñÿêèå ðåêè,
ïîòîêè èëè äîðîãè ñ îäíîñòîðîííèì äâèæåíèåì. Èíîãäà � îäíîñòîðîííèå
îòíîøåíèÿ ìåæäó ëþäüìè (Âàñÿ äîëæåí äåíüãè Ïåòå, êîòîðûé äîëæåí
Ñîëîìîíó; Ïåòå íðàâèòñÿ Ìàøà, êîòîðîé íðàâèòñÿ Èëüÿ, . . . ).

Àíàëîãè÷íî ïîíÿòèþ ñòåïåíè âåðøèíû â îðèåíòèðîâàííîì ãðàôå ââîäÿòñÿ
ïîíÿòèÿ ¾ïîëóñòåïåíü çàõîäà¿ è ¾ïîëóñòåïåíü èñõîäà¿ � êîëè÷åñòâî ð¼-
áåð, âõîäÿùèõ â âåðøèíó è èñõîäÿùèõ ñîîòâåòñòâåííî. Â äàííîì ñëó÷àå
ðàññìîòðåííàÿ ðàíåå ëåììà î ðóêîïîæàòèÿõ íåìíîãî ìîäèôèöèðóåòñÿ.

Ëåììà 3 (Îðèåíòèðîâàííàÿ ëåììà î ðóêîïîæàòèÿõ). Â ëþáîì îðãðàôå
ñóììà ñòåïåíåé çàõîäà âñåõ âåðøèí ðàâíà ñóììå ñòåïåíåé èñõîäà âñåõ âåð-
øèí.

Íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô ðàçáèâàåòñÿ íà êîìïîíåíòû ñâÿçàííîñòè, íî
ñòðóêòóðà îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà áîëåå ñëîæíàÿ, è çäåñü ïîíàäîáÿòñÿ
äðóãèå òåðìèíû.

Îïðåäåëåíèå 26. Âåðøèíû u è v ãðàôà íàçûâàþòñÿ ñèëüíî ñâÿçàííûìè,
åñëè ñóùåñòâóåò ïóòü ïî ð¼áðàì îò u äî v è îò v äî u (ïåðåäâèãàòüñÿ ìîæíî
òîëüêî ïî íàïðàâëåíèþ ñòðåëîê!).
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Îïðåäåëåíèå 27. Ãðàô íàçûâàåòñÿ ñèëüíî ñâÿçàííûì, åñëè ëþáûå äâå
åãî âåðøèíû ñèëüíî ñâÿçàíû.

Ëþáîé ãðàô ðàçáèâàåòñÿ íà êîìïîíåíòû ñèëüíîé ñâÿçàííîñòè, ìåæäó êî-
òîðûìè ïðîâåäåíû îðèåíòèðîâàííûå ð¼áðà (íà ðèñóíêå íèæå). Äîêàçà-
òåëüñòâî äàííîãî ôàêòà, ê ñîæàëåíèþ, âûõîäèò çà ðàìêè äàííîé êíèãè,
ïðåäëàãàåì ïðèíÿòü åãî íà âåðó.

Çàäà÷à 7.5.1. Â íåêîòîðîé ñòðàíå ãîðîäà ñîåäèíåíû îäíîñòîðîííèìè
àâèàëèíèÿìè. Èçâåñòíî, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå: âûëåòåâ èç ëþáîãî ãî-
ðîäà, íåëüçÿ â íåãî âåðíóòüñÿ, ïîëüçóÿñü ýòèìè àâèàëèíèÿìè. Äîêàæèòå,
÷òî ìîæíî äîïîëíèòü ñèñòåìó àâèàëèíèé òàê, ÷òîáû ëþáûå äâà ãîðîäà
áûëè áû ñîåäèíåíû àâèàëèíèåé è ïðè ýòîì âñ¼ òàê æå, âûëåòåâ èç ãîðîäà,
â íåãî íåëüçÿ áûëî âåðíóòüñÿ.

Ðåøåíèå. Ïåðåôîðìóëèðóåì çàäà÷ó íà ÿçûê ãðàôîâ: äàí îðèåíòèðîâàí-
íûé ãðàô, â êîòîðîì íåò öèêëîâ, òàê êàê âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå: âûëåòåâ
èç ãîðîäà, íåëüçÿ âåðíóòüñÿ îáðàòíî. Ðàññìîòðèì äâà ïðîèçâîëüíûõ ãîðî-
äà A è B, ìåæäó êîòîðûìè íåò ðåáðà è äîêàæåì, ÷òî èõ ìîæíî ñîåäèíèòü
ëèáî íàïðàâëåííûì ðåáðîì AB, ëèáî íàïðàâëåííûì ðåáðîì BA. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê. Åñëè íåëüçÿ ïðîâåñòè íàïðàâëåííîå ðåáðî AB,
çíà÷èò ïðè åãî ïðîâåäåíèè ïîÿâëÿåòñÿ öèêë: ñóùåñòâóåò ïóòü S1 îò B äî A.
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Àíàëîãè÷íî, åñëè íåëüçÿ ïðîâåñòè íàïðàâëåííîå ðåáðî BA, òî ñóùåñòâóåò
ïóòü S2 îò A äî B. Íî òîãäà, âûëåòåâ èç âåðøèíû A è äâèãàÿñü ñíà÷àëà
ïî ïóòè S2, à ïîòîì ïî ïóòè S1 ìû ñíîâà âåðí¼ìñÿ â âåðøèíó A � ïðî-
òèâîðå÷èå. Ïîýòîìó ìîæíî ïðîâåñòè êàêîå-òî íàïðàâëåííîå ðåáðî ìåæäó
âåðøèíàìè A è B. Ïðîäîëæèì ïîäîáíóþ ïðîöåäóðó, ïîêà ìåæäó ëþáûìè
äâóìÿ âåðøèíàìè íå áóäåò ïðîâåäåíî êàêîå-òî íàïðàâëåííîå ðåáðî, ÷åãî
è òðåáîâàëîñü äîñòèãíóòü.

Îïðåäåëåíèå 28. Íàïðàâëåííûé ïîëíûé ãðàô (â êîòîðîì êàæäàÿ âåð-
øèíà ñîåäèíåíà ñ êàæäîé) íàçûâàåòñÿ òóðíèðîì.

Òåîðèþ îðèåíòèðîâàííûõ ãðàôîâ ìîæíî èñïîëüçîâàòü, íàïðèìåð, ïðè ðå-
øåíèè çàäà÷ íà äåëèìîñòü.

Çàäà÷à 7.5.2. Ïî êðóãó çàïèñàíû 7 íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Èçâåñòíî, ÷òî
â êàæäîé ïàðå ñîñåäíèõ ÷èñåë îäíî äåëèòñÿ íà äðóãîå. Äîêàæèòå, ÷òî
íàéä¼òñÿ ïàðà è íåñîñåäíèõ ÷èñåë ñ òàêèì æå ñâîéñòâîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäñòàâèì ÷èñëà êàê âåðøèíû ãðàôà, à äåëèìîñòè êàê
îðèåíòèðîâàííûå ð¼áðà: åñëè ïåðâîå ÷èñëî äåëèòñÿ íà âòîðîå, ïðîâåä¼ì
îò ïåðâîãî êî âòîðîìó ñòðåëêó. Òîãäà ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ ñîñåäíèìè
÷èñëàìè îáÿçàòåëüíî ïðîâåäåíà ñòðåëêà â êàêóþ-ëèáî ñòîðîíó.

Äîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò äâå ñîñåäíèå ñòðåëêè, íàïðàâëåííûå â îäíó ñòî-
ðîíó (ïî èëè ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêå). Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ïóñòü
íåêîòîðàÿ ñòðåëêà íàïðàâëåíà ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, òîãäà ñëåäóþùàÿ �
ïðîòèâ, è òàê äàëåå. Íî òîãäà ñåäüìàÿ ñòðåëêà áóäåò íàïðàâëåíà ïî ÷àñî-
âîé ñòðåëêå, è íàøëîñü äâå ñîñåäíèå ñòðåëêè, íàïðàâëåííûå â îäíó ñòî-
ðîíó. Ïîýòîìó íåêîòîðîå ÷èñëî a äåëèòñÿ íà ñîñåäíåå b, à b äåëèòñÿ íà
ñîñåäíåå c. Çíà÷èò, a ..

.
c � ñóùåñòâóåò äâà íåñîñåäíèõ ÷èñëà, îäíî èç êî-

òîðûõ äåëèòñÿ íà äðóãîå, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ìû ââåëè ïîíÿòèå ñèëüíîé ñâÿçíîñòè, à çíà÷èò, áûâàåò åù¼ è ñëàáàÿ? Äà,
áûâàåò.

Îïðåäåëåíèå 29. Ãðàô íàçûâàåòñÿ ñëàáî ñâÿçíûì, åñëè êàæäàÿ âåðøè-
íà ìîæåò áûòü äîñòèæèìà èç êàæäîé, âîçìîæíî, ñ íàðóøåíèåì (ïðîòèâ
ñòðåëîê).

Ñóùåñòâóåò åù¼ îäèí âèä ñâÿçíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 30. Ãðàô íàçûâàåòñÿ îäíîñòîðîííèì, åñëè äëÿ ëþáîé ïà-
ðû âåðøèí îäíà èç íèõ äîñòèæèìà èç äðóãîé.
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Çàäàâàëüíèê

Çàäà÷à 7.5.3. (Ëåíèíãðàäñêèå ìàòåìàòè÷åñêèå êðóæêè) Äèìà, ïðèåõàâ
èç Âðóíëÿíäèè, ðàññêàçàë, ÷òî òàì åñòü íåñêîëüêî îçåð, ñîåäèí¼ííûõ ìåæ-
äó ñîáîé ðåêàìè. Èç êàæäîãî îçåðà âûòåêàþò òðè ðåêè, è â êàæäîå îçåðî
âïàäàþò ÷åòûðå ðåêè. Äîêàæèòå, ÷òî îí îøèáàåòñÿ.

Çàäà÷à 7.5.4. (Êðóæîê ÌÖÍÌÎ� 35501) Íà ñòîðîíàõ íåêîòîðîãî ìíîãî-
óãîëüíèêà ðàññòàâëåíû ñòðåëêè. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî âåðøèí, â êîòîðûå
âõîäÿò äâå ñòðåëêè, ðàâíî ÷èñëó âåðøèí, èç êîòîðûõ âûõîäÿò äâå ñòðåëêè.

Çàäà÷à 7.5.5. (Ëåíèíãðàäñêèå ìàòåìàòè÷åñêèå êðóæêè) Äîêàæèòå, ÷òî
íà ð¼áðàõ ñâÿçíîãî ãðàôà ìîæíî òàê ðàññòàâèòü ñòðåëêè, ÷òîáû èç íåêî-
òîðîé âåðøèíû ìîæíî áûëî äîáðàòüñÿ ïî ñòðåëêàì äî ëþáîé äðóãîé.

Çàäà÷à 7.5.6. (Ëåíèíãðàäñêèå ìàòåìàòè÷åñêèå êðóæêè) Â íåêîòîðîé
ñòðàíå åñòü ñòîëèöà è åù¼ 100 ãîðîäîâ. Íåêîòîðûå ãîðîäà (â òîì ÷èñëå
è ñòîëèöà) ñîåäèíåíû äîðîãàìè ñ îäíîñòîðîííèì äâèæåíèåì. Èç êàæäîãî
íåñòîëè÷íîãî ãîðîäà âûõîäèò 20 äîðîã, è â êàæäûé òàêîé ãîðîä âõîäèò 21
äîðîãà. Äîêàæèòå, ÷òî â ñòîëèöó íåëüçÿ ïðîåõàòü íè èç îäíîãî ãîðîäà.

Çàäà÷à 7.5.7. (Èâàíîâ, ¾Ìàòåìàòè÷åñêèé êðóæîê¿) Â ñòðàíå êàæäûå äâà
ãîðîäà ñîåäèíåíû äîðîãîé ñ îäíîñòîðîííèì äâèæåíèåì. Äîêàçàòü, ÷òî ñó-
ùåñòâóåò ãîðîä, èç êîòîðîãî ìîæíî ïðîåõàòü â ëþáîé äðóãîé íå áîëåå, ÷åì
ïî äâóì äîðîãàì.

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Çàäà÷à 7.11. Â Áîáðÿíäèè åñòü
11 ïëîòèí è âñå îíè ñîåäèíåíû
ðåêàìè ñ îäíîñòîðîííèì è î÷åíü
ñèëüíûì òå÷åíèåì (ñëàáûå ëàï-
êè áîáðîâ íå â ñîñòîÿíèè âûíåñòè
äàííîé ñêîðîñòè). Êàæäàÿ ïëî-
òèíà ñîåäèíåíà ñ êàæäîé ðåêîé,
ïðè÷¼ì â êàæäóþ ïëîòèíó âòåêà-
åò 5 ðåê è èç êàæäîé ïëîòèíû âû-
òåêàåò 5 ðåê. Äîêàæèòå, ÷òî èç
ëþáîé ïëîòèíû ìîæíî äîïëûòü
â ëþáóþ äðóãóþ, ïðîïëûâ íå áî-
ëåå, ÷åì ïî äâóì ðåêàì.
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Çàäà÷à 7.12. Â êîðîëåâñòâå êàæäûé ãîðîä ñîåäèí¼í ñ êàæäûì äîðîãîé.
Ìîæåò ëè ñóìàñøåäøèé êîðîëü ââåñòè íà äîðîãàõ îäíîñòîðîííåå äâèæå-
íèå òàê, ÷òîáû âûåõàâ èç ëþáîãî ãîðîäà, â íåãî íåëüçÿ áûëî âåðíóòüñÿ?

Çàäà÷à 7.13. Â íåêîòîðûé ìîìåíò îäíîêðóãîâîãî òóðíèðà èç 100 ÷åëî-
âåê îêàçàëîñü, ÷òî âñå èãðîêè, êðîìå Ëîøèêîâà, âûèãðàëè ïî 26 èãð, à
ïðîèãðàëè ïî 25. Äîêàæèòå, ÷òî Ëîøèêîâ ñîâñåì íå óìååò èãðàòü.
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6 Êîìáèíàòîðèêà. Ïåðåáîð âàðèàíòîâ

Ìàòåðèàë äëÿ ðàçáîðà íà çàíÿòèè

Ïîÿâëåíèå ìíîãèõ òðàäèöèîííûõ ðàçäåëîâ ìàòåìàòèêè � àëãåáðû, ãåî-
ìåòðèè, àðèôìåòèêè, � îáóñëîâëåíî ïðàêòè÷åñêîé íåîáõîäèìîñòüþ (ñ÷¼ò-
íûå êíèãè, ïåðåäåë çåìëè è ò. ä.). Íî åñòü ðàçäåë ìàòåìàòèêè, âîçíèêíîâå-
íèå êîòîðîãî ìîæíî ñâÿçàòü ñêîðåå ñ ðàçâëåêàòåëüíûì àñïåêòîì â æèçíè
îáùåñòâà � ýòî êîìáèíàòîðèêà è òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé. Ðàçëè÷íûå èãðû
ëþäÿì áûëè èçâåñòíû åù¼ ñ äðåâíèõ âðåì¼í � åãèïåòñêèé ñåíåò, øàõìàòû,
øàøêè, ãî, ïîçæå � êàðòû. Â êàæäîé èç ýòèõ èãð ïðèõîäèëîñü ðàññìàòðè-
âàòü ðàçëè÷íûå êîìáèíàöèè ïåðåäâèãàåìûõ ôèãóð. Áîëåå òîãî, íà áîëåå
ñîâðåìåííîì ýòàïå èãðîêè � íåïðîôåññèîíàëüíûå ìàòåìàòèêè, � âíîñèëè
ñâîé âêëàä â êîìáèíàòîðèêó êàê íàóêó. Òàê, èçâåñòíà ïåðåïèñêà çàÿäëîãî
èãðîêà øåâàëüå äå Ìåðý ñ Ïüåðîì Ôåðìà è Áëåçîì Ïàñêàëåì, ãäå áûëè
çàòðîíóòû âåñüìà òîíêèå êîìáèíàòîðíûå âîïðîñû.

Ñ òåìîé ïîëíîãî ïåðåáîðà âû óæå ñòîëêíóëèñü â ïÿòîé ãëàâå äàííîé êíè-
ãè. Íàïîìíèì ãëàâíûå ïðèíöèïû ðåøåíèÿ êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷ ìåòîäîì
ïîëíîãî ïåðåáîðà:

� íåîáõîäèìî îáîçíà÷àòü êîìáèíàöèè áóêâàìè èëè öèôðàìè òàê, ÷òî
êàæäàÿ êîìáèíàöèÿ áóäåò îáîçíà÷åíà ñâîåé óíèêàëüíîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòüþ áóêâ èëè öèôð;

� íåîáõîäèìî âûïèñûâàòü êîìáèíàöèè â àëôàâèòíîì ïîðÿäêå (ïðè
îáîçíà÷åíèè áóêâàìè) èëè ïî âîçðàñòàíèþ ÷èñåë (ïðè îáîçíà÷åíèè
öèôðàìè).

Ïðè ñîáëþäåíèè ýòèõ ïðàâèë íè îäèí âàðèàíò íå óñêîëüçí¼ò îò âàñ è, ñ
äðóãîé ñòîðîíû, áóäåò èñêëþ÷åíà âîçìîæíîñòü ïîâòîðåíèÿ âàðèàíòîâ.

Ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ òåìû ¾ãðàôû¿ ìû ìîæåì ðàñøèðèòü êëàññ çàäà÷,
êîòîðûå ìîæíî ðåøèòü ïåðåáîðíûìè ìåòîäàìè.

Îäíà èç òèïîâûõ çàäà÷ íà ÅÃÝ ïî èíôîðìàòèêå � íàõîæäåíèå êîëè÷åñòâà
ïóòåé èç îäíîé âåðøèíû îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà äî äðóãîé.

Çàäà÷à 7.6.1. (Òðåíèðîâî÷íàÿ ðàáîòà ïî èí-
ôîðìàòèêå 08.10.2013, âàðèàíò ÈÍÔ10102.) Íà
ðèñóíêå � ñõåìà äîðîã, ñâÿçûâàþùèõ ãîðîäà À,
Á, Â, Ã, Ä, Å, Æ. Ïî êàæäîé äîðîãå ìîæíî äâè-
ãàòüñÿ òîëüêî â îäíîì íàïðàâëåíèè, óêàçàííîì
ñòðåëêîé. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ðàçëè÷íûõ ïóòåé
èç ãîðîäà À â ãîðîä Æ?

À
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Ä Å

Æ
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Ðåøåíèå. Ðàñïèøåì âîçìîæíûå ïóòè, ïåðåáèðàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïî-
ñåù¼ííûõ âåðøèí, è ðàñïîëîæèì èõ â àëôàâèòíîì ïîðÿäêå, ÷òîáû òî÷-
íî íè÷åãî íå ïðîïóñòèòü: ÀÁÂÃÄÅÆ; ÀÁÂÃÅÆ; ÀÁÂÃÆ; ÀÁÂÆ;
ÀÁÃÄÅÆ; ÀÁÃÅÆ; ÀÁÃÆ; ÀÁÄÅÆ; ÀÄÅÆ.

Çàìåòèì, ÷òî ïåðåáîðíîå ðåøåíèå äàííîé çàäà÷è ñòàëî âîçìîæíî òîëüêî
ïîòîìó, ÷òî ñõåìà äîðîã îêàçàëàñü î÷åíü ìàëåíüêîé. Ñóùåñòâóåò ñïîñîá
ðåøàòü òàêèå çàäà÷è äëÿ áîëüøèõ ñõåì, íî ýòî óæå ëåæèò çà ïðåäåëàìè
äàííîé òåìû.

Çàäà÷à 7.6.2. Â äåòñêîì ñàäó ÷åòâåðî áîáðÿò. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ñïîñî-
áîâ âûáðàòü èç íèõ äâóõ äëÿ òîãî, ÷òîáû îòïðàâèòü èõ íà îëèìïèàäó ïî
ëåñîâåäåíèþ?

Ðåøåíèå. Ïðîíóìåðóåì áîáðÿò öèôðàìè 1, 2, 3, 4. Âàðèàíòû áóäóò ñëåäó-
þùèìè: 12, 13, 14, 23, 24, 34. Âñåãî � øåñòü âàðèàíòîâ.

Çàäà÷à 7.6.3. Â äåòñêîì ñàäó ÷åòâåðî áîáðÿò. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ñïîñî-
áîâ ðàçáèòü èõ íà ïàðû äëÿ èãðû â ìÿ÷?

Ðåøåíèå. Äàííàÿ çàäà÷à î÷åíü ïîõîæà íà ïðåäûäóùóþ, íî ñîâåðøåííî
äðóãàÿ ïî ñâîåé èäåå. Ïðîíóìåðóåì áîáðÿò öèôðàìè 1, 2, 3, 4. Âàðèàíòû
áóäóò ñëåäóþùèìè: 12− 34, 13− 24, 14− 23. Âñåãî � òðè âàðèàíòà.

Çàäà÷à 7.6.4. Ìåððè, Ïèïïèí è Ñýì ïîëó÷èëè â ïîäàðîê îò ýëüôîâ Ëîò-
ëîðèýíà 3 ðàçëè÷íûõ ïëàùà, îòëè÷àþùèõñÿ öâåòîì ôèáóëû (çàñò¼æêè).
Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè îíè ìîãóò ðàçäåëèòü ïëàùè ìåæäó ñîáîé (÷òîáû
êàæäîìó äîñòàëñÿ ðîâíî îäèí ïëàù)?

Ðåøåíèå. Ïðîíóìåðóåì ïëàùè è ïåðåáåð¼ì âñå âîçìîæíûå âàðèàíòû: 123,
132, 213, 231, 312, 321. Îòâåò: 6.
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Çàäà÷à 7.6.5. À òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýëüôû ïðåäëîæèëè Ìåððè,
Ïèïïèíó è Ñýìó â ïîäàðîê îäèí èç äâóõ ïëàùåé íà âûáîð. Ñêîëüêèìè
ñïîñîáàìè îíè ìîãóò âûáðàòü ïëàùè?

Ðåøåíèå. Ïðîíóìåðóåì ïëàùè è ïåðåáåð¼ì âñå âîçìîæíûå âàðèàíòû.
Î÷åâèäíî, çäåñü áóäóò èìåòü ìåñòî ïîâòîðû ÷èñåë: 111, 112, 121, 211, 221,
212, 122, 222. Îòâåò: 8.

Çàäàâàëüíèê

Çàäà÷à 7.6.6 (Çàäà÷à Ëåîíàðäà Ýéëåðà). ×åòâåðî ãîñïîä ïðè âõîäå â
ðåñòîðàí îòäàëè øâåéöàðó ñâîè øëÿïû, à ïðè âûõîäå ïîëó÷èëè èõ îáðàò-
íî. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò âàðèàíòîâ, ïðè êîòîðûõ êàæäûé èç íèõ ïîëó÷èò
÷óæóþ øëÿïó?

Çàäà÷à 7.6.7. (Îëèìïèàäà ¾Ôèçòåõ¿ � 2014.7;8) Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ñïî-
ñîáîâ ñîñòàâèòü êîìèññèþ èç ñåìè ÷åëîâåê, âûáèðàÿ å¼ ÷ëåíîâ èç âîñüìè
ñóïðóæåñêèõ ïàð, íî òàê, ÷òîáû ÷ëåíû îäíîé ñåìüè íå âõîäèëè â êîìèññèþ
îäíîâðåìåííî?

Çàäà÷à 7.6.8. (Òóðíèð èì. Ëîìîíîñîâà � 2012.7) Ãîðîäà A, B, C è D
ñîåäèíåíû äîðîãàìè òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå.

A D
B

C

Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ïðîäåëàòü ïóòü èç ãîðîäà A â ãîðîä D, ïî-
áûâàâ â êàæäîì ãîðîäå ðîâíî ïî îäíîìó ðàçó?

Çàäà÷à 7.6.9. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1997.7.1) Êàêèõ ïðÿìî-
óãîëüíèêîâ ñ öåëûìè ñòîðîíàìè áîëüøå: ñ ïåðèìåòðîì 1996 èëè ñ ïåðè-
ìåòðîì 1998? (Ïðÿìîóãîëüíèêè a× b è b× a ñ÷èòàþòñÿ îäèíàêîâûìè.)

Çàäà÷à 7.6.10. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ÷èñåë, áîëüøèõ, ÷åì 3528, êàæäîå èç
êîòîðûõ ìîæíî ïîëó÷èòü ïåðåñòàíîâêîé öèôð äàííîãî ÷èñëà?

Çàäà÷à 7.6.11. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò òð¼õçíà÷íûõ ÷èñåë, ñóììà öèôð êî-
òîðûõ íå ïðåâîñõîäèò 4?

Çàäà÷à 7.6.12. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ÷åòûð¼õçíà÷íûõ ÷èñåë, ñóììà öèôð
êîòîðûõ áîëüøå 33?

Çàäà÷à 7.6.13. Íà îêðóæíîñòè îòìåòèëè ÷åòûðå ðàçëè÷íûå òî÷êè.
Ñêîëüêî ïðè ýòîì ïîëó÷èëîñü äóã?

351



Çàäà÷à 7.6.14. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò äâóçíà÷íûõ ÷èñåë, ó êîòîðûõ ïåðâàÿ
öèôðà ìåíüøå âòîðîé?

Çàäà÷à 7.6.15.Øåñòü çíàêîìûõ îáìåíÿëèñü ðóêîïîæàòèÿìè. Ñêîëüêî
âñåãî áûëî ñäåëàíî ðóêîïîæàòèé?

Çàäà÷à 7.6.16. Ñåìåðî øàõìàòèñòîâ ïðîâåëè äâóõêðóãîâîé òóðíèð, â êî-
òîðîì êàæäûé ñûãðàë ñ êàæäûì ïî äâå ïàðòèè (îäíó ïàðòèþ áåëûìè
ôèãóðàìè, îäíó � ÷¼ðíûìè). Ñêîëüêî ïàðòèé áûëî ñûãðàíî íà òóðíèðå?

Çàäà÷à 7.6.17. Äåâÿòü øåñòèêëàññíèêîâ ïîëó÷èëè ïî ìàòåìàòèêå, ðóñ-
ñêîìó ÿçûêó è ãåîãðàôèè ÷åòâ¼ðêè è ïÿò¼ðêè â ÷åòâåðòè. Äîêàæèòå, ÷òî
õîòÿ áû ó äâóõ èç íèõ îöåíêè ïî ýòèì ïðåäìåòàì ïîëíîñòüþ ñîâïàäàþò.

Çàäà÷à 7.6.18. Ïÿòíàäöàòü øåñòèêëàññíèêîâ ïîëó÷èëè ïî ìàòåìàòèêå,
ðóññêîìó, ãåîãðàôèè è ôèçêóëüòóðå ÷åòâ¼ðêè è ïÿò¼ðêè â ÷åòâåðòè. Ìîæ-
íî ëè òåïåðü óòâåðæäàòü, ÷òî õîòÿ áû ó äâóõ èç íèõ îöåíêè ïî ýòèì ïðåä-
ìåòàì ïîëíîñòüþ ñîâïàäàþò?

Çàäà÷à 7.6.19. Äâóì âðà÷àì íóæíî ïîñåòèòü ÷åòûð¼õ áîëüíûõ, ïðè÷¼ì
êàæäûé âðà÷ äîëæåí ïîáûâàòü ó êàêèõ-ëèáî äâóõ áîëüíûõ. Ñêîëüêèìè
ñïîñîáàìè âðà÷è ìîãóò ðàñïðåäåëèòü ìåæäó ñîáîé ýòè ïîñåùåíèÿ?

Çàäà÷à 7.6.20. Åñòü äâå áåëûå, äâå êðàñíûå è äâå ðîçîâûå ãâîçäèêè.
Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè èõ ìîæíî ðàññòàâèòü â òðè âàçû òàê, ÷òîáû â êàæ-
äîé âàçå ñòîÿëè ïî äâå ãâîçäèêè ðàçíîãî öâåòà?

Çàäà÷à 7.6.21. Ïåòÿ è Âàñÿ èãðàþò â ïèíã-ïîíã, ìàò÷ ïðîäîëæàåòñÿ äî
òð¼õ ïîáåä. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò âàðèàíòîâ ïðîòåêàíèÿ ìàò÷à?

Çàäà÷à 7.6.22. Èç Æ¼ëòîé ñòðàíû â Ãîëóáóþ âåäóò äâå äîðîãè, èç Ãîëó-
áîé ñòðàíû â Ðîçîâóþ � ÷åòûðå. Èç Æ¼ëòîé ñòðàíû â Ôèîëåòîâóþ âåäóò
òðè äîðîãè, èç Ôèîëåòîâîé ñòðàíû â Ðîçîâóþ � òîæå òðè. Ïðÿìûõ äî-
ðîã èç Æ¼ëòîé ñòðàíû â Ðîçîâóþ è èç Ãîëóáîé ñòðàíû â Ôèîëåòîâóþ íåò.
Ñêîëüêèìè ïóòÿìè ìîæíî äîáðàòüñÿ èç Æ¼ëòîé ñòðàíû â Ðîçîâóþ? À èç
Ãîëóáîé ñòðàíû â Ôèîëåòîâóþ?

Çàäà÷à 7.6.23. Àëôàâèò ïëåìåíè Íè�Áóì�Áóì ñîäåðæèò òîëüêî òðè áóê-
âû � À, Á è Â. Ñëîâîì ÿâëÿåòñÿ ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñîñòîÿùàÿ íå
áîëåå ÷åì èç òð¼õ áóêâ. Ñêîëüêî ñëîâ â ÿçûêå ýòîãî ïëåìåíè?

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Çàäà÷à 7.14. Â äåòñêîì ñàäó ïÿòåðî áîáðÿò. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ñïîñî-
áîâ âûáðàòü èç íèõ äâóõ äëÿ òîãî, ÷òîáû îòïðàâèòü èõ íà îëèìïèàäó ïî
ëåñîâåäåíèþ?
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Çàäà÷à 7.15. Â äåòñêîì ñàäó øåñòåðî áîáðÿò. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ñïîñî-
áîâ ðàçáèòü èõ íà ïàðû äëÿ èãðû â ìÿ÷, åñëè Âàñÿ õî÷åò èãðàòü òîëüêî ñ
Èëü¼é èëè Àëèñîé?

Çàäà÷à 7.16. Ìåððè, Ïèïïèí è Ñýì ïîëó÷èëè â ïîäàðîê îò ýëüôîâ Ëîò-
ëîðèýíà 4 ðàçëè÷íûõ ïëàùà, îòëè÷àþùèõñÿ öâåòîì ôèáóëû (çàñò¼æêè).
Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè îíè ìîãóò ðàçäåëèòü ïëàùè ìåæäó ñîáîé (÷òîáû
êàæäîìó äîñòàëñÿ ðîâíî îäèí ïëàù)?
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7 Êîìáèíàòîðèêà. Ïðàâèëà ñëîæåíèÿ è óìíî-

æåíèÿ

Ìàòåðèàë äëÿ ðàçáîðà íà çàíÿòèè

Èòàê, ìû ïðîäîëæàåì èçó÷åíèå êîìáèíàòîðèêè. Â ïðåäûäóùåì êâàíòå
áûë ðàçîáðàí áàçîâûé ñïîñîá ðåøåíèÿ êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷ � ïåðåáîð
âàðèàíòîâ. ×òîáû äâèãàòüñÿ äàëüøå, ñôîðìóëèðóåì äâà óòâåðæäåíèÿ, êî-
òîðûìè ìû â äàëüíåéøåì áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ.

Óòâåðæäåíèå 6 (Ïðàâèëî ñëîæåíèÿ). Åñëè îáúåêò A ìîæíî âûáðàòü n
ñïîñîáàìè, à îáúåêò B ìîæíî âûáðàòü m ñïîñîáàìè, òî âûáðàòü îáúåêò
A èëè B ìîæíî m+ n ñïîñîáàìè.

Óòâåðæäåíèå 7 (Ïðàâèëî óìíîæåíèÿ). Åñëè îáúåêò A ìîæíî âûáðàòü
n ñïîñîáàìè, à îáúåêò B ìîæíî âûáðàòü m ñïîñîáàìè, òî âûáðàòü îáúåêò
A è B ìîæíî m · n ñïîñîáàìè.

Åñëè âû íîâè÷îê â ýòîé òåìå, òî ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ñëåäóåò êàæäûé ðàç
ïðîãîâàðèâàòü ïðî ñåáÿ � êàêîé ñîþç íóæíî ïîñòàâèòü ¾è¿ èëè ¾èëè¿, è
óìíîæàòü èëè ñêëàäûâàòü ñîîòâåòñòâåííî.

Çàäà÷à 7.7.1. Ó õóëèãàíà Âàñè åñòü 5 ðàçíûõ êàìíåé, îäèí èç êîòîðûõ
îí âûáèðàåò è áðîñàåò â îäíî èç 4 îêîí êâàðòèðû ñâîåãî äðóãà Ïåòè.
Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè îí ìîæåò ýòî ñäåëàòü?

Ðåøåíèå. Ïîëüçóåìñÿ ïðàâèëîì óìíîæåíèÿ: íóæíî âûáðàòü êàìåíü, êî-
òîðûé îí áðîñàåò, è îêíî, â êîòîðîå îí åãî áðîñàåò. Èòîãî ïîëó÷àåòñÿ
5 · 4 = 20 ñïîñîáîâ.
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Çàäà÷à 7.7.2. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè íà øàõìàòíîé äîñêå ìîæíî ðàññòà-
âèòü äâóõ êîðîëåé � ÷¼ðíîãî è áåëîãî, ÷òîáû îíè íå áèëè äðóã äðóãà?

Ðåøåíèå. Ïîïðîáóåì âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðàâèëîì óìíîæåíèÿ: ïåðâîãî êî-
ðîëÿ ìîæíî ðàññòàâèòü 64 ñïîñîáàìè � íà ëþáîå ïîëå. Íî âîò êîëè÷åñòâî
ñïîñîáîâ ðàññòàíîâêè âòîðîãî êîðîëÿ áóäåò óæå çàâèñåòü îò òîãî, êóäà ìû
ïîñòàâèëè ïåðâîãî êîðîëÿ: â óãîë, íà ãðàíèöó èëè íà îñòàëüíûå ïîëÿ.

Ïîýòîìó ñíà÷àëà ïðèä¼òñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðàâèëîì ñëîæåíèÿ: ïåðâûé
êîðîëü ñòîèò â óãëó èëè íà ãðàíèöå, èëè íà îñòàëüíûõ ïîëÿõ.

Ê

à)

Ê

á)

Ê

â)

Â ïåðâîì ñëó÷àå êîðîëü áü¼ò òðè ïîëÿ, è åù¼ íà îäíîì ñòîèò, ïîýòîìó
âòîðîãî êîðîëÿ ìîæíî ïîñòàâèòü 64− 4 = 60 ñïîñîáàìè. Òàê êàê óãëîâûõ
ïîëåé âñåãî 4, òî ðàññòàâèòü äâóõ êîðîëåé â ýòîì ñëó÷àå ìû ìîæåì 4 · 60
ñïîñîáàìè � ðàññòàâëÿåì ïåðâîãî êîðîëÿ 4 ñïîñîáàìè è âòîðîãî êîðîëÿ
� 60 ñïîñîáàìè.

Ãðàíè÷íûõ ïîëåé âñåãî 24, çíà÷èò ïåðâîãî êîðîëÿ ìû ìîæåì ïîñòàâèòü 24
ñïîñîáàìè è âòîðîãî êîðîëÿ � 64− 6 = 58 ñïîñîáàìè (êîðîëü, ñòîÿùèé íà
ãðàíèöå, áü¼ò 5 ïîëåé è åù¼ îäíî ïîëå çàíèìàåò). Òî åñòü â ýòîì ñëó÷àå
åñòü 24 · 58 ñïîñîáîâ.
Â òðåòüåì ñëó÷àå ñïîñîáîâ 36 · 55, ïî àíàëîãè÷íûì ñîîáðàæåíèÿì. Èòîãî,
ïîëó÷àåòñÿ 4 · 60 + 24 · 58 + 36 · 55 = 3612 ñïîñîáîâ.

Èñïîëüçóÿ ïðèâåä¼ííûå ïðàâèëà, ìîæíî åù¼ ðàç îáðàòèòüñÿ ê õîááèòàì
èç ïðåäûäóùåãî ïóíêòà.

Çàäà÷à 7.7.3. Ìåððè, Ïèïïèí, Ñýì, Ôðîäî è Ãýíäàëüô ïîëó÷èëè â ïî-
äàðîê îò ýëüôîâ Ëîòëîðèýíà 5 ðàçëè÷íûõ ïëàùåé, îòëè÷àþùèõñÿ öâåòîì
ôèáóëû (çàñò¼æêè). Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè îíè ìîãóò ðàçäåëèòü ïëàùè
ìåæäó ñîáîé (÷òîáû êàæäîìó äîñòàëñÿ ðîâíî îäèí ïëàù)?

Ðåøåíèå. Î÷åâèäíî, ÷òî ïåðåáîðîì ðåøàòü ýòó çàäà÷ó äîëãî. Ïóñòü õîááè-
òû è âîëøåáíèê âûáèðàþò ïëàùè ïî î÷åðåäè. Òàê, Ìåððè ìîæåò âûáðàòü
ñåáå ïëàù ïÿòüþ ñïîñîáàìè, ïîñëå ýòîãî âûáîð Ïèïïèíà ñîêðàòèòñÿ äî ÷å-
òûð¼õ, Ñýìà äî òð¼õ, Ôðîäî äî äâóõ, à ó Ãýíäàëüôà âûáîðà íå îñòàíåòñÿ.
Âîñïîëüçóåìñÿ ïðàâèëîì óìíîæåíèÿ: 5 · 4 · 3 · 2 · 1 = 120 ñïîñîáîâ.
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Â ïîñëåäíåé çàäà÷å ìîæíî çàäàòüñÿ âîïðîñîì � à åñëè õîááèòû è âîëøåá-
íèê áóäóò âûáèðàòü ïëàùè â äðóãîì ïîðÿäêå, íå âîçíèêíóò ëè åù¼ íîâûå
ñëó÷àè? Ïðåäëàãàåì ñàìèì óáåäèòüñÿ, ÷òî â ñèëó ñèììåòðèè ðàññìàòðè-
âàåìûå ñëó÷àè îêàæóòñÿ òàêèìè æå.

È, â äîïîëíåíèå, ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü åù¼ îäíî âàæíîå ïðàâèëî.

Óòâåðæäåíèå 8 (Ïðàâèëî äåëåíèÿ). Åñëè êàæäûé ñïîñîá ïðè ïîäñ÷¼òå
áûë ó÷ò¼í n ðàç, òî ðåçóëüòàò íóæíî ïîäåëèòü íà n.

Â ðàçîáðàííûõ çàäà÷àõ òàêèõ ìîìåíòîâ åù¼ íå âîçíèêàëî � êàæäûé ñïî-
ñîá òàì áûë ïîäñ÷èòàí ðîâíî ïî 1 ðàçó, ÷åãî íåëüçÿ ñêàçàòü ïðî ñëåäóþ-
ùóþ çàäà÷ó.

Çàäà÷à 7.7.4. Êîøêà ïîéìàëà 20 ìûøåê. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè îíà ìî-
æåò âûáðàòü ñåáå óæèí, åñëè íà óæèí îíà ñúåäàåò 2 ìûøåê?

Ðåøåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ ïðàâèëîì óìíîæåíèÿ: ïåðâóþ ìûøêó îíà ìîæåò
âûáðàòü 20 ñïîñîáàìè è âòîðóþ � 19 ñïîñîáàìè, òàê êàê îäíà ìûøêà óæå
âûáðàíà. Çíà÷èò îòâåò � 19 · 20? À âîò è íåò. Äåëî â òîì, ÷òî ìû êàæäûé
ñïîñîá âûáîðà ìûøåê ïîäñ÷èòàëè ïî äâà ðàçà. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì
äâóõ ìûøåê � Ìèêêè è Ìèííè. Åñòü äâà ñïîñîáà: ñíà÷àëà âûáðàí Ìèêêè,
ïîòîì Ìèííè, èëè íàîáîðîò � ñíà÷àëà Ìèííè, à ïîòîì Ìèêêè. Ïîýòîìó
èñêîìîå êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ ðàâíî

19 · 20
2

= 190.

Çàäà÷à 7.7.5. Ìåððè è Ïèïïèí ïîëó÷èëè â ïîäàðîê îò ýëüôîâ Ëîòëîðè-
ýíà 3 ïëàùà, îòëè÷àþùèõñÿ öâåòîì ôèáóëû (çàñò¼æêè) � èçóìðóäíûé è
äâà ñåðåáðÿíûõ. Ñêîëüêèìè ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè îíè ìîãóò ðàçäåëèòü
ïëàùè ìåæäó ñîáîé (÷òîáû êàæäîìó äîñòàëñÿ ðîâíî îäèí ïëàù)? (Óòî÷-
íèì, ÷òî ñåðåáðÿíûå ïëàùè ïðèíöèïèàëüíî íå îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà.)

Ðåøåíèå. Ïîïðîáóåì ïåðåáðàòü âàðèàíòû: ÈÑ, ÑÈ, ÑÑ (È � èçóìðóäíûé,
Ñ � ñåðåáðÿíûé), èòîãî 3 âàðèàíòà.

Òåïåðü ïîïðîáóåì ïðèìåíèòü ïðàâèëî óìíîæåíèÿ. Ìåððè âûáèðàåò îäèí
èç òð¼õ ïëàùåé, Ïèïïèí � îäèí èç îñòàâøèõñÿ äâóõ: 3 · 2 = 6. Êàê ìû âè-
äèì, ïîëó÷åííûé îòâåò â äâà ðàçà áîëüøå ïðåäûäóùåãî. Äåëî â òîì, ÷òî
â ïîñëåäíèõ øåñòè âñòðå÷àþòñÿ ïîâòîðÿþùèåñÿ âàðèàíòû èç-çà äâóõ îäè-
íàêîâûõ ñåðåáðÿíûõ ïëàùåé. Åñëè îáîçíà÷èòü èõ Ñ1 è Ñ2, òî ýòî íàãëÿäíî
âèäíî: ÈÑ1, ÈÑ2, Ñ1È, Ñ2È, Ñ1Ñ2, Ñ2Ñ1.
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Çàäàâàëüíèê

Çàäà÷à 7.7.6. (¾Ïîêîðè Âîðîáü¼âû ãîðû¿ 2017.5-6.2;7-8.1) Ñêîëüêî íà-
òóðàëüíûõ ÷èñåë îò 1 äî 2017 èìåþò ðîâíî òðè ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ
äåëèòåëÿ?

Çàäà÷à 7.7.7. (¾Ïîêîðè Âîðîáü¼âû ãîðû¿ 2017.5-6.2) Ñêîëüêî òð¼õçíà÷-
íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë èìåþò ÷¼òíîå ÷èñëî ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ äå-
ëèòåëåé?

Çàäà÷à 7.7.8. (¾Ïîêîðè Âîðîáü¼âû ãîðû¿ 2017.5-8.6;9.5) Ñêîëüêèìè ñïî-
ñîáàìè ìîæíî ðàçëîæèòü ÷èñëî 10000 íà òðè íàòóðàëüíûõ ìíîæèòåëÿ, íè
îäèí èç êîòîðûõ íå äåëèòñÿ íà 10? Ñ÷èòàåì, ÷òî ðàçëîæåíèÿ, îòëè÷àþ-
ùèåñÿ òîëüêî ïîðÿäêîì ñîìíîæèòåëåé, íå ðàçëè÷àþòñÿ.

Çàäà÷à 7.7.9. (¾Ïîêîðè Âîðîáü¼âû ãîðû¿ 2017.5-6.6) Ñêîëüêèìè ñïîñî-
áàìè ìîæíî ðàçëîæèòü ÷èñëî 1024 íà òðè íàòóðàëüíûõ ìíîæèòåëÿ òàê,
÷òîáû ïåðâûé ìíîæèòåëü áûë êðàòåí âòîðîìó, à âòîðîé � òðåòüåìó?

Çàäà÷à 7.7.10. (¾Ïîêîðè Âîðîáü¼âû ãîðû¿ 2017.5-6.5;7-8.4;9.3) Âàñÿ ïðè-
äóìûâàåò ÷åòûð¼õçíà÷íûé ïàðîëü äëÿ êîäîâîãî çàìêà. Îí íå ëþáèò öèô-
ðó 2, ïîýòîìó íå èñïîëüçóåò å¼. Êðîìå òîãî îí íå ëþáèò, êîãäà äâå îäèíàêî-
âûå öèôðû ñòîÿò ðÿäîì. À åù¼ îí õî÷åò, ÷òîáû ïåðâàÿ öèôðà ñîâïàäàëà
ñ ïîñëåäíåé. Ñêîëüêî âàðèàíòîâ íàäî ïåðåáðàòü, ÷òîáû ãàðàíòèðîâàííî
óãàäàòü Âàñèí ïàðîëü?

Çàäà÷à 7.7.11. (¾Ïîêîðè Âîðîáü¼âû ãîðû¿ 2017.5-6.4;7-8.3;9.2) Ïåòÿ ïðè-
äóìûâàåò ïàðîëü äëÿ ñâîåãî ñìàðòôîíà. Ïàðîëü ñîñòîèò èç ÷åòûð¼õ äåñÿ-
òè÷íûõ öèôð. Ïåòÿ õî÷åò, ÷òîáû ïàðîëü íå ñîäåðæàë öèôðó 7, ïðè ýòîì â
ïàðîëå äîëæíû áûòü õîòÿ áû äâå (èëè áîëåå) îäèíàêîâûå öèôðû. Ñêîëü-
êèìè ñïîñîáàìè Ïåòÿ ìîæåò ýòî ñäåëàòü?

Çàäà÷à 7.7.12. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1998.6-7.1) Íà ãëîáóñå
ïðîâåäåíû 17 ïàðàëëåëåé è 24 ìåðèäèàíà. Íà ñêîëüêî ÷àñòåé ðàçäåëåíà
ïîâåðõíîñòü ãëîáóñà? Ìåðèäèàí � ýòî äóãà, ñîåäèíÿþùàÿ Ñåâåðíûé ïîëþñ
ñ Þæíûì. Ïàðàëëåëü � ýòî îêðóæíîñòü, ïàðàëëåëüíàÿ ýêâàòîðó (ýêâàòîð
òîæå ÿâëÿåòñÿ ïàðàëëåëüþ).

Çàäà÷à 7.7.13. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1996.6.3) Êàêèõ ïÿòè-
çíà÷íûõ ÷èñåë áîëüøå: íå äåëÿùèõñÿ íà 5 èëè òåõ, ó êîòîðûõ íè ïåðâàÿ,
íè âòîðàÿ öèôðà ñëåâà � íå ïÿò¼ðêà?

Çàäà÷à 7.7.14. (Òóðíèð èì. Ëîìîíîñîâà � 2016.5-8.4) Ñêîëüêî ÷èñåë, äå-
ëÿùèõñÿ íà 4 è ìåíüøèõ 1000, íå ñîäåðæàò íè îäíîé èç öèôð 6, 7, 8, 9 èëè
0?
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Çàäà÷à 7.7.15. (¾Ïîêîðè Âîðîáü¼âû ãîðû¿ 2017.5-6.5;7-8.6;9.4) Íà êëåò-
÷àòîé áóìàãå íàðèñîâàëè ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ñ êàòåòàìè, ðàâíû-
ìè 7 êëåòêàì (êàòåòû èäóò ïî ëèíèÿì ñåòêè). Ïîòîì îáâåëè âñå ëèíèè
ñåòêè, íàõîäÿùèåñÿ âíóòðè òðåóãîëüíèêà. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî
òðåóãîëüíèêîâ ìîæíî íàéòè íà ýòîì ðèñóíêå?

Çàäà÷à 7.7.16. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2009.6.5) Ìàðèÿ Èâàíîâíà ïîêóïàåò 16 øàðèêîâ äëÿ Ïîñëåäíå-
ãî çâîíêà. Â ìàãàçèíå åñòü øàðèêè òð¼õ öâåòîâ: ñèíåãî, êðàñíîãî è çåë¼íî-
ãî. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò âàðèàíòîâ ðàçëè÷íûõ ïîêóïîê 16 øàðèêîâ, åñëè
Ìàðèÿ Èâàíîâíà õî÷åò, ÷òîáû øàðèêè êàæäîãî öâåòà ñîñòàâëÿëè íå ìåíåå
÷åòâåðòè îò êîëè÷åñòâà âñåõ øàðèêîâ?

Çàäà÷à 7.7.17. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2009.6.8) Îòåö ãîâîðèò ñûíó:

� Ñåãîäíÿ ó íàñ ó îáîèõ äåíü ðîæäåíèÿ, è òû ñòàë ðîâíî â 2 ðàçà ìîëîæå
ìåíÿ.

� Äà, è ýòî âîñüìîé ðàç çà ìîþ æèçíü, êîãäà ÿ ìîëîæå òåáÿ â öåëîå ÷èñëî
ðàç.

Ñêîëüêî ëåò ñûíó, åñëè îòåö íå ñòàðøå 75 ëåò?

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Çàäà÷à 7.17. Êîøêà ïîéìàëà 20 ìûøåê. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè îíà ìîæåò
âûáðàòü ñåáå çàâòðàê, îáåä è óæèí, åñëè:

� ýòè ìûøêè áûëè áîëüøèìè, è åé äîñòàòî÷íî îäíîé, ÷òîáû íàåñòüñÿ;
� ýòè ìûøêè áûëè ñðåäíèõ ðàçìåðîâ, è íà êàæäóþ òðàïåçó åé íåîáõî-
äèìî ïî 2 ìûøêè;

� êîøêà íà äèåòå, è îíà ïðîïóñêàåò îäèí èç ïðè¼ìîâ ïèùè, ïðè ýòîì íà
îäíîì èç ïðè¼ìîâ ïèùè îíà õî÷åò ñúåñòü äâóõ ìûøåê, à íà äðóãîì
� îäíó?

Çàäà÷à 7.18. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ñïîñîáîâ ðàñêðàñèòü òàáëèöó 2 × 3 â
2 öâåòà � áåëûé è ÷¼ðíûé, ÷òîáû îáÿçàòåëüíî õîòÿ áû îäíà êëåòêà áûëà
áåëîé è õîòÿ áû îäíà êëåòêà áûëà ÷¼ðíîé?

Çàäà÷à 7.19. Â ïðîåêòå ¾Îëèìïèàäíûå øêîëû êðóãëûé ãîä¿ ïðèíÿëè
ó÷àñòèå 24 ÷åëîâåêà. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî âûáðàòü:

à) äâóõ ñ÷àñòëèâ÷èêîâ, êîòîðûå ïîëó÷àò ñïåöèàëüíûå ïðèçû îò êîîðäèíà-
òîðà ïðîåêòà (ïðèçû îäèíàêîâûå);

á) òð¼õ ñ÷àñòëèâ÷èêîâ, êîòîðûå ïîëó÷àò ñïåöèàëüíûå ïðèçû îò êîîðäèíà-
òîðà ïðîåêòà (ïðèçû ðàçíûå)?
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Çàäà÷à 7.20. Ñêîëüêî ïÿòèçíà÷íûõ ÷èñåë ìîæíî ñîñòàâèòü èç öèôð 0, 2,
4, 6, 8 ïðè óñëîâèè, ÷òî öèôðû íå äîëæíû ïîâòîðÿòüñÿ?
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8 Ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè

Ìàòåðèàë äëÿ ðàçáîðà íà çàíÿòèè

Ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè (ÌÌÈ) èñïîëüçóåòñÿ äëÿ äîêàçàòåëü-
ñòâà ðÿäà óòâåðæäåíèé, ïðè êîòîðûõ êàæäîå ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå äî-
êàçûâàåòñÿ èç ïðåäûäóùåãî:

Y1 → Y2 → Y3 → . . .→ Yn → Yn+1 → . . .

Ïåðâîå óòâåðæäåíèå íàçûâàåòñÿ áàçîé èíäóêöèè.

Êàæäàÿ ñòðåëêà � èíäóêöèîííûé ïåðåõîä : åñëè èñòèííî n-å óòâåðæäåíèå
è êîððåêòåí ïåðåõîä, òî èñòèííî è n + 1-å óòâåðæäåíèå. Òàêèì îáðàçîì,
èíäóêöèÿ ðàáîòàåò ñëåäóþùèì îáðàçîì: èç ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò
âòîðîå, èç âòîðîãî � òðåòüå, è òàê äàëåå, âïëîòü äî ëþáîãî n. Ïðè ýòîì
îáû÷íî êîððåêòíîñòü âñåõ ïåðåõîäîâ äîêàçûâàåòñÿ åäèíûì îáðàçîì.

Èíäóêöèÿ ïîäîáíà ïðèíöèïó äîìèíî: åñëè ìû òîëêí¼ì ïåðâîå äîìèíî (áà-
çà èíäóêöèè), òî êàæäîå äîìèíî áóäåò òîëêàòü ñëåäóþùåå (èíäóêöèîííûé
ïåðåõîä), è öåïî÷êà óïàâøèõ äîìèíî äîáåæèò äî ëþáîãî äîìèíî.

Y6Y5Y4Y3Y2Y
1

Çàäà÷à 7.8.1. (Øåíü, ¾Ìàòåìàòè÷åñêàÿ èíäóêöèÿ¿) Äîêàçàòü ñ ïîìîùüþ
ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè, ÷òî (ïðè ëþáîì n > 1):

1 + 2 + 3 + · · ·+ n =
n(n+ 1)

2
.

Ðåøåíèå. Áàçà èíäóêöèè: n = 1. Î÷åâèäíî, ÷òî

1 · (1 + 1)

2
= 1.

Ïåðåõîä: èñïîëüçóÿ óòâåðæäåíèå

1 + 2 + · · ·+ n =
n · (n+ 1)

2
,
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äîêàæåì, ÷òî

1 + 2 + · · ·+ n+ (n+ 1) =
(n+ 1) · (n+ 2)

2
.

Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê 1 + 2 + · · · + n =
n · (n+ 1)

2
, ïðèáàâèì ê îáåèì

÷àñòÿì ÷àñòè n+ 1:

1 + 2 + · · ·+ n+ (n+ 1) =
n · (n+ 1)

2
+ (n+ 1) =

(n+ 1) · (n+ 2)

2
,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Çàäà÷à 7.8.2. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî n > 4 ñóùåñòâóåò âûïóêëûé n-
óãîëüíèê, ó êîòîðîãî ðîâíî 3 îñòðûõ óãëà.

Ðåøåíèå. Áàçà èíäóêöèè: n = 4, äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü âûïóêëûé ÷åòû-
ð¼õóãîëüíèê ñ 3 îñòðûìè óãëàìè è 1 òóïûì, ýòî äåëàåòñÿ íåñëîæíî (ðè-
ñóíîê íèæå).

Ïåðåõîä: èñïîëüçóÿ óòâåðæäåíèå î ñóùåñòâîâàíèè òàêîãî n-óãîëüíèêà, äî-
êàæåì ñóùåñòâîâàíèå (n + 1)-óãîëüíèêà. Ïîñòóïèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:
âîçüì¼ì n-óãîëüíèê ñ 3 îñòðûìè óãëàìè (à îí ñóùåñòâóåò, ýòî óòâåðæäåíèå
íîìåð n), ïîñêîëüêó n íå ìåíüøå 4, åñòü õîòÿ áû 1 òóïîé óãîë. ¾Îòðåæåì¿
îäèí èç òóïûõ óãëîâ, êàê ýòî ïîêàçàíî íà ðèñóíêå íèæå, ïðè ýòîì îáðà-
çóåòñÿ 2 óãëà, êàæäûé èç êîòîðûõ áîëüøå îòðåçàåìîãî, ò. å. îáà òóïûå.

Çàìåòèì, ÷òî, âîîáùå ãîâîðÿ, èíäóêöèÿ â ýòîì ñëó÷àå íà÷èíàëàñü íå ñ
ïåðâîãî, à ñ ÷åòâ¼ðòîãî óòâåðæäåíèÿ, íî ýòî íà ðåøåíèå íèêàê íå âëèÿåò
� ïî íàøåé àíàëîãèè ñ äîìèíî, îíè íà÷èíàþòñÿ ñ íîìåðà 4.
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Îòìåòèì, ÷òî áàçà èíäóêöèè, êàê ïðàâèëî, õîòü è î÷åâèäíà, âñ¼ æå òðåáóåò
àêêóðàòíîé ïðîâåðêè. Åñëè íåò áàçû, íåò è èíäóêöèè � íåêîìó òîëêíóòü
ïåðâîå äîìèíî, ÷òîáû çàïóñòèòü öåïíóþ ðåàêöèþ.

Îñîáåííîñòü ìåòîäà ïîëíîé ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè â òîì, ÷òî ïðè äî-
êàçàòåëüñòâå óòâåðæäåíèÿ íîìåð n+ 1 ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ èñòèííîñòüþ
âñåõ óòâåðæäåíèé îò íîìåðà 1 äî íîìåðà n. Ôîðìàëüíî ýòî ìîæíî çàïè-
ñàòü òàê:

èç {Y1, Y2, . . . , Yn} ñëåäóåò Yn+1.

Îáû÷íî ïðè ïðèìåíåíèè ìåòîäà ïîëíîé ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè èñïîëü-
çóþòñÿ ëèøü íåñêîëüêî ïðåäûäóùèõ óòâåðæäåíèé, à íå ñðàçó âñå. Ìîæ-
íî ïðèâåñòè ñëåäóþùóþ àíàëîãèþ: åñëè ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè
ìîæíî áûëî ïðåäñòàâèòü, êàê íàáîð äîìèíî, è ÷òîáû óïàëî òåêóùåå äîìè-
íî, å¼ äîëæíà áûëà ¾ïîäòîëêíóòü¿ ïðåäûäóùàÿ. À òåïåðü äîìèíî êàêèì-
òî îáðàçîì åù¼ ñâÿçàíû íåêèìè øàðíèðàìè, è äëÿ òîãî, ÷òîáû óïàëî n+1-
îå äîìèíî, äîëæíû óïàñòü âñå äîìèíî, ñ êîòîðûìè îíà ñîåäèíåíà.

Çàäà÷à 7.8.3. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîé êâàäðàò ìîæíî ðàçðåçàòü íà ëþáîå,
íà÷èíàÿ ñ øåñòè, êîëè÷åñòâî êâàäðàòîâ.

Ðåøåíèå. Ïîïðîáóåì ñíà÷àëà ðàçðåçàòü êâàäðàò õîòÿ áû íà êàêîå-íèáóäü
÷èñëî êâàäðàòîâ. Î÷åâèäíî, êàêèì îáðàçîì êâàäðàò ðàçðåçàåòñÿ íà 4 ÷à-
ñòè. Íåìíîãî ïîðàçìûñëèâ, ìîæíî íàéòè è ñïîñîá ðàçðåçàíèÿ íà 6 è íà 8
÷àñòåé (íà ðèñóíêå íèæå).

Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî åñëè ìû, íàïðèìåð, õîòèì ðàçðåçàòü êâàäðàò íà 7
÷àñòåé, òî äîñòàòî÷íî ðàçðåçàòü åãî íà 4 ÷àñòè, à ïîòîì îäèí èç êóñêîâ
ñíîâà ðàçðåçàòü íà 4 ÷àñòè. Âîîáùå, åñëè êàêîé-òî êâàäðàò ðàçðåçàí íà n
÷àñòåé, òî ïðè ðàçðåçàíèè ëþáîãî èç åãî êâàäðàòîâ íà 4 ÷àñòè ïîëó÷àåòñÿ
n + 3 ÷àñòè, òî åñòü âûïîëíÿåòñÿ ñëåäñòâèå Yn → Yn+3 äëÿ ëþáîãî n.
Âûïîëíÿþòñÿ öåïî÷êè ñëåäñòâèé:

� Y6 → Y9 → Y12 → Y15 → . . . ;
� Y7 → Y10 → Y13 → Y16 → . . . ;
� Y8 → Y11 → Y14 → Y17 → . . . .

Òî åñòü äëÿ òîãî, ÷òîáû çàïóñòèòü äîìèíî, íóæíî, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü Y6,
Y7 è Y8. Íî â ýòîì ìû óæå óáåäèëèñü.
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Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî â ðàññìîòðåííîé çàäà÷å òðè íåçàâèñèìûå öåïî÷êè äî-
ìèíî, è ÷òîáû âñå òðè çàïóñòèëèñü, áàçà äîëæíà áûòü ñëîæíîé � ñîñòîÿòü
èç òð¼õ óòâåðæäåíèé. Ïðèìåíÿÿ ïîëíóþ èíäóêöèþ, íóæíî âíèìàòåëüíî
ñëåäèòü çà âûïîëíåíèåì ñëîæíîé áàçû, èíà÷å íå çàïóñòèòñÿ ¾öåïíàÿ ðå-
àêöèÿ¿.

Çàäà÷à 7.8.4. Ïðè êàêèõ n > 3 íàáîð ãèðü ñ ìàññàìè 1, 2, 3, . . . , n ãðàììîâ
ìîæíî ðàçëîæèòü íà òðè ðàâíûå ïî ìàññå êó÷êè?

Ðåøåíèå. ×òîáû ãèðè ìîæíî áûëî ðàçäåëèòü òðåáóåìûì îáðàçîì, ñóì-
ìàðíàÿ ìàññà ãèðü äîëæíà äåëèòüñÿ íà 3. Ñóììà ìàññ îò 1 äî n ðàâíà
n(n+1)/2 (ìû ýòî óæå äîêàçàëè), è ïîýòîìó n ìîæåò äàâàòü òîëüêî îñòàò-
êè 0 èëè 2 ïðè äåëåíèè íà 3.

Åñëè ìîæíî ðàçáèòü íà òðè ðàâíûå ïî ìàññå êó÷êè íàáîð èç n ãèðåê, òî è
íàáîð èç n+ 6 ãèðåê òîæå ìîæíî ðàçáèòü òðåáóåìûì îáðàçîì, ïîñêîëüêó
ãèðè ìàññàìè n+1, n+2, . . . , n+6 ëåãêî ðàçëîæèòü íà òðè ðàâíûå ïî ìàññå
êó÷êè.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè êîëè÷åñòâå ãèðåê, ðàâíûõ ÷èñëàì 5, 6, 8 èëè 9,
ñóùåñòâóþò òðåáóåìûå ðàçáèåíèÿ:

� 1 + 4 = 2 + 3 = 5;
� 1 + 6 = 2 + 5 = 3 + 4;
� 1 + 2 + 3 + 6 = 4 + 8 = 5 + 7;
� 1 + 2 + 3 + 4 + 5 = 6 + 9 = 7 + 8.

Çíà÷èò, ðàçáèòü ìîæíî âñå íàáîðû èç êîëè÷åñòâà ãèðü, äàþùåãî îñòàòêè
0 èëè 2 ïðè äåëåíèè íà 3.

Íàïîñëåäîê ïðèâåä¼ì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ îøèáî÷íîãî ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà
ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè.

Çàäà÷à 7.8.5. Äîêàæåì, ÷òî ëþáûå n ëîøàäåé îäíîãî öâåòà.

¾Äîêàçàòåëüñòâî¿. Áàçà: n = 1. Äåéñòâèòåëüíî, áàçà î÷åâèäíà � ëþáàÿ
ëîøàäü îäíîãî öâåòà ñàìà ñ ñîáîé.

Ïåðåõîä: óòâåðæäåíèå n � ëþáûå n ëîøàäåé îäíîãî öâåòà. Îòñþäà äîêà-
æåì, ÷òî ëþáàÿ n + 1 ëîøàäü îäíîãî öâåòà. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì
ëþáóþ n + 1 ëîøàäü: Ë1,Ë2, . . . ,Ën,Ën+1. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè
ëîøàäè èç ìíîæåñòâà {Ë1, . . . ,Ën}� îäíîãî öâåòà, òàê æå êàê è ëîøàäè èç
ìíîæåñòâà {Ë2, . . . ,Ën+1}. Íî ëîøàäü Ë2 íàõîäèòñÿ â îáîèõ ìíîæåñòâàõ,
çíà÷èò è âñÿ n+ 1 ëîøàäü îäíîãî öâåòà.

Ïðåäëàãàåì ÷èòàòåëþ îñòàíîâèòüñÿ íà ìèíóòêó è çàäóìàòüñÿ � ãäå îøèá-
êà â ïðèâåä¼ííîì ðàññóæäåíèè?
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À îøèáêà êðîåòñÿ â ñëåäóþùåì: íà ñàìîì äåëå íåâåðåí ïåðåõîä Y1 → Y2,
â ýòîì ñëó÷àå Ë2 íå íàõîäèòñÿ â îáîèõ ìíîæåñòâàõ, è ðàññìàòðèâàåìûå
ìíîæåñòâà âîîáùå íå ïåðåñåêàþòñÿ. Õîòü îñòàëüíûå ïåðåõîäû âåðíû: èç
âòîðîãî óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò òðåòüå, è òðåòüåãî � ÷åòâ¼ðòîå, è òàê äàëåå,
èíäóêöèÿ ðàáîòàòü íå áóäåò: ïåðâîå äîìèíî óïàëî, íî íå çàäåëî âòîðîå, è
öåïî÷êà ïðåðâàëàñü.

Á. Ðàññåë, êðèòèêóÿ èäåþ èíäóêöèè (ñ òî÷êè çðåíèÿ ôèëîñîôèè), ïðèâî-
äèò â ¾Ïðîáëåìàõ ôèëîñîôèè¿ ñëåäóþùèé ïðèìåð.

Çàäà÷à 7.8.6 (èíäþê-èíäóêòèâèñò). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôåðìåð êàæ-
äûé äåíü êîðìèò èíäþêà. Èíäþê ïðèâûêàåò ê ýòîìó è ïðè âèäå ôåðìåðà
æä¼ò, ÷òî åìó îòñûïëþò ïîëîæåííóþ ïîðöèþ. Ïðåäïîëîæèì, èíäþê �
íåïëîõîé èíäóêòèâèñò, è íå õî÷åò òîðîïèòüñÿ ñ âûâîäàìè. Îí íà÷èíàåò
íàáëþäàòü çà ôåðìåðîì è îïðåäåëÿåò, âî ñêîëüêî åìó ïðèíîñÿò åäó. Èí-
äþê ïîëàãàåò, ÷òî è çàâòðà ôåðìåð ïðèíåñ¼ò åìó åäó, è, óáåäèâøèñü â
ñâîåé ïðàâîòå, íàäóâàåòñÿ îò ãîðäîñòè. Èíäþêó íåâäîì¼ê, ÷òî íà ñëåäóþ-
ùèé äåíü ôåðìåð, âìåñòî òîãî, ÷òîáû ïðèíåñòè åäû, çàðåæåò åãî, èçæàðèò
è ñúåñò.

Â ÷åì íåïðàâ èíäþê, è ïî÷åìó îí âñ¼-òàêè íåâàæíûé èíäóêòèâèñò? À
íåïðàâ îí â òîì, ÷òî çäåñü íå ñóùåñòâóåò èíäóêòèâíîãî ïåðåõîäà è èç
òîãî, ÷òî ñåãîäíÿ âñ¼ õîðîøî, íå ñëåäóåò, ÷òî âñ¼ òàê æå áóäåò çàâòðà.

Çàäàâàëüíèê

Çàäà÷à 7.8.7. (Ìîñêîâñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà � 1962.10.2.5) Â
øàõìàòíîì òóðíèðå êàæäûé ó÷àñòíèê ñûãðàë ñ êàæäûì èç îñòàëüíûõ îä-
íó ïàðòèþ. Äîêàçàòü, ÷òî ó÷àñòíèêîâ ìîæíî òàê çàíóìåðîâàòü, ÷òî îêà-
æåòñÿ, ÷òî íè îäèí ó÷àñòíèê íå ïðîèãðàë íåïîñðåäñòâåííî çà íèì ñëåäó-
þùåìó.

Çàäà÷à 7.8.8. (Øåíü, ¾Ìàòåìàòè÷åñêàÿ èíäóêöèÿ¿) Ðàññìîòðèì âñåâîç-
ìîæíûå îáûêíîâåííûå äðîáè ñ ÷èñëèòåëåì 1 è ëþáûì (öåëûì ïîëîæè-
òåëüíûì) çíàìåíàòåëåì:

1

2
;
1

3
;
1

4
;
1

5
; . . .

Äîêàçàòü ñ ïîìîùüþ ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè, ÷òî äëÿ ëþáîãî n > 3
ìîæíî ïðåäñòàâèòü åäèíèöó â âèäå ñóììû n ðàçëè÷íûõ äðîáåé òàêîãî
âèäà. Íàïðèìåð, ïðè n = 3 ìîæíî íàïèñàòü òàê:

1 =
1

2
+

1

3
+

1

6
.
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(ßñíî, ÷òî äâóìÿ äðîáÿìè íå îáîéòèñü, ïîñêîëüêó âñå äðîáè, êðîìå ïåð-
âîé, ìåíüøå ïîëîâèíû. Ìîæíî òàêæå ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ òð¼õ äðîáåé åñòü
òîëüêî îäèí âàðèàíò.)

Çàäà÷à 7.8.9. (Øåíü, ¾Ìàòåìàòè÷åñêàÿ èíäóêöèÿ¿) Äîêàçàòü, ÷òî ëþáîé
èç êâàäðàòîâ

2× 2, 4× 4, 8× 8, . . . , 2n × 2n, . . . ,

èç êîòîðîãî âûðåçàí óãëîâîé êâàäðàòèê 1× 1, ìîæíî ðàçðåçàòü íà óãîëêè
èç òð¼õ êëåòîê.

Çàäà÷à 7.8.10. (Øåíü, ¾Ìàòåìàòè÷åñêàÿ èíäóêöèÿ¿) Â ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè Ôèáîíà÷÷è

1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, . . .

êàæäûé ñëåäóþùèé ÷ëåí ðàâåí ñóììå äâóõ ïðåäûäóùèõ. Äîêàçàòü, ÷òî
äâà äåëÿùèõñÿ íà 7 ÷èñëà â íåé íå ìîãóò ñòîÿòü ðÿäîì.

Çàäà÷à 7.8.11. (Êðóæîê ìàëîãî ìåõìàòà � 2016/2017.7) Íà ïëîñêîñòè
ïðîâåäåíû n ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç îäíó òî÷êó. Äîêàæèòå, ÷òî îíè
ðàçáèâàþò ïëîñêîñòü íà 2n îáëàñòåé.

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Çàäà÷à 7.21. Ëþáóþ ëè ñóììó èç öåëîãî ÷èñëà òóãðèêîâ, áîëüøå ñåìè,
ìîæíî óïëàòèòü áåç ñäà÷è äåíåæíûìè êóïþðàìè ïî 3 è 5 òóãðèêîâ?

Çàäà÷à 7.22. Äîêàçàòü, ÷òî ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî ìîæíî ïðåäñòàâèòü
â âèäå ñóììû ðàçëè÷íûõ ñòåïåíåé äâîéêè.
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9 Èíâàðèàíò

Ìàòåðèàë äëÿ ðàçáîðà íà çàíÿòèè

Ïóñòü â çàäà÷å ïðèñóòñòâóåò íåêîòîðûé ¾ïðîöåññ¿, íàïðèìåð, íà äîñêå çà-
äàíû ÷èñëà, êîòîðûå ìîæíî ìåíÿòü ïî êàêîìó-òî ïðàâèëó, èëè ïîçèöèÿ,
èç êîòîðîé ìîæíî äåëàòü íåêîòîðûå õîäû. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ýòî èã-
ðà, â êîòîðîé ó÷àñòâóåò îäèí èãðîê. Èìåííî ïî òàêèì ïðèçíàêàì ìîæíî
îïðåäåëèòü, ÷òî çàäà÷à èìåííî íà èíâàðèàíò, à íå íà äðóãóþ òåìó.

Îïðåäåëåíèå 31. Èíâàðèàíò � ýòî ìàòåìàòè÷åñêàÿ âåëè÷èíà èëè ìàòå-
ìàòè÷åñêîå ñâîéñòâî, êîòîðîå îñòà¼òñÿ ïîñòîÿííûì, òî åñòü íå èçìåíÿåòñÿ
ïðè íåêîòîðîì ïðåîáðàçîâàíèè.

Çà÷àñòóþ èíâàðèàíòîì ÿâëÿåòñÿ ÷¼òíîñòü (îñòàòîê ïðè äåëåíèè íà 2) èëè
îñòàòîê îò äåëåíèÿ íà êàêîå-ëèáî ÷èñëî êîìáèíàöèè íåêîòîðûõ ÷èñåë, ñâÿ-
çàííûõ ñ äàííîé çàäà÷åé. Ðàññìîòðèì îäíó èç òèïè÷íûõ çàäà÷ íà èíâà-
ðèàíò.

Çàäà÷à 7.9.1. Íà äîñêå íàïèñàíî 6 ÷èñåë � 3, 14, 15, 9, 2, 6. Çà îäíó
îïåðàöèþ ê ëþáûì äâóì ÷èñëàì ìîæíî ïðèáàâèòü 1. Ìîæíî ëè ñäåëàòü
âñå ÷èñëà îäèíàêîâûìè?

Ðåøåíèå. Ïðè âçãëÿäå íà óñëîâèå çàäà÷è ïåðâîé èäååé áóäåò ïûòàòüñÿ
óâåëè÷èâàòü ìàëåíüêèå ÷èñëà, ÷òîáû îíè äîñòèãëè áîëüøèõ. Íî, íåìíî-
ãî ïîìó÷èâøèñü, ìû ëåãêî óðàâíÿåì ïÿòü ÷èñåë, à âîò øåñòîå áóäåò îò
íèõ îòëè÷àòüñÿ. Èñïîëüçîâàòü ïåðåáîð äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è íå ïîëó÷èò-
ñÿ, òàê êàê ñëó÷àåâ áåñêîíå÷íî ìíîãî (âäðóã îíè, íàïðèìåð, óðàâíÿþòñÿ
â ìèëëèîíå). Äîêàçàòü, ÷òî ýòî ñäåëàòü íåâîçìîæíî, ïîìîæåò ïðèíöèï
èíâàðèàíòà.

Êàê íàéòè èíâàðèàíò? Íóæíî ïðîñëåäèòü íåêîòîðóþ çàêîíîìåðíîñòü. ×òî
íå ïîìåíÿëîñü, åñëè ê äâóì ÷èñëàì áûëà ïðèáàâëåíà åäèíèöà? Íåòðóäíî
ïîíÿòü, ÷òî ñóììà âñåõ ÷èñåë óâåëè÷èòñÿ íà 2, ïîýòîìó ñóììà � íå èí-
âàðèàíò. Íî ìû çíàåì, ÷òî åñëè ê ÷èñëó ïðèáàâèòü 2, òî åãî ÷¼òíîñòü
íå èçìåíèòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, ÷¼òíîñòü ñóììû âñåõ ÷èñåë âñåãäà îñòà¼òñÿ
íåèçìåííîé è ðàâíîé òîìó, ÷åìó îíà áûëà âíà÷àëå. À êàêàÿ îíà áûëà?
Òàê êàê ñðåäè ÷èñåë 3, 14, 15, 9, 2 è 6 íå÷¼òíîå ÷èñëî íå÷¼òíûõ ÷èñåë, òî
è ñóììà âñåõ ÷èñåë áóäåò íå÷¼òíîé. Íî âåäü íàì íóæíî, ÷òîáû âñå ÷èñëà
ñòàëè ðàâíûìè äðóã äðóãó, ñëåäîâàòåëüíî, èõ ñóììà äîëæíà äåëèòüñÿ íà
6 (èõ êîëè÷åñòâî), òî åñòü äîëæíà áûòü ÷¼òíîé. Îòñþäà è ñëåäóåò òî, ÷òî
ýòè ÷èñëà íåâîçìîæíî ñäåëàòü ðàâíûìè.

Çàäà÷à 7.9.2. Â 8¾À¿ êëàññå ïðîöâåòàåò áèçíåñ: Âàñÿ ìåíÿåò 1 øîêî-
ëàäíóþ êîíôåòó íà 6 ëåäåíöîâ, à Ïåòÿ ìåíÿåò 1 ëåäåíåö íà 6 øîêîëàäíûõ
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êîíôåò. Â êëàññ ïðèõîäèò íîâûé ó÷åíèê Ñîëîìîí, ó êîòîðîãî åñòü 1 øîêî-
ëàäíàÿ êîíôåòà. Îí ìîæåò íåîãðàíè÷åííîå ÷èñëî ðàç îáðàùàòüñÿ ê ñâîèì
íîâûì îäíîêëàññíèêàì äëÿ îáìåíà. Ìîæåò ëè ó íåãî îêàçàòüñÿ ïîðîâíó
ëåäåíöîâ è øîêîëàäíûõ êîíôåò, ïðè óñëîâèè, ÷òî îí èõ íå åñò.

Ðåøåíèå: Ïîïðîáóåì íàéòè èíâàðèàíò. Â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ìàòå-
ðèàëüíîå ïîëîæåíèå Ñîëîìîíà õàðàêòåðèçóåòñÿ äâóìÿ ÷èñëàìè: ÷èñëîì
øîêîëàäíûõ êîíôåò X è ÷èñëîì ëåäåíöîâ Y . Äëÿ óäîáñòâà îáîçíà÷èì åãî
ïàðîé (X,Y ). Ýòà ïàðà ìîãëà ïîìåíÿòüñÿ çà îäèí õîä ñëåäóþùèì îáðàçîì:
ëèáî îíà ïðåâðàòèëàñü â (X−1, Y +6), ëèáî â (X+6, Y −1). Çàìåòèì, ÷òî
ðàçíîñòü ìåæäó ÷èñëàìè èçìåíèëàñü íà 7. Ýòî çíà÷èò, ÷òî íå ïîìåíÿëñÿ
îñòàòîê îò äåëåíèÿ íà 7 ó ðàçíîñòè êîëè÷åñòâà øîêîëàäíûõ êîíôåò è ëå-
äåíöîâ. Â êîíöå ýòà ðàçíîñòü, à çíà÷èò è îñòàòîê ïðè äåëåíèè íà 7, äîëæíà
ñòàòü ðàâíîé íóëþ. À èçíà÷àëüíî îíà áûëà ðàâíà 1. Ýòî íåâîçìîæíî, à
çíà÷èò, ÷òî Ñîëîìîí íå ñìîæåò äîáèòüñÿ ñâîåé öåëè.

Çàäà÷à 7.9.3. (Îáúåäèí¼ííàÿ ìåæâóçîâñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà
øêîëüíèêîâ � 2011) Âàíÿ ñäàë òðè ÅÃÝ. Ïî ðóññêîìó ÿçûêó îí íàáðàë íà
5 áàëëîâ ìåíüøå, ÷åì ïî ôèçèêå, à ïî ôèçèêå � íà 9 áàëëîâ ìåíüøå, ÷åì
ïî ìàòåìàòèêå. Çîëîòàÿ ðûáêà, ïðèñíèâøàÿñÿ Âàíå, îáåùàëà âûïîëíèòü
ëþáîå êîëè÷åñòâî æåëàíèé ñëåäóþùèõ âèäîâ:

� ïðèáàâèòü ïî áàëëó çà êàæäûé ýêçàìåí;
� çà îäèí ýêçàìåí (ïî âûáîðó Âàíè) óìåíüøèòü áàëëû íà 3, à çà êàæ-
äûé èç äâóõ îñòàëüíûõ � óâåëè÷èòü íà 1.

Ðûáêà âûïîëíÿåò æåëàíèå, åñëè ïðè ýòîì íè îäèí ðåçóëüòàò íå ïðåâûñèò
100 áàëëîâ. Ìîã ëè Âàíÿ âî ñíå íàáðàòü 100 áàëëîâ áîëåå ÷åì ïî îäíîìó
ýêçàìåíó?

Ðåøåíèå. Äîïóñòèì, ÷òî Âàíå óäàëîñü ýòî ñäåëàòü. Îáîçíà÷èì ÷èñëî áàë-
ëîâ, ïîëó÷åííûõ èì çà ýòè 2 ýêçàìåíà (áàëëû çà îáà êîòîðûå îí ïðåâðàòèë
â 100), çà x è y ñîîòâåòñòâåííî. Â ðåçóëüòàòå îäíîãî àêòà âîëøåáñòâà ïðî-
èñõîäèò ñëåäóþùåå: ëèáî (x, y)→ (x+1, y+1), ëèáî (x, y)→ (x− 3, y+1),
ëèáî (x, y) → (x + 1, y − 3). Ðàññìîòðèì âåëè÷èíó (x − y)mod 4. Ëåãêî
âèäåòü, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì. Íî âíà÷àëå ðàçíîñòè áàëëîâ ó âñå-
âîçìîæíûõ ïàð ïðåäìåòîâ íå êðàòíû ÷åòûð¼ì (îíè ðàâíû 5, 9 è 14), à â
êîíöå ðàçíîñòü áàëëîâ ïî êàêèì-òî äâóì ýêçàìåíàì äîëæíà áûòü ðàâíà
íóëþ, òî åñòü, êðàòíà ÷åòûð¼ì. Òàêèì îáðàçîì, íè ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ
Âàíèíà çàäóìêà íå óäàñòñÿ.
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Çàäàâàëüíèê

Çàäà÷à 7.9.4. (Òóðíèð ãîðîäîâ � 1987,7-8) Â ëåâûé íèæíèé óãîë øàõ-
ìàòíîé äîñêè 8 × 8 ïîñòàâëåíî â ôîðìå êâàäðàòà 3 × 3 äåâÿòü ôèøåê.
Ôèøêà ìîæåò ïðûãàòü íà ñâîáîäíîå ïîëå ÷åðåç ðÿäîì ñòîÿùóþ ôèøêó,
òî åñòü ñèììåòðè÷íî îòðàæàòüñÿ îòíîñèòåëüíî å¼ öåíòðà (ïðûãàòü ìîæíî
ïî âåðòèêàëè, ãîðèçîíòàëè è äèàãîíàëè). Ìîæíî ëè çà íåêîòîðîå êîëè÷å-
ñòâî òàêèõ õîäîâ ïîñòàâèòü âñå ôèøêè âíîâü â ôîðìå êâàäðàòà 3 × 3, íî
â äðóãîì óãëó:

à) ëåâîì âåðõíåì;
á) ïðàâîì âåðõíåì?

Çàäà÷à 7.9.5. (Òóðíèð ãîðîäîâ � 1987,7-10) Èìåþòñÿ äâà òð¼õëèòðîâûõ
ñîñóäà. Â îäíîì 1 ë âîäû, â äðóãîì � 1 ë äâóõïðîöåíòíîãî ðàñòâîðà ïî-
âàðåííîé ñîëè. Ðàçðåøàåòñÿ ïåðåëèâàòü ëþáóþ ÷àñòü æèäêîñòè èç îäíîãî
ñîñóäà â äðóãîé, ïîñëå ÷åãî ïåðåìåøèâàòü. Ìîæíî ëè çà íåñêîëüêî òà-
êèõ ïåðåëèâàíèé ïîëó÷èòü ïîëóòîðàïðîöåíòíûé ðàñòâîð â òîì ñîñóäå, â
êîòîðîì âíà÷àëå áûëà âîäà?

Çàäà÷à 7.9.6. (Òóðíèð ãîðîäîâ � 1985,7-10) Íà îñòðîâå Ñåðîáóðîìàëèí
îáèòàþò 13 ñåðûõ, 15 áóðûõ è 17 ìàëèíîâûõ õàìåëåîíîâ. Åñëè âñòðå÷àþòñÿ
äâà õàìåëåîíà ðàçíîãî öâåòà, òî îíè îäíîâðåìåííî ìåíÿþò ñâîé öâåò íà
òðåòèé (ñåðûé è áóðûé ñòàíîâÿòñÿ îáà ìàëèíîâûìè è ò. ï.). Ìîæåò ëè
ñëó÷èòüñÿ òàê, ÷òî ÷åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ âñå õàìåëåîíû áóäóò îäíîãî
öâåòà?

Çàäà÷à 7.9.7. (Êðóæîê ÌÖÍÌÎ � 2004/2005.6) Íà âåøàëêå âèñÿò 20
ïëàòêîâ: 17 äåâî÷åê ïî î÷åðåäè ïîäõîäÿò ê âåøàëêå, è êàæäàÿ ëèáî ñíè-
ìàåò, ëèáî âåøàåò ðîâíî îäèí ïëàòîê. Ìîæåò ëè ïîñëå óõîäà äåâî÷åê íà
âåøàëêå îñòàòüñÿ 10 ïëàòêîâ?

Çàäà÷à 7.9.8. (Êîçëîâà Å. Ã., ¾Ñêàçêè è ïîäñêàçêè¿) Â ÿçûêå Äðåâíåãî
Ïëåìåíè àëôàâèò ñîñòîèò âñåãî èç äâóõ áóêâ: ¾Ì¿ è ¾Î¿. Äâà ñëîâà ÿâ-
ëÿþòñÿ ñèíîíèìàìè, åñëè îäíî èç äðóãîãî ìîæíî ïîëó÷èòü ïðè ïîìîùè
èñêëþ÷åíèÿ áóêâîñî÷åòàíèé ¾ÌÎ¿ è ¾ÎÎÌÌ¿ èëè äîáàâëåíèÿ â ëþáîå
ìåñòî áóêâîñî÷åòàíèÿ ¾ÎÌ¿. ßâëÿþòñÿ ëè ñèíîíèìàìè â ÿçûêå Äðåâíåãî
Ïëåìåíè ñëîâà ¾ÎÌÌ¿ è ¾ÌÎÎ¿?

Çàäà÷à 7.9.9. (Êðóæîê ÌÖÍÌÎ � 2004/2005.7) Õóëèãàíû Âàñÿ è Ïåòÿ
ïîðâàëè ñòåíãàçåòó, ïðè÷¼ì Ïåòÿ ðâàë êàæäûé êóñîê íà 5 ÷àñòåé, à Âàñÿ
íà 9. Ïðè ïîïûòêå ñîáðàòü ñòåíãàçåòó íàøëè 1988 îáðûâêîâ. Äîêàæèòå,
÷òî íàøëè íå âñå êóñî÷êè.

Çàäà÷à 7.9.10. (Ëåíèíãðàäñêèå ìàòåìàòè÷åñêèå êðóæêè) Íà ñòîëå ñòîÿò
ñåìü ñòàêàíîâ � âñå ââåðõ äíîì. Çà îäèí õîä ìîæíî ïåðåâåðíóòü ëþáûå
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÷åòûðå ñòàêàíà. Ìîæíî ëè çà íåñêîëüêî õîäîâ äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû âñå
ñòàêàíû ñòîÿëè ïðàâèëüíî?

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Çàäà÷à 7.23. Ïî êðóãó çàïèñàíû ÷èñëà 1, 2, 3, 2, 2, 0. Çà îäèí õîä ìîæíî ê
ëþáûì äâóì ñîñåäíèì ÷èñëàì ïðèáàâèòü ïî åäèíèöå. Ìîæíî ëè âñå ÷èñëà
ñäåëàòü ðàâíûìè?

Çàäà÷à 7.24. Íà øåñòè ïëîòèíàõ ñèäÿò øåñòü áîáðîâ, íà êàæäîé ïëîòèíå
� ïî áîáðó. Ïëîòèíû ñòîÿò â ðÿä ñ èíòåðâàëàìè â äåñÿòü ìåòðîâ. Åñëè
êàêîé-òî áîá¼ð ïåðåïëûâàåò ñ îäíîé ïëîòèíû íà äðóãóþ, òî êàêîé-òî äðó-
ãîé áîá¼ð îáÿçàòåëüíî ïåðåïëûâàåò íà ñòîëüêî æå ìåòðîâ, íî â îáðàòíîì
íàïðàâëåíèè. Ìîãóò ëè âñå áîáðû ñîáðàòüñÿ íà îäíîé ïëîòèíå? À åñëè
áîáðîâ è ïëîòèí � ñåìü?
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10 Ðàçáîð çàäà÷ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøå-

íèÿ

Ãðàôû. ×òî òàêîå ãðàô?

Çàäà÷à 7.1. (Ëåíèíãðàäñêèå ìàòåìàòè÷åñêèå êðóæêè) Ìåæäó äåâÿòüþ
ïëàíåòàìè Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû ââåäåíî êîñìè÷åñêîå ñîîáùåíèå. Ðàêåòû
ëåòàþò ïî ñëåäóþùèì ìàðøðóòàì: Çåìëÿ � Ìåðêóðèé, Ïëóòîí � Âåíå-
ðà, Çåìëÿ � Ïëóòîí, Ïëóòîí � Ìåðêóðèé, Ìåðêóðèé � Âåíåðà, Óðàí �
Íåïòóí, Íåïòóí � Ñàòóðí, Ñàòóðí � Þïèòåð, Þïèòåð � Ìàðñ è Ìàðñ �
Óðàí. Ìîæíî ëè äîáðàòüñÿ ñ Çåìëè äî Ìàðñà?

Ðåøåíèå. Íàðèñóåì ñõåìó: ïëàíåòàìè áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü òî÷êè, à ñî-
åäèíÿþùèì èõ ìàðøðóòàì � íå ïåðåñåêàþùèåñÿ ìåæäó ñîáîé ëèíèè.

ïëóòîí âåíåðà

ìåðêóðèéçåìëÿ

ìàðñ þïèòåð

ñàòóðí

íåïòóí

óðàí

Òåïåðü âèäíî, ÷òî äîëåòåòü îò Çåìëè äî Ìàðñà íåëüçÿ.

Îòâåò: íåëüçÿ.

Çàäà÷à 7.2. (Òóðíèð èì. Ëîìîíîñîâà � 1998.5-8.11)
Ìîæíî ëè íàðèñîâàòü ýòó êàðòèíêó, êàê íà ðèñóíêå
ñïðàâà, íå îòðûâàÿ êàðàíäàøà îò áóìàãè è ïðîõîäÿ ïî
êàæäîé ëèíèè ïî îäíîìó ðàçó?

Ðåøåíèå. Ïðîíóìåðóåì òðè êâàäðàòà, èç êîòîðûõ ñîñòîèò ôèãóðà. Íà÷-
í¼ì ðèñîâàòü ïåðâûé êâàäðàò ñ ëþáîé åãî òî÷êè äî òåõ ïîð, ïîêà íå äîéä¼ì
äî òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñî âòîðûì êâàäðàòîì. Çàòåì ïðåðûâàåì îáõîä ïåð-
âîãî êâàäðàòà è ðèñóåì âòîðîé äî òåõ ïîð, ïîêà íå äîéä¼ì äî åãî òî÷êè
ïåðåñå÷åíèÿ ñ òðåòüèì. Çàòåì ðèñóåì ïîëíîñòüþ òðåòèé êâàäðàò, îêîí÷èâ,
äîðèñîâûâàåì âòîðîé, çàòåì � ïåðâûé. Êàæäûé ðàç ìû áóäåì îêàí÷èâàòü
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ðèñîâàòü êâàäðàò â òîé æå òî÷êå, â êîòîðîé íà÷èíàëè, òî åñòü â òî÷êå ïå-
ðåñå÷åíèÿ ñ ïðåäûäóùèì êâàäðàòîì.

Îòâåò: ìîæíî.

Çàäà÷à 7.3. (Ëåíèíãðàäñêèå ìàòåìàòè÷åñêèå êðóæêè) Êàæäîå èç ð¼áåð
ïîëíîãî ãðàôà ñ 6 âåðøèíàìè ïîêðàøåíî â îäèí èç äâóõ öâåòîâ. Äîêàæèòå,
÷òî åñòü òðè âåðøèíû, âñå ð¼áðà ìåæäó êîòîðûìè � îäíîãî öâåòà.

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì îäíó èç âåðøèí äàííîãî ãðàôà. Ââèäó ïîëíîòû ãðà-
ôà, èç íå¼ âûõîäèò 5 ð¼áåð. Ïî ïðèíöèïó Äèðèõëå, êàê ìèíèìóì 3 èç
äàííûõ ð¼áåð � îäíîãî öâåòà. Ïðîíóìåðóåì âåðøèíû ãðàôà. Ïóñòü ðàñ-
ñìàòðèâàåìàÿ âåðøèíà èìååò íîìåð 1, è ð¼áðà îäíîãî öâåòà âûõîäÿò â
âåðøèíû ñ íîìåðàìè 2, 3 è 4.

1

2
3 4 5

6

1

2
3 4 5

6

Òîãäà, åñëè âåðøèíû 2 è 3, 3 è 4 èëè 2 è 4 ñîåäèíåíû ðåáðîì òîãî æå öâåòà,
òî ó íàñ âûäåëèëñÿ îäíîöâåòíûé òðåóãîëüíèê. Åñëè æå âñå äàííûå ð¼áðà
èìåþò äðóãîé öâåò, òî âûäåëèëñÿ îäíîöâåòíûé òðåóãîëüíèê íà âåðøèíàõ
2, 3 è 4.

Ãðàôû. Ñòåïåíü âåðøèíû ãðàôà

Çàäà÷à 7.4. Â îáùåæèòèè æèâóò 214 ñòóäåíòîâ. Êàæäûé ÷àñ ðîâíî 4 èç
íèõ îòïðàâëÿþòñÿ íà êóõíþ ïåðåêóñèòü. Ìîæåò ëè òàê ïîëó÷èòüñÿ, ÷òî
â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè êàæäûé èç ñòóäåíòîâ ñòîëêíóëñÿ ñ êàæäûì
íà êóõíå ðîâíî ïî îäíîìó ðàçó?

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî âñåãî ñóùåñòâóåò

214 · 213
2

= 107 · 213

ïàð ñòóäåíòîâ. Êàæäûé ÷àñ íà êóõíå âñòðå÷àåòñÿ 4 èç íèõ, ýòî 4·3
2 = 6

ïàð. Íî òàê êàê 107 · 203 ÷èñëî íå÷¼òíîå, òî îíî íå ìîæåò äåëèòüñÿ íà 6.
Ïîýòîìó íå ìîãëî ïîëó÷èòüñÿ òàê, ÷òî â êàêîé-òî ìîìåíò âðåìåíè êàæäûé
èç ñòóäåíòîâ ñòîëêíóëñÿ ñ êàæäûì ðîâíî ïî ðàçó.
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Çàìåòèì, ÷òî çàäà÷ó ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü íà ÿçûêå ãðàôîâ: åñòü ïîë-
íûé ãðàô íà 214 âåðøèíàõ (â êîòîðîì ïðîâåäåíû âñå ð¼áðà), òðåáóåòñÿ
óçíàòü, ìîæíî ëè åãî ðàçáèòü íà ïîëíûå ïîäãðàôû íà 4 âåðøèíàõ.

Çàäà÷à 7.5. Ìîãóò ëè ñòåïåíè âåðøèí â ãðàôå áûòü ðàâíû: à)
6, 5, 4, 3, 2, 2; á) 5, 5, 4, 3, 2, 1; â) 5, 5, 4, 3, 2, 2?

Ðåøåíèå. à) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òàêîé ãðàô ñóùåñòâóåò. Ñóììà ñòåïåíåé
âåðøèí â äàííîì ãðàôå � ÷¼òíîå ÷èñëî, òàêèì îáðàçîì, ÿâíîãî ïðîòèâî-
ðå÷èÿ ïî äàííîìó êðèòåðèþ íåò. Ñêîëüêî âñåãî âåðøèí â äàííîì ãðàôå?
Øåñòü. Íî ó ïåðâîé âåðøèíû ñòåïåíü 6, òî åñòü, èç íå¼ âûõîäèò áîëüøå
ð¼áåð, ÷åì ýòî âîçìîæíî. Òàêèì îáðàçîì, òàêîãî ãðàôà íå ñóùåñòâóåò.

á) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òàêîé ãðàô ñóùåñòâóåò. Åñëè â ãðàôå íà 6 âåðøèíàõ
ñóùåñòâóåò âåðøèíà ñî ñòåïåíüþ 5, ýòî çíà÷èò, ÷òî îíà ñîåäèíåíà ñî âñå-
ìè îñòàëüíûìè. Òàêèì îáðàçîì, âåðøèíû ñ íîìåðîì 1 è 2 ñîåäèíåíû ñî
âñåìè îñòàëüíûìè âåðøèíàìè, òî åñòü, â òîì ÷èñëå, ñ âåðøèíîé íîìåð 6.
Òîãäà ñòåïåíü âåðøèíû 6 íå ìåíåå 2. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò
äîêàçàòåëüñòâî íåñóùåñòâîâàíèÿ äàííîãî ãðàôà.

â) Ñóììà ñòåïåíåé âåðøèí â äàííîì ãðàôå � íå÷¼òíîå ÷èñëî, ÷òî ïðèâîäèò
ê ïðîòèâîðå÷èþ.

Ãðàôû. Ýéëåðîâû ïóòè è ê¼íèãñáåðãñêèå ìîñòû

Çàäà÷à 7.6. Â îäíîé èç âåðøèí êóáà ñèäèò òàðàêàí. Ìîæåò ëè îí ïðî-
ïîëçòè ïî âñåì åãî ð¼áðàì ðîâíî ïî îäíîìó ðàçó è âîçâðàòèòüñÿ â èñõîäíóþ
âåðøèíó?

Ðåøåíèå. Ïðåäñòàâèì êóá êàê ãðàô, ãäå âåðøèíàìè ãðàôà áóäóò âåðøèíû
êóáà, à åãî ð¼áðàìè � ð¼áðà êóáà. Òîãäà âîïðîñ ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðî-
âàí êàê ¾ßâëÿåòñÿ ëè ïîëó÷åííûé ãðàô Ýéëåðîâûì?¿. Â äàííîì ãðàôå 8
âåðøèí, ó êàæäîé èç êîòîðûõ ñòåïåíü 3. Çíà÷èò, Ýéëåðîâà öèêëà â äàííîì
ãðàôå íå ñóùåñòâóåò è òàðàêàí òàê ïðîïîëçòè íå ñìîæåò.

Çàäà÷à 7.7. Ñóùåñòâóåò ëè ýéëåðîâ ãðàô, èç êîòîðîãî ìîæíî âûäåëèòü
ýéëåðîâ öèêë íåñêîëüêèìè ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè?

Ðåøåíèå. Äà, òàêèå ãðàôû ñóùåñòâóþò. Íà äàííîì ãðàôå ìîæíî âûäå-
ëèòü Ýéëåðîâ öèêë êàê íà ëåâîì ðèñóíêå, òàê è íà ïðàâîì.
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Ãðàôû. Ñâÿçíûå ãðàôû

Çàäà÷à 7.8. Â ñòðàíå �æëàíäèÿ êàíäèäàò â ïðåçèäåíòû ïîñëå âûáîðîâ
îáåùàåò ñäåëàòü ñàìîë¼òíîå ñîîáùåíèå. Ïðè ýòîì èç ñòîëèöû áóäåò âûõî-
äèòü 7 ðåéñîâ, èç âñåõ îñòàëüíûõ ãîðîäîâ � ïî 6, à èç ãîðîäà Áîáðîâ �
âñåãî îäèí ðåéñ. Æèòåëè ãîðîäà Áîáðîâ ñ÷èòàþò, ÷òî òåïåðü îíè äàæå ñ
ïåðåñàäêàìè íå ñìîãóò äîëåòåòü äî ñòîëèöû. Äîêàæèòå, ÷òî îíè îøèáà-
þòñÿ.

Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èç ãîðîäà Áîáðîâ íåëüçÿ áóäåò äîëåòåòü äî
ñòîëèöû. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ãðàô, âåðøèíàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ãîðîäà,
à ð¼áðàìè � àâèàëèíèè, ÿâëÿåòñÿ íåñâÿçíûì. Ïðè ýòîì ñòîëèöà è ãîðîä
Áîáðîâ íàõîäÿòñÿ â ðàçíûõ êîìïîíåíòàõ ñâÿçàííîñòè. Ðàññìîòðèì òó êîì-
ïîíåíòó, â êîòîðîé íàõîäèòñÿ ãîðîä Áîáðîâ: ñòåïåíè âñåõ âåðøèí, êðîìå
îäíîé, ðàâíû 6, è ñòåïåíü îäíîé âåðøèíû ðàâíà 1. Íî òîãäà ñóììà âñåõ
ñòåïåíåé ÿâëÿåòñÿ íå÷¼òíûì ÷èñëîì, ÷òî íåâîçìîæíî. Ïîýòîìó æèòåëè ãî-
ðîäà Áîáðîâ îøèáàþòñÿ, è èç íåãî òî÷íî ìîæíî äîëåòåòü äî ñòîëèöû.

Çàäà÷à 7.9. (Ìîñêîâñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà � 1990.9.1) Â êîì-
ïàíèè èç ñåìè ìàëü÷èêîâ êàæäûé èìååò ñðåäè îñòàëüíûõ íå ìåíåå òð¼õ
áðàòüåâ. Äîêàæèòå, ÷òî âñå ñåìåðî � áðàòüÿ.

Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íåâåðíî, è åñòü ïî êðàéíåé ìåðå äâà
ìàëü÷èêà, íå ÿâëÿþùèåñÿ áðàòüÿìè. Òîãäà ïî óñëîâèþ èç îñòàâøèõñÿ 5
ó êàæäîãî èç íèõ åñòü ïî êðàéíåé ìåðå òðè áðàòà � íî â ýòîì ñëó÷àå
ïî êðàéíåé ìåðå îäèí èç íèõ áóäåò èõ îáùèì áðàòîì, à, çíà÷èò, è îíè
ìåæäó ñîáîé äîëæíû ÿâëÿòüñÿ ðîäíûìè áðàòüÿìè. Äàííîå ïðîòèâîðå÷èå
äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå çàäà÷è.

Çàäà÷à 7.10. Â ñòðàíå Áîáðÿíäèè 99 ãîðîäîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ ñîåäè-
í¼í àâèàëèíèÿìè íå ìåíåå, ÷åì ñ 50 äðóãèìè. Äîêàæèòå, ÷òî èç êàæäîãî
ãîðîäà ìîæíî äîëåòåòü äî ëþáîãî äðóãîãî (âîçìîæíî, ñ ïåðåñàäêàìè).

Ðåøåíèå. Åñëè ñóùåñòâóåò ïàðà ãîðîäîâ, êîòîðûå íå ñîåäèíåíû öåïî÷êîé
ð¼áåð (àâèàëèíèé), òî äàííûé ãðàô ÿâëÿåòñÿ íåñâÿçíûì. Çíà÷èò, â í¼ì
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âûäåëÿåòñÿ íå ìåíåå 2 êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè. Òàê êàê êàæäûé ãîðîä ñî-
åäèí¼í íå ìåíåå, ÷åì ñ 50 äðóãèìè, òî â îäíîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè íå
ìîæåò áûòü ìåíåå 1+50 = 51 âåðøèíû (ñàì ãîðîä è 50 ãîðîäîâ, ñîåäèí¼í-
íûõ ñ íèì ð¼áðàìè). Òàêèì îáðàçîì, òàê êàê â ãðàôå íå ìåíåå 2 êîìïîíåíò
ñâÿçíîñòè, â í¼ì íå ìåíåå 51·2 = 102 âåðøèí, à 99 ìåíüøå 102. Ïîëó÷åííîå
ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò ðåøåíèå çàäà÷è.

Íà ñàìîì äåëå, âåðåí áîëåå îáùèé ôàêò � åñëè â ãðàôå n âåðøèí è êàæäàÿ
âåðøèíà èìååò ñòåïåíü íå ìåíåå, ÷åì n−1

2 , òî òàêîé ãðàô ñâÿçåí.

Îðèåíòèðîâàííûå ãðàôû

Çàäà÷à 7.11. Â Áîáðÿíäèè âñå 11 ïëîòèí ñîåäèíåíû ðåêàìè ñ îäíîñòî-
ðîííèì è î÷åíü ñèëüíûì òå÷åíèåì (ñëàáûå ëàïêè áîáðîâ íå â ñîñòîÿíèè
âûíåñòè äàííîé ñêîðîñòè). Êàæäàÿ ïëîòèíà ñîåäèíåíà ñ êàæäîé ðåêîé,
ïðè÷¼ì â êàæäóþ ïëîòèíó âòåêàåò 5 ðåê è èç êàæäîé ïëîòèíû âûòåêàåò 5
ðåê. Äîêàæèòå, ÷òî èç ëþáîé ïëîòèíû ìîæíî äîïëûòü â ëþáóþ äðóãóþ,
ïðîïëûâ íå áîëåå, ÷åì ïî äâóì ðåêàì.

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì äâå ïëîòèíû ñ íîìåðàìè X è Y . Ïóñòü ðåêà èä¼ò
èç ïëîòèíû X â ïëîòèíó Y . Òîãäà, èç X â Y ìîæíî äîáðàòüñÿ, ïðîïëûâ
òîëüêî ïî îäíîé ðåêå. Ìîæíî ëè äîáðàòüñÿ èç Y â X? Èç Y âûõîäÿò ðåêè â
5 ïëîòèí, à â X âõîäÿò ðåêè èç 5 ïëîòèí. Åñëè ýòè ïëîòèíû íå ñîâïàäàþò,
âñåãî â Áîáðÿíäèè äîëæíî áûòü íå ìåíåå 5 + 5 + 1 + 1 = 12 ïëîòèí (ïî
5 ïëîòèí äëÿ êàæäîé èç ïëîòèí X è Y è ñàìè ýòè ïëîòèíû). À âñåãî
â ñòðàíå 11 ïëîòèí, ÷òî ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ. Çíà÷èò, êàêèå-òî èç
ïëîòèí ñîâïàäàþò è ìû ìîæåì äîïëûòü èç Y â X ÷åðåç îäíó èç íèõ.

Çàäà÷à 7.12. Â êîðîëåâñòâå êàæäûé ãîðîä ñîåäèí¼í ñ êàæäûì äîðîãîé.
Ìîæåò ëè ñóìàñøåäøèé êîðîëü ââåñòè íà äîðîãàõ îäíîñòîðîííåå äâèæå-
íèå òàê, ÷òîáû âûåõàâ èç ëþáîãî ãîðîäà, â íåãî íåëüçÿ áûëî âåðíóòüñÿ?

Ðåøåíèå. Òóò ìû èìååì äåëî ñ ââåäåíèåì îðèåíòàöèè (ñ çàäàííûìè ñâîé-
ñòâàìè) íà îáû÷íîì ãðàôå. Çàíóìåðóåì âñå âåðøèíû è áóäåì ñòàâèòü âñå
ñòðåëêè îò ìåíüøåãî íîìåðà ê áîëüøåìó. Òàêèì îáðàçîì, ìû íèêîãäà íå
ñìîæåì äîáðàòüñÿ èç ãîðîäà ñ áîëüøèì íîìåðîì ê ãîðîäó ñ ìåíüøèì íî-
ìåðîì.

Çàäà÷à 7.25. Â íåêîòîðûé ìîìåíò îäíîêðóãîâîãî òóðíèðà èç 100 ÷åëî-
âåê îêàçàëîñü, ÷òî âñå èãðîêè, êðîìå Ëîøèêîâà, âûèãðàëè ïî 26 èãð, à
ïðîèãðàëè ïî 25. Äîêàæèòå, ÷òî Ëîøèêîâ ñîâñåì íå óìååò èãðàòü.
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Ðåøåíèå. Ïîäñ÷èòàåì îáùåå êîëè÷åñòâî âûèãðûøåé â äàííîì òóðíèðå �
èõ 26 · 99 + x, ãäå x � êîëè÷åñòâî âûèãðûøåé Ëîøèêîâà. Îáùåå êîëè÷å-
ñòâî ïðîèãðûøåé â äàííîì òóðíèðå ðàâíî 25 · 99 + y, ãäå y � êîëè÷åñòâî
ïðîèãðûøåé Ëîøèêîâà. Òàê êàê îáùåå êîëè÷åñòâî âûèãðûøåé â òóðíèðå
ðàâíî îáùåìó êîëè÷åñòâó ïðîèãðûøåé, òî 26 · 99 + x = 25 · 99 + y, òàêèì
îáðàçîì, y − x = 99. Ëîøèêîâ âñåãî ñûãðàë 99 èãð, òî åñòü, ñóììà êîëè-
÷åñòâà åãî âûèãðûøåé è ïðîèãðûøåé íå ïðåâîñõîäèò 99. Òàêèì îáðàçîì,
x = 0. Çíà÷èò, Ëîøèêîâ íå âûèãðàë íè ðàçó, à ïðîèãðàë 99 ðàç. Òàêèì
îáðàçîì, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî îí ñîâåðøåííî íå óìååò èãðàòü.

Êîìáèíàòîðèêà. Ïåðåáîð âàðèàíòîâ

Çàäà÷à 7.13. Â äåòñêîì ñàäó ïÿòåðî áîáðÿò. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ñïîñî-
áîâ âûáðàòü èç íèõ äâóõ äëÿ òîãî, ÷òîáû îòïðàâèòü èõ íà îëèìïèàäó ïî
ëåñîâåäåíèþ?

Ðåøåíèå. Ïðîíóìåðóåì áîáðÿò íîìåðàìè îò 1 äî 5. Òîãäà íà îëèìïèàäó
ïî ëåñîâåäåíèþ ìîæíî âûáðàòü äâóõ èç íèõ ñëåäóþùèìè ñïîñîáàìè:

1 è 2; 1 è 3; 1 è 4; 1 è 5; 2 è 3; 2 è 4; 2 è 5; 3 è 4; 3 è 5; 4 è 5,

òî åñòü, èòîãî ñóùåñòâóåò 10 ñïîñîáîâ.

Çàäà÷à 7.26. Â äåòñêîì ñàäó øåñòåðî áîáðÿò. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ñïîñî-
áîâ ðàçáèòü èõ íà ïàðû äëÿ èãðû â ìÿ÷, åñëè Âàñÿ õî÷åò èãðàòü òîëüêî ñ
Èëü¼é èëè Àëèñîé?

Ðåøåíèå. Ïðîíóìåðóåì áîáðÿò íîìåðàìè îò 1 äî 6. Ïóñòü Âàñÿ èìååò íî-
ìåð 1, Èëüÿ èìååò íîìåð 2, à Àëèñà � íîìåð 3. Òîãäà ðàçáèòü íà ïàðû èõ
ìîæíî ñëåäóþùèìè ñïîñîáàìè:

1. 1 + 2, 3 + 4, 5 + 6;
2. 1 + 2, 3 + 5, 4 + 6;
3. 1 + 2, 3 + 6, 4 + 5;
4. 1 + 3, 2 + 4, 5 + 6;
5. 1 + 3, 2 + 5, 4 + 6;
6. 1 + 3, 2 + 6, 4 + 5.

Òàêèì îáðàçîì, âñåãî âîçìîæíî 6 ñïîñîáîâ.

Çàäà÷à 7.14. Ìåððè, Ïèïïèí è Ñýì ïîëó÷èëè â ïîäàðîê îò ýëüôîâ Ëîò-
ëîðèýíà 4 ðàçëè÷íûõ ïëàùà, îòëè÷àþùèõñÿ öâåòîì ôèáóëû (çàñò¼æêè).
Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè îíè ìîãóò ðàçäåëèòü ïëàùè ìåæäó ñîáîé (÷òîáû
êàæäîìó äîñòàëñÿ ðîâíî îäèí ïëàù)?
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Ðåøåíèå. Î÷åâèäíî, â êàæäîì èç ñëó÷àåâ îäèí èç ïëàùåé îñòàíåòñÿ íåâû-
áðàííûì. Åñëè îòáðîñèòü ÷åòâ¼ðòûé ïëàù, îñòàëüíûå òðè ìîæíî ðàçäå-
ëèòü øåñòüþ ñïîñîáàìè. Òàêæå ïî øåñòü ñïîñîáîâ áóäåò, åñëè îòáðîñèòü
òðåòèé, âòîðîé èëè ïåðâûé ïëàùè. Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì 6 · 4 = 24
âàðèàíòà.

Êîìáèíàòîðèêà. Ïðàâèëà ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ

Çàäà÷à 7.15. Êîøêà ïîéìàëà 20 ìûøåê. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè îíà ìîæåò
âûáðàòü ñåáå çàâòðàê, îáåä è óæèí, åñëè:

� ýòè ìûøêè áûëè áîëüøèìè, è åé äîñòàòî÷íî îäíîé, ÷òîáû íàåñòüñÿ;
� ýòè ìûøêè áûëè ñðåäíèõ ðàçìåðîâ, è íà êàæäóþ òðàïåçó åé íåîáõî-
äèìî ïî 2 ìûøêè;

� êîøêà íà äèåòå, è îíà ïðîïóñêàåò îäèí èç ïðè¼ìîâ ïèùè, ïðè ýòîì íà
îäíîì èç ïðè¼ìîâ ïèùè îíà õî÷åò ñúåñòü äâóõ ìûøåê, à íà äðóãîì
� îäíó?

Ðåøåíèå. 1. Íà çàâòðàê êîøêà ìîæåò âûáðàòü îäíó èç 20 ìûøåê, íà îáåä
îäíó èç 19 îñòàâøèõñÿ, è íà óæèí � îäíó èç 18 ìûøåê, âñåãî 20 · 19 · 18
âàðèàíòîâ.

2. Íà çàâòðàê êîøêà äîëæíà âûáðàòü 2 èç 20 ìûøåê, íà îáåä 2 èç 18
îñòàâøèõñÿ, è íà óæèí � 2 èç 16, ò. å. âñåãî

20 · 19
2
· 18 · 17

2
· 16 · 15

2
âàðèàíòîâ.

3. Âàðèàíòîâ òîãî, êàêîé ïðè¼ì ïèùè îíà ïðîïóñòèò, ðîâíî 3. Ñïîñîáîâ
ïîñëå ýòîãî âûáðàòü ïðè¼ì ïèùè, íà êîòîðîì îíà ñúåñò 2 ìûøêè � 2.
Â ïîñëåäíåì îñòàâøåìñÿ ïðè¼ìå ïèùè îíà ñúåñò îäíó ìûøü. Â ïðè¼ìå
ïèùè, â êîòîðîì îíà ñúåñò 2 ìûøêè � 20·19

2 âàðèàíòîâ âûáîðà, â ïðè¼ìå, â
êîòîðîì îíà ñúåäàåò îäíó ìûøü � 18. Ïî ïðàâèëó ïðîèçâåäåíèÿ, ïîëó÷àåì

3 · 2 · 20 · 19
2
· 18 âàðèàíòîâ.

Çàäà÷à 7.16. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ñïîñîáîâ ðàñêðàñèòü òàáëèöó 2 × 3 â
2 öâåòà � áåëûé è ÷¼ðíûé, ÷òîáû îáÿçàòåëüíî õîòÿ áû îäíà êëåòêà áûëà
áåëîé è õîòÿ áû îäíà êëåòêà áûëà ÷¼ðíîé?

Ðåøåíèå. Âàðèàíòîâ ðàñêðàñêè êàæäîé êëåòêè 2, êàæäàÿ êëåòêà êðàñèòñÿ
íåçàâèñèìî, ïîýòîìó ïî ïðàâèëó ïðîèçâåäåíèÿ âñåãî âîçìîæíûõ âàðèàí-
òîâ ðàñêðàñêè 26, èç êîòîðûõ 2 ñëó÷àÿ íå ïîäõîäÿò � êîãäà âñå êëåòêè
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áåëûå è êîãäà âñå êëåòêè ÷¼ðíûå, ïîýòîìó ïîäõîäÿùèõ ïî óñëîâèþ âàðè-
àíòîâ 26 − 2.

Çàäà÷à 7.17. Â ïðîåêòå ¾Îëèìïèàäíûå øêîëû êðóãëûé ãîä¿ ïðèíÿëè
ó÷àñòèå 24 ÷åëîâåêà. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî âûáðàòü:

à) äâóõ ñ÷àñòëèâ÷èêîâ, êîòîðûå ïîëó÷àò ñïåöèàëüíûå ïðèçû îò êîîðäèíà-
òîðà ïðîåêòà (ïðèçû îäèíàêîâûå);

á) òð¼õ ñ÷àñòëèâ÷èêîâ, êîòîðûå ïîëó÷àò ñïåöèàëüíûå ïðèçû îò êîîðäèíà-
òîðà ïðîåêòà (ïðèçû ðàçíûå)?

Ðåøåíèå. Â ïåðâîì ñëó÷àå íàì íóæíî âûáðàòü 2 èç 24 ÷åëîâåê áåç ó÷¼òà
ïîðÿäêà, ò. å. âàðèàíòîâ áóäåò 24·23

2 .

Âî âòîðîì æå ñëó÷àå ïîðÿäîê âàæåí, è âàðèàíòîâ 24 · 23 · 22.

Çàäà÷à 7.18. Ñêîëüêî ïÿòèçíà÷íûõ ÷èñåë ìîæíî ñîñòàâèòü èç öèôð 0, 2,
4, 6, 8 ïðè óñëîâèè, ÷òî öèôðû íå äîëæíû ïîâòîðÿòüñÿ?

Ðåøåíèå. Ïåðâóþ öèôðó ìîæíî âûáðàòü 1 èç 4 ñïîñîáîâ (íóëÿ íà ïåðâîì
ìåñòå áûòü íå ìîæåò), âòîðóþ � 1 èç 4 (îñòàâøèõñÿ), òðåòüþ � 1 èç 3,
÷åòâ¼ðòóþ � 1 èç 2, ïÿòîé áóäåò îñòàâøàÿñÿ, èòîãî 4 ·4 ·3 ·2 âàðèàíòîâ.

Ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè

Çàäà÷à 7.19. Ëþáóþ ëè ñóììó èç öåëîãî ÷èñëà òóãðèêîâ, áîëüøå ñåìè,
ìîæíî óïëàòèòü áåç ñäà÷è äåíåæíûìè êóïþðàìè ïî 3 è 5 òóãðèêîâ?

Ðåøåíèå. Ïåðâûé ñïîñîá � ïåðåõîä Yn → Yn+1. Áàçà: 8 = 3+ 5 Øàã
èíäóêöèè: ïóñòü ñóììà â n òóãðèêîâ ïðåäñòàâèìà ñ ïîìîùüþ êóïþð â 3 è
5 òóãðèêîâ.

Åñëè ñðåäè íèõ èìååòñÿ õîòü îäíà êóïþðà â 5 òóãðèêîâ, çàìåíèì å¼ íà
äâå êóïþðû â 3 òóãðèêà: (5) → (3, 3), ïîëó÷èì n + 1 òóãðèê. Åñëè âñå
êóïþðû â 3 òóãðèêà, òî, òàê êàê èõ íå ìåíüøå òð¼õ, âîçìîæíà çàìåíà
(3, 3, 3)→ (5, 5), ïîëó÷èì n+ 1 òóãðèêîâ.

Âòîðîé ñïîñîá � ïåðåõîä Yn → Yn+3. Äîêàæåì, ÷òî ëþáóþ ñóììó,
íà÷èíàÿ ñ 8 òóãðèêîâ, ìîæíî óïëàòèòü êóïþðàìè â 3 è 5 òóãðèêîâ. Áàçà:
8 = 3 + 5; 9 = 3 + 3 + 3; 10 = 5 + 5. Ïåðåõîä: èç óòâåðæäåíèÿ íîìåð n
ñëåäóåò óòâåðæäåíèå íîìåð n+ 3.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè n òóãðèêîâ ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ñóììó 3− è 5−
òóãðèêîâûõ êóïþð, òî, äîáàâèâ 3 òóãðèêà, ìû ïðåäñòàâèì n + 3 òóãðèêà.
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Òðîéíàÿ áàçà n = 8, 9, 10 è ïåðåõîä Yn → Yn+3 äîêàçûâàþò óòâåðæäåíèå
çàäà÷è.

Çàäà÷à 7.20. Äîêàçàòü, ÷òî ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî ìîæíî ïðåäñòàâèòü
â âèäå ñóììû ðàçëè÷íûõ ñòåïåíåé äâîéêè.

Ðåøåíèå. Ïîïðîáóåì ïðåäñòàâèòü ÷èñëî n â âèäå ðàçëîæåíèÿ íà ñòåïå-
íè äâîåê. Âîçüì¼ì íàèáîëüøóþ âîçìîæíóþ ñòåïåíü, êîòîðàÿ óìåùàåòñÿ
â ÷èñëî n. Ïóñòü ýòî áóäåò 2k. Òîãäà 22 6 n < 2k+1. Åñëè n = 2k, òî èñêî-
ìîå ïðåäïîëîæåíèå äîêàçàíî. Åñëè æå n > 2k, òî íàì îñòàëîñü ðàçëîæèòü
÷èñëî n− 2k. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè ýòî ìîæíî ñäåëàòü. Îñòàëîñü
óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðè ðàçëîæåíèè ÷èñëà n íå ïîÿâÿòñÿ ïîâòîðÿþùèåñÿ ñòåïå-
íè äâîéêè. Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê n−2k < 2k, òî ñòåïåíè k â ðàçëîæåíèè
÷èñëà n− 2k ïîÿâèòüñÿ íå ìîæåò è ñòåïåíè ïîâòîðÿòüñÿ íå áóäóò.

Çàìåòèì, ÷òî áàçîé â äàííîé çàäà÷å âûñòóïàþò ÷èñëà 20, 21, 22, . . . , à ïå-
ðåõîä èìååò âèä n− 2k → n.

Íà ñàìîì äåëå, òàêèì îáðàçîì ìû äîêàçàëè â òîì ÷èñëå è âîçìîæíîñòü
ïåðåâîäà ÷èñëà â äâîè÷íóþ ñèñòåìó ñ÷èñëåíèÿ.

Èíâàðèàíò

Çàäà÷à 7.21. Ïî êðóãó çàïèñàíû ÷èñëà 1, 2, 3, 2, 2, 0. Çà îäèí õîä ìîæíî ê
ëþáûì äâóì ñîñåäíèì ÷èñëàì ïðèáàâèòü ïî åäèíèöå. Ìîæíî ëè âñå ÷èñëà
ñäåëàòü ðàâíûìè?

Ðåøåíèå. Äîêàæåì, ÷òî èíâàðèàíòîì áóäåò çíàêîïåðåìåííàÿ ñóììà âñåõ
÷èñåë, íàïèñàííûõ ïî êðóãó, òî åñòü ïåðâîå ÷èñëî âõîäèò â ýòó ñóììó
ñî çíàêîì ïëþñ, âòîðîå � ñî çíàêîì ìèíóñ, òðåòüå � ñî çíàêîì ïëþñ,
è òàê äàëåå. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñëå ïðèáàâëåíèÿ åäèíèöû ê ëþáûì äâóì
ñîñåäíèì ÷èñëàì òàêàÿ âåëè÷èíà áóäåò îñòàâàòüñÿ ïîñòîÿííîé: îäíî èç
äâóõ ñîñåäíèõ ÷èñåë îáÿçàòåëüíî áóäåò ñî çíàêîì ïëþñ, è ê îáùåé ñóììå
åäèíèöà ïðèáàâèòñÿ, à âòîðîå áóäåò ñî çíàêîì ìèíóñ, èç îáùåé ñóììû
åäèíèöà âû÷òåòñÿ. Åñëè âñå ÷èñëà ñòàíóò ðàâíûìè, òî çíàêîïåðåìåííàÿ
ñóììà áóäåò ðàâíà íóëþ. Íî âíà÷àëå îíà ðàâíà

1− 2 + 3− 2 + 2− 0 = 2 6= 0

è ïðè ëþáîé îïåðàöèè îíà íå èçìåíÿåòñÿ, ïîýòîìó ñäåëàòü âñå ÷èñëà ðàâ-
íûìè íåâîçìîæíî.

Çàäà÷à 7.22. Íà øåñòè ïëîòèíàõ ñèäÿò øåñòü áîáðîâ, íà êàæäîé ïëîòèíå
� ïî áîáðó. Ïëîòèíû ñòîÿò â ðÿä ñ èíòåðâàëàìè â äåñÿòü ìåòðîâ. Åñëè
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êàêîé-òî áîá¼ð ïåðåïëûâàåò ñ îäíîé ïëîòèíû íà äðóãóþ, òî êàêîé-òî äðó-
ãîé áîá¼ð îáÿçàòåëüíî ïåðåïëûâàåò íà ñòîëüêî æå ìåòðîâ, íî â îáðàòíîì
íàïðàâëåíèè. Ìîãóò ëè âñå áîáðû ñîáðàòüñÿ íà îäíîé ïëîòèíå? À åñëè
áîáðîâ è ïëîòèí � ñåìü?

Ðåøåíèå. Åñëè ìû áóäåì îòñ÷èòûâàòü ïîëîæåíèå êàæäîãî èç áîáðîâ ñ
îäíîé è òîé æå òî÷êè íà ðåêå, òî èíâàðèàíòîì áóäåò ñóììà ðàññòîÿíèé
êàæäîãî èç áîáðîâ äî ýòîé òî÷êè. Âûáåðåì òî÷êîé îòñ÷¼òà ñàìóþ ëåâóþ
ïëîòèíó. Òîãäà ïîëîæåíèÿ áîáðîâ áóäóò ñëåäóþùèìè: 0, 10, 20, 30, 40, 50.
Ñóììà ýòèõ ÷èñåë ðàâíà 150. Áîáðû äîëæíû îêàçàòüñÿ â îäíîì ìåñòå,
çíà÷èò, ðàññòîÿíèÿ îò êàæäîãî èç íèõ äî òî÷êè îòñ÷¼òà äîëæíû ñîâïàäàòü.
Ñóììà ðàññòîÿíèé øåñòè áîáðîâ ðàâíÿåòñÿ 150 ìåòðàì, ñëåäîâàòåëüíî îíè
äîëæíû ñîáðàòüñÿ â òî÷êå, îòñòîÿùåé îò òî÷êè îòñ÷¼òà íà 25 ìåòðîâ. Íî
òàì íåò ïëîòèíû! Ñëåäîâàòåëüíî, îòâåòîì íà ïåðâóþ ÷àñòü çàäà÷è áóäåò
¾íåò, íå ìîãóò¿.

Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî äëÿ ñåìè áîáðîâ, ìû íàéä¼ì òî÷êó âñòðå÷è. Îíà
áóäåò íàõîäèòüñÿ íà ðàññòîÿíèè (0 + 10 + 20 + 30 + 40 + 50 + 60)/7 = 30
ìåòðîâ îò ñàìîé ëåâîé ïëîòèíû, òî åñòü â ðàéîíå 4-é ïëîòèíû. Îòñþäà ñëå-
äóåò è ðåøåíèå, êàêèå áîáðû êóäà äîëæíû ïåðåìåùàòüñÿ. Ïåðâûé áîáð ñ
ñàìîé ëåâîé ïëîòèíû îòïðàâëÿåòñÿ íà ÷åòâ¼ðòóþ, à íàâñòðå÷ó åìó òóäà
æå îòïðàâëÿåòñÿ ñåäüìîé áîáð, âòîðîé è øåñòîé ïðîäåëûâàþò òó æå îïå-
ðàöèþ, òðåòèé è ïÿòûé � àíàëîãè÷íî. ×åòâ¼ðòûé áîáð îñòà¼òñÿ íà ìåñòå.
Âñå ïåðåìåùåíèÿ êîððåêòíû è âñå áîáðû ñîáðàëèñü íà îäíîé ïëîòèíå.
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