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Ââåäåíèå

Î äàííîé ñåðèè êíèã

Â äàííîé ñåðèè êíèã ìû ðàçáèðàåì òåìû, íåîáõîäèìûå äëÿ ðåøåíèÿ îëèìïè-
àäíûõ çàäà÷ è ïðîñòî òðóäíûå äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî îñâîåíèÿ. Êíèãà áóäåò
ïîëåçíà êàê äëÿ øêîëüíèêîâ, ñàìîñòîÿòåëüíî ãîòîâÿùèõñÿ ê îëèìïèàäàì ïî
ìàòåìàòèêå, òàê è äëÿ ðóêîâîäèòåëåé ìàòåìàòè÷åñêèõ êðóæêîâ.

Êîíå÷íî, øêîëüíàÿ ìàòåìàòèêà � äàëåêî íå âñÿ ìàòåìàòèêà, íî äëÿ ïîíèìà-
íèÿ íàøèõ êíèã âàì íå ïîòðåáóåòñÿ áîëåå ãëóáîêèõ çíàíèé.

Â íàøåì êóðñå ìíîãî òåì, ïîòîìó ÷òî, ðåøàÿ îëèìïèàäíûå çàäà÷è, ÷àñòî ïðè-
õîäèòñÿ ðàçáèðàòüñÿ ñ íåñêîëüêèìè ïîäçàäà÷àìè ðàçíîãî òèïà. Íàïðèìåð, äëÿ
ðåøåíèÿ çàäà÷è, êàæóùåéñÿ ÷èñòî ãåîìåòðè÷åñêîé, ìîæåò ïîíàäîáèòüñÿ êîì-
áèíàòîðèêà, à äëÿ çàäà÷è íà òåîðèþ ÷èñåë � èíâàðèàíòû è ïðèíöèï Äèðèõëå.

Â êàæäîì èç ðàññìàòðèâàåìûõ êâàíòîâ åñòü òåîðåòè÷åñêàÿ ÷àñòü, äàþùàÿ íî-
âûé ìàòåðèàë èëè äîïîëíÿþùàÿ èçâåñòíûé. Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè ìû ïðè-
âîäèì ðåøåíèå äâóõ-òð¼õ çàäà÷ ñ ïîäðîáíûìè ïîÿñíåíèÿìè. Òàêæå íåñêîëüêî
çàäà÷ ïðåäëàãàåì äëÿ çàêðåïëåíèÿ, � èõ ðåøåíèÿ ïðèâåäåíû â êîíöå ãëàâû.

Ìû ðàçáèëè ñåðèþ êíèã íà óðîâíè � ïî îáðàçöó ìåæäóíàðîäíûõ óðîâíåé
çíàíèÿ èíîñòðàííîãî ÿçûêà. Ïî÷åìó èìåííî òàê? Âî-ïåðâûõ, ìû ðàññêàçûâà-
åì î ¾ÿçûêå¿ îëèìïèàäíîé ìàòåìàòèêè. Êëàññè÷åñêîå ðàçáèåíèå ïî êëàññàì
êàæåòñÿ íàì íåàêòóàëüíûì (çà÷àñòóþ äëÿ ïîíèìàíèÿ òåìû äîñòàòî÷íî ìà-
òåìàòè÷åñêèõ çíàíèé óðîâíÿ íà÷àëüíîé øêîëû). Ê òîìó æå, òåìû â êíèãàõ
¾ïåðåïëåòàþòñÿ¿, è áåç ïðîõîæäåíèÿ òåìû óðîâíÿ A1 èíîãäà çàòðóäíèòåëüíî
ïîíÿòü òó æå òåìó, ðàñøèðåííóþ íà A2.

×òî æå âàì ïðåäñòîèò íà êàæäîì èç óðîâíåé?

Äàâàéòå ïîëüçîâàòüñÿ àíàëîãèåé ñ èíîñòðàííûìè ÿçûêàìè:

Óðîâåíü À1. Âû ïîíèìàåòå (â îáùèõ ÷åðòàõ) èíîñòðàííóþ ðå÷ü, ìîæåòå ïî-
ãîâîðèòü î ñåìüå, çàíÿòèÿõ, õîááè, ïóòåøåñòâèÿõ, ïîãîäå, êóïèòü ÷òî-íèáóäü.
Â îáùåì, ñòàíäàðòíûé íàáîð òóðèñòà.

Âû óìååòå ñïðÿãàòü áàçîâûå ãëàãîëû, çíàêîìû ñ ðàçëè÷íûìè âðåìåíàìè? Âàñ
íå ââîäèò â ñòóïîð âîïðîñ ¾Êàê äåëà?¿. Ïîçäðàâëÿþ, ó âàñ õîðîøèé óðîâåíü
A1! Ýòîãî äîñòàòî÷íî äëÿ âûæèâàíèÿ.

Òàê æå è â îëèìïèàäíîé ìàòåìàòèêå � âû ñìîæåòå ¾âûæèòü¿ íà îëèì-
ïèàäàõ íà÷àëüíîãî óðîâíÿ, ïîíÿòü, ÷òî îò âàñ òðåáóåòñÿ â çàäà÷àõ è ñôîð-
ìóëèðîâàòü ðåøåíèå. Ñêîðåå âñåãî, äëÿ ïîíèìàíèÿ òåì ýòîãî óðîâíÿ âàì íå
ïîòðåáóþòñÿ çíàíèÿ ìàòåìàòèêè äàëüøå ñåäüìîãî êëàññà. (Çàäà÷à ìîæåò áûòü
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èç îëèìïèàäû 11-ãî êëàññà, � ìåòîäèêà ðåøåíèÿ íå èçìåíèòñÿ).

Íà óðîâíå A2 âû ìîæåòå îáñóäèòü ïðåäïî÷òåíèÿ â èñêóññòâå, ïîãîâîðèòü î
êóëüòóðíûõ ðàçëè÷èÿõ, îñíîâíûõ òåíäåíöèÿõ â îáùåñòâå è òàê äàëåå.

Âû ñòðîèòå ñëîæíîñî÷èí¼ííûå ïðåäëîæåíèÿ (¾Ýòî Ïåòÿ, ÷åé ïàïà ðàáîòàåò
â áàíêå. ß î íåì óæå ðàññêàçûâàë¿), ìîæåòå íàïèñàòü äðóãó â ôåéñáóê, ðàñ-
ñêàçàòü îá îòïóñêå è ïëàíàõ íà áóäóùåå, ïîíÿòü ñóòü ëþáîãî ðàçãîâîðà íà
ÿçûêå.

Â îëèìïèàäíîé ìàòåìàòèêå � âû ìîæåòå áûñòðî ðàñïîçíàòü, íà êàêóþ
òåìó, ñêîðåå âñåãî, çàäà÷à èç îëèìïèàäû ñðåäíåãî óðîâíÿ, ñîñòàâèòü ðåøåíèå,
îáîéòè òèïè÷íûå îøèáêè â åãî îôîðìëåíèè. Äëÿ ïîíèìàíèÿ òåì ýòîãî óðîâíÿ
âàì íå ïîòðåáóåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ çíàíèé ãëóáæå 7-8 êëàññà.

Âëàäåÿ ÿçûêîì íà óðîâíå B1, âû ìîæåòå îáñóäèòü ñëîæíûé õàðàêòåð ïðàáà-
áóøêè, ïîñëåäíèå íàó÷íûå îòêðûòèÿ (ñ òî÷êè çðåíèÿ íåñïåöèàëèñòà) è íîâîãî
ïðåçèäåíòà Ôðàíöèè. Âû çíàêîìû ñ óñëîâíûì íàêëîíåíèåì, áåç ïîäãîòîâêè
ìîæåòå îáùàòüñÿ â ëþáîé áûòîâîé ñèòóàöèè. Íàäî îòìåòèòü, ÷òî âðåìÿ, íåîá-
õîäèìîå íà îâëàäåíèå î÷åðåäíûì óðîâíåì, ðàñò¼ò íåëèíåéíî è óâåëè÷èâàåòñÿ
ñ ïîâûøåíèåì ñëîæíîñòè.

Â îëèìïèàäíîé ìàòåìàòèêå � âû óìååòå ðåøàòü çàäà÷è ïî÷òè èç ëþ-
áîãî åå ðàçäåëà. Âîçìîæíî, ýòè ðåøåíèÿ íå âñåãäà èçÿùíû, íî äëÿ âàñ íå
ïðåäñòàâëÿåò òðóäà îïðåäåëèòü ñëîæíîñòü çàäà÷è, à òàêæå èñïîëüçîâàòü ðå-
øåíèÿ, çàòðàãèâàþùèå íåñêîëüêî òåì. Ñêîðåå âñåãî, âû � ïðèç¼ð ìàòåìàòè÷å-
ñêèõ îëèìïèàä, ïåðåøëè â ñèëüíóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ øêîëó è çàäóìûâàåòåñü
î ïðîôåññèè, ñâÿçàííîé ñ ìàòåìàòèêîé. Äëÿ ïîíèìàíèÿ òåì ýòîãî óðîâíÿ âàì,
âåðîÿòíî, íå ïîòðåáóåòñÿ çíàíèé øêîëüíîé ìàòåìàòèêè âûøå 9-10 êëàññà.

Óðîâåíü B2 � ïîðîãîâûé óðîâåíü äëÿ ïîñòóïëåíèÿ â èíîñòðàííûå óíèâåðñè-
òåòû. Âû ñïîñîáíû ëîãè÷åñêè ðàññóæäàòü è àðãóìåíòèðîâàòü ïîçèöèþ ïî ëþ-
áîé âîñòðåáîâàííîé â îáùåñòâå òåìå. Ìîæåòå íàïèñàòü ñòàòüþ, îôèöèàëüíîå
ïèñüìî, îáúÿñíèòü òî÷êó çðåíèÿ êîëëåãå è äîêàçàòü åãî íåïðàâîòó. Ïðîñìîòð
ôèëüìîâ íà ÿçûêå îðèãèíàëà, êîíñïåêòèðîâàíèå è ïîíèìàíèå ðàäèîïåðåäà÷
íå ïðåäñòàâëÿåò äëÿ âàñ ñëîæíîñòè. ¾Ñâîáîäíîå âëàäåíèå ÿçûêîì¿ îáû÷íî
ïîäðàçóìåâàåò êàê ðàç óðîâåíü B2.

Â îëèìïèàäíîé ìàòåìàòèêå � âåðîÿòíî, âû ïðîøëè íà ôèíàë âñåðîññèé-
ñêîé îëèìïèàäû ïî ìàòåìàòèêå.

Äî ñëåäóþùåãî óðîâíÿ � C1 � äîõîäÿò íåìíîãèå. Äëÿ òîãî, ÷òîáû õîðîøî

ïðåïîäàâàòü èíîñòðàííûé ÿçûê, òðåáóåòñÿ óðîâåíü íå ìåíåå C1. Êàêîå-òî êî-
ëè÷åñòâî ïðåïîäàâàòåëåé èíîñòðàííîãî ÿçûêà èìåþò êàê ðàç ýòîò óðîâåíü, íî,
ê ñîæàëåíèþ, ýòî ðåäêîñòü, è îñòàëüíûå èìåþò óðîâåíü B2 èëè íèæå.

×åëîâåê íà óðîâíå Ñ1 â ñîñòîÿíèè ïðî÷åñòü è ïîíÿòü íàó÷íûé òåêñò, âîñïðè-
íÿòü ðå÷ü ñ ñèëüíûì àêöåíòîì, íàïèñàòü äîêëàä èëè äèïëîì íà èíîñòðàííîì
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ÿçûêå.

Â îëèìïèàäíîé ìàòåìàòèêå � ñêîðåå âñåãî, âû ïðèç¼ð ôèíàëà âñåðîññèé-
ñêîé îëèìïèàäû ïî ìàòåìàòèêå, è âñå âîêðóã çíàþò î âàøåé ëþáâè ê íàóêå.
Âû ïîáûâàëè íà íåñêîëüêèõ ñáîðàõ ïî îëèìïèàäíîé ìàòåìàòèêå è, âîçìîæíî,
îïðîáîâàëè ñåáÿ â êà÷åñòâå ïðåïîäàâàòåëÿ.

C2 � óðîâåíü îáðàçîâàííîãî íîñèòåëÿ-ëèíãâèñòà. Îí â ñîñòîÿíèè âîñïðèíè-
ìàòü è ïðîèçâîäèòü òåêñòû ëþáûõ æàíðîâ � íàïèñàòü ðîìàí, äèññåðòàöèþ,
ïîäãîòîâèòü ðå÷ü äëÿ íàó÷íîé êîíôåðåíöèè ôèçèêîâ-ÿäåðùèêîâ è ãîòîâ èñ-
ïðàâëÿòü îøèáêè â ðå÷è è òåêñòàõ óðîæä¼ííûõ íîñèòåëåé ÿçûêà. Êàê ïðà-
âèëî, èíîñòðàíöû ñ÷èòàþò îáëàäàòåëÿ C2 ñâîèì, òîëüêî èíîãäà ìîãóò ñîìíå-
âàòüñÿ, èç êàêîãî îí ðåãèîíà.

Â îëèìïèàäíîé ìàòåìàòèêå � ýòî ëþäè, êîòîðûå íå òîëüêî ñïîñîáíû ðå-
øèòü çàäà÷è ëþáîé ñëîæíîñòè, íî è ïðèäóìûâàþò ñâîè.

Ìû ïîäðîáíî è ïîñëåäîâàòåëüíî ðàçáèðàåì ìàòåðèàë. Íî èíîãäà ìû ïîçâî-
ëÿåì ñåáå íåìíîãî ïîýêñïåðèìåíòèðîâàòü è ïîêàçûâàåì çàäà÷è, îòíîñèòåëüíî
òðóäíûå äëÿ øêîëüíèêîâ ñðåäíèõ êëàññîâ. Ìû ñïåöèàëüíî íå âûäåëÿåì èõ
çâ¼çäî÷êàìè. Çâ¼çäî÷êè ïåðåä çàäà÷àìè îáû÷íî ïóãàþò è ìåøàþò âåðèòü â
ñâîè ñèëû, à âåäü êòî-òî èç íå î÷åíü îïûòíûõ ìîã áû ïîíÿòü ýòè ñëîæíûå çà-
äà÷êè. Äëÿ áîëåå îïûòíûõ îëèìïèàäíèêîâ ïîñëåäîâàòåëüíîå ïðî÷òåíèå ñåðèè
íàøèõ êíèã, íà÷èíàÿ ñ äàííîé, ïîçâîëèò îñâåæèòü è óãëóáèòü çíàíèÿ. Èì ýòè
ñëîæíûå çàäà÷êè áóäóò ïðèÿòíûìè ïîäàðêàìè è îòêðîþò óõîäÿùèå â äàëü
çàìàí÷èâûå ìàòåìàòè÷åñêèå ïðîñòîðû.

Ââåäåíèå ê äàííîìó ðåøåáíèêó

Ýòà êíèãà ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ ñáîðíèê ðåøåíèé âñåõ çàäàíèé, ïðåäëîæåííûõ
â êíèãå À1.

Äëÿ êàæäîé èç çàäà÷ â äàííîé êíèãå óêàçàí èñòî÷íèê. Îëèìïèàäíûå çàäà÷è,
âêëþ÷¼ííûå â äàííîå ïîñîáèå, èìåþò ìàðêèðîâêó òèïà ¾Ãîä.Êëàññ.Íîìåð¿.
Íàïðèìåð, çàäà÷à ñ îòìåòêîé ¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê 2010.6.4¿ � ýòî çà-
äà÷à ïîä íîìåðîì 4 èç âàðèàíòà çà 6 êëàññ Ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðàçäíèêà 2010
ãîäà.

Óêàçàíèå íîìåðà çàäà÷è èç îëèìïèàäû ïîçâîëÿåò ñîñòàâèòü ïðåäñòàâëåíèå
î å¼ ñëîæíîñòè: ÷åì áîëüøå íîìåð çàäà÷è, òåì îíà, êàê ïðàâèëî, òðóäíåå.
Íà Ìàòåìàòè÷åñêîì ïðàçäíèêå è Òóðíèðå Àðõèìåäà îáû÷íî ïðåäëàãàåòñÿ ïî
øåñòü çàäà÷, íà Ãîðîäñêîé óñòíîé îëèìïèàäå � äåâÿòü.
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Èñïîëüçîâàííàÿ ëèòåðàòóðà

Ìû íà÷èíàåì ñïèñîê ðåêîìåíäîâàííîé è èñïîëüçîâàííîé ëèòåðàòóðû ñ êíèãè
[1], êîòîðàÿ, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî áûëà èçäàíà áîëüøå 30 ëåò íàçàä, ÿâëÿåòñÿ
êëàññè÷åñêîé âî âñåõ ñìûñëàõ. Âðÿä ëè íàéä¼òñÿ õîòÿ áû îäèí ïîáåäèòåëü
ìåæäóíàðîäíîé îëèìïèàäû îò êîìàíäû Ðîññèè, êîòîðûé áû å¼ íå ÷èòàë. Ìû
òîæå ïðèñîåäèíÿåìñÿ ê ðåêîìåíäàöèÿì îáÿçàòåëüíî å¼ ïðî÷èòàòü.

Êíèãà [12] âûäåðæàëà óæå òðè èçäàíèÿ è ñîäåðæèò ìàòåðèàëû ïîïóëÿðíåéøåé
â Ìîñêâå (è íå òîëüêî) îëèìïèàäû ¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿, â êîòîðîé
ïðèíèìàþò ó÷àñòèå ó÷åíèêè øåñòûõ è ñåäüìûõ êëàññîâ. Ïîñëåäíåå, òðåòüå
èçäàíèå, ñîäåðæèò çàäà÷è äî 2008 ãîäà.

Äðóãîé ïîïóëÿðíûé òóðíèð ìàòåìàòèêîâ 5-ãî è 6-ãî êëàññà � âåñåííèé òóðíèð
Àðõèìåäà. Åìó ïîñâÿùåíà êíèãà [7], â êîòîðîé ñîáðàíû âñå çàäà÷è äî 2008 ãîäà
âêëþ÷èòåëüíî.

Ïîñëå øêîëüíîãî ýòàïà Âñåðîññèéñêîé Îëèìïèàäû ïî ìàòåìàòèêå ñëåäóåò
ðàéîííûé (ìóíèöèïàëüíûé) ýòàï. Õîòÿ øåñòèêëàññíèêè è ñåìèêëàññíèêè ëè-
øåíû âîçìîæíîñòè âûéòè â ðåãèîíàëüíûå ýòàïû ïî ñâîèì êëàññàì, êîòîðûå
íà÷èíàþò ïðîâîäèòüñÿ òîëüêî ñ âîñüìûõ êëàññîâ, íî ïîëó÷èòü îïûò îëèìïè-
àäíîé ìàòåìàòèêè îíè ìîãóò. Â êíèãå [6] � ìíîãî çàäà÷ ðàéîííîãî ýòàïà, â òîì
÷èñëå è äëÿ øêîëüíèêîâ, íà÷èíàÿ ñ 6-ãî êëàññà. Å¼ ïåðâàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà
ðåøåíèþ êëàññè÷åñêèõ çàäà÷ îëèìïèàäíîé ìàòåìàòèêè.

Ñ ýòîé êíèãîé ïåðåêëèêàåòñÿ [5], â êîòîðîé ïðèâåäåíû è ðàçîáðàíû çàäà÷è
Ìîñêîâñêîé îáëàñòíîé îëèìïèàäû ñ 1992 ïî 2003 ãîäû.

Çàäà÷è íà òåîðèþ ÷èñåë ÷àñòî ïðåäñòàâëÿþò áîëüøóþ ñëîæíîñòü äëÿ èçó-
÷àþùèõ. Â êíèãå [4] èìååòñÿ òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë è ìíîãî ñàìèõ çàäà÷.
Èíòåðåñíî, ÷òî ïîñëåäíÿÿ, 19-ÿ çàäà÷à â ÅÃÝ êàê ðàç â îñíîâíîì ïîñâÿùå-
íà çàäà÷àì íà òåîðèþ ÷èñåë, õîòÿ å¼ ðåøåíèå ÷àñòî äîñòóïíî ó÷åíèêàì 6-7
êëàññîâ ïðè íàäëåæàùåé ïîäãîòîâêå.

Õîòÿ êíèãà [3] â îñíîâíîì ðàññ÷èòàíà íà øêîëüíèêîâ 8-11 êëàññîâ, ìåòîäû,
êîòîðûå òàì ðàññìàòðèâàþòñÿ, áóäóò ïîëåçíû âñåì èçó÷àþùèì îëèìïèàäíóþ
ìàòåìàòèêó.

Ïî îòäåëüíûì ðàçäåëàì ìàòåìàòèêè, íåîáõîäèìûì äëÿ ðåøåíèÿ îëèìïèàä-
íûõ çàäà÷, òîæå íàïèñàíî ìíîãî õîðîøèõ êíèã è ñòàòåé â æóðíàëàõ. Õîðîøèì
ââåäåíèåì â ìàòåìàòè÷åñêóþ èíäóêöèþ ìîæåò ñëóæèòü, íàïðèìåð, íåáîëü-
øàÿ êíèãà [11], ïî ïðèíöèïó êðàéíåãî � ñòàòüÿ [8]. Âïðî÷åì, íà ðàçëè÷íûå
òåìû, íàñ èíòåðåñóþùèå, î÷åíü ìíîãî êíèã â ñâî¼ âðåìÿ áûëî îïóáëèêîâàíî
â ñåðèè ¾Áèáëèîòå÷êà Êâàíòà¿, îäèí ñïèñîê êîòîðûõ, âåðîÿòíî, ïîòðåáîâàë
áû äåñÿòîê ñòðàíèö. Òåì íå ìåíåå ìû íèêàê íå ìîæåì ïðîïóñòèòü êíèãó [10]
èç ýòîé ñåðèè, ñîäåðæàùóþ 1001 èíòåðåñíóþ çàäà÷ó äëÿ 5-8-õ êëàññîâ.

8



Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ âàæíî íå òîëüêî çíàòü è ïîíèìàòü èäåè ðåøåíèÿ, íî óìåòü
âëàäåòü òåõíè÷åñêèìè íàâûêàìè, äëÿ ÷åãî òðåáóåòñÿ ïåðåðåøàòü ìíîãî òåõ-
íè÷åñêèõ çàäà÷, êîòîðûõ, ê ïðèìåðó, î÷åíü ìíîãî â [2].

Íà íåêîòîðûå ïå÷àòíûå ìàòåðèàëû ñîñëàòüñÿ ÿâíûì îáðàçîì íå ïîëó÷èëîñü,
òàê êàê îíè, ê ñîæàëåíèþ, íå áûëè èçäàíû èëè æå íå áûëè íàéäåíû â ïðîäàæå
â âèäå êíèã è áðîøþð (íî ñóùåñòâóþò íî ñàéòàõ îëèìïèàä). Ýòî îòíîñèòñÿ ê
ìàòåðèàëàì óðàëüñêèõ òóðíèðîâ þíûõ ìàòåìàòèêîâ, ê çèìíåìó òóðó òóðíèðà
Àðõèìåäà, íà÷èíàÿ ñ 2012 ãîäà, è ê ìàòåðèàëàì Ãîðîäñêîé óñòíîé ìàòåìàòè-
÷åñêîé îëèìïèàäû äëÿ 6�7 êëàññîâ ñ ìîìåíòà å¼ ïîÿâëåíèÿ (2002 ãîä). Íàäå-
åìñÿ, ÷òî ïóáëèêàöèÿ ýòèõ ìàòåðèàëîâ â äàííîé êíèãå ïîçâîëèò ðàñøèðèòü
èõ ãåîãðàôèþ.

Áëàãîäàðíîñòè

Çà îïèñàíèå óðîâíåé ÿçûêîâûõ êîìïåòåíöèé è çàðîæäåíèå èäåè î ïîäîáíîì
ðàçäåëåíèè êíèã ïî îëèìïèàäíîé ìàòåìàòèêå � Íàäåæäó Ñîêîëîâó (å¼ ñàéò
� http://sokolova.pro/), ïðåïîäàâàòåëÿ ïî ôðàíöóçñêîìó è èòàëüÿíñêîìó ÿçû-
êàì.

Çà òåõíè÷åñêóþ ñòîðîíó âîïðîñà àâòîðû ñåðäå÷íî áëàãîäàðÿò Íèêèòó Ïåðøó-
êîâà, íàøåãî àäìèíèñòðàòîðà Git.

Çà â¼ðñòêó â TEX è êîððåêöèþ � Ìàðèþ Òàðàñåâè÷.

Òàêæå àâòîðû áëàãîäàðÿò âñåõ ñâîèõ ó÷åíèêîâ-âäîõíîâèòåëåé, ñâîèõ êîëëåã,
à òàêæå âåñü êîëëåêòèâ ÖÐÈÒÎ ÌÔÒÈ çà íåîöåíèìóþ ïîääåðæêó â ïðîöåññå
íàïèñàíèÿ è èçäàíèÿ äàííîé êíèãè.
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Ãëàâà 1

Íà÷àëà îëèìïèàäíîé ìàòåìàòèêè

1 Ðàçðåçàíèÿ

Çàäà÷à 1.1.4. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2012.6.1) Ðàçðåæüòå ðàìêó íà
16 ðàâíûõ ÷àñòåé.

Ïîäñêàçêè. Ñêîëüêî êëåòîê â ðàìêå? Ñêîëüêî êëåòîê äîëæíî áûòü â êàæäîé
÷àñòè? Ñêîëüêî óãëîâûõ êëåòîê â ðàìêå?

Ðåøåíèå. Ïðàâèëüíûé âàðèàíò ðàçðåçàíèÿ ïðèâåä¼í íà ðèñóíêå íèæå.

Çàäà÷à 1.1.5. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2012.6.1) Ïîêàæèòå, êàê ðàçðåçàòü êâàäðàò ðàçìåðîì 5 × 5 êëåòîê íà
¾óãîëêè¿ øèðèíîé â îäíó êëåòêó òàê, ÷òîáû âñå ¾óãîëêè¿ ñîñòîÿëè èç ðàçíî-
ãî êîëè÷åñòâà êëåòîê. (Äëèíû ¾ñòîðîí¿ óãîëêà ìîãóò áûòü êàê îäèíàêîâûìè,
òàê è ðàçëè÷íûìè).

Ïîäñêàçêè. Ñêîëüêî êëåòîê â êâàäðàòå? Ñêîëüêî êëåòîê â ñàìîì ìàëåíüêîì
óãîëêå?
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Ðåøåíèå. Ïëîùàäü êâàäðàòà � 25 êëåòîê, à ñàìîãî ìàëåíüêîãî ¾óãîëêà¿ � 3
êëåòêè. Ïðåäñòàâèì ÷èñëî 25 â âèäå ñóììû ðàçëè÷íûõ ñëàãàåìûõ, íà÷èíàÿ ñ
òð¼õ: 25 = 3 + 4 + 5 + 6 + 7, è ðàçðåæåì êâàäðàò íà ïÿòü ¾óãîëêîâ¿ ñ òàêèì
êîëè÷åñòâîì êëåòîê. Âîçìîæíûå ñïîñîáû ðàçðåçàíèÿ ïðèâåäåíû íà ðèñóíêàõ
íèæå.

Çàäà÷à 1.1.6. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2011.7.1) Íà ðèñóíêå íèæå
ïðèâåä¼í ôðàãìåíò ìîçàèêè, êîòîðàÿ ñîñòîèò èç ðîìáèêîâ äâóõ âèäîâ: ¾øè-
ðîêèõ¿ è ¾óçêèõ¿. Íàðèñóéòå, êàê ïî ëèíèÿì ìîçàèêè âûðåçàòü ôèãóðó, ñî-
ñòîÿùóþ ðîâíî èç 3 ¾øèðîêèõ¿ è 8 ¾óçêèõ¿ ðîìáèêîâ. (Ôèãóðà íå äîëæíà
ðàñïàäàòüñÿ íà ÷àñòè.)

Ïîäñêàçêè. Íàì íóæíî âêëþ÷èòü â íàøó ôèãóðó íàìíîãî áîëüøå ¾óçêèõ¿
ðîìáèêîâ, ÷åì ¾øèðîêèõ¿. Íà êàðòèíêå æå ¾øèðîêèõ¿ ðîìáèêîâ ÿâíî áîëü-
øå. Êàæäûé ¾óçêèé¿ ðîìáèê ãðàíè÷èò íå áîëåå ÷åì ñ îäíèì äðóãèì ¾óçêèì¿
ðîìáèêîì, à êàæäûé ¾øèðîêèé¿ � íå áîëåå ÷åì ñ äâóìÿ ¾óçêèìè¿. Äëÿ òîãî,
÷òîáû ñîåäèíèòü âîñåìü ¾óçêèõ¿ ðîìáèêîâ (÷åòûðå ïàðû) â îäèí ìíîãîóãîëü-
íèê, íàì ïðèä¼òñÿ âêëþ÷èòü íå ìåíüøå òð¼õ ¾øèðîêèõ¿. Òåïåðü ìû ìîæåì
çàøòðèõîâàòü â íåêîòîðîé îáëàñòè ìîçàèêè âñå ïàðû ãðàíè÷àùèõ ¾óçêèõ¿
ðîìáèêîâ, íà÷àòü ñ êàêîé-íèáóäü ïàðû è ïîïûòàòüñÿ òðè ðàçà äîáàâèòü êàêîé-
íèáóäü ¾øèðîêèé¿ ðîìáèê, ñîåäèíÿþùèé âûáðàííûé êóñîê ñ åù¼ îäíîé ïàðîé
¾óçêèõ¿ ðîìáèêîâ.
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Ðåøåíèå. Íåêîòîðûå ðåøåíèÿ ïðèâåäåíû íà ðèñóíêå íèæå.

Çàäà÷à 1.1.7. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2015.1) Óïîðíûé Âàñÿ õîòåë
èç êëåò÷àòîé äîñêè 8 × 8 âûðåçàòü 12 ïðÿìîóãîëüíèêîâ 1 × 2 òàê, ÷òîáû èç
îñòàâøåéñÿ ÷àñòè äîñêè íåâîçìîæíî áûëî âûðåçàòü ïðÿìîóãîëüíèê 1×3. (Ðå-
çàòü ìîæíî òîëüêî ïî ëèíèÿì ñåòêè). È ó íåãî ýòî ïîëó÷èëîñü! Ïîêàæèòå íà
ðèñóíêå, êàê îí ìîã ýòî ñäåëàòü.

Ðåøåíèå. Íà ðèñóíêå íèæå ïðèâåäåíî òàêîå ðàçðåçàíèå.

Çàäà÷à 1.1.8. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2016.1) Çàêðàñüòå íà ðèñóí-
êå îäíó êëåòêó è íåçàêðàøåííóþ ÷àñòü ðàçðåæüòå ïî ëèíèÿì ñåòêè íà äâå
îäèíàêîâûå ÷àñòè.
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Ðåøåíèå. Òðåáóåìîå ðàçðåçàíèå ïðèâåäåíî íà ðèñóíêå íèæå.

Çàäà÷à 1.1.9. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2016.7.1) Ìàëüâèíà âåëåëà
Áóðàòèíî ðàçðåçàòü êâàäðàò íà 7 ïðÿìîóãîëüíèêîâ (íåîáÿçàòåëüíî ðàçëè÷-
íûõ), ó êàæäîãî èç êîòîðûõ îäíà ñòîðîíà â äâà ðàçà áîëüøå äðóãîé. Âûïîë-
íèìî ëè ýòî çàäàíèå?

Ðåøåíèå. Íà ðèñóíêå íèæå ïîêàçàíû äâà ïðèìåðà: äëÿ êëåò÷àòûõ êâàäðàòîâ
ñî ñòîðîíàìè 6 è 8 êëåòîê ñîîòâåòñòâåííî.

Ñóùåñòâóåò ìíîãî è äðóãèõ ïðèìåðîâ. Çíà÷èò, çàäàíèå Ìàëüâèíû âûïîëíèìî.

Çàäà÷à 1.1.10. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2004.7.1) Íàðèñóéòå øåñòèóãîëüíèê, êîòîðûé æþðè íå ñìîæåò ðàçðå-
çàòü íà äâà ÷åòûð¼õóãîëüíèêà.

Ðåøåíèå. Íà ðèñóíêå íèæå ïðèâåä¼í ïîäõîäÿùèé øåñòèóãîëüíèê.
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Çàäà÷à 1.1.11. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2003.7.1) Íà êëåò÷àòîé áóìà-
ãå íàðèñîâàí êâàäðàò. Èçâåñòíî, ÷òî åãî ìîæíî ðàçðåçàòü íà ïðÿìîóãîëüíèêè
ðàçìåðîì 1 × 6 êëåòîê. Äîêàæèòå, ÷òî ýòîò êâàäðàò ìîæíî òàêæå ðàçðåçàòü
íà óãîëêè èç òð¼õ êëåòîê.

Ïîäñêàçêè. Íà êàêîå ÷èñëî äåëèòñÿ ïëîùàäü êâàäðàòà? Íà êàêîå ÷èñëî äåëèò-
ñÿ äëèíà ñòîðîíû êâàäðàòà?

Ðåøåíèå. Òàê êàê ïëîùàäü êâàäðàòà äåëèòñÿ íà 6, òî äëèíà åãî ñòîðîíû òàê-
æå äåëèòñÿ íà 6. Ñëåäîâàòåëüíî, êâàäðàò ìîæíî ðàçáèòü íà ïðÿìîóãîëüíèêè
ðàçìåðîì 2× 3. Ëþáîé òàêîé ïðÿìîóãîëüíèê ñîñòîèò èç äâóõ óãîëêîâ.

Çàäà÷à 1.1.12. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2006.6.2) Ðàçðåæüòå ôèãóðó
íà äâå îäèíàêîâûå (ñîâïàäàþùèå ïðè íàëîæåíèè) ÷àñòè.

Ðåøåíèå. Òðåáóåìîå ðàçðåçàíèå ïðèâåäåíî íà ðèñóíêå íèæå.

Çàäà÷à 1.1.13. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2009.6.2) Ðàçðåæüòå ôèãóðó,
èçîáðàæ¼ííóþ íà ðèñóíêå, íà âîñåìü îäèíàêîâûõ ÷àñòåé.
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Ðåøåíèå. Ðàçðåçàòü ôèãóðó ìîæíî íåñêîëüêèìè ñïîñîáàìè. Äâà èç íèõ ïðåä-
ñòàâëåíû íà ðèñóíêå íèæå.

Çàäà÷à 1.1.14. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2002.6.2;7.2) Íåçíàéêà ðàç-
ðåçàë ôèãóðó íà òð¼õêëåòî÷íûå è ÷åòûð¼õêëåòî÷íûå óãîëêè, íàðèñîâàííûå
ñïðàâà îò íå¼. Ñêîëüêî òð¼õêëåòî÷íûõ óãîëêîâ ìîãëî ïîëó÷èòüñÿ?

Ïîäñêàçêè. Ñêîëüêî âñåãî êëåòîê â ôèãóðå? ×èñëî òð¼õêëåòî÷íûõ óãîëêîâ
áóäåò ÷¼òíûì èëè íå÷¼òíûì?

Ðåøåíèå. Ôèãóðà ñîñòîèò èç 22 êëåòîê. Ïóñòü x � êîëè÷åñòâî ïîëó÷èâøèõñÿ
òð¼õêëåòî÷íûõ óãîëêîâ, à y � ÷åòûð¼õêëåòî÷íûõ. Òîãäà 3x + 4y = 22. Çà-
ìåòèì, ÷òî x ÷¼òíî è x < 8 (òàê êàê 3x íå ìîæåò áûòü áîëüøå 22), òî åñòü,
x = 0, 2, 4 èëè 6. Çíà÷åíèÿ x = 0 è x = 4 íå ïîäõîäÿò, òàê êàê y ïîëó÷àåò-
ñÿ íåöåëûì. Îáà îñòàâøèõñÿ âàðèàíòà äëÿ x = 2 è x = 6 ðåàëèçóþòñÿ, êàê
ïîêàçàíî íà ðèñóíêå.

x = 2 x = 6
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Çàäà÷à 1.1.15. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1995.6.2) Ðàçðåæüòå èçîáðà-
æ¼ííóþ íà ðèñóíêå ôèãóðó íà äâå îäèíàêîâûå ÷àñòè.

Ðåøåíèå. Èñêîìîå ðàçðåçàíèå ïðèâåäåíî íà ðèñóíêå íèæå.

Çàäà÷à 1.1.16. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2008.6.2) Ðàçðåæüòå ôèãóðó ñ âûðåçàííûì êâàäðàòèêîì íà äâå îäèíà-
êîâûå ÷àñòè, èç êîòîðûõ ìîæíî ñîñòàâèòü âòîðóþ ôèãóðó. ×àñòè ðàçðåøàåòñÿ
è ïîâîðà÷èâàòü, è ïåðåâîðà÷èâàòü.

Ðåøåíèå. Íà ðèñóíêå íèæå ïîêàçàíî âåðíîå ðàçðåçàíèå.
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Çàäà÷à 1.1.17. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2006.6.2) Äîáàâüòå ê ôèãóðå, èçîáðàæ¼ííîé íà ðèñóíêå, äâå êëåòêè (ïî
ëèíèÿì ñåòêè) òàê, ÷òîáû ïîñëå ýòîãî å¼ ìîæíî áûëî ðàçðåçàòü ïî ëèíèÿì
ñåòêè íà äâå ðàâíûå ÷àñòè.

Ðåøåíèå. Íà ðèñóíêå íèæå ñåðûì çàêðàøåíû äîáàâëåííûå êëåòêè.

Çàäà÷à 1.1.18. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1999.7.2) Ðàçðåæüòå ôèãóðó
(ïî ãðàíèöàì êëåòîê) íà òðè ðàâíûå (îäèíàêîâûå ïî ôîðìå è âåëè÷èíå) ÷àñòè.

Ðåøåíèå. Èñêîìîå ðàçðåçàíèå ïðåäñòàâëåíî íà ðèñóíêå íèæå.
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Çàäà÷à 1.1.19. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2006.7.2) Ðàçðåæüòå èçîá-
ðàæ¼ííûé íà ðèñóíêå ïÿòèóãîëüíèê íà äâå îäèíàêîâûå (ñîâïàäàþùèå ïðè
íàëîæåíèè) ÷àñòè.

Ðåøåíèå. Äàííûé ïÿòèóãîëüíèê ìîæíî ðàçðåçàòü íà äâå îäèíàêîâûå ÷àñòè
ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Çàäà÷à 1.1.20. (Òóðíèð Àðõèìåäà � 2012.2) Òðåáóåòñÿ ðàçáèòü ó÷àñòîê çåì-
ëè íà 8 îäèíàêîâûõ äà÷íûõ ó÷àñòêîâ (òî åñòü ñîâïàäàþùèõ êàê ïî ïëîùàäè,
òàê è ïî ôîðìå). Ãðàíèöû ó÷àñòêîâ äîëæíû ïðîõîäèòü ïî ëèíèÿì ñåòêè, íà
êàæäîì ó÷àñòêå äîëæåí ðàñïîëàãàòüñÿ äîìèê.

Ðåøåíèå. Îäèí èç âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ òðåáóåìîãî ðàçáèåíèÿ ïîêàçàí íà
ðèñóíêå íèæå.
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Çàäà÷à 1.1.21. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2012.7.2) Êâàäðàò ðàçðåçàëè
íà íåñêîëüêî ÷àñòåé. Ïåðåëîæèâ ýòè ÷àñòè, èç íèõ âñåõ ñëîæèëè òðåóãîëüíèê.
Çàòåì ê ýòèì ÷àñòÿì äîáàâèëè åù¼ îäíó ôèãóðêó � è îêàçàëîñü, ÷òî èç íîâîãî
íàáîðà ôèãóðîê òîæå ìîæíî ñëîæèòü êàê êâàäðàò, òàê è òðåóãîëüíèê. Ïîêà-
æèòå, êàê òàêîå ìîãëî áû ïðîèçîéòè (íàðèñóéòå, êàê èìåííî ýòè äâà êâàäðàòà
è äâà òðåóãîëüíèêà ìîãëè áû áûòü ñîñòàâëåíû èç ôèãóðîê).

Ðåøåíèå. Òàêîå ìîãëî ïðîèçîéòè ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Çàäà÷à 1.1.22. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2008.7.2) Êâàäðàò ðàçðåçàëè íà äâåíàäöàòü ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëü-
íèêîâ. Ìîãóò ëè äåñÿòü èç íèõ îêàçàòüñÿ ðàâíûìè äðóã äðóãó, à äâà îñòàâ-
øèõñÿ � îòëè÷àòüñÿ è îò íèõ, è äðóã îò äðóãà?

Ðåøåíèå. Ìîãóò, ÷òî è ïîêàçàíî íà ðèñóíêå íèæå.

Çàäà÷à 1.1.23. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2006.7.2) Ðàçðåæüòå ôèãóðó, èçîáðàæ¼ííóþ íà ðèñóíêå, íà äâå îäèíà-
êîâûå ÷àñòè òðåìÿ ñïîñîáàìè (ðåçàòü ìîæíî òîëüêî ïî ëèíèÿì ñåòêè).
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Ðåøåíèå. Íà ðèñóíêå íèæå ïðåäñòàâëåíû èñêîìûå ðàçðåçàíèÿ.

Çàäà÷à 1.1.24. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1991.6.3) Êàê îäíèì ïðÿìî-
ëèíåéíûì ðàçðåçîì ðàññå÷ü äâà ëåæàùèõ íà ñêîâîðîäå êâàäðàòíûõ áëèíà íà
äâå ðàâíûå ÷àñòè êàæäûé?

Ïîäñêàçêà. Ëþáàÿ ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç öåíòð êâàäðàòà, äåëèò åãî ïî-
ïîëàì.

Ðåøåíèå. Ëþáàÿ ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç öåíòð êâàäðàòà, äåëèò åãî ïîïî-
ëàì. Çíà÷èò, íóæíî ïðîâåñòè ðàçðåç ÷åðåç öåíòðû îáîèõ êâàäðàòîâ

Çàäà÷à 1.1.25. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2003.6.3) Ñóùåñòâóåò ëè 10-óãîëüíèê, êîòîðûé ìîæíî ðàçðåçàòü íà 5
òðåóãîëüíèêîâ?

Ðåøåíèå. Óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ çàäà÷è äåñÿòèóãîëüíèêè ïîêàçàíû íà
ðèñóíêå íèæå.

Çàäà÷à 1.1.26. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2008.6.4) Ðàçðåæüòå êàêîé-
íèáóäü êâàäðàò íà êâàäðàòèêè äâóõ ðàçíûõ ðàçìåðîâ òàê, ÷òîáû ìàëåíüêèõ
áûëî ñòîëüêî æå, ñêîëüêî è áîëüøèõ.

Ðåøåíèå. Ïåðâûé ñïîñîá. Ïóñòü êâàäðàòèêè îäíîãî âèäà èìåþò ñòîðîíó
a êëåòî÷åê, äðóãîãî � b êëåòî÷åê, à èñõîäíûé êâàäðàò � c êëåòî÷åê. Òîãäà
ïëîùàäü èñõîäíîãî êâàäðàòà ðàâíà c2 = na2 + nb2. Óäîâëåòâîðÿþùèå ýòîìó
ðàâåíñòâó ÷èñëà ìîæíî ïîëó÷èòü, óìíîæèâ ðàâåíñòâî 52 = 42 + 32 íà n = k2.
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Êâàäðàò ïðè n = 4 ðàçðåçàòü íå óäàåòñÿ, ïðè n = 9 ïîëó÷àåì a = 4, b = 3,
c = 15. Ïðèìåð ðàçðåçàíèÿ äëÿ äàííûõ ÷èñåë ïðåäñòàâëåí íà ðèñóíêå íèæå.

Âòîðîé ñïîñîá. Ñîñòàâèì, íàïðèìåð, èç äâóõ êâàäðàòîâ 2 × 2 è äâóõ êâàä-
ðàòîâ 1× 1 ïðÿìîóãîëüíèê 5× 2 (êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå). Èç äåñÿòè òàêèõ
ïðÿìîóãîëüíèêîâ ìîæíî ñîñòàâèòü êâàäðàò 10× 10. Ðàçóìååòñÿ, òàêèì îáðà-
çîì ìîæíî ïîëó÷èòü ìíîãî äðóãèõ ðåøåíèé.

Çàäà÷à 1.1.27. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2017.6.4) Ðàçðåæüòå ôèãóðó
íà äâåíàäöàòü îäèíàêîâûõ ÷àñòåé.

Ðåøåíèå. Íà ðèñóíêå íèæå ïîêàçàíî èñêîìîå ðàçðåçàíèå.
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Çàäà÷à 1.1.28. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2013.6.5) Ìà÷åõà ïðèêàçàëà Çîëóøêå ñøèòü êâàäðàòíîå îäåÿëî èç ïÿòè
ïðÿìîóãîëüíûõ êóñêîâ òàê, ÷òîáû äëèíû ñòîðîí âñåõ êóñêîâ áûëè ïîïàðíî
ðàçëè÷íû è ñîñòàâëÿëè öåëîå ÷èñëî äþéìîâ. Ñìîæåò ëè Çîëóøêà âûïîëíèòü
çàäàíèå áåç ïîìîùè ôåè-êð¼ñòíîé?

Ðåøåíèå. Ïðèâåä¼ííûé íèæå ïðèìåð � äàëåêî íå åäèíñòâåííûé.

Äðóãèå ïðèìåðû íåñëîæíî íàéòè, åñëè âûáðàòü êâàäðàò äîñòàòî÷íî áîëüøîãî
ðàçìåðà, ðàçáèòü åãî íà ïÿòü ïðÿìîóãîëüíèêîâ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, à çàòåì
ïîäîáðàòü ðàçìåðû ýòèõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ. Òàêèì îáðàçîì, Çîëóøêà ñìîæåò
âûïîëíèòü çàäàíèå.

Çàäà÷à 1.1.29. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2015.6.4;7.3) Ðàçðåæüòå íà-
ðèñîâàííûé øåñòèóãîëüíèê íà ÷åòûðå îäèíàêîâûå ôèãóðû. Ðåçàòü ìîæíî
òîëüêî ïî ëèíèÿì ñåòêè.

Ðåøåíèå. Ðåøåíèå, ïðåäñòàâëåííîå íà ðèñóíêå íèæå, åäèíñòâåííî ñ òî÷íî-
ñòüþ äî ïîâîðîòîâ è îòðàæåíèé. (Íî äîêàçûâàòü ýòî íà îëèìïèàäå âàñ íå
ïðîñèëè!)
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Çàäà÷à 1.1.30. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2005.7.3) Ðàçðåæüòå ïî êëåòî÷êàì êâàäðàò 5×5 íà òðè ÷àñòè ñ ðàâíûìè
ïåðèìåòðàìè.

Ðåøåíèå. Äâà èç ìíîæåñòâà ñïîñîáîâ òðåáóåìîãî ðàçðåçàíèÿ ïðèâåäåíû íà
ðèñóíêå íèæå.

Çàäà÷à 1.1.31. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2003.6.4) Ïðÿìîóãîëüíèê
ðàçðåçàí íà íåñêîëüêî ïðÿìîóãîëüíèêîâ, ïåðèìåòð êàæäîãî èç êîòîðûõ � öå-
ëîå ÷èñëî ìåòðîâ. Âåðíî ëè, ÷òî ïåðèìåòð èñõîäíîãî ïðÿìîóãîëüíèêà � òîæå
öåëîå ÷èñëî ìåòðîâ?

Ïîäñêàçêà. Ñóììà äðîáåé ìîæåò ðàâíÿòüñÿ öåëîìó ÷èñëó, íàïðèìåð: 1
3+

2
3 = 1.

Ðåøåíèå. Íåâåðíî, íàïðèìåð: êâàäðàò ñî ñòîðîíîé 2
3 ì ìîæíî ðàçðåçàòü ñðåä-

íåé ëèíèåé íà äâà ïðÿìîóãîëüíèêà, ïåðèìåòðû êîòîðûõ ðàâíû 2 ì. Åñòü è
äðóãèå ïðèìåðû.

Çàäà÷à 1.1.32. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1998.6.4) Ðàçðåæüòå ôèãóðó,
èçîáðàæ¼ííóþ íà ðèñóíêå, íà äâå ÷àñòè, èç êîòîðûõ ìîæíî ñëîæèòü òðåóãîëü-
íèê.
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Ðåøåíèå. Íà ðèñóíêå íèæå ïîêàçàíî ðàçðåçàíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ
çàäà÷è.

Çàäà÷à 1.1.33. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1997.6.4) Ðàçðåæüòå èçîáðà-
æ¼ííóþ íà ðèñóíêå äîñêó íà ÷åòûðå îäèíàêîâûå ÷àñòè òàê, ÷òîáû êàæäàÿ èç
íèõ ñîäåðæàëà òðè çàøòðèõîâàííûå êëåòêè.

Ïîäñêàçêà. Ñíà÷àëà ðàçðåæüòå äîñêó ïîïîëàì ïî âåðòèêàëè.

Ðåøåíèå. Èñêîìîå ðàçðåçàíèå ïðåäñòàâëåíî íà ðèñóíêå íèæå.

Çàäà÷à 1.1.34. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2003.7.4) Ïðÿìîóãîëüíèê
ðàçðåçàëè øåñòüþ âåðòèêàëüíûìè è øåñòüþ ãîðèçîíòàëüíûìè ðàçðåçàìè
íà 49 ïðÿìîóãîëüíèêîâ, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå íèæå. Îêàçàëîñü, ÷òî ïå-
ðèìåòð êàæäîãî èç ïîëó÷èâøèõñÿ ïðÿìîóãîëüíèêîâ � öåëîå ÷èñëî ìåòðîâ.
Îáÿçàòåëüíî ëè ïåðèìåòð èñõîäíîãî ïðÿìîóãîëüíèêà � öåëîå ÷èñëî ìåòðîâ?
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Ïîäñêàçêà. Çàêðàñüòå ïðÿìîóãîëüíèêè, ñòîÿùèå íà äèàãîíàëè.

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì äèàãîíàëüíûå ïðÿìîóãîëüíèêè, çàêðàøåííûå íà ðè-
ñóíêå íèæå.

Ãîðèçîíòàëüíàÿ ñòîðîíà èñõîäíîãî ïðÿìîóãîëüíèêà ñêëàäûâàåòñÿ èç èõ ãîðè-
çîíòàëüíûõ ñòîðîí. Òî æå � äëÿ âåðòèêàëüíîé ñòîðîíû. Ïîýòîìó ïåðèìåòð
èñõîäíîãî ïðÿìîóãîëüíèêà ðàâåí ñóììå ïåðèìåòðîâ çàøòðèõîâàííûõ ïðÿìî-
óãîëüíèêîâ. Ïåðèìåòð êàæäîãî èç ýòèõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ � öåëîå ÷èñëî ìåò-
ðîâ. Èõ ñóììà � òîæå öåëîå ÷èñëî ìåòðîâ.

Çàäà÷à 1.1.35. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2003.7.4) Ñóùåñòâóåò ëè äå-
ñÿòèóãîëüíèê, êîòîðûé îäíîé ïðÿìîé ìîæíî ðàçáèòü íà 6 ÷àñòåé?

Ðåøåíèå. Äåñÿòèóãîëüíèê, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ çàäà÷è, ïðèâåä¼í íà
ðèñóíêå.

Çàäà÷à 1.1.36. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1994.6.5) Ðàçðåæüòå êâàä-
ðàò íà òðè ÷àñòè, èç êîòîðûõ ìîæíî ñëîæèòü òðåóãîëüíèê ñ òðåìÿ îñòðûìè
óãëàìè è òðåìÿ ðàçëè÷íûìè ñòîðîíàìè.

Ðåøåíèå. Íà ðèñóíêå ñïðàâà ïîêàçàíî èñêîìîå
ðàçðåçàíèå (ðàâíûå ÷àñòè çàøòðèõîâàíû îäèíàêî-
âî).
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Çàäà÷à 1.1.37. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ �
2010.6.5) Ñàøà ðàçðåçàë øàõìàòíóþ äîñêó 8 × 8 ïî
ãðàíèöàì êëåòîê íà 30 ïðÿìîóãîëüíèêîâ òàê, ÷òî-
áû ðàâíûå ïðÿìîóãîëüíèêè íå ñîïðèêàñàëèñü äàæå
óãëàìè (ðèñóíîê íèæå). Ïîïûòàéòåñü óëó÷øèòü åãî
äîñòèæåíèå, ðàçðåçàâ äîñêó íà áîëüøåå ÷èñëî ïðÿ-
ìîóãîëüíèêîâ ñ ñîáëþäåíèåì òîãî æå óñëîâèÿ.

Ðåøåíèå. Íà ïðèâåä¼ííîì ðèñóíêå äîñêà ðàçðåçàíà íà 35 ïðÿìîóãîëüíèêîâ.
Ìîæíî äîêàçàòü (íî íà äàííîé îëèìïèàäå ýòî íå ïðîñÿò), ÷òî íà áîëüøåå
÷èñëî ïðÿìîóãîëüíèêîâ ðàçðåçàòü äîñêó íå óäàñòñÿ.

Çàäà÷à 1.1.38. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1996.6.5) Ìîæíî ëè ðàçðå-
çàòü íà ÷åòûðå îñòðîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêà: à) êàêîé-íèáóäü âûïóêëûé ïÿ-
òèóãîëüíèê; á) ïðàâèëüíûé ïÿòèóãîëüíèê?

Ïîäñêàçêè. á) Êàæäàÿ ñòîðîíà ïÿòèóãîëüíèêà ñîäåðæèò ñòîðîíó îäíîãî èç
òðåóãîëüíèêîâ. Âñå óãëû ïðàâèëüíîãî ïÿòèóãîëüíèêà òóïûå.

Ðåøåíèå. à) Òðåáóåìîå ðàçðåçàíèå ïðåäñòàâëåíî íà ðèñóíêå íèæå.

á) Êàæäàÿ ñòîðîíà ïÿòèóãîëüíèêà ñîäåðæèò ñòîðîíó îäíîãî èç òðåóãîëüíè-
êîâ. Ó ïÿòèóãîëüíèêà ïÿòü ñòîðîí, à òðåóãîëüíèêîâ ó íàñ ÷åòûðå. Çíà÷èò,
êàêèå-òî äâå ñòîðîíû ïÿòèóãîëüíèêà ñîäåðæàò ñòîðîíû îäíîãî è òîãî æå òðå-
óãîëüíèêà. Ñëåäîâàòåëüíî, óãîë ìåæäó ýòèìè ñòîðîíàìè òóïîé. Ïîëó÷àåì
ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî âñå òðåóãîëüíèêè äîëæíû áûòü îñòðîóãîëüíûìè.
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Çàäà÷à 1.1.39. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèì-
ïèàäà äëÿ 6�7 êëàññîâ � 2009.6.5) Ðàçðåæüòå ôèãóðó íà
ðèñóíêå íà òðè ðàâíûå ÷àñòè (íå îáÿçàòåëüíî ïî ëèíèÿì
ñåòêè). (Ðàâíûìè íàçûâàþòñÿ ÷àñòè, êîòîðûå ìîæíî ñîâ-
ìåñòèòü, íàëîæèâ äðóã íà äðóãà. Ïðè ýòîì ÷àñòè ìîæíî
ïîâîðà÷èâàòü è ïåðåâîðà÷èâàòü.)

Ðåøåíèå. Óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ ðàçðåçàíèå ïðèâåäåíî íà ðèñóíêå.

Çàäà÷à 1.1.40. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2013.7.5) Ðàçðåæüòå ïî êëåòî÷êàì êâàäðàò 7× 7 íà äåâÿòü ïðÿìîóãîëü-
íèêîâ (íå îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íûõ), èç êîòîðûõ ìîæíî áóäåò ñëîæèòü ëþáîé
ïðÿìîóãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè, íå ïðåâîñõîäÿùèìè 7.

Ðåøåíèå. Ðàçðåæåì êâàäðàò íà òðè ¾óçêèõ¿ ïðÿìîóãîëüíèêà (1 × 1, 2 × 1 è
4 × 1), òðè ¾ñðåäíèõ¿ (1 × 2, 2 × 2 è 4 × 2) è òðè ¾øèðîêèõ¿ (1 × 4, 2 × 4 è
4× 4). Îïèñàííîå ðàçðåçàíèå ïðåäñòàâëåíî íà ðèñóíêå íèæå.

Èç ¾óçêèõ¿ ïðÿìîóãîëüíèêîâ ìîæíî ñëîæèòü ïðÿìîóãîëüíèê ëþáîé âûñîòû
îò 1 äî 7 è øèðèíû 1. Àíàëîãè÷íî èç ¾ñðåäíèõ¿ ïðÿìîóãîëüíèêîâ ìîæíî ñëî-
æèòü ïðÿìîóãîëüíèê ëþáîé âûñîòû îò 1 äî 7 è øèðèíû 2, à èç ¾øèðîêèõ¿ �
ïðÿìîóãîëüíèê ëþáîé âûñîòû îò 1 äî 7 è øèðèíû 4. Èç ïîëó÷åííûõ ¾óçêîãî¿,
¾ñðåäíåãî¿ è ¾øèðîêîãî¿ ïðÿìîóãîëüíèêîâ íóæíîé âûñîòû ìîæíî ñëîæèòü
ïðÿìîóãîëüíèê ýòîé âûñîòû è ëþáîé øèðèíû îò 1 äî 7.
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Çàìå÷àíèÿ. Ðåøåíèå îñíîâàíî íà òîì, ÷òî èç ïåðâûõ n ñòåïåíåé äâîéêè (íà÷è-
íàÿ ñ 20 = 1) ìîæíî ñîñòàâèòü ëþáóþ ñóììó îò 1 äî 2n− 1 âêëþ÷èòåëüíî. Íà
ýòîì ôàêòå îñíîâàíà äâîè÷íàÿ ñèñòåìà ñ÷èñëåíèÿ. Â äàííîì ñëó÷àå n = 3.

Çàäà÷à 1.1.41. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1995.7.6) Ðàçðåæüòå èçîáðà-
æ¼ííóþ ôèãóðó íà äâå ÷àñòè, èç êîòîðûõ ìîæíî ñëîæèòü öåëûé êâàäðàò 8×8.

Ðåøåíèå. Èñêîìîå ðàçðåçàíèå ïîêàçàíî íà ðèñóíêå íèæå.

Çàäà÷à 1.1.42. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2010.6.7) Âàñÿ íàçûâàåò ïðÿìîóãîëüíèê, ñòîðîíû êîòîðîãî îòëè÷àþòñÿ
íà 1, ïî÷òè�êâàäðàòîì. (Íàïðèìåð, ïðÿìîóãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè 5 è 6 � ýòî
ïî÷òè-êâàäðàò.) Ñóùåñòâóåò ëè ïî÷òè�êâàäðàò, êîòîðûé ìîæíî ðàçðåçàòü íà
2010 ïî÷òè-êâàäðàòîâ?

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî äîìèíîøêà 2 × 1 � ýòî ïðîñòåéøèé ïî÷òè�êâàäðàò.
Âîçüì¼ì ïî÷òè�êâàäðàò 2009 × 2008, ïðèñòàâèì ê íåìó ñïðàâà ïîëîñêó èç
1004 äîìèíîøåê, à ïîòîì ñâåðõó � ïîëîñêó èç 1005 äîìèíîøåê. Ïîëó÷èòñÿ
ïî÷òè�êâàäðàò, ðàçáèòûé íà 2010 ïî÷òè�êâàäðàòîâ.

Çàäà÷à 1.1.43. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2016.6.8) Íà ñêîëüêî ðàâíûõ âîñüìèóãîëüíèêîâ ìîæíî ðàçðåçàòü êâàä-
ðàò ðàçìåðîì 8× 8? (Âñå ðàçðåçû äîëæíû ïðîõîäèòü ïî ëèíèÿì ñåòêè.)
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Ðåøåíèå. ßñíî, ÷òî êîëè÷åñòâî êëåòîê â îäíîì ìíîãîóãîëüíèêå ÿâëÿåòñÿ äå-
ëèòåëåì ÷èñëà 64. Îäíà è äâå êëåòêè âîñüìèóãîëüíèêà îáðàçîâûâàòü íå ìîãóò,
ïîýòîìó âîçìîæíûå âàðèàíòû: 4, 8, 16 èëè 32 êëåòêè. Çíà÷èò, êâàäðàò ðàçìå-
ðîì 8× 8 ìîæíî ðàçðåçàòü íà 16, 8, 4 èëè 2 âîñüìèóãîëüíèêà ñîîòâåòñòâåííî.
Íà ðèñóíêå ïðåäñòàâëåíû ïðèìåðû òàêèõ ðàçðåçàíèé.

Çàìå÷àíèÿ. Ñóùåñòâóþò òàêæå ïðèìåðû, â êîòîðûõ ðàâíûå ôèãóðû ïîëó÷à-
þòñÿ ñ ïîìîùüþ ¾ïåðåâîðîòà¿.

Çàäà÷à 1.1.44. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ
îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàññîâ � 2011.6.9) Äèìà ðàç-
ðåçàë êàðòîííûé êâàäðàò 8 × 8 ïî ãðàíèöàì êëåòîê
íà øåñòü ÷àñòåé (ñì. ðèñóíîê). Îêàçàëîñü, ÷òî êâàä-
ðàò îñòàëñÿ êðåïêèì: åñëè ïîëîæèòü åãî íà ñòîë è
ïîòÿíóòü (âäîëü ñòîëà) çà ëþáóþ ÷àñòü â ëþáîì íà-
ïðàâëåíèè, òî âåñü êâàäðàò ïîòÿíåòñÿ âìåñòå ñ ýòîé
÷àñòüþ. Ïîêàæèòå, êàê ðàçðåçàòü òàêîé êâàäðàò ïî
ãðàíèöàì êëåòîê íå ìåíåå, ÷åì íà 27 ÷àñòåé, ÷òîáû
êâàäðàò îñòàâàëñÿ êðåïêèì è â êàæäîé ÷àñòè áûëî
íå áîëåå 16 êëåòîê.

Ðåøåíèå. Íà ðèñóíêå íèæå ïîêàçàíû ïðèìåðû ðàçðåçàíèÿ êâàäðàòà íà 27
÷àñòåé, 31 ÷àñòü è 33 ÷àñòè (áåëàÿ ôèãóðà âíóòðè ðàçðåçàíà íà åäèíè÷íûå
êâàäðàòèêè).

Çàìå÷àíèå. Êàêîâî íàèáîëüøåå âîçìîæíîå êîëè÷åñòâî ÷àñòåé � ïîêà íåèç-
âåñòíî.
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Çàäà÷à 1.1.45. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2009.6.9) Äàí êâàäðàò 2n × 2n. Âàñÿ çàêðàøèâàåò â í¼ì äâå ëþáûå
êëåòêè. Âñåãäà ëè Ïåòÿ ñìîæåò ðàçðåçàòü ýòîò êâàäðàò íà äâå ðàâíûå ÷àñòè
òàê, ÷òîáû çàêðàøåííûå êëåòêè áûëè â ðàçíûõ ïîëîâèíêàõ?

Ðåøåíèå. Ðàçðåæåì êâàäðàò íà ÷åòûðå êâàäðàòà n×n. Åñëè Âàñÿ çàêðàøèâà-
åò äâå êëåòêè â ðàçíûõ ÷åòâåðòèíêàõ n×n, òî Ïåòÿ ñìîæåò ðàçðåçàòü íóæíûì
îáðàçîì áîëüøîé êâàäðàò ëèáî ïî ãîðèçîíòàëè, ëèáî ïî âåðòèêàëè. Ðàññìîò-
ðèì ñëó÷àé, êîãäà Âàñÿ çàêðàñèë äâå êëåòêè â îäíîé ÷åòâåðòèíêå n× n. Ýòè
êëåòêè ëåæàò ëèáî â ðàçíûõ ñòîëáöàõ, ëèáî â ðàçíûõ ñòðîêàõ (èíà÷å áû ýòè
êëåòêè ñîâïàëè). Ïóñòü äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè çàêðàøåííûå êëåòêè ëåæàò â ðàç-
íûõ ñòðîêàõ (äëÿ ñòîëáöîâ ðàññóæäåíèå àíàëîãè÷íî). Ðàçðåæåì ÷åòâåðòèíêó
n × n ïî ãîðèçîíòàëè òàê, ÷òîáû çàêðàøåííûå êëåòêè îêàçàëèñü â ðàçíûõ
å¼ ÷àñòÿõ. Ïîñëå ýòîãî ïðîäîëæèì ðàçðåç ïî ãðàíèöå ÷åòâåðòèíîê äî öåíòðà
êâàäðàòà 2n× 2n è îòðàçèì ïîëó÷èâøèéñÿ ðàçðåç îòíîñèòåëüíî ýòîãî öåíòðà,
êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå íèæå.

2 Âçâåøèâàíèÿ

Çàäà÷à 1.2.4. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2002.7.1) Â íàáîðå èç 10 ãèðåê ëþáûå ÷åòûðå ãèðüêè ïåðåâåøèâàþò
ëþáûå òðè èç îñòàâøèõñÿ. Âåðíî ëè, ÷òî ëþáûå òðè ãèðüêè èç ýòîãî íàáîðà
ïåðåâåøèâàþò ëþáûå äâå èç îñòàâøèõñÿ ñåìè?

Ïîäñêàçêà. Ïîïðîáóéòå ðàññìîòðåòü âàðèàíò, êîãäà íàéäóòñÿ äâå ãèðüêè, âå-
ñÿùèå íå ìåíüøå, ÷åì êàêèå-òî òðè äðóãèõ.

Ðåøåíèå. Äà. Åñëè áû íåêîòîðûå äâå ãèðüêè âåñèëè âìåñòå íå ìåíüøå, ÷åì
íåêîòîðûå òðè äðóãèå, ìîæíî áûëî áû âûáðàòü èç îñòàëüíûõ ïÿòè ãèðåê äâå,
ïåðâàÿ èç êîòîðûõ âåñèò íå ìåíüøå, ÷åì âòîðàÿ. Äîáàâèâ ïåðâóþ ê äâóì
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ãèðüêàì, à âòîðóþ ê � òð¼ì, ïîëó÷èì òðè ãèðüêè, ïåðåâåøèâàþùèå ÷åòûðå
äðóãèå ãèðüêè.

Çàäà÷à 1.2.5. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2017.7.2) Ó àïòåêàðÿ åñòü òðè
ãèðüêè, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ îí îäíîìó ïîêóïàòåëþ îòâåñèë 100 ã éîäà, äðó-
ãîìó � 101 ã ì¼äà, à òðåòüåìó � 102 ã ïåðåêèñè âîäîðîäà. Ãèðüêè îí ñòàâèë
âñåãäà íà îäíó ÷àøó âåñîâ, à òîâàð � íà äðóãóþ. Ìîãëî ëè áûòü òàê, ÷òî
êàæäàÿ ãèðüêà ëåã÷å 90 ã?

Ðåøåíèå. Ìîãëî, ïîäîéäóò ãèðüêè ìàññàìè 49,5 ã, 50,5 ã è 51,5 ã.

Çàìå÷àíèÿ. Äîêàæåì, ÷òî ýòîò ïðèìåð � åäèíñòâåííûé. Íè â îäíîì èç âçâå-
øèâàíèé íå ó÷àñòâîâàëà ðîâíî îäíà ãèðüêà: èíà÷å å¼ ìàññà áûëà áû áîëüøå
90 ã. Åñëè â êàêîì-òî âçâåøèâàíèè ó÷àñòâîâàëè âñå òðè ãèðüêè, òî ýòî ìîãëî
áûòü òîëüêî òðåòüå âçâåøèâàíèå, òî åñòü ñóììà ìàññ âñåõ ãèðåê ðàâíà 102
ã. Òîãäà, ÷òîáû àïòåêàðü ìîã ïîëó÷èòü 100 ã è 101 ã, îäíà èç ãèðåê äîëæíà
âåñèòü 1 ã, à äðóãàÿ � 2 ã. Çíà÷èò, îñòàâøàÿñÿ ãèðüêà âåñèò 99 ã, ÷òî íàì íå
ïîäõîäèò. Ñëåäîâàòåëüíî, â êàæäîì âçâåøèâàíèè ó÷àñòâîâàëè ðîâíî ïî äâå
ãèðüêè, ïðèòîì êàæäûé ðàç � ðàçíûå. Çíà÷èò, óäâîåííàÿ ìàññà âñåõ ãèðåê
ðàâíà

100 + 101 + 102 = 303 ã,

òî åñòü ñóììà ìàññ òð¼õ ãèðåê ðàâíà 151,5 ã. Ïîýòîìó ìàññà ñàìîé ë¼ãêîé
ãèðüêè ðàâíà 151,5 − 102 = 49,5 ã, ìàññà ñëåäóþùåé � 151,5 − 101 = 50,5 ã, à
ìàññà ñàìîé òÿæ¼ëîé � 151,5− 100 = 51,5 ã.

Çàäà÷à 1.2.6. (Ìóíèöèïàëüíûé ýòàï Âñåðîññèéñêîé îëèìïèàäû øêîëüíèêîâ
� 2005-2006.7.3) Ó ïðîäàâöà åñòü ñòðåëî÷íûå âåñû äëÿ âçâåøèâàíèÿ ñàõàðà
ñ äâóìÿ ÷àøêàìè. Âåñû ìîãóò ïîêàçûâàòü âåñ îò 0 äî 5 êã. Ïðè ýòîì ñàõàð
ìîæíî êëàñòü òîëüêî íà ëåâóþ ÷àøêó, à ãèðè ìîæíî ñòàâèòü íà ëþáóþ èç
äâóõ ÷àøåê. Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî ãèðü äîñòàòî÷íî èìåòü ïðîäàâöó,
÷òîáû âçâåñèòü ëþáîå êîëè÷åñòâî ñàõàðà îò 0 äî 25 êã?

Ðåøåíèå. Îäíîé ãèðè ïðîäàâöó íå õâàòèò, ïîñêîëüêó äëÿ âçâåøèâàíèÿ 25 êã
ñàõàðà òðåáóåòñÿ ãèðÿ âåñîì íå ìåíåå 20 êã. Èìåÿ òîëüêî òàêóþ ãèðþ, ïðîäàâåö
íå ñìîæåò âçâåñèòü, íàïðèìåð, 10 êã ñàõàðà.

Ïîêàæåì, ÷òî ïðîäàâöó õâàòèò äâóõ ãèðü: îäíîé âåñîì 5 êã è îäíîé âåñîì
15 êã. Ñàõàð âåñîì îò 0 äî 5 êã ìîæíî âçâåñèòü áåç ãèðü. ×òîáû âçâåñèòü îò
5 äî 10 êã ñàõàðà, íóæíî ïîñòàâèòü ãèðþ â 5 êã íà ïðàâóþ ÷àøêó. ×òîáû
âçâåñèòü îò 10 äî 15 êã ñàõàðà, íóæíî ïîñòàâèòü ãèðþ â 5 êã íà ëåâóþ ÷àøêó,
à ãèðþ â 15 êã íà ïðàâóþ ÷àøêó. ×òîáû âçâåñèòü îò 15 äî 20 êã ñàõàðà, íóæíî
ïîñòàâèòü ãèðþ â 15 êã íà ïðàâóþ ÷àøêó. ×òîáû âçâåñèòü îò 20 äî 25 êã
ñàõàðà, íóæíî ïîñòàâèòü ãèðè â 5 êã è 15 êã íà ïðàâóþ ÷àøêó.
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Çàäà÷à 1.2.7. (Òóðíèð Àðõèìåäà � 2016.5) Íà ñòîëå òðè ñëèòêà çîëîòà âåñîì
â 3, 4 è 5 ã. Íà êàæäîì ñëèòêå óêàçàí âåñ, íî íàäïèñè ìîãóò áûòü ïåðåïóòàíû.
Âåñ ñëèòêîâ ìîæíî ñðàâíèâàòü íà ÷àøå÷íûõ âåñàõ áåç ãèðü, íî â ìîìåíò
âçâåøèâàíèÿ íà îäíó èç ÷àøåê (ëþáóþ) ïðûãàåò íåâèäèìûé ãíîì âåñîì â 1 ã.
Êàê, ñäåëàâ íå áîëåå äâóõ âçâåøèâàíèé, âûÿñíèòü ïðàâèëüíûé âåñ õîòÿ áû
îäíîãî ñëèòêà?

Ðåøåíèå. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíî êàêîé-íèáóäü ñëèòîê. Ñðàâíèì åãî âåñ ñ äâó-
ìÿ äðóãèìè, ïîìåùàÿ åãî îáà ðàçà íà îäíó ÷àøêó âåñîâ (ñëåâà). Ðåçóëüòàòû
âçâåøèâàíèÿ ìîãëè áûòü ñëåäóþùèìè (âíå çàâèñèìîñòè îò ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè):

>, > � ýòî ìîãëî áûòü, òîëüêî åñëè âåñ ñëèòêà ñëåâà ðàâåí 5 ã: 5 > 3, 5 > 4;

=, = � ýòî ìîãëî áûòü, òîëüêî åñëè âåñ ñëèòêà ñëåâà ðàâåí 4 ã: 4 = 3, 4 = 5;

<, < � ýòî ìîãëî áûòü, òîëüêî åñëè âåñ ñëèòêà ñëåâà ðàâåí 3 ã: 3 < 4, 3 < 5;

>, < � ýòî ìîãëî áûòü, òîëüêî åñëè âåñ ñëèòêà ñëåâà ðàâåí 4 ã: 4 > 3, 4 < 5;

>, = � ýòî ìîãëî ïîëó÷èòüñÿ òîëüêî â äâóõ ñëó÷àÿõ: 5 > 3, 5 = 4 èëè 4 > 3,
4 = 5. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ òàì, ãäå íåò ðàâåíñòâà, íà ¾ë¼ãêîé¿ ÷àøå
ñëèòîê â 3 ã;

<, = � ýòî ìîãëî ïîëó÷èòüñÿ òîëüêî â äâóõ ñëó÷àÿõ: 4 < 5, 4 = 3 èëè 3 < 5,
3 = 4. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ òàì, ãäå íåò ðàâåíñòâà, íà ¾òÿæ¼ëîé¿ ÷àøå
ñëèòîê â 5 ã;

Ïðè âñåõ ðåçóëüòàòàõ îäèí èç ñëèòêîâ íàéäåí.

Çàäà÷à 1.2.8. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàññîâ
� 2017.6.6) ×åòûðå âíåøíå îäèíàêîâûå ìîíåòêè âåñÿò 1, 2, 3 è 4 ãðàììà.
Ìîæíî ëè çà ÷åòûðå âçâåøèâàíèÿ íà ÷àøå÷íûõ âåñàõ áåç ãèðü óçíàòü, êàêàÿ
èç íèõ ñêîëüêî âåñèò?

Ðåøåíèå. Ïîëîæèì íà ÷àøè âåñîâ ïî äâå ìîíåòû è âçâåñèì. Ðàññìîòðèì äâà
ñëó÷àÿ.

1. Îäíà èç ÷àø ïåðåâåñèëà. Òîãäà íà áîëåå òÿæ¼ëîé ÷àøå ëåæàò ìîíåòû
4 ã è 2 ã èëè 4 ã è 3 ã, à íà áîëåå ë¼ãêîé � 1 ã è 3 ã èëè 1 ã è 2 ã. Çà
ñëåäóþùèå äâà âçâåøèâàíèÿ ñðàâíèì ìîíåòû íà êàæäîé ÷àøå ìåæäó
ñîáîé è îïðåäåëèì òå, êîòîðûå âåñÿò 1 ã è 4 ã. ×åòâ¼ðòûì âçâåøèâàíèåì
ñðàâíèì îñòàâøèåñÿ äâå ìîíåòû, îïðåäåëèâ, êàêàÿ èç íèõ âåñèò 2 ã, à
êàêàÿ � 3 ã.
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2. Âåñû â ðàâíîâåñèè. Òîãäà íà îäíîé ÷àøå ëåæàò ìîíåòû 2 ã è 3 ã, à íà äðó-
ãîé � 1 ã è 4 ã. Ñëåäóþùèìè äâóìÿ âçâåøèâàíèÿìè ñðàâíèâàåì ìîíåòû
íà êàæäîé ÷àøå ìåæäó ñîáîé, à çàòåì ñðàâíèì äâå ìîíåòû, îêàçàâøè-
åñÿ áîëåå òÿæ¼ëûìè, îïðåäåëèâ, êàêàÿ èç íèõ âåñèò 4 ã, à êàêàÿ � 3 ã.
Ñðàâíåíèå äâóõ ìîíåò, îêàçàâøèõñÿ ïî ðåçóëüòàòàì âòîðîãî è òðåòüåãî
âçâåøèâàíèÿ áîëåå ë¼ãêèìè, ïðîèñõîäèò àâòîìàòè÷åñêè.

Çíà÷èò, çà ÷åòûðå âçâåøèâàíèÿ íà ÷àøå÷íûõ âåñàõ áåç ãèðü ìîæíî óçíàòü âåñ
êàæäîé èç ÷åòûð¼õ ìîíåò.

Çàìå÷àíèå.Îòìåòèì, ÷òî äëÿ âûïîëíåíèÿ àëãîðèòìà ñòàíäàðòíîé ñîðòèðîâêè
÷åòûð¼õ îáúåêòîâ íåäîñòàòî÷íî ÷åòûð¼õ ñðàâíåíèé.

Çàäà÷à 1.2.9. (Ìóíèöèïàëüíûé ýòàï Âñåðîññèéñêîé îëèìïèàäû øêîëüíèêîâ
� 2007-2008.7.2) Â êîïèëêå ëåæàò 30 ìîíåò, ñðåäè êîòîðûõ 2 ôàëüøèâûå: îäíà
ëåã÷å íàñòîÿùèõ íà 0,5 ã, äðóãàÿ ëåã÷å íàñòîÿùèõ íà 1 ã. Êàê ñ ïîìîùüþ äâóõ
âçâåøèâàíèé íà ÷àøå÷íûõ âåñàõ áåç ãèðü îïðåäåëèòü 14 íàñòîÿùèõ ìîíåò?

Ðåøåíèå. Îòëîæèì 2 ìîíåòû. Îñòàâøèåñÿ 28 ðàçäåëèì íà 4 îäèíàêîâûõ êó÷-
êè. Íàçîâ¼ì èõ À, Á, Â è Ã. Ïðîèçâåä¼ì äâà âçâåøèâàíèÿ: À è Á; Â è Ã.

Åñëè À = Á, òî â ýòèõ äâóõ êó÷êàõ âñå ìîíåòû íàñòîÿùèå. Åñëè Â = Ã, òî
â ýòèõ äâóõ êó÷êàõ âñå ìîíåòû íàñòîÿùèå. Åñëè ïðè ýòèõ äâóõ âçâåøèâàíèÿõ
ðàâíîâåñèÿ íå íàáëþäàëîñü, òî íàñòîÿùèå ìîíåòû íà ïåðåâåøèâàþùèõ ÷àøàõ
âåñîâ. Ïðè ëþáûõ ðåçóëüòàòàõ âçâåøèâàíèÿ ìîæíî îòîáðàòü 14 íàñòîÿùèõ
ìîíåò.

Çàäà÷à 1.2.10. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2008.6.7) Þâåëèð èçãîòîâèë 6 îäèíàêîâûõ ïî âèäó ñåðåáðÿíûõ óêðàøå-
íèé ìàññîé 22 ã, 23 ã, 24 ã, 32 ã, 34 ã è 36 ã è ïîðó÷èë ñâîåìó ïîäìàñòåðüþ
âûáèòü íà êàæäîì óêðàøåíèè åãî ìàññó. Ìîæåò ëè þâåëèð çà äâà âçâåøè-
âàíèÿ íà ÷àøå÷íûõ âåñàõ áåç ñòðåëîê è ãèðåê îïðåäåëèòü, íå ïåðåïóòàë ëè
ïîäìàñòåðüå óêðàøåíèÿ?

Ðåøåíèå. Ïåðâîå âçâåøèâàíèå: íà îäíó ÷àøó âåñîâ ïîëîæèì óêðàøåíèÿ ñ
ïå÷àòÿìè 22 ã, 23 ã, 24 ã, à íà âòîðóþ � 34 ã è 36 ã. Âòîðàÿ ÷àøà ïåðåâåñèò
ëèøü òîãäà, êîãäà ãðóïïû óêðàøåíèé îïðåäåëåíû âåðíî. Ïðè ýòîì îñòàâøååñÿ
óêðàøåíèå èìååò ìàññó 32 ã. Âòîðîå âçâåøèâàíèå: íà ïåðâóþ ÷àøó ïîëî-
æèì óêðàøåíèÿ ñ ïðåäïîëàãàåìûìè ìàññàìè 24 ã è 32 ã (êîòîðóþ ìû çíàåì
òî÷íî), à íà âòîðóþ � 22 ã è 34 ã. Â ýòîì ñëó÷àå íà ïåðâîé ÷àøå âåñîâ ïîëó÷èò-
ñÿ ëèáî 56 ã (åñëè âñ¼ ïðàâèëüíî), ëèáî ìåíüøå (åñëè ïîäìàñòåðüå îøèáñÿ),
à íà âòîðîé ÷àøå ëèáî 56 ã, ëèáî áîëüøå. Ëèøü â ñëó÷àå ïðàâèëüíîãî óêàçà-
íèÿ ýòèõ ÷åòûð¼õ ìàññ íà âåñàõ óñòàíîâèòñÿ ðàâíîâåñèå. Â ýòîì ñëó÷àå ìàññà
îñòàâøèõñÿ ãèðü � 23 ã è 36 ã. Çíà÷èò, þâåëèð ìîæåò çà äâà âçâåøèâàíèÿ
ïðîâåðèòü ïðàâèëüíîñòü âûïîëíåííîãî ïîäìàñòåðüåì ïîðó÷åíèÿ.
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Çàäà÷à 1.2.11. (Ìóíèöèïàëüíûé ýòàï Âñåðîññèéñêîé îëèìïèàäû øêîëüíè-
êîâ � 1998-1999.8.2) Ó ôàëüøèâîìîíåò÷èêà åñòü 40 âíåøíå îäèíàêîâûõ ìîíåò,
ñðåäè êîòîðûõ 2 ôàëüøèâûå � îíè ëåã÷å, ÷åì îñòàëüíûå, è âåñÿò îäèíàêîâî.
Êàê ñ ïîìîùüþ äâóõ âçâåøèâàíèé íà ÷àøå÷íûõ âåñàõ áåç ãèðü îòîáðàòü 20
íàñòîÿùèõ?

Ðåøåíèå. Ðàçîáü¼ì ìîíåòû íà òðè êó÷è: À, Á è Â, ñîäåðæàùèå 10, 10 è 20
ìîíåò ñîîòâåòñòâåííî. Ñðàâíèì âåñà À è Á, åñòü äâà âàðèàíòà:

1. Âåñ À ðàâåí âåñó Á. Òîãäà ñðàâíèì âåñà À + Á è Â. Åñëè âåñ À + Á
ìåíüøå, òî â À è Á ïî îäíîé ôàëüøèâîé ìîíåòå è Â � èñêîìàÿ êó÷à;
åñëè âåñ À + Á áîëüøå, òî íè â À, íè â Á íåò ôàëüøèâûõ ìîíåò, è
èñêîìàÿ êó÷à � À+Á. Ñëó÷àé ðàâåíñòâà, î÷åâèäíî, íåâîçìîæåí.

2. Âåñ À áîëüøå âåñà Á (ïðîòèâîïîëîæíûé ñëó÷àé àíàëîãè÷åí). Òîãäà ìî-
íåòû â À çàâåäîìî íàñòîÿùèå, à â Á åñòü õîòÿ áû îäíà ôàëüøèâàÿ.
Ïîýòîìó â Â íå áîëåå îäíîé ôàëüøèâîé ìîíåòû. Òåïåðü ðàçîáü¼ì Â íà
äâå ïîëîâèíû è ñðàâíèì èõ ìåæäó ñîáîé íà âåñàõ: â òîé, êîòîðàÿ òÿæå-
ëåå, íåò ôàëüøèâûõ ìîíåò. Ýòà ïîëîâèíà âìåñòå ñ À ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé
êó÷åé.

Çàäà÷à 1.2.12. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2011.6.8) Èçâåñòíî, ÷òî ñðåäè 63 ìîíåò åñòü 7 ôàëüøèâûõ. Âñå ôàëüøè-
âûå ìîíåòû âåñÿò îäèíàêîâî, âñå íàñòîÿùèå ìîíåòû òàêæå âåñÿò îäèíàêîâî,
è ôàëüøèâàÿ ìîíåòà ëåã÷å íàñòîÿùåé. Êàê çà òðè âçâåøèâàíèÿ íà ÷àøå÷íûõ
âåñàõ áåç ãèðü îïðåäåëèòü 7 íàñòîÿùèõ ìîíåò?

Ðåøåíèå. Îïðåäåëèòü ñåìü íàñòîÿùèõ ìîíåò çà òðè âçâåøèâàíèÿ ìîæíî ñëå-
äóþùèì îáðàçîì.

1. Îòëîæèì îäíó ìîíåòó è ïîëîæèì íà ÷àøêè âåñîâ ïî 31 ìîíåòå. Åñëè
÷àøêè óðàâíîâåñèëèñü, òî ìû îòëîæèëè ôàëüøèâóþ, è íà êàæäîé ÷àøêå
ïî 3 ôàëüøèâûõ ìîíåòû. Åñëè æå îäíà èç ÷àøåê îêàçàëàñü òÿæåëåå, òî
íà íåé íàâåðíÿêà íå áîëåå òð¼õ ôàëüøèâûõ ìîíåò. Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå
ïåðâîãî âçâåøèâàíèÿ ìû ñìîæåì âûäåëèòü 31 ìîíåòó, ñðåäè êîòîðûõ íå
áîëåå òð¼õ ôàëüøèâûõ.

2. Âîçüì¼ì ýòó ãðóïïó ìîíåò è ïðîâåä¼ì àíàëîãè÷íóþ îïåðàöèþ: ñíîâà
îòëîæèì îäíó ìîíåòó è ïîëîæèì íà ÷àøêè âåñîâ ïî 15 ìîíåò. Ïîñëå
ýòîãî âçâåøèâàíèÿ ìû ñìîæåì âûäåëèòü 15 ìîíåò, ñðåäè êîòîðûõ íå
áîëåå îäíîé ôàëüøèâîé.

3. Ïîâòîðèâ àíàëîãè÷íóþ îïåðàöèþ â òðåòèé ðàç, ìû ïîëó÷èì 7 íàñòîÿùèõ
ìîíåò.
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Çàäà÷à 1.2.13. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2015.6.9) Åñòü 13 çîëîòûõ è 14 ñåðåáðÿíûõ ìîíåò, èç êîòîðûõ ðîâíî îäíà
ôàëüøèâàÿ. Èçâåñòíî, ÷òî åñëè ôàëüøèâàÿ ìîíåòà � çîëîòàÿ, òî îíà ëåã÷å
íàñòîÿùåé, òàê êàê ñäåëàíà èç ìåíüøåãî êîëè÷åñòâà çîëîòà, à åñëè ôàëü-
øèâàÿ ìîíåòà � ñåðåáðÿíàÿ, òî îíà òÿæåëåå íàñòîÿùåé, òàê êàê ñäåëàíà èç
áîëåå äåø¼âîãî è òÿæ¼ëîãî ìåòàëëà. Êàê íàéòè ôàëüøèâóþ ìîíåòó çà òðè
âçâåøèâàíèÿ íà ÷àøå÷íûõ âåñàõ áåç ãèðü? (Íàñòîÿùèå çîëîòûå ìîíåòû âåñÿò
îäèíàêîâî è íàñòîÿùèå ñåðåáðÿíûå ìîíåòû âåñÿò îäèíàêîâî.)

Ðåøåíèå. Ðàçîáü¼ì ìîíåòû íà òðè ãðóïïû: äâå ïî 4 çîëîòûõ è 5 ñåðåáðÿíûõ
ìîíåò â êàæäîé è îäíó ãðóïïó èç 5 çîëîòûõ è 4 ñåðåáðÿíûõ ìîíåò. Ïåðâûì
âçâåøèâàíèåì ñðàâíèì âåñà ïåðâûõ äâóõ ãðóïï. Åñëè îíè ðàâíû, òî ôàëüøè-
âàÿ ìîíåòà â òðåòüåé ãðóïïå. Åñëè íå ðàâíû, òî ôàëüøèâàÿ ìîíåòà èëè ñðåäè
÷åòûð¼õ çîëîòûõ ñ áîëåå ë¼ãêîé ÷àøè, èëè ñðåäè ïÿòè ñåðåáðÿíûõ ñ áîëåå
òÿæ¼ëîé ÷àøè.

Âî âòîðîì ñëó÷àå îáúåäèíèì ïîäîçðèòåëüíûå 4 çîëîòûõ è 5 ñåðåáðÿíûõ ìîíåò.
Ðàçîáü¼ì ýòè ìîíåòû íà òðè ãðóïïû: â äâóõ ãðóïïàõ � ïî 1 çîëîòîé è ïî 2
ñåðåáðÿíûõ, à â òðåòüåé � 2 çîëîòûå è 1 ñåðåáðÿíàÿ ìîíåòà. Äàëåå âûáèðàåì
ãðóïïó ñ ôàëüøèâîé ìîíåòîé àíàëîãè÷íî ïåðâîìó âçâåøèâàíèþ.

Åñëè ôàëüøèâàÿ ìîíåòà îêàçàëàñü â ãðóïïå, ãäå 1 çîëîòàÿ è 2 ñåðåáðÿíûå, òî
â òðåòèé ðàç âçâåøèâàåì äâå ñåðåáðÿíûå ìîíåòû. Òîãäà ëèáî áîëåå òÿæ¼ëàÿ
èç íèõ � ôàëüøèâàÿ, ëèáî (åñëè èõ âåñà ðàâíû) ôàëüøèâàÿ ìîíåòà � çîëî-
òàÿ. Ôàëüøèâàÿ ìîíåòà, îêàçàâøàÿñÿ â ãðóïïå, ãäå 2 çîëîòûå è 1 ñåðåáðÿíàÿ,
îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ïåðâûé ñëó÷àé (ôàëüøèâàÿ ìîíåòà ñðåäè 5 çîëîòûõ è 4 ñåðåáðÿíûõ) ðàçáè-
ðàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Çàäà÷à 1.2.14. (Ðåãèîíàëüíûé ýòàï Âñåðîññèéñêîé îëèìïèàäû øêîëüíèêîâ
� 2009.8.4) Èìåþòñÿ ÷àøå÷íûå âåñû è 100 ìîíåò, ñðåäè êîòîðûõ íåñêîëüêî
(áîëüøå 0, íî ìåíüøå 99) ôàëüøèâûõ ìîíåò. Âñå ôàëüøèâûå ìîíåòû âåñÿò
îäèíàêîâî, âñå íàñòîÿùèå òîæå âåñÿò îäèíàêîâî, ïðè ýòîì ôàëüøèâàÿ ìî-
íåòà ëåã÷å íàñòîÿùåé. Ìîæíî äåëàòü âçâåøèâàíèå íà âåñàõ, çàïëàòèâ ïåðåä
âçâåøèâàíèåì îäíó èç ìîíåò. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî ñ ãàðàíòèåé îáíàðóæèòü
íàñòîÿùóþ ìîíåòó.

Ðåøåíèå. Îòëîæèì îäíó ìîíåòó. Ïîñêîëüêó íàñòîÿùèõ ìîíåò íå ìåíüøå
äâóõ, ñðåäè îñòàâøèõñÿ 99 ìîíåò åñòü õîòÿ áû îäíà íàñòîÿùàÿ. Çàíóìåðóåì
ýòè ìîíåòû è âçâåñèì ïåðâóþ ñî âòîðîé, çàïëàòèâ çà âçâåøèâàíèå îòëîæåí-
íîé ìîíåòîé. Åñëè îäíà èç ìîíåò ïåðåâåñèëà, òî îíà � íàñòîÿùàÿ, è çàäà÷à
ðåøåíà. Åñëè âåñà ïåðâîé è âòîðîé ìîíåò ðàâíû, ñðàâíèì âòîðóþ ìîíåòó ñ
òðåòüåé, çàïëàòèâ çà âçâåøèâàíèå ïåðâîé ìîíåòîé. Åñëè îäíà èç ìîíåò ïåðå-
âåñèëà, çàäà÷à ðåøåíà. Èíà÷å âçâåñèì òðåòüþ ìîíåòó ñ ÷åòâ¼ðòîé, çàïëàòèâ
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çà ýòî âòîðîé ìîíåòîé è ò. ä. Åñëè â êàêîé-òî ìîìåíò îäíà èç ìîíåò ïåðåâå-
ñèò � çàäà÷à ðåøåíà. Åñëè æå âñå 98 âçâåøèâàíèé äàëè ðàâíîâåñèå, òî âñå
99 ïðîíóìåðîâàííûõ ìîíåò âåñèëè îäèíàêîâî, è, ïîñêîëüêó ñðåäè íèõ áûëà
íàñòîÿùàÿ, âñå îíè, â òîì ÷èñëå è äâå îñòàâøèõñÿ ïîñëå 98-ãî âçâåøèâàíèÿ �
íàñòîÿùèå.

3 Ïåðåëèâàíèÿ

Çàäà÷à 1.3.3. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2006.6.4) Òàíÿ ñòîèò íà áåðåãó
ðå÷êè. Ó íå¼ åñòü äâà ãëèíÿíûõ êóâøèíà: îäèí � íà 5 ëèòðîâ, à ïðî âòîðîé
Òàíÿ ïîìíèò ëèøü òî, ÷òî îí âìåùàåò òî ëè 3, òî ëè 4 ëèòðà. Ïîìîãèòå Òàíå
îïðåäåëèòü ¼ìêîñòü âòîðîãî êóâøèíà. (Çàãëÿäûâàÿ â êóâøèí, íåëüçÿ ïîíÿòü,
ñêîëüêî â í¼ì âîäû.)

Ðåøåíèå. Ïóñòü Òàíÿ íàëü¼ò èç ïîëíîãî ìàëîãî êóâøèíà ðå÷íóþ âîäó â áîëü-
øîé, à çàòåì íàïîëíèò ìàëûé è èç íåãî äîëü¼ò áîëüøîé äîâåðõó. Äàëåå Òàíå
íàäî îïîðîæíèòü áîëüøîé ñîñóä è âûëèòü â íåãî îñòàòîê èç ìàëîãî. Åñëè ìà-
ëûé áûë íà 3 ëèòðà, òî ñåé÷àñ â áîëüøîì 1 ëèòð, èíà÷å � 3 ëèòðà. Òåïåðü ïóñòü
Òàíÿ ñíîâà ïîïûòàåòñÿ ïåðåëèòü âîäó èç ïîëíîãî ìàëîãî êóâøèíà â áîëüøîé.
Åñëè ýòî åé óäàñòñÿ, òî ìàëûé áûë òð¼õëèòðîâûì, åñëè âîäà ïîëü¼òñÿ ÷åðåç
êðàé, � ÷åòûð¼õëèòðîâûì.

Çàäà÷à 1.3.4. (Âñåðîññèéñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ � 2014.5.3) Êàê îòìå-
ðèòü 8 ë âîäû, íàõîäÿñü îêîëî ðåêè è èìåÿ äâà âåäðà âìåñòèìîñòüþ 10 ë è 6 ë
(8 ë âîäû äîëæíî ïîëó÷èòüñÿ â îäíîì âåäðå)?

Ðåøåíèå. Â òàáëèöå ïðèâåäåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàïîëíåíèÿ îáîèõ â¼äåð.

10�ëèòðîâîå âåäðî 6�ëèòðîâîå âåäðî
10 0
4 6
4 0
0 4
10 4
8 6

Çàäà÷à 1.3.5. (Âñåðîññèéñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ � 2014.6.3) Êàê îòìå-
ðèòü 2 ë âîäû, íàõîäÿñü îêîëî ðåêè è èìåÿ äâà âåäðà âìåñòèìîñòüþ 10 ë è
6 ë? (Äâà ëèòðà âîäû äîëæíû ïîëó÷èòüñÿ â îäíîì âåäðå.)
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Ðåøåíèå. Â òàáëèöå ïðèâåäåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàïîëíåíèÿ îáîèõ â¼äåð.

10�ëèòðîâîå âåäðî 6�ëèòðîâîå âåäðî
0 6
6 0
6 6
10 2

Çàäà÷à 1.3.6. (Ìîñêîâñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà � 1964.9.2) Â n ñòàêà-
íàõ äîñòàòî÷íî áîëüøîé âìåñòèòåëüíîñòè íàëèòî ïîðîâíó âîäû. Ðàçðåøàåòñÿ
ïåðåëèâàòü èç ëþáîãî ñòàêàíà â ëþáîé äðóãîé ñòîëüêî âîäû, ñêîëüêî èìååòñÿ
â ýòîì ïîñëåäíåì. Ïðè êàêèõ n ìîæíî çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ ñëèòü âîäó â
îäèí ñòàêàí?

Ðåøåíèå. Åñëè n ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ äâîéêè, òî àëãîðèòì ïåðåëèâàíèÿ ëåãêî
ñòðîèòñÿ.

Äîêàæåì, ÷òî ïðè îñòàëüíûõ n ïåðåëèòü âñþ âîäó â îäèí ñòàêàí íåëüçÿ. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî íàì óäàëîñü ïåðåëèòü âñþ âîäó â îäèí ñòàêàí. Ïðèìåì çà åäèíè-
öó èçìåðåíèÿ îáúåìà íà÷àëüíûé îáú¼ì âîäû â êàæäîì ñòàêàíå. Òîãäà ïîñëå
ëþáîãî ÷èñëà ïåðåëèâàíèé îáú¼ì âîäû â ëþáîì ñòàêàíå áóäåò âûðàæàòüñÿ
öåëûì ÷èñëîì. Îáðàòèì íàø ïðîöåññ. Òîãäà â íà÷àëüíûé ìîìåíò ó íàñ åñòü
n åäèíèö îáú¼ìà âîäû â îäíîì ñòàêàíå, à â êîíå÷íûé ìîìåíò � ïî îäíîé åäè-
íèöå â êàæäîì ñòàêàíå. Îäíà îïåðàöèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ïåðåëèâàíèè èç îäíîãî
ñòàêàíà ïîëîâèíû èìåþùåéñÿ â í¼ì âîäû â ëþáîé èç îñòàëüíûõ ñòàêàíîâ.
Ïóñòü p � ëþáîé ïðîñòîé íå÷¼òíûé äåëèòåëü ÷èñëà n. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò
êîëè÷åñòâî âîäû â êàæäîì ñòàêàíå äåëèòñÿ íà p, â ïðîöåññå ïåðåëèâàíèé ýòî
ñâîéñòâî ñîõðàíÿåòñÿ. Çíà÷èò, â êîíå÷íûé ìîìåíò êîëè÷åñòâî âîäû â êàæäîì
ñòàêàíå äîëæíî äåëèòüñÿ íà p, òî åñòü 1 äåëèòñÿ íà p � ïðîòèâîðå÷èå.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè n = 2k, k � öåëîå, ìîæíî çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ ñëèòü
âîäó â îäèí ñòàêàí.

4 Ïðèìåðû è êîíñòðóêöèè

Çàäà÷à 1.4.4. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1994.6.1) Ñðåäè ÷åòûð¼õ ëþ-
äåé íåò òð¼õ ñ îäèíàêîâûì èìåíåì, èëè ñ îäèíàêîâûì îò÷åñòâîì, èëè ñ îäè-
íàêîâîé ôàìèëèåé, íî ó êàæäûõ äâóõ ñîâïàäàåò èëè èìÿ, èëè îò÷åñòâî, èëè
ôàìèëèÿ. Ìîæåò ëè òàêîå áûòü?

Ðåøåíèå. Äà, ìîæåò. Íàïðèìåð: Àíäðåé Âàñèëüåâè÷ Èâàíîâ, Àíäðåé Ãåííà-
äèåâè÷ Ïåòðîâ, Áîðèñ Ãåííàäèåâè÷ Èâàíîâ, Áîðèñ Âàñèëüåâè÷ Ïåòðîâ.
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Çàäà÷à 1.4.5. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2015.6.1) ×å-
ðåç äâîð ïðîõîäÿò ÷åòûðå ïåðåñåêàþùèåñÿ òðîïèíêè (ñì.
ïëàí). Ïîñàäèòå ÷åòûðå ÿáëîíè òàê, ÷òîáû ïî îáå ñòîðîíû
îò êàæäîé òðîïèíêè áûëî ïîðîâíó ÿáëîíü.

Ðåøåíèå. Ñïîñîáû ïîñàäêè ÿáëîíü ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêå íèæå.

Çàäà÷à 1.4.6. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2017.6.1;7.1) Ôåðìåð îãîðîäèë
ñíàðóæè ó÷àñòîê çåìëè è ðàçäåëèë åãî íà òðåóãîëüíèêè ñî ñòîðîíîé 50 ì. Â
íåêîòîðûõ òðåóãîëüíèêàõ îí âûñàäèë êàïóñòó, à â íåêîòîðûå ïóñòèë ïàñòèñü
êîç. Ïîìîãèòå ôåðìåðó ïîñòðîèòü ïî ëèíèÿì ñåòêè äîïîëíèòåëüíûå çàáîðû
êàê ìîæíî ìåíüøåé îáùåé äëèíû, ÷òîáû çàùèòèòü âñþ êàïóñòó îò êîç.

Ðåøåíèå. Íà ðèñóíêå ñëåâà ïîêàçàíî, êàê ïîñòðîèòü çàáîðû îáùåé äëèíîé
650 ì. Íà ðèñóíêå ñïðàâà ïîêàçàíû 13 ïóíêòèðíûõ ëèíèé. Êàæäàÿ èç íèõ ìî-
æåò áûòü ïóò¼ì, ïî êîòîðîìó îäíà èç êîç äîáåð¼òñÿ äî êàïóñòû. Çíà÷èò, ìû
äîëæíû êàæäóþ ëèíèþ ïåðåêðûòü çàáîðîì. Çàìåòèì, ÷òî íèêàêèå äâå ëèíèè
íåëüçÿ ïåðå÷åðêíóòü îäíîé ñòîðîíîé òðåóãîëüíèêà. Ïîýòîìó íà ïåðå÷¼ðêèâà-
íèå âñåõ 13 ëèíèé ïîòðåáóåòñÿ êàê ìèíèìóì 13 çàáîðîâ ïî 50 ì.
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Çàäà÷à 1.4.7. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2015.7.1) Âî
äâîðå, ãäå ïðîõîäÿò ÷åòûðå ïåðåñåêàþùèåñÿ òðîïèíêè, ðàñ-
ò¼ò îäíà ÿáëîíÿ (ñì. ïëàí). Ïîñàäèòå åù¼ òðè ÿáëîíè òàê,
÷òîáû ïî îáå ñòîðîíû îò êàæäîé òðîïèíêè áûëî ïîðîâíó ÿá-
ëîíü.

Ðåøåíèå. Ñõåìà ïîñàäêè ÿáëîíü ïîêàçàíà íà ðèñóíêå íèæå.

Çàäà÷à 1.4.8. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2012.7.1) Êâàäðàò 3 × 3 çà-
ïîëíåí öèôðàìè òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå ñëåâà. Ðàçðåøàåòñÿ õîäèòü ïî
êëåòêàì ýòîãî êâàäðàòà, ïåðåõîäÿ èç êëåòêè â ñîñåäíþþ (ïî ñòîðîíå), íî íè â
êàêóþ êëåòêó íå ðàçðåøàåòñÿ ïîïàäàòü äâàæäû. Ïåòÿ ïðîø¼ë, êàê ïîêàçàíî
íà ðèñóíêå ñïðàâà, è âûïèñàë ïî ïîðÿäêó âñå öèôðû, âñòðåòèâøèåñÿ ïî ïóòè,
� ïîëó÷èëîñü ÷èñëî 84937561. Íàðèñóéòå äðóãîé ïóòü òàê, ÷òîáû ïîëó÷èëîñü
÷èñëî ïîáîëüøå (÷åì áîëüøå, òåì ëó÷øå).

Ðåøåíèå. Åñëè îáîéòè âñå êëåòêè äîñêè, òî ïîëó÷èòñÿ äåâÿòèçíà÷íîå ÷èñëî,
êîòîðîå, êîíå÷íî, áóäåò áîëüøå ëþáîãî âîñüìèçíà÷íîãî. Äåâÿòèçíà÷íîå ÷èñëî
òåì áîëüøå, ÷åì áîëüøå åãî ïåðâàÿ öèôðà. Íî äåâÿòèçíà÷íîãî ÷èñëà, íà÷èíà-
þùåãîñÿ ñ 9, ïîñòðîèòü íå óäàñòñÿ. Áîëåå òîãî, íè äëÿ êàêîé èç ñåðûõ êëåòîê
(ðèñóíîê ñëåâà) íå ñóùåñòâóåò íà÷èíàþùåãîñÿ â íåé ïóòè, ïðîõîäÿùåãî ïî
âñåì êëåòêàì äîñêè. Äåéñòâèòåëüíî, õîä èç ñåðîé êëåòêè âñåãäà ïðèâîäèò â
áåëóþ. Âñåãî ñåðûõ êëåòîê ÷åòûðå, ïîýòîìó áåëûõ êëåòîê íà ëþáîì òàêîì
ïóòè òîæå íå áîëåå ÷åòûð¼õ � âñå ïÿòü áåëûõ êëåòîê òàê íå îáîéòè.
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Ïîýòîìó íàäî íà÷àòü ñ ñàìîé áîëüøîé ¾áåëîé¿ öèôðû � öèôðû 5, ïåðåéòè ê
å¼ íàèáîëüøåìó ñîñåäó, öèôðå 7, à ïîòîì ê å¼ íàèáîëüøåìó ñîñåäó, öèôðå 3.
Çàòåì ïðèä¼òñÿ ïåðåéòè ê êëåòêå 6 � èíà÷å îáîéòè âñþ äîñêó íå ïîëó÷èòñÿ.
Äàëåå ïóòü åäèíñòâåíåí. Òàêèì îáðàçîì, íàèáîëüøåå ÷èñëî, êîòîðîå ìîæíî
ïîëó÷èòü, � 573618492.

Çàäà÷à 1.4.9. (Òóðíèð Àðõèìåäà � 2014.1) Òðåáóåòñÿ ïåðåäâèíóòü êàæäóþ
èç ïÿòè ôèøåê íà ñîñåäíþþ êëåòêó òàê, ÷òîáû â èòîãå â êàæäîé ñòðîêå,
êàæäîì ñòîëáöå è íà êàæäîé äèàãîíàëè îêàçàëîñü íå áîëåå îäíîé ôèøêè. (Äâå
êëåòêè íàçûâàþòñÿ ñîñåäíèìè, åñëè îíè èìåþò îáùóþ ñòîðîíó.) Ïîêàæèòå,
êàê ýòî ñäåëàòü. (Ïåðåäâèæåíèÿ ôèøåê ïîêàæèòå ñòðåëêàìè.)

Ðåøåíèå. Èñêîìàÿ ïåðåñòàíîâêà ôèøåê ïðèâåäåíà íà ðèñóíêå íèæå.

Çàäà÷à 1.4.10. (Òóðíèð Àðõèìåäà � 2017.1) Íà ðèñóíêå ðàññòàâëåíû êàð-
òî÷êè ñ ÷èñëàìè 1, 2, 3, . . . , 9 òàê, ÷òî ïîëó÷èëèñü ÷åòûðå íåâåðíûõ ðàâåíñòâà
(òðè ãîðèçîíòàëüíûõ, îäíî âåðòèêàëüíîå).

Ïåðåñòàâüòå ýòè êàðòî÷êè òàê, ÷òîáû âñå ðàâåíñòâà ñòàëè âåðíûìè. Äîñòàòî÷-
íî ïðèâåñòè îòâåò.
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Ðåøåíèå. Îòâåò ïðåäñòàâëåí íà ðèñóíêå íèæå.

Çàäà÷à 1.4.11. (Òóðíèð Àðõèìåäà � 2005.7.1) Íà ðè-
ñóíêå èçîáðàæåíî, êàê èçìåíÿëñÿ êóðñ òóãðèêà â òå÷å-
íèå íåäåëè. Ó Ïåòè áûëî 30 ðóáëåé. Â îäèí èç äíåé
íåäåëè îí îáìåíÿë âñå ñâîè ðóáëè íà òóãðèêè. Ïîòîì îí
îáìåíÿë âñå òóãðèêè íà ðóáëè. Çàòåì îí åù¼ ðàç îáìå-
íÿë âñå âûðó÷åííûå ðóáëè íà òóãðèêè, è, â êîíöå êîí-
öîâ, îáìåíÿë âñå òóãðèêè îáðàòíî íà ðóáëè. Íàïèøèòå,
â êàêèå äíè îí ñîâåðøàë ýòè îïåðàöèè, åñëè â âîñêðå-
ñåíüå ó íåãî îêàçàëîñü 54 ðóáëÿ. (Äîñòàòî÷íî ïðèâåñòè
ïðèìåð.)

Ðåøåíèå. Âî âòîðíèê îí îáìåíÿë ñâîè ðóáëè íà 6 òóãðèêîâ, ïðîäàë èõ â ñðåäó
è ïîëó÷èë 36 ðóáëåé. Â ïÿòíèöó îí îáìåíÿë ïîëó÷åííûå ðóáëè íà 9 òóãðèêîâ.
Ïðîäàâ èõ â ñóááîòó, îí ïîëó÷èë 54 ðóáëÿ.

Çàäà÷à 1.4.12. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2014.6.2) Èç øåñòè êîñòÿøåê
äîìèíî (ñì. ðèñóíîê) ñëîæèòå ïðÿìîóãîëüíèê 3 × 4 òàê, ÷òîáû âî âñåõ òð¼õ
ñòðî÷êàõ òî÷åê áûëî ïîðîâíó è âî âñåõ ÷åòûð¼õ ñòîëáöàõ òî÷åê áûëî òîæå
ïîðîâíó. (Âûäåëèòå ïîæèðíåå ãðàíèöû äîìèíîøåê.)

Ðåøåíèå. Ïðèìåð óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ çàäà÷è ïðÿìîóãîëüíèêà ïîêà-
çàí íà ðèñóíêå íèæå.
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Çàìå÷àíèÿ. Âñåãî òî÷åê 12, çíà÷èò, â êàæäîé ñòðî÷êå áóäåò ïî 4, à â êàæäîì
ñòîëáèêå ïî 3. Ïóñòóþ äîìèíîøêó è äîìèíîøêó ñ ÷åòûðüìÿ òî÷êàìè íåëüçÿ
ñòàâèòü âåðòèêàëüíî, èíà÷å â ñîîòâåòñòâóþùåì ñòîëáèêå íèêàê íå ïîëó÷èòñÿ
òð¼õ òî÷åê. Ïîýòîìó èõ åñòåñòâåííî ïîïðîáîâàòü ðàñïîëîæèòü ãîðèçîíòàëüíî
â îäíîé ñòðî÷êå. Ïîñëå ýòîãî íóæíûé ïðèìåð óæå äîâîëüíî ïðîñòî íàðèñî-
âàòü.

Çàäà÷à 1.4.13. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2010.6.3) Ïîðîñ¼íîê Íàô-
Íàô ïðèäóìàë, êàê ñëîæèòü ïàðàëëåëåïèïåä èç îäèíàêîâûõ êóáèêîâ è îêëå-
èòü åãî òðåìÿ êâàäðàòàìè áåç ùåëåé è íàëîæåíèé. Ñäåëàéòå ýòî è âû.

Ðåøåíèå. Íàïðèìåð, îí ìîæåò ñëîæèòü áàøíþ èç ÷åòûð¼õ êóáèêîâ, ¾çàâåð-
íóòü¿ å¼ â êâàäðàò 4× 4, à íèç è âåðõ çàêëåèòü êâàäðàòàìè 1× 1.

Çàäà÷à 1.4.14. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2014.6.4) Íàðèñóéòå ôèãóðó,
êîòîðóþ ìîæíî ðàçðåçàòü íà ÷åòûðå ôèãóðêè, èçîáðàæ¼ííûå ñëåâà, à ìîæíî
� íà ïÿòü ôèãóðîê, èçîáðàæ¼ííûõ ñïðàâà. (Ôèãóðêè ìîæíî ïîâîðà÷èâàòü.)

Ðåøåíèå. Òðåáóåìàÿ ôèãóðà ïðåäñòàâëåíà íà ðèñóíêå íèæå.

Çàìå÷àíèÿ. Ïðèäóìàòü òàêóþ ôèãóðó ìîæíî, çàìåòèâ, ÷òî áîëüøàÿ áóêâà
Ò óæå ñîäåðæèò â ñåáå ìàëåíüêóþ, à ïîýòîìó íóæíî âçÿòü ÷åòûðå áîëüøèõ
Ò è ñîåäèíèòü èõ ¾íîæêàìè¿ äðóã ñ äðóãîì òàê, ÷òîáû ëèøíèå êëåòî÷êè
îáðàçîâàëè íåäîñòàþùóþ ïÿòóþ ôèãóðêó.

Çàäà÷à 1.4.15. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2007.6.4) Â Ñîâåðøåííîì ãî-
ðîäå øåñòü ïëîùàäåé. Êàæäàÿ ïëîùàäü ñîåäèíåíà ïðÿìûìè óëèöàìè ðîâíî
ñ òðåìÿ äðóãèìè ïëîùàäÿìè. Íèêàêèå äâå óëèöû â ãîðîäå íå ïåðåñåêàþòñÿ.
Èç òð¼õ óëèö, îòõîäÿùèõ îò êàæäîé ïëîùàäè, îäíà ïðîõîäèò âíóòðè óãëà,
îáðàçîâàííîãî äâóìÿ äðóãèìè. Íà÷åðòèòå âîçìîæíûé ïëàí òàêîãî ãîðîäà.
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Ðåøåíèå. Âîçìîæíûé ïëàí Ñîâåðøåííîãî ãîðîäà ïðèâåä¼í íà ðèñóíêå.

Çàäà÷à 1.4.16. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2016.7.3) Ñëîæèòå èç òð¼õ
îäèíàêîâûõ êëåò÷àòûõ ôèãóð áåç îñè ñèììåòðèè ôèãóðó ñ îñüþ ñèììåòðèè.

Ðåøåíèå. Îäíî èç ðåøåíèé èçîáðàæåíî íà ðèñóíêå (ïóíêòèðîì ïîêàçàíà îñü
ñèììåòðèè).

Çàäà÷à 1.4.17. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1998.6.5;7.3) Íà êîëüöåâîé
äîðîãå ðàñïîëîæåíû ÷åòûðå áåíçîêîëîíêè: A, B, C è D. Ðàññòîÿíèå ìåæäó
A è B � 50 êì, ìåæäó A è C � 40 êì, ìåæäó C è D � 25 êì, ìåæäó D è A
� 35 êì (âñå ðàññòîÿíèÿ èçìåðÿþòñÿ âäîëü êîëüöåâîé äîðîãè â êðàò÷àéøóþ
ñòîðîíó).

1. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ðàñïîëîæåíèÿ áåíçîêîëîíîê (ñ óêàçàíèåì ðàññòîÿíèé
ìåæäó íèìè), óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ çàäà÷è.

2. Íàéäèòå ðàññòîÿíèå ìåæäó B è C (óêàæèòå âñå âîçìîæíîñòè).

Ïîäñêàçêà. Âûÿñíèòå ñíà÷àëà, êàê ðàñïîëîæåíû áåíçîêîëîíêè A, C è D.

Ðåøåíèå. Â óñëîâèè äàíû âñå òðè ðàññòîÿíèÿ ìåæäó A, C è D. Âûÿñíèì
ñíà÷àëà, êàê ðàñïîëîæåíû ýòè òðè áåíçîêîëîíêè.

Áåíçîêîëîíêè A è C ðàçáèâàþò êîëüöåâóþ äîðîãó íà äâå äóãè. Åñëè áû áåí-
çîêîëîíêà D íàõîäèëàñü íà ìåíüøåé äóãå, òî ñóììà ðàññòîÿíèé îò A äî D è
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îò D äî C áûëà ðàâíà ðàññòîÿíèþ îò A äî C. Íî ýòî íå òàê. Çíà÷èò, áåíçîêî-
ëîíêà D ðàñïîëîæåíà íà áîëüøåé äóãå, ïîýòîìó äëèíà áîëüøåé äóãè ìåæäó
A è C ðàâíà AD +DC = 25 + 35 = 60 êì.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëèíà êîëüöåâîé äîðîãè ðàâíà 60 êì+AC = 100 êì. Òàê êàê
BA = 50 êì, òî A è B äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíû. Çíà÷èò, ðàññòîÿíèå îò
B äî C ðàâíî 50− 40 = 10 êì.

Çàäà÷à 1.4.18. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2007.6.5;7.5) Íàðèñóéòå, êàê
èç äàííûõ òð¼õ ôèãóðîê, èñïîëüçîâàâ êàæäóþ ðîâíî îäèí ðàç, ñëîæèòü ôè-
ãóðó, èìåþùóþ îñü ñèììåòðèè.

Ðåøåíèå. Èç ïðåäëîæåííûõ ôèãóðîê ìîæíî ñëîæèòü ÷åòûðå ðàçëè÷íûå ôè-
ãóðû, èìåþùèå îñü ñèììåòðèè. Äâå èç íèõ ïðèâåäåíû íà ðèñóíêå. Ó îäíîé èç
íèõ îñü ñèììåòðèè âåðòèêàëüíàÿ, à ó äðóãîé ïðîõîäèò ïî äèàãîíàëè. Ýòî íå
ñëó÷àéíî: îñü ñèììåòðèè ôèãóðû, íàðèñîâàííîé ïî êëåòî÷êàì, ìîæåò áûòü
ëèáî ïàðàëëåëüíà ñòîðîíàì êëåòîê, ëèáî èäòè ïîä óãëîì 45 ãðàäóñîâ ê íèì.

Ïîïðîáóéòå íàéòè îñòàëüíûå äâà ðåøåíèÿ.

Çàäà÷à 1.4.19. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2008.6.5) Àâòîñòîÿíêà â Öâå-
òî÷íîì ãîðîäå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êâàäðàò 7 × 7 êëåòî÷åê, â êàæäîé èç êî-
òîðûõ ìîæíî ïîñòàâèòü ìàøèíó. Ñòîÿíêà îáíåñåíà çàáîðîì, îäíà èç ñòîðîí
óãëîâîé êëåòêè óäàëåíà (ýòî âîðîòà). Ìàøèíà åçäèò ïî äîðîæêå øèðèíîé â
êëåòêó. Íåçíàéêó ïîïðîñèëè ðàçìåñòèòü êàê ìîæíî áîëüøå ìàøèí íà ñòîÿí-
êå òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ëþáàÿ ìîãëà âûåõàòü, êîãäà ïðî÷èå ñòîÿò. Íåçíàéêà
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ðàññòàâèë 24 ìàøèíû òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå. Ïîïûòàéòåñü ðàññòàâèòü
ìàøèíû ïî-äðóãîìó, ÷òîáû èõ ïîìåñòèëîñü áîëüøå.

Ðåøåíèå. Ìîæíî ïîñòàâèòü 28 ìàøèí, íàïðèìåð, òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóí-
êå. Ìîæíî ëè ïîñòàâèòü áîëüøå, íåèçâåñòíî.

Çàäà÷à 1.4.20. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2014.7.5)
Âïèøèòå â ïÿòü êðóæêîâ íàòóðàëüíûå ÷èñëà òàê, ÷òîáû
åñëè äâà êðóæêà:

� ñîåäèíåíû ëèíèåé, òî ñòîÿùèå â íèõ ÷èñëà äîëæíû
îòëè÷àòüñÿ ðîâíî â äâà èëè ðîâíî â ÷åòûðå ðàçà;

� íå ñîåäèíåíû ëèíèåé, òî îòíîøåíèå ñòîÿùèõ â íèõ
÷èñåë íå äîëæíî áûòü ðàâíî íè 2, íè 4.

Ðåøåíèå. Óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì çàäà÷è ðàññòàíîâêà ÷èñåë ïðèâåäåíà
íà ðèñóíêå íèæå.
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Çàäà÷à 1.4.21. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2006.7.5) Äåä çâàë âíóêà ê
ñåáå â äåðåâíþ: ¾Âîò ïîñìîòðèøü, êàêîé ÿ íåîáûêíîâåííûé ñàä ïîñàäèë! Ó
ìåíÿ òàì ðàñòóò ãðóøè è ÿáëîíè, ïðè÷¼ì ÿáëîíè ïîñàæåíû òàê, ÷òî íà ðàñ-
ñòîÿíèè 10 ìåòðîâ îò êàæäîé ÿáëîíè ðàñò¼ò ðîâíî äâå ãðóøè¿. � ¾Íó è ÷òî
òóò èíòåðåñíîãî, � îòâåòèë âíóê. � Ó òåáÿ, çíà÷èò, ÿáëîíü âäâîå ìåíüøå, ÷åì
ãðóø¿. ¾À âîò è íå óãàäàë, � óëûáíóëñÿ äåä. � ßáëîíü ó ìåíÿ â ñàäó âäâîå
áîëüøå, ÷åì ãðóø¿. Íàðèñóéòå, êàê ìîãëè ðàñòè ÿáëîíè è ãðóøè â ñàäó ó äåäà.

Ðåøåíèå. Íàïðèìåð, ñàä ìîæåò âûãëÿäåòü òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå.

Çàäà÷à 1.4.22. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2009.7.5) Íà÷åðòèòå äâà ÷å-
òûð¼õóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè â óçëàõ ñåòêè, èç êîòîðûõ ìîæíî ñëîæèòü:

à) êàê òðåóãîëüíèê, òàê è ïÿòèóãîëüíèê;
á) è òðåóãîëüíèê, è ÷åòûð¼õóãîëüíèê, è ïÿòèóãîëüíèê.

Ïîêàæèòå, êàê ýòî ìîæíî ñäåëàòü.

Ðåøåíèå. Îäèí èç âîçìîæíûõ ïðèìåðîâ ïîêàçàí íà ðèñóíêå.
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Çàäà÷à 1.4.23. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2014.7.5) Íåçíàéêà ðèñóåò
çàìêíóòûå ïóòè âíóòðè ïðÿìîóãîëüíèêà 5 × 8, èäóùèå ïî äèàãîíàëÿì ïðÿ-
ìîóãîëüíèêîâ 1 × 2. Íà ðèñóíêå èçîáðàæ¼í ïðèìåð ïóòè, ïðîõîäÿùåãî ïî 12
òàêèì äèàãîíàëÿì. Ïîìîãèòå Íåçíàéêå íàðèñîâàòü ïóòü êàê ìîæíî äëèííåå.

Ðåøåíèå. Íà ðèñóíêå íèæå ïðèâåäåíû äâà âàðèàíòà íàèáîëåå äëèííîãî èç-
âåñòíîãî çàìêíóòîãî ïóòè (24 äèàãîíàëè). Åñòü ëè áîëåå äëèííûå ïóòè, ïîêà
íåÿñíî.

Çàìå÷àíèÿ.

1. Ïðè ïåðâîì âçãëÿäå ìîæåò âîçíèêíóòü ïîäîçðåíèå, ÷òî ïóòü äëèííåå
20 äèàãîíàëåé íàðèñîâàòü íåëüçÿ: ¾òàê êàê êàæäàÿ äèàãîíàëü çàíèìàåò
äâå êëåòêè, âñåãî èõ íå áîëüøå 5 · 8 : 2 = 20. Íî ïðÿìîóãîëüíèêè, ¾çàíè-
ìàåìûå¿ ðàçíûìè äèàãîíàëÿìè, ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ. Èìåííî ïîýòîìó â
ðèñóíêå èç îòâåòà òàê ìíîãî îñòðûõ óãëîâ.

2. Ëþáîé ïóòü, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ çàäà÷è, èìååò ÷¼òíóþ äëèíó.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ìû ïîêðàñèì óçëû ñåòêè â øàõìàòíîì ïîðÿäêå (ðè-
ñóíîê íèæå), òî êàæäàÿ äèàãîíàëü (¾õîä êîíÿ¿) ñîåäèíÿåò óçëû ðàçíûõ
öâåòîâ. Çíà÷èò, ÷òîáû çàêîí÷èòü ïóòü â òîì æå óçëå, â êîòîðîì îí íà-
÷èíàëñÿ, íóæíî ñäåëàòü ÷¼òíîå ÷èñëî õîäîâ.

Çàäà÷à 1.4.24. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2005.7.1) Ó ýëåêòðîìîíò¼ðà áûë êóñîê ïðîâîäà äëèíîé 25 ì, èç êîòîðîãî
óòðîì îí ñîáèðàëñÿ âûðåçàòü íåîáõîäèìûå äëÿ ðàáîòû êóñêè â 1 ì, 2 ì, 3 ì,
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6 ì è 12 ì. Íî óòðîì îáíàðóæèëîñü, ÷òî íî÷üþ êàêîé-òî õóëèãàí ðàçðåçàë
ïðîâîä íà äâå ÷àñòè. Ñìîæåò ëè ìîíò¼ð âûïîëíèòü íàìå÷åííûå ðàáîòû?

Ðåøåíèå. Èç äâóõ ÷àñòåé, íà êîòîðûå ðàçðåçàí ïðîâîä, õîòÿ áû îäíà äëèííåå
12 ì (èíà÷å îáùàÿ äëèíà ïðîâîäà íå ïðåâûøàëà áû 24 ì), ïîýòîìó îò íå¼
ìîíò¼ð ìîæåò îòðåçàòü êóñîê äëèíîé 12 ì.

Îñòàâøèåñÿ ïîñëå îòðåçàíèÿ äâåíàäöàòèìåòðîâîãî êóñêà äâå ÷àñòè â ñóììå
ñîñòàâëÿþò 13 ì, ïîýòîìó õîòÿ áû îäíà èç ýòèõ ÷àñòåé äëèííåå 6 ì. Îò ýòîé
÷àñòè ìîíò¼ð ìîæåò îòðåçàòü øåñòèìåòðîâûé êóñîê.

Îñòàâøèåñÿ äâå ÷àñòè â ñóììå ñîñòàâëÿþò 7 ì, ïîýòîìó îò îäíîé èç ýòèõ
÷àñòåé ìîíò¼ð ìîæåò îòðåçàòü òð¼õìåòðîâûé êóñîê.

Îñòàâøèåñÿ äâå ÷àñòè â ñóììå ñîñòàâëÿþò 4 ì, ïîýòîìó õîòÿ áû îäíà èç íèõ
íå êîðî÷å 2 ì, çíà÷èò, è äâóõìåòðîâûé êóñîê ìîíò¼ð ñìîæåò îòðåçàòü.

Èç ïîñëåäíèõ äâóõ ÷àñòåé õîòÿ áû îäíà íå êîðî÷å ìåòðà, ïîýòîìó ìîíò¼ð
ñìîæåò ïîëó÷èòü è ìåòðîâûé êóñîê.

Òàêèì îáðàçîì, ìîíò¼ð ñìîæåò âûïîëíèòü íàìå÷åííûå ðàáîòû.

Çàäà÷à 1.4.25. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2013.7.2) Â
êâàäðàòå çàêðàøåíà ÷àñòü êëåòîê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóí-
êå. Ðàçðåøàåòñÿ ïåðåãíóòü êâàäðàò ïî ëþáîé ëèíèè ñåòêè, à
çàòåì ðàçîãíóòü îáðàòíî. Êëåòêè, êîòîðûå ïðè ïåðåãèáàíèè
ñîâìåùàþòñÿ ñ çàêðàøåííûìè, òîæå çàêðàøèâàþòñÿ. Ìîæ-
íî ëè çàêðàñèòü âåñü êâàäðàò çà: à) 5 èëè ìåíåå; á) 4 èëè
ìåíåå; â) 3 èëè ìåíåå òàêèõ ïåðåãèáàíèÿ?

Åñëè äà, âïèøèòå â êàæäóþ êëåòêó íîìåð ñãèáàíèÿ, ïîñëå êîòîðîãî îíà áóäåò
çàêðàøåíà âïåðâûå, ëèíèþ ñãèáà ïðîâåäèòå è ïîìåòüòå òîé æå öèôðîé. Åñëè
íåò, äîêàæèòå ýòî.

Ðåøåíèå. Ìîæíî, íàïðèìåð, çàêðàñèòü äâóìÿ âåðòèêàëüíûìè ïåðåãèáàíèÿìè
âñþ íèæíþþ ïîëîâèíó êâàäðàòà (âäîëü ëèíèé 1 è 2), ïîñëå ÷åãî çàêðàñèòü
âåðõíþþ ïîëîâèíó îäíèì ãîðèçîíòàëüíûì ïåðåãèáàíèåì âäîëü ëèíèè 3 (÷èñ-
ëàìè 1, 2 è 3 íà ðèñóíêå îáîçíà÷åíû êëåòêè, çàêðàøèâàþùèåñÿ ñîîòâåòñòâåííî
ïðè ïåðâîì, âòîðîì è òðåòüåì ïåðåãèáàíèè).
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Çàìå÷àíèÿ. Çàêðàñèòü âñå êëåòêè çà äâà ïåðåãèáàíèÿ íåëüçÿ. Äåéñòâèòåëüíî,
ïðè êàæäîì ïåðåãèáàíèè êîëè÷åñòâî êëåòîê óâåëè÷èâàåòñÿ íå áîëåå ÷åì â 2
ðàçà. Â íà÷àëå çàêðàøåííûõ êëåòîê 6, çíà÷èò, ïîñëå äâóõ ïåðåãèáàíèé áóäåò
çàêðàøåíî íå áîëåå 6 · 22 = 24 êëåòîê.

Çàäà÷à 1.4.26. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2005.7.2) Ìîæíî ëè ðàññòà-
âèòü ÷èñëà à) îò 1 äî 7; á) îò 1 äî 9 ïî êðóãó òàê, ÷òîáû ëþáîå èç íèõ äåëèëîñü
íà ðàçíîñòü ñâîèõ ñîñåäåé?

Ðåøåíèå. à) Ìîæíî ðàññòàâèòü ÷èñëà, íàïðèìåð, êàê íà ðèñóíêå.

á) Çàìåòèì, ÷òî íå÷¼òíîå ÷èñëî íå äåëèòñÿ íà ÷¼òíîå, à çíà÷èò, íå ìîæåò
ñòîÿòü â îêðóæåíèè ÷èñåë îäèíàêîâîé ÷¼òíîñòè. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî íå÷¼òíûå
÷èñëà ñòîÿò ïàðàìè. Îäíàêî ñðåäè ÷èñåë 1, 2, . . . , 9 ïÿòü íå÷¼òíûõ, è ïîýòîìó
èç íèõ íåëüçÿ îáðàçîâàòü ïàðû.

Çàäà÷à 1.4.27. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2011.6.4;7.2) Ïóñòü íà ïëîñêîñòè îòìå÷åíî íåñêîëüêî òî÷åê. Íàçîâ¼ì
ïðÿìóþ íå÷åñòíîé, åñëè îíà ïðîõîäèò ðîâíî ÷åðåç òðè îòìå÷åííûå òî÷êè è
ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò íå¼ îòìå÷åííûõ òî÷åê íå ïîðîâíó. Ìîæíî ëè îòìåòèòü
7 òî÷åê è ïðîâåñòè äëÿ íèõ 5 íå÷åñòíûõ ïðÿìûõ?

Ðåøåíèå. Ìîæíî, ïðèìåð ïðèâåä¼í íà ðèñóíêå.
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Çàäà÷à 1.4.28. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2006.6.4) Ïî êðóãó áûëî çàïèñàíî 8 ÷èñåë. Çàòåì ìåæäó êàæäûìè ñîñåä-
íèìè ÷èñëàìè çàïèñàëè èõ ñóììó, à ñòàðûå ÷èñëà ñò¼ðëè. Ìîãëî ëè îêàçàòüñÿ
òàê, ÷òî òåïåðü ïî êðóãó çàïèñàíû ÷èñëà 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18?

Ðåøåíèå. Ïåðâûé ñïîñîá. Ïóñòü x � ÷èñëî, ñòîÿâøåå ìåæäó 18 è 11. Òî-
ãäà, äâèãàÿñü ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, ìîæíî ïîñëåäîâàòåëüíî âûðàçèòü ÷åðåç x
âñå îñòàëüíûå ÷èñëà (ðèñóíîê ñïðàâà). Äåéñòâóÿ òàêèì îáðàçîì ïîëó÷èì, ÷òî
÷èñëî, ñòîÿâøåå ìåæäó 17 è 18, ðàâíî 14 − x. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýòî ÷èñëî
â ñóììå ñ ÷èñëîì x äîëæíî áûòü ðàâíî 18, ÷òî íåâîçìîæíî. Ñëåäîâàòåëüíî,
ñèòóàöèè, îïèñàííîé â óñëîâèè, áûòü íå ìîãëî.

Âòîðîé ñïîñîá. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èçíà÷àëüíî áûëè çàïèñàíû ÷èñëà
a1, a2, . . . , a8 (ðèñóíîê ñëåâà). Ïîäñ÷èòàåì èõ ñóììó äâóìÿ ñïîñîáàìè:

(a1 + a2) + (a3 + a4) + (a5 + a6) + (a7 + a8) = 12 + 14 + 16 + 18 = 60

è

(a8 + a1) + (a2 + a3) + (a4 + a5) + (a6 + a7) = 11 + 13 + 14 + 17 = 56.

Ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ, ñëåäîâàòåëüíî, óêàçàííûå â óñëîâèè ÷èñëà ïîëó-
÷èòüñÿ íå ìîãëè.

Çàäà÷à 1.4.29. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2005.6.5) Â ÷èñëàõ ÌÈ-
ÕÀÉËÎ è ËÎÌÎÍÎÑÎÂ êàæäàÿ áóêâà îáîçíà÷àåò öèôðó (ðàçíûì áóê-
âàì ñîîòâåòñòâóþò ðàçíûå öèôðû). Èçâåñòíî, ÷òî ó ýòèõ ÷èñåë ïðîèçâåäåíèÿ
öèôð ðàâíû. Ìîãóò ëè îáà ÷èñëà áûòü íå÷¼òíûìè?

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî èñïîëüçîâàíû 10 ðàçëè÷íûõ áóêâ, ïîýòîìó êàæäàÿ
öèôðà îáîçíà÷åíà êàêîé-íèáóäü áóêâîé, â ÷àñòíîñòè, ñðåäè ýòèõ öèôð åñòü
íóëü. Òàêèì îáðàçîì, ïðîèçâåäåíèå öèôð îäíîãî (à çíà÷èò, è âòîðîãî) ÷èñëà
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ðàâíî íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî, â çàïèñè îáîèõ ÷èñåë åñòü íóëü. Â ñëîâàõ ÌÈ-
ÕÀÉËÎ è ËÎÌÎÍÎÑÎÂ îáùèå áóêâû Ì, Ë è Î, ïîýòîìó íóëü îáî-
çíà÷àåò îäíà èç íèõ. Ýòî íå ìîãóò áûòü Ë è Ì, ïîñêîëüêó ÷èñëà íå ìîãóò
íà÷èíàòüñÿ ñ íóëÿ. Çíà÷èò, íóëü îáîçíà÷åí áóêâîé Î. Â ÷èñëå ÌÈÕÀÉËÎ
íà êîíöå íóëü, òî åñòü îíî ÷¼òíîå.

Çàäà÷à 1.4.30. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2004.7.4) Â 8A êëàññå ó÷èòñÿ 27 øêîëüíèêîâ. Èì ïðåäëîæèëè ïîñåùàòü
êðóæêè ïî ïåíèþ, ìîë÷àíèþ è ÷òåíèþ ñòèõîâ. Êàæäûé õî÷åò ïîñåùàòü îäèí
èëè íåñêîëüêî èç ýòèõ êðóæêîâ. Îêàçàëîñü, ÷òî â êàæäûé êðóæîê æåëàåò õî-
äèòü áîëåå òðåòè êëàññà. Íóæíî ðàñïðåäåëèòü äåòåé ïî êðóæêàì òàê, ÷òîáû
êàæäûé ïîñåùàë òîëüêî îäèí êðóæîê, ïðè÷¼ì èç òåõ, êîòîðûå õîòåë, è âî
âñåõ êðóæêàõ áûëî ïîðîâíó äåòåé. Âñåãäà ëè ýòî âîçìîæíî?

Ðåøåíèå. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü íå âñåãäà. Åñëè, íàïðèìåð, 13 ÷åëîâåê æåëàþò
ïîñåùàòü ïåðâûé êðóæîê, à îñòàëüíûå � âòîðîé è òðåòèé êðóæêè îäíîâðå-
ìåííî, òî ðàñïðåäåëèòü øêîëüíèêîâ ïîðîâíó ïî âñåì êðóæêàì íå óäàñòñÿ.

Çàäà÷à 1.4.31. (Òóðíèð Àðõèìåäà � 2012.4) Ìîæíî ëè âû÷åðêíóòü îäíî èç
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îò 1 äî 9, à îñòàâøèåñÿ ÷èñëà ðàññòàâèòü â âåðøèíàõ êóáà
òàê, ÷òîáû ñóììû ÷èñåë íà êàæäîé ãðàíè êóáà áûëè ðàâíû ìåæäó ñîáîé, íî
íå áûëè êðàòíû âû÷åðêíóòîìó ÷èñëó?

Ðåøåíèå. Óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ çàäà÷è ðàññòàíîâêà ÷èñåë ïðåäñòàâëåíà
íà ðèñóíêå. Âîçìîæíû äðóãèå ïðèìåðû.

Çàìå÷àíèå. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî âû÷åðêíóòîé öèôðîé ìîæåò áûòü òîëüêî 7,
íî îò ó÷àñòíèêîâ ýòîãî íå òðåáîâàëîñü.

Çàäà÷à 1.4.32. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2010.7.5) à) Ïîðîñ¼íîê
Íàô�Íàô ïðèäóìàë, êàê ñëîæèòü ïàðàëëåëåïèïåä èç îäèíàêîâûõ êóáèêîâ
è îêëåèòü åãî òðåìÿ êâàäðàòàìè áåç ùåëåé è íàëîæåíèé. Ñäåëàéòå ýòî è âû.

á) À ìîæåò ëè Íàô�Íàô äîáèòüñÿ, ÷òîáû ïðè ýòîì êàæäûå äâà êâàäðàòà
ãðàíè÷èëè äðóã ñ äðóãîì?
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Ðåøåíèå. à) Íàïðèìåð, îí ìîæåò ñëîæèòü áàøíþ èç ÷åòûð¼õ êóáèêîâ, ¾çà-
âåðíóòü¿ å¼ â êâàäðàò 4 × 4, à íèç è âåðõ çàêëåèòü êâàäðàòàìè 1 × 1. á) Íà
ðèñóíêå ïîêàçàíî, êàê ìîæíî ïàðàëëåëåïèïåä 1×4×6 îêëåèòü äâóìÿ êâàäðà-
òàìè 4× 4 è îäíèì êâàäðàòîì 6× 6. Áîëüøèì êâàäðàòîì îêëååíû òðè ãðàíè:
ïåðåäíÿÿ, íèæíÿÿ è çàäíÿÿ, à êàæäûì èç ìåíüøèõ êâàäðàòîâ � ïîëîâèíà
âåðõíåé ãðàíè è îäíà èç äâóõ áîêîâûõ.

Ïîäîáðàòü ðàçìåðû ïàðàëëåëåïèïåäà è êâàäðàòîâ ìîæíî ñëåäóþùèì îáðà-
çîì. Íàðèñóåì ðàçâ¼ðòêó èç òð¼õ êâàäðàòîâ, êàæäûå äâà èç êîòîðûõ ãðàíè÷àò
äðóã ñ äðóãîì (ëèíèè ñãèáà îáîçíà÷åíû ïóíêòèðîì), è ïîïðîáóåì ïîäîáðàòü
ðàçìåðû êâàäðàòîâ òàê, ÷òîáû èç íå¼ ìîæíî áûëî ñëîæèòü ïàðàëëåëåïèïåä.
Ïóñòü ñòîðîíà ïðàâîãî êâàäðàòà ðàâíà 2x. Îäèí èç îòðåçêîâ, íà êîòîðûå ðàç-
áèòû áîêîâûå ñòîðîíû äðóãîãî êâàäðàòà, ðàâåí x. Îáîçíà÷èì âòîðîé ÷åðåç y.
Ïðè ñêëàäûâàíèè ïàðàëëåëåïèïåäà áîêîâàÿ ñòîðîíà íèæíåãî êâàäðàòà äîëæ-
íà ïðèêëåèâàòüñÿ ê æèðíîé ëèíèè. Ïîýòîìó èõ äëèíû äîëæíû áûòü ðàâíû:

y + (x+ y) + y = 2x,

îòêóäà 3y = x. Åñëè âçÿòü y = 1, x = 3, ïîëó÷àåòñÿ ïðèâåä¼ííûé íèæå ïðèìåð.

Çàäà÷à 1.4.33. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2008.7.5) Ñåð¼æà âûðåçàë
èç êàðòîíà äâå îäèíàêîâûå ôèãóðû. Îí ïîëîæèë èõ ñ íàõë¼ñòîì íà äíî ïðÿ-
ìîóãîëüíîãî ÿùèêà. Äíî îêàçàëîñü ïîëíîñòüþ ïîêðûòî. Â öåíòð äíà âáèëè
ãâîçäü. Ìîã ëè ãâîçäü ïðîòêíóòü îäíó êàðòîíêó è íå ïðîòêíóòü äðóãóþ?

Ðåøåíèå. Ïåðâûé ñïîñîá. Ïóñòü êàðòîíêè èçíà÷àëüíî ëåæàò îäíà íà äðó-
ãîé, è èõ êðàÿ ñîâïàäàþò. Åñëè êàðòîíêè ÿâëÿþòñÿ êâàäðàòíûìè, ïåðåíå-
ñÿ îäíó âäîëü äðóãîé è íàëîæèâ èõ, ëåãêî ñëîæèòü ïðÿìîóãîëüíèê, íî åãî
öåíòð áóäåò ëåæàòü âíóòðè îáåèõ (ðèñóíîê ñëåâà). Ýòî ìîæíî èñïðàâèòü, çà-
ìåòèâ, ÷òî öåíòð ïîëó÷èâøåãîñÿ ïðÿìîóãîëüíèêà íå ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì ïåð-
âîé êâàäðàòíîé êàðòîíêè. Ïîýòîìó, âûðåçàâ íåáîëüøóþ äûðî÷êó èç ïåðâîé
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êàðòîíêè â öåíòðå ïðÿìîóãîëüíèêà, ìû ìîæåì ïîëó÷èòü ðåøåíèå (ðèñóíîê â
öåíòðå).

Âòîðîé ñïîñîá. Ìîã, íàïðèìåð, ïðè ðàñïîëîæåíèè êàðòîíîê, ïîêàçàííîì íà
ðèñóíêå ñïðàâà.

Çàìå÷àíèÿ. Åñëè êàðòîíêè íå íàêëàäûâàþòñÿ äðóã íà äðóãà è ïîëíîñòüþ ïî-
êðûâàþò äíî ïðÿìîóãîëüíîãî ÿùèêà, òî ãâîçäü â öåíòðå ÿùèêà îáÿçàòåëüíî
âîòêí¼òñÿ íà ãðàíèöå, ðàçäåëÿþùåé êàðòîíêè. Ýòî óòâåðæäåíèå êàæåòñÿ î÷å-
âèäíûì, íî ñòðîãî äîêàçàòü åãî óäàëîñü ëèøü â 2002 ã. (ñìîòðèòå ðåøåíèå
çàäà÷è 1.5 â [9]).

5 Àëãîðèòìû è îïåðàöèè

Çàäà÷à 1.5.4. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàññîâ
� 2004.6.1) Äàíû äâå ïàëî÷êè. Èõ ìîæíî ïðèêëàäûâàòü äðóã ê äðóãó è äåëàòü
îòìåòêè. Êàê ñ ïîìîùüþ ýòèõ îïåðàöèé âûÿñíèòü, ÷òî áîëüøå � äëèíà áîëåå
êîðîòêîé ïàëî÷êè èëè 2/3 äëèíû áîëåå äëèííîé ïàëî÷êè?

Ðåøåíèå. Ïðèëîæèì ïàëî÷êè äðóã ê äðóãó òàê, ÷òîáû èõ êîíöû ñîâïàäàëè,
ñäåëàåì íà äëèííîé ïàëî÷êå çàñå÷êó òàì, ãäå çàêîí÷èëàñü êîðîòêàÿ. Îñòàâøå-
åñÿ ðàññòîÿíèå áîëüøåé ïàëî÷êè îòìåðÿåì íà ìåíüøåé ïàëî÷êå ñ äâóõ ñòîðîí.
Åñëè çàñå÷êè ñîâïàäóò, òî äëèíà áîëåå êîðîòêîé ïàëî÷êè ðàâíà 2/3 äëèíû áî-
ëåå äëèííîé ïàëî÷êè. Åñëè ìåæäó çàñå÷êàìè îñòàëîñü ðàññòîÿíèå, ìåíüøàÿ
ïàëî÷êà áîëüøå 2/3 áîëüøåé ïàëî÷êè. Åñëè çàñå÷êè ïåðåñåêëèñü, òî íàîáî-
ðîò.

Çàäà÷à 1.5.5. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàññîâ
� 2002.6.1) Ó ïåðâîãî èç äåñÿòè äðóçåé åñòü 5 òóãðèêîâ, ó âòîðîãî � 10 òóãðè-
êîâ, ó òðåòüåãî � 15 òóãðèêîâ, è ò. ä., ó äåñÿòîãî � 50 òóãðèêîâ. Îíè ñåëè íà
êîâ¼ð�ñàìîë¼ò, ïîë¼ò íà êîòîðîì ñòîèò 5 òóãðèêîâ ñ íîñà. Ñìîãóò ëè îíè ÷åñò-
íî ðàñïëàòèòüñÿ ñ êîâðîì�ñàìîë¼òîì, åñëè òîò íå äà¼ò ñäà÷ó è íå ðàçìåíèâàåò
äåíüãè?

Ðåøåíèå. Äà. Ïîñëåäíèé îòäà¼ò 50 òóãðèêîâ, åìó ïðåäïîñëåäíèé äà¼ò 45, è
òàê äàëåå âïëîòü äî ïåðâîãî, êîòîðûé äà¼ò âòîðîìó 5 òóãðèêîâ.
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Çàäà÷à 1.5.6. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2010.7.1) Ó Þðû åñòü êàëü-
êóëÿòîð, êîòîðûé ïîçâîëÿåò óìíîæàòü ÷èñëî íà 3, ïðèáàâëÿòü ê ÷èñëó 3 èëè
(åñëè ÷èñëî äåëèòñÿ íà 3 íàöåëî) äåëèòü íà 3. Êàê íà ýòîì êàëüêóëÿòîðå
ïîëó÷èòü èç ÷èñëà 1 ÷èñëî 11?

Ðåøåíèå. ×èñëî 11 íà òàêîì êàëüêóëÿòîðå ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì: ((1 · 3 · 3 · 3) + 3 + 3) : 3 = 11 èëè (1 · 3 + 3) : 3 + 3 + 3 + 3 = 11.

Êîììåíòàðèé. Çàìåòèì, ÷òî íà Þðèíîì êàëüêóëÿòîðå ëþáîå ÷èñëî ìîæíî
óâåëè÷èòü íà 1 : (x · 3 + 3) : 3 = x + 1. Ïîýòîìó, â ïðèíöèïå, èç åäèíèöû íà
í¼ì ìîæíî ïîëó÷èòü ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî.

Çàäà÷à 1.5.7. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1994.6.2) Íàéäèòå â ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè 2, 6, 12, 20, 30, . . . ÷èñëî, ñòîÿùåå íà: à) 6; á) 1994 ìåñòå? Îòâåò
îáúÿñíèòå.

Ïîäñêàçêà. 2 = 1 · 2, 6 = 2 · 3.

Ðåøåíèå. Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî 2 = 1 · 2, 6 = 2 · 3, 12 = 3 · 4, è ïðåäïîëîæèòü,
÷òî n-é ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàâåí n · (n + 1). Ïðîâåðêà íà ÷åòâ¼ðòîì
(20 = 4 · 5) è ïÿòîì (30 = 5 · 6) ÷ëåíàõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîêàçûâàåò, ÷òî
ìû óãàäàëè. Çíà÷èò, íà øåñòîì ìåñòå ñòîèò ÷èñëî 6 · 7 = 42, à íà 1994-ì �
1994 · 1995 = 3978030.

Êîíå÷íî, ýòî íå äîêàçàòåëüñòâî â ñòðîãîì ìàòåìàòè÷åñêîì ñìûñëå ýòîãî ñëî-
âà. Íàïðèìåð, òàê ìîæíî ¾äîêàçàòü¿, ÷òî ÷èñëî øåñòüäåñÿò äåëèòñÿ íà âñå
÷èñëà. Äåéñòâèòåëüíî, 60 äåëèòñÿ íà 1, íà 2, íà 3, íà 4, íà 5, íà 6, . . . Îäíàêî
äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è òðåáóåòñÿ òîëüêî íàéòè äîñòàòî÷íî ïðîñòîå ïðàâèëî, ñëå-
äóÿ êîòîðîìó, ìîæíî ïîëó÷èòü òàêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. À óìåíèå óâèäåòü,
ïî÷óâñòâîâàòü çàêîíîìåðíîñòü (÷òî òðåáîâàëîñü â äàííîé çàäà÷å) íå ìåíåå
âàæíî äëÿ ìàòåìàòèêà, ÷åì óìåíèå ñòðîãî ðàññóæäàòü! Åñëè âû íàøëè áû
êàêîå-íèáóäü äðóãîå (íî òîæå ¾äîñòàòî÷íî ïðîñòîå¿) ïðàâèëî, äàþùåå ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü 2, 6, 12, 20, 30, òî íà îëèìïèàäå òàêîå ðåøåíèå òîæå áûëî áû
çàñ÷èòàíî.

Çàäà÷à 1.5.8. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1998.6.2) Òðè ¼æèêà äåëèëè
òðè êóñî÷êà ñûðà ìàññàìè 5 ã, 8 ã è 11 ã. Ëèñà ñòàëà èì ïîìîãàòü. Îíà ìîæåò
îò ëþáûõ äâóõ êóñî÷êîâ îäíîâðåìåííî îòðåçàòü è ñúåñòü ïî 1 ã ñûðà. Ñìîæåò
ëè ëèñà îñòàâèòü ¼æèêàì ðàâíûå êóñî÷êè ñûðà?

Ðåøåíèå. Ñìîæåò, íàïðèìåð, ëèñà ñíà÷àëà òðè ðàçà îòðåçàåò ïî 1 ã îò êóñî÷-
êîâ â 5 ã è 11 ã. Ïîëó÷àòñÿ îäèí êóñîê â 2 ã è äâà êóñêà ïî 8 ã. Òåïåðü îñòàëîñü
øåñòü ðàç îòðåçàòü è ñúåñòü ïî 1 ã îò êóñî÷êîâ â 8 ã.
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Çàäà÷à 1.5.9. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2014.6.3) Îäóâàí÷èê óòðîì
ðàñïóñêàåòñÿ, äâà äíÿ öâåò¼ò æ¼ëòûì, íà òðåòèé äåíü óòðîì ñòàíîâèòñÿ áå-
ëûì, à ê âå÷åðó îáëåòàåò. Â÷åðà äí¼ì íà ïîëÿíå áûëî 20 æ¼ëòûõ è 14 áåëûõ
îäóâàí÷èêîâ, à ñåãîäíÿ � 15 æ¼ëòûõ è 11 áåëûõ. Ñêîëüêî:

à) æ¼ëòûõ îäóâàí÷èêîâ áûëî íà ïîëÿíå ïîçàâ÷åðà;
á) áåëûõ îäóâàí÷èêîâ áóäåò íà ïîëÿíå çàâòðà?

Ðåøåíèå. à) Âñå îäóâàí÷èêè, êîòîðûå ïîçàâ÷åðà áûëè æ¼ëòûìè, ñòàëè áåëû-
ìè â÷åðà èëè ñåãîäíÿ. Ïîýòîìó èõ áûëî 14 + 11 = 25.

á) Èç â÷åðàøíèõ æ¼ëòûõ îäóâàí÷èêîâ 11 ïîáåëåëè ñåãîäíÿ, à îñòàëüíûå 20−
− 11 = 9 ïîáåëåþò çàâòðà.

Çàäà÷à 1.5.10. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2016.6.3) Íà ëåâîì áåðåãó ðåêè ñîáðàëèñü 5 ôèçèêîâ è 5 õèìèêîâ. Âñåì
íàäî íà ïðàâûé áåðåã. Åñòü äâóõìåñòíàÿ ëîäêà. Íà ïðàâîì áåðåãó íè â êàêîé
ìîìåíò íå ìîãóò íàõîäèòüñÿ ðîâíî òðè õèìèêà èëè ðîâíî òðè ôèçèêà. Êàêèì
îáðàçîì èì âñåì ïåðåïðàâèòüñÿ, ñäåëàâ 9 ðåéñîâ íàïðàâî?

Ðåøåíèå. Â òàáëèöå íèæå ïîêàçàíî, êàê çà 9 ðåéñîâ ïåðåïðàâèòüñÿ âñåì ôè-
çèêàì (ô) è õèìèêàì (õ) íà ïðàâûé áåðåã.

Íîìåð
ðåéñà

Ëåâûé áåðåã
Óåõàëè íà
ïðàâûé

Âåðíóëèñü
íà ëåâûé

Ïðàâûé áåðåã

0 5 ô, 5 õ � � �
1 5 ô, 4 õ 2 õ 1 õ 1 õ
2 4 ô, 4 õ 2 ô 1 ô 1 ô, 1 õ
3 4 ô, 3 õ 1 ô, 1 õ 1 ô 1 ô, 2 õ
4 5 ô, 1 õ 2 õ 1 ô 4 õ
5 5 ô 1 ô, 1 õ 1 ô 5 õ
6 3 ô, 1 õ 2 ô 1 õ 2 ô, 4 õ
7 3 ô 1 ô, 1 õ 1 ô 2 ô, 5 õ
8 1 ô, 1 õ 2 ô 1 õ 4 ô, 4 õ
9 � 1 ô, 1 õ � 5 ô, 5 õ

Çàäà÷à 1.5.11. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2009.6.3) Åñòü ïÿòü áàòàðååê, èç êîòîðûõ òðè çàðÿæåíû, à äâå ðàçðÿæå-
íû. Ôîòîàïïàðàò ðàáîòàåò îò äâóõ çàðÿæåííûõ áàòàðååê. Ïîêàæèòå, êàê çà
÷åòûðå ïîïûòêè ìîæíî ãàðàíòèðîâàííî âêëþ÷èòü ôîòîàïïàðàò.

Ðåøåíèå. Âñòàâèì ïåðâóþ è âòîðóþ áàòàðåéêè. Åñëè ôîòîàïïàðàò íå ðàáî-
òàåò, òî ëèáî îäíà èç íèõ ðàçðÿæåíà, ëèáî îáå. Âñòàâèì òåïåðü òðåòüþ è
÷åòâ¼ðòóþ áàòàðåéêè. Åñëè ôîòîàïïàðàò íå ðàáîòàåò, òî:
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1) îäíà èç íèõ ðàçðÿæåíà;
2) èç ïåðâûõ äâóõ ðàçðÿæåíà îäíà;
3) ïÿòàÿ áàòàðåéêà òî÷íî ðàáîòàåò.

Îñòàëîñü ïðîâåðèòü ïÿòóþ áàòàðåéêó â ïàðå ñ êàæäîé èç ïåðâûõ äâóõ.

Çàäà÷à 1.5.12. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2009.6.4) Ïîí÷èê íàõîäèòñÿ â ñëîìàííîì ëóíîõîäå íà ðàññòîÿíèè 18 êì
îò Ëóííîé áàçû, â êîòîðîé ñèäèò Íåçíàéêà. Ìåæäó íèìè óñòîé÷èâàÿ ðàäèî-
ñâÿçü. Çàïàñà âîçäóõà â ëóíîõîäå õâàòèò íà 3 ÷àñà, êðîìå òîãî, ó Ïîí÷èêà
åñòü áàëëîí äëÿ ñêàôàíäðà, ñ çàïàñîì âîçäóõà íà 1 ÷àñ. Ó Íåçíàéêè åñòü ìíî-
ãî áàëëîíîâ ñ çàïàñîì âîçäóõà íà 2 ÷àñà êàæäûé. Íåçíàéêà íå ìîæåò íåñòè
áîëüøå äâóõ áàëëîíîâ îäíîâðåìåííî (îäíèì èç íèõ îí ïîëüçóåòñÿ ñàì). Ñêî-
ðîñòü ïåðåäâèæåíèÿ ïî Ëóíå â ñêàôàíäðå ðàâíà 6 êì/÷. Ñìîæåò ëè Íåçíàéêà
ñïàñòè Ïîí÷èêà è íå ïîãèáíóòü ñàì?

Ðåøåíèå. Íåçíàéêà ñ äâóìÿ áàëëîíàìè èä¼ò ïî äîðîãå ê ëóíîõîäó. Ïðîéäÿ 6
êì, îí îñòàâëÿåò ïîëíûé áàëëîí, à ñ îäíèì âîçâðàùàåòñÿ îáðàòíî (êàê ðàç
ïîëó÷àåòñÿ 2 ÷àñà). Íà áàçå îí ñðàçó æå áåð¼ò åù¼ äâà áàëëîíà è âíîâü èä¼ò ê
ëóíîõîäó. Íà ðàññòîÿíèè 6 êì îí áåð¼ò îñòàâëåííûé ïîëíûé áàëëîí è îñòàâ-
ëÿåò ïîëîâèííûé. Â ýòîò ìîìåíò (êàê ðàç ïðîøëî 3 ÷àñà, è çàêîí÷èëñÿ âîçäóõ
â ëóíîõîäå) Ïîí÷èê âûõîäèò åìó íàâñòðå÷ó ñ åäèíñòâåííûì áàëëîíîì. ×åðåç
÷àñ îíè âñòðå÷àþòñÿ íà ðàññòîÿíèè 6 êì îò ëóíîõîäà è 12 êì îò áàçû. Íåçíàé-
êà äà¼ò Ïîí÷èêó ïîëíûé áàëëîí, êîòîðûé ïîçâîëèò òîìó äîéòè äî áàçû, à ñàì
èä¼ò ñ ïîëîâèííûì äî îñòàâëåííîãî èì äðóãîãî ïîëîâèííîãî áàëëîíà, êîòî-
ðîãî åìó êàê ðàç õâàòèò, ÷òîáû äîéòè äî áàçû.

Çàäà÷à 1.5.13. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2014.7.4) Îäóâàí÷èê óòðîì
ðàñïóñêàåòñÿ, òðè äíÿ öâåò¼ò æ¼ëòûì, íà ÷åòâ¼ðòûé äåíü óòðîì ñòàíîâèòñÿ
áåëûì, à ê âå÷åðó ïÿòîãî äíÿ îáëåòàåò. Â ïîíåäåëüíèê äí¼ì íà ïîëÿíå áûëî 20
æ¼ëòûõ è 14 áåëûõ îäóâàí÷èêîâ, à â ñðåäó � 15 æ¼ëòûõ è 11 áåëûõ. Ñêîëüêî
áåëûõ îäóâàí÷èêîâ áóäåò íà ïîëÿíå â ñóááîòó?

Ðåøåíèå. Ðàñïóñòèâøèéñÿ îäóâàí÷èê áûâàåò áåëûì íà ÷åòâ¼ðòûé è ïÿòûé
äåíü. Çíà÷èò, â ñóááîòó áóäóò áåëûìè òå îäóâàí÷èêè, êîòîðûå ðàñïóñòèëèñü
âî âòîðíèê èëè ñðåäó. Îïðåäåëèì, ñêîëüêî èõ. Îäóâàí÷èêè, êîòîðûå áûëè
áåëûìè â ïîíåäåëüíèê, ê ñðåäå îáëåòåëè, à 20 æ¼ëòûõ çàâåäîìî äîæèëè äî
ñðåäû (áûòü ìîæåò, ñòàâ áåëûìè). Â ñðåäó íà ïîëÿíå áûëî 15 + 11 = 26 îäó-
âàí÷èêîâ. Ìû çíàåì, ÷òî 20 èç íèõ áûëè íà ïîëÿíå åù¼ â ïîíåäåëüíèê, à
îñòàëüíûå 26− 20 = 6 êàê ðàç ðàñïóñòèëèñü âî âòîðíèê è ñðåäó.

Çàäà÷à 1.5.14. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1990.6.4;7.4) Ïîñòàâüòå â ðÿä
à) 5 ïðîñòûõ ÷èñåë; á) 6 ïðîñòûõ ÷èñåë òàê, ÷òîáû ðàçíîñòè ñîñåäíèõ ÷èñåë â
êàæäîì ðÿäó áûëè ðàâíû.
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Ðåøåíèå. Íàïðèìåð, ÷èñëà ìîæíî ïîñòàâèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

à) 121, 151, 181, 211, 241;
á) 121, 151, 181, 211, 241, 271.

Çàäà÷à 1.5.15. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2008.7.4) Â êëóáå âñòðåòèëèñü äâàäöàòü äæåíòëüìåíîâ. Íåêîòîðûå èç
íèõ áûëè â øëÿïàõ, à íåêîòîðûå � áåç øëÿï. Âðåìÿ îò âðåìåíè îäèí èç
äæåíòëüìåíîâ ñíèìàë ñ ñåáÿ øëÿïó è íàäåâàë å¼ íà îäíîãî èç òåõ, ó êîãî â
ýòîò ìîìåíò øëÿïû íå áûëî. Â êîíöå äåñÿòü äæåíòëüìåíîâ ïîäñ÷èòàëè, ÷òî
êàæäûé èç íèõ îòäàâàë øëÿïó áîëüøåå êîëè÷åñòâî ðàç, ÷åì ïîëó÷àë. Ñêîëüêî
äæåíòëüìåíîâ ïðèøëè â êëóá â øëÿïàõ?

Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó äåñÿòü äæåíòëüìåíîâ îòäàâàëè øëÿïó áîëüøåå êîëè÷å-
ñòâî ðàç, ÷åì å¼ ïîëó÷àëè, òî êàæäûé èç íèõ ïðèø¼ë â øëÿïå, à óø¼ë � áåç
íå¼. Òàêæå çàìåòèì, ÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû óéòè áåç øëÿïû, êàæäîìó èç íèõ
íóæíî áûëî å¼ îòäàòü êîìó-òî, íå èìåâøåìó øëÿïû, òî åñòü â êîíöå âå÷åðà
äåñÿòü äæåíòëüìåíîâ áûëè â øëÿïàõ, è äåñÿòü � áåç øëÿï.

Çàäà÷à 1.5.16. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2011.6.5;7.4) Âàñÿ âûïèñàë âñå ñëîâà (íå îáÿçàòåëüíî îñìûñëåííûå), êî-
òîðûå ïîëó÷àþòñÿ âû÷åðêèâàíèåì ðîâíî äâóõ áóêâ èç ñëîâà ÈÍÒÅÃÐÈÐÎ-
ÂÀÍÈÅ, à Ìàøà ñäåëàëà òî æå ñàìîå ñî ñëîâîì ÑÓÏÅÐÊÎÌÏÜÞÒÅÐ.
Ó êîãî ïîëó÷èëîñü áîëüøå ñëîâ?

Ðåøåíèå. Â äàííûõ ñëîâàõ îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî áóêâ (ïî 14), ïîýòîìó âû-
÷åðêíóòü äâå áóêâû èç êàæäîãî èõ íèõ ìîæíî îäèíàêîâûì êîëè÷åñòâîì ñïî-
ñîáîâ. Çàìåòèì, ÷òî ïðè âû÷¼ðêèâàíèè äâóõ áóêâ èç ñëîâà ÑÓÏÅÐÊÎÌ-
ÏÜÞÒÅÐ âñå ïîëó÷åííûå ñëîâà áóäóò ðàçëè÷íû, à ïðè âû÷¼ðêèâàíèè áóêâ
ÐÈ è ÈÐ èç ñëîâà ÈÍÒÅÃÐÈÐÎÂÀÍÈÅ ïîëó÷àåòñÿ îäíî è òî æå ñëîâî
ÈÍÒÅÃÐÎÂÀÍÈÅ. Ïîýòîìó, ó Ìàøè ïîëó÷èòñÿ íà îäíî ñëîâî áîëüøå.

Çàäà÷à 1.5.17. (Òóðíèð Àðõèìåäà � 2017.4) Íà Íîâîãîäíåì áàçàðå ïðîäà-
þòñÿ ãèðëÿíäû èç øàðèêîâ. Â êàæäîé ãèðëÿíäå 201 øàðèê: íåêîòîðûå �
êðàñíûå, îñòàëüíûå � çåë¼íûå. Øàðèêè âîëøåáíûå � ïî êîìàíäå Äåæóðíîãî
Ñíåãîâèêà îíè ìîãóò ìåíÿòü öâåò: êðàñíûå ñòàíîâÿòñÿ çåë¼íûìè, à çåë¼íûå �
êðàñíûìè. Çà îäèí ðàç îí ìîæåò ïîìåíÿòü öâåò êàêèõ-íèáóäü äâóõ, òð¼õ èëè
÷åòûð¼õ øàðèêîâ, ðàñïîëîæåííûõ ïîäðÿä. Çà êàæäîå ïåðåêðàøèâàíèå Ñíå-
ãîâèê áåðåò 1 êîïåéêó. Ôåäÿ óòâåðæäàåò, ÷òî ðóáëÿ åìó çàâåäîìî õâàòèò íà
òî, ÷òîáû ïðåâðàòèòü ëþáóþ ãèðëÿíäó â îäíîöâåòíóþ. Ïðàâ ëè Ôåäÿ?

Ðåøåíèå. Ïóñòü êðàéíèé ñïðàâà øàðèê � çåë¼íîãî öâåòà. Ïîêàæåì, ÷òî ìîæ-
íî ëþáîé íàáîð èç ÷åòûð¼õ øàðèêîâ ïåðåêðàñèòü â çåë¼íûé öâåò íå áîëåå ÷åì
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çà 2 õîäà. Ñõåìà ïåðåêðàøèâàíèé (êðàñíûé øàðèê � 1, çåë¼íûé øàðèê � 0)
ïðèâåäåíà â òàáëèöå:

1) 0001⇒ 1111⇒ 0000 2) 0010⇒ 1110⇒ 0000 3) 0011⇒ 0000
4) 0100⇒ 0111⇒ 0000 5) 0101⇒ 0011⇒ 0000 6) 0110⇒ 0000
7) 0111⇒ 0000 8) 1000⇒ 1111⇒ 0000 9) 1001⇒ 1111⇒ 0000
10) 1010⇒ 0110⇒ 0000 11) 1011⇒ 0111⇒ 0000 12) 1100⇒ 0000
13) 1101⇒ 1110⇒ 0000 14) 1110⇒ 0000 15) 1111⇒ 0000

Â êàæäîé ÷åòâ¼ðêå ìû äîáèâàåìñÿ íóæíîãî öâåòà íå áîëåå ÷åì çà äâà õîäà.
×åòâ¼ðîê � 50. Ñëåäîâàòåëüíî, íàì õâàòèò ðóáëÿ.

Çàäà÷à 1.5.18. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2015.7.5) Èìååòñÿ íàáîð èç
äâóõ êàðòî÷åê: 1 è 2 . Çà îäíó îïåðàöèþ ðàçðåøàåòñÿ ñîñòàâèòü âûðàæå-
íèå, èñïîëüçóþùåå ÷èñëà íà êàðòî÷êàõ, àðèôìåòè÷åñêèå äåéñòâèÿ, ñêîáêè.
Åñëè åãî çíà÷åíèå � öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî, òî åãî âûäàþò íà íîâîé
êàðòî÷êå. (Íàïðèìåð, èìåÿ êàðòî÷êè 3 , 5 è 7 , ìîæíî ñîñòàâèòü âûðà-

æåíèå 7 5 / 3 è ïîëó÷èòü êàðòî÷êó 25 èëè ñîñòàâèòü âûðàæåíèå 3 5 è

ïîëó÷èòü êàðòî÷êó 35 .) Êàê ïîëó÷èòü êàðòî÷êó ñ ÷èñëîì 2015 çà:

à) 4 îïåðàöèè;
á) 3 îïåðàöèè?

Ðåøåíèå. Êàðòî÷êó ñ ÷èñëîì 2015 ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

à) 1 + 2 = 3 , 3 + 2 = 5 , 3 − 2 − 1 = 0 , 2 0 1 5 = 2015 èëè

1 + 2 = 3 , 1 3 = 13 , 3 1 = 31 ,
(
2 + 3

)
· 13 · 31 = 2015 ;

á) 1 + 2 = 3 , 3 · 2 1 = 63 ,
(
63 + 2

)
· 3 1 = 2015 .

Çàìå÷àíèÿ. ×òîáû ðåøèòü çàäà÷ó, ïîëåçíî ðàçëîæèòü 2015 íà ïðîñòûå ìíî-
æèòåëè: 2015 = 5·13·31. Ìåíåå ÷åì çà 3 îïåðàöèè ïîëó÷èòü êàðòî÷êó ñ ÷èñëîì
2015 íåâîçìîæíî.

Çàäà÷à 1.5.19. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1991.7.5) Äàíû äâå ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè:

2, 4, 8, 16, 14, 10, 2 è 3, 6, 12.

Â êàæäîé èç íèõ êàæäîå ÷èñëî ïîëó÷åíî èç ïðåäûäóùåãî ïî îäíîìó è òîìó
æå çàêîíó. Íàéäèòå ýòîò çàêîí. Íàéäèòå âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, ïåðåõîäÿùèå
ñàìè â ñåáÿ (ïî ýòîìó çàêîíó). Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî 21991 ïîñëå íåñêîëüêèõ
ïåðåõîäîâ ñòàíåò îäíîçíà÷íûì.

Ðåøåíèå. Çàêîí ìîæíî óãàäàòü, çàìåòèâ, íàïðèìåð, ÷òî ïîêà ÷èñëî îäíîçíà÷-
íîå, îíî óäâàèâàåòñÿ, à ïîòîì � âðîäå íåò. À òî, ÷òî 10 ïåðåõîäèò â 2, íàâîäèò
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íà ìûñëü, ÷òî óäâàèâàåòñÿ íå ñàìî ÷èñëî, à ñóììà åãî öèôð. Èòàê, èñêîìûé
çàêîí îáíàðóæåí: ¾óäâîåííàÿ ñóììà öèôð¿.

Êîíå÷íî, ýòî íå äîêàçàòåëüñòâî â ñòðîãîì ìàòåìàòè÷åñêîì ñìûñëå ýòîãî ñëî-
âà. Íàïðèìåð, òàê ìîæíî ¾äîêàçàòü¿, ÷òî ÷èñëî øåñòüäåñÿò äåëèòñÿ íà âñå
÷èñëà. Äåéñòâèòåëüíî, 60 äåëèòñÿ íà 1, íà 2, íà 3, íà 4, íà 5, íà 6, . . . Îäíàêî
äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è òðåáóåòñÿ òîëüêî íàéòè ¾äîñòàòî÷íî ïðîñòîå¿ ïðàâèëî,
ñëåäóÿ êîòîðîìó ìîæíî ïîëó÷èòü òàêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. À óìåíèå óâè-
äåòü, ïî÷óâñòâîâàòü çàêîíîìåðíîñòü (÷òî òðåáîâàëîñü â äàííîé çàäà÷å) íå
ìåíåå âàæíî äëÿ ìàòåìàòèêà, ÷åì óìåíèå ñòðîãî ðàññóæäàòü! Åñëè âû íàéä¼-
òå êàêîé-íèáóäü äðóãîé (íî òîæå ¾äîñòàòî÷íî ïðîñòîé¿) çàêîí, äàþùèé äâå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 2, 4, 8, 16, 14, 10, 2 è 3, 6, 12, íàïèøèòå, ïîæàëóéñòà, â îðã-
êîìèòåò äàííîé îëèìïèàäû (îíà óêàçàíà â ññûëêå íà çàäà÷ó) (à íà îëèìïèàäå
òàêîå ðåøåíèå òîæå áûëî áû çàñ÷èòàíî!).

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ÷èñëî íå ìåíüøå, ÷åì òð¼õçíà÷íîå, òî åãî ñóììà öèôð ìåíü-
øå ñàìîãî ÷èñëà. Çíà÷èò, ÷èñëî áóäåò óìåíüøàòüñÿ, ïîêà íå ñòàíåò äâóçíà÷-
íûì èëè îäíîçíà÷íûì. Îñòà¼òñÿ åäèíñòâåííàÿ îïàñíîñòü: ïîïàñòü â ¾íåïî-
äâèæíóþ òî÷êó¿ � 18. Íî ýòî â íàøåì ñëó÷àå íåâîçìîæíî, òàê êàê èñõîäíîå
÷èñëî íå äåëèëîñü íà 9 (äîêàæèòå ñòðîãî ñëåäóþùåå ñâîéñòâî íàøåãî çàêîíà
ïîëó÷åíèÿ îäíèõ ÷èñåë èç äðóãèõ: åñëè íåêîòîðîå ÷èñëî äåëèòñÿ íà 9, òî è
÷èñëî, èç êîòîðîãî îíî ïîëó÷åíî, òîæå äåëèòñÿ íà 9).

Çàäà÷à 1.5.20. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2006.7.5) Íà áåñêîíå÷íîì ëèñòå êëåò÷àòîé áóìàãè x êëåòîê ïîêðàøåíû
â ÷¼ðíûé öâåò. Êàæäóþ ñåêóíäó âñå áåëûå êëåòêè, ó êîòîðûõ õîòÿ áû òðè
ñîñåäà èç ÷åòûð¼õ ÷¼ðíûå, ñòàíîâÿòñÿ ÷¼ðíûìè, à âñå êëåòêè, ó êîòîðûõ õî-
òÿ áû òðè ñîñåäà èç ÷åòûð¼õ áåëûå, ñòàíîâÿòñÿ áåëûìè. Îñòàëüíûå êëåòêè
íå ìåíÿþòñÿ. Ìîæåò ëè ÷åðåç íåñêîëüêî ñåêóíä ñëó÷èòüñÿ òàê, ÷òî íà ëèñòå
áóìàãè îêàæåòñÿ ðîâíî 3

2x ÷¼ðíûõ êëåòîê?

Ðåøåíèå. Ìîæåò, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ çàäà÷è ïðèìåð ïðèâåä¼í íà ðè-
ñóíêå.

Çàäà÷à 1.5.21. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1997.6.6) Ñåìüÿ íî÷üþ ïîäî-
øëà ê ìîñòó. Ïàïà ìîæåò ïåðåéòè åãî çà 1 ìèíóòó, ìàìà � çà 2, ìàëûø � çà 5,
à áàáóøêà � çà 10 ìèíóò. Ó íèõ åñòü îäèí ôîíàðèê. Ìîñò âûäåðæèâàåò òîëüêî
äâîèõ. Êàê èì ïåðåéòè ìîñò çà 17 ìèíóò? (Åñëè ïåðåõîäÿò äâîå, òî îíè èäóò ñ
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ìåíüøåé èç èõ ñêîðîñòåé. Äâèãàòüñÿ ïî ìîñòó áåç ôîíàðèêà íåëüçÿ. Ñâåòèòü
èçäàëè íåëüçÿ. Íîñèòü äðóã äðóãà íà ðóêàõ íåëüçÿ.)

Ðåøåíèå. Âîò èñêîìûé àëãîðèòì:

� ïàïà ñ ìàìîé � 2 ìèí;
� ïàïà îáðàòíî ñ ôîíàðèêîì � 1 ìèí;
� ìàëûø ñ áàáóøêîé � 10 ìèí;
� ìàìà îáðàòíî ñ ôîíàðèêîì � 2 ìèí;
� ïàïà ñ ìàìîé � 2 ìèí.

Âñåãî 17 ìèíóò!

Çàìå÷àíèÿ. Íóæíî îñâîáîäèòüñÿ îò äîãìû, ÷òî ôîíàðèê îáðàòíî äîëæåí íî-
ñèòü ñàìûé áûñòðûé, òî åñòü ïàïà. Òîãäà óæå íåòðóäíî äîãàäàòüñÿ, ÷òî íàäî
ïóñòèòü âìåñòå áàáóøêó è ìàëûøà.

Çàäà÷à 1.5.22. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1997.6.6) Êîùåé Áåññìåðò-
íûé âçÿë â ïëåí 43 ÷åëîâåêà è óâ¼ç èõ íà îñòðîâ. Îòïðàâèëñÿ Èâàí�Öàðåâè÷
íà äâóõìåñòíîé ëîäêå âûðó÷àòü èõ. À Êîùåé åìó è ãîâîðèò:

� Íàäîåëî ìíå ýòèõ äàðìîåäîâ êîðìèòü, ïóñòü ïëûâóò îòñþäà íà òâîåé ëîäêå
ïîäîáðó-ïîçäîðîâó. Èìåé â âèäó: ñ îñòðîâà íà áåðåã äîïëûòü ìîæíî òîëüêî
âäâî¼ì, à îáðàòíî è îäèí ñïðàâèòñÿ. Ïåðåä ïåðåïðàâîé ÿ ñêàæó êàæäîìó íå
ìåíåå ÷åì ïðî 40 äðóãèõ ïëåííèêîâ, ÷òî ýòî îáîðîòíè. Êîìó ïðî êîãî ñêàæó,
ñàì âûáåðåøü. Åñëè ïëåííèê ïðî êîãî-òî ñëûøàë, ÷òî òîò îáîðîòåíü, îí ñ íèì
â ëîäêó íå ñÿäåò, à íà áåðåãó íàõîäèòüñÿ ñìîæåò. ß çàêîëäóþ èõ òàê, ÷òîáû
íà ñóøå îíè ìîë÷àëè, çàòî â ëîäêå ðàññêàçûâàëè äðóã äðóãó ïðî âñåõ èçâåñò-
íûõ èì îáîðîòíåé. Ïîêà õîòü îäèí ïëåííèê îñòà¼òñÿ íà îñòðîâå, òåáå ñ íèìè
ïëàâàòü íåëüçÿ. Ëèøü êîãäà âñå 43 îêàæóòñÿ íà òîì áåðåãó, îäíîìó èç íèõ
ìîæíî áóäåò çà òîáîé ïðèïëûòü. À êîëè íå ñóìååøü óñòðîèòü èì ïåðåïðàâó
� îñòàíåøüñÿ ó ìåíÿ íàâñåãäà.

Åñòü ëè ó Èâàíà ñïîñîá ïðîéòè èñïûòàíèå è âåðíóòüñÿ ñ ïëåííèêàìè äîìîé?

Ðåøåíèå. Èâàí ìîæåò ðàçáèòü ïëåííèêîâ íà 20 ïàð è îäíó òðîéêó è âåëåòü
Êîùåþ ñêàçàòü êàæäîìó, ÷òî âñå, êðîìå âõîäÿùèõ ñ íèì â îäíó ïàðó (òðîé-
êó), � îáîðîòíè. Òîãäà óñëîâèå áóäåò âûïîëíåíî, à ïåðåïðàâèòüñÿ ïëåííèêè
ñìîãóò ñëåäóþùèì îáðàçîì. Íàçîâ¼ì ïëåííèêîâ èç òðîéêè A, B è C. Ñíà÷àëà
ïåðåïðàâëÿþòñÿ A è B, ïîòîì A âîçâðàùàåòñÿ îáðàòíî. Çàòåì ïåðåïðàâëÿ-
åòñÿ íåêîòîðàÿ ïàðà, à âîçâðàùàåòñÿ B. Â ðåçóëüòàòå îäíà ïàðà ïëåííèêîâ
ïåðåïðàâëåíà íà áåðåã, à âñå îñòàëüíûå âìåñòå ñ ëîäêîé íàõîäÿòñÿ íà îñòðîâå.
Àíàëîãè÷íî ïåðåïðàâëÿþòñÿ âñå îñòàëüíûå ïàðû. Çàòåì ïåðåïðàâëÿþòñÿ A è
B, A âîçâðàùàåòñÿ è ïåðåâîçèò C. Ïîñëå ýòîãî C ìîæåò îòïðàâèòüñÿ çà Èâà-
íîì. Ïðè òàêîé ïåðåïðàâå íèêòî íèêàêîé íîâîé èíôîðìàöèè îá îáîðîòíÿõ íå
óçíàåò.
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Çàìå÷àíèå. Àíàëîãè÷íûé ñïîñîá ïåðåïðàâû ðàáîòàåò ïðè ëþáîì ðàçáèåíèè
ïëåííèêîâ íà ïàðû è òðîéêè.

Çàäà÷à 1.5.23. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2014.6.6) Ê êàáèíêå êàíàòíîé äîðîãè, âåäóùåé íà ãîðó, ïîäîøëè ÷åòûðå
÷åëîâåêà, êîòîðûå âåñÿò 50, 60, 70 è 90 êã. Ñìîòðèòåëÿ íåò, à â àâòîìàòè÷å-
ñêîì ðåæèìå êàáèíêà åçäèò òóäà-ñþäà òîëüêî ñ ãðóçîì îò 100 äî 250 êã (â
÷àñòíîñòè, ïóñòîé îíà íå åçäèò), ïðè óñëîâèè, ÷òî ïàññàæèðîâ ìîæíî ðàññà-
äèòü íà äâå ñêàìüè òàê, ÷òîáû âåñà íà ñêàìüÿõ îòëè÷àëèñü íå áîëåå, ÷åì íà
25 êã. Êàêèì îáðàçîì âñå îíè ñìîãóò ïîäíÿòüñÿ íà ãîðó?

Ðåøåíèå. Áóäåì îáîçíà÷àòü ëþäåé ÷èñëàìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè èõ âåñó. Òî-
ãäà âîçìîæåí ñëåäóþùèé àëãîðèòì äåéñòâèé:

1) ââåðõ åäóò 50 + 60 è 90;
2) âíèç åäóò 50 è 60;
3) ââåðõ åäóò 60 è 70;
4) âíèç åäóò 70 è 90;
5) ââåðõ åäóò 50 è 70;
6) âíèç åäóò 50 è 60;
7) ââåðõ åäóò 50 + 60 è 90.

Çàìå÷àíèÿ. Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî âòðî¼ì ìîãóò åõàòü òîëüêî 50, 60 è 90. À
ñïóñêàòüñÿ äîëæíû íå ìåíåå ÷åì äâîå. Çíà÷èò, è ïåðâûé, è ïîñëåäíèé ïîäú¼ìû
äîëæíû ñîâåðøèòü 50, 60 è 90.

Çàäà÷à 1.5.24. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1993.6.7) Àëè�Áàáà ñòîèò
ñ áîëüøèì ìåøêîì ìîíåò â óãëó ïóñòîé ïðÿìîóãîëüíîé ïåùåðû ðàçìåðîì
m×n êëåòîê, ðàñêðàøåííûõ â øàõìàòíîì ïîðÿäêå. Èç ëþáîé êëåòêè îí ìîæåò
ñäåëàòü øàã â ëþáóþ èç ÷åòûð¼õ ñîñåäíèõ êëåòîê (ââåðõ, âíèç, âïðàâî èëè
âëåâî). Ïðè ýòîì îí äîëæåí ëèáî ïîëîæèòü 1 ìîíåòó â ýòîé êëåòêå, ëèáî
çàáðàòü èç íå¼ 1 ìîíåòó, åñëè, êîíå÷íî, îíà íå ïóñòà. Ìîæåò ëè ïîñëå ïðîãóëêè
Àëè�Áàáû ïî ïåùåðå îêàçàòüñÿ, ÷òî íà ÷¼ðíûõ êëåòêàõ ëåæèò ðîâíî ïî 1
ìîíåòå, à íà áåëûõ ìîíåò íåò?

Ðåøåíèå. Ïðÿìîóãîëüíèê m × n ìîæíî îáîéòè ¾çìåéêîé¿, ïðîõîäÿ êàæäóþ
êëåòêó ïî îäíîìó ðàçó (ðèñóíîê äëÿ ïðÿìîóãîëüíèêà 4× 4).
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¾Óñëîæíèì¿ çàäà÷ó, çàïðåòèâ Àëè�Áàáå êëàñòü ìîíåòó â êëåòêó, ãäå ìîíåòà
óæå åñòü (òî åñòü ïðè õîäå â êëåòêó, ãäå óæå åñòü ìîíåòà, îí áóäåò îáÿçàí å¼
çàáðàòü). Çàìåòèì, ÷òî åñëè Àëè�Áàáà áóäåò ñëåäîâàòü ýòîìó ïðàâèëó, òî íè
â êàêîé êëåòêå íå ìîæåò îêàçàòüñÿ äâå ìîíåòû.

Èòàê, ïîéä¼ì ïî ïåùåðå (âìåñòå ñ Àëè�Áàáîé) ¾çìåéêîé¿ ñ ìåøêîì ìîíåò è
áóäåì ñòàðàòüñÿ, ÷òîáû â êàæäîé êëåòêå îêàçàëîñü òðåáóåìîå (ïðàâèëüíîå)
êîëè÷åñòâî ìîíåò. Ñäåëàâ î÷åðåäíîé õîä, áóäåì ïðîâåðÿòü, ïðàâèëüíîå ëè
êîëè÷åñòâî ìîíåò íà êëåòêå, ñ êîòîðîé ìû òîëüêî ÷òî óøëè. Åñëè ïðàâèëüíîå,
òî áóäåì ñïîêîéíî èäòè äàëüøå. À åñëè íåïðàâèëüíîå, òî âîçìîæíî òîëüêî
äâà âàðèàíòà: 0 âìåñòî 1 è 1 âìåñòî 0. Ñäåëàåì øàã íàçàä, èçìåíèì ñîñòîÿíèå
¾íåïðàâèëüíîé¿ êëåòêè, à ïîòîì ñäåëàåì øàã âïåð¼ä.

Òàê, êëåòêà çà êëåòêîé, ìû äîáü¼ìñÿ òîãî, ÷òî íà âñåõ êëåòêàõ, êðîìå, ìîæåò
áûòü, ñàìîé ïîñëåäíåé, � ïðàâèëüíîå êîëè÷åñòâî ìîíåò. Åñëè íà ïîñëåäíåé
êëåòêå íåïðàâèëüíîå êîëè÷åñòâî ìîíåò, òî, ïîéäÿ íàçàä, âïåð¼ä è íàçàä, ìû
äîáü¼ìñÿ, ÷òî íà âñåõ êëåòêàõ áóäåò ïðàâèëüíîå êîëè÷åñòâî ìîíåò.

Çàäà÷à 1.5.25. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2003.6.7) Ïî êðóãó ñòîÿò âîñåìü êîçëîâ ðàçíîãî ðîñòà. Ëþáîé èç íèõ
óìååò ïåðåïðûãèâàòü ÷åðåç äâóõ ñîñåäíèõ êîçëîâ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Äî-
êàæèòå, ÷òî ïðè ëþáîì íà÷àëüíîì ðàñïîëîæåíèè êîçëîâ îíè ñìîãóò âñòàòü
ïî ðîñòó.

Ðåøåíèå. Íà ðèñóíêå ïîêàçàíî, êàêèì îáðàçîì ëþáîé êîç¼ë (÷¼ðíûé) ñìî-
æåò äîïðûãàòü äî ëþáîãî ìåñòà, òî åñòü, âñòàòü çà ëþáûì (áåëûì), çàðàíåå
âûáðàííûì. Â ýòî âðåìÿ îñòàëüíûå êîçëû ñòîÿò íà ñâîèõ ìåñòàõ. Ïîýòîìó,
ñíà÷àëà âòîðîé ïî ðîñòó êîç¼ë âñòà¼ò çà ñàìûì âûñîêèì, ïîñëå ÷åãî çà íèì
âñòà¼ò ñëåäóþùèé ïî ðîñòó, è òàê äàëåå. Òàêàÿ îïåðàöèÿ âîçìîæíà ïîòîìó,
÷òî ÷èñëà 2 è 7 � âçàèìíî ïðîñòûå.

Çàäà÷à 1.5.26. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2005.7.6) Íà ñòîëå ëåæèò ñòîïêà êàðò ¾ðóáàøêîé¿ ââåðõ. Òðåáóåòñÿ
ïåðåëîæèòü èõ â îáðàòíîì ïîðÿäêå (è ñíîâà ¾ðóáàøêîé¿ ââåðõ), ïðèìåíèâ
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íåñêîëüêî ðàç òàêóþ îïåðàöèþ: èç ëþáîãî ìåñòà ñòîïêè âûíèìàþòñÿ äâå ñî-
ñåäíèå êàðòû, ïåðåâîðà÷èâàþòñÿ êàê åäèíîå öåëîå è êëàäóòñÿ íà ïðåæíåå
ìåñòî. Ïðè êàêîì êîëè÷åñòâå êàðò â ñòîïêå ýòî ìîæíî ñäåëàòü?

Ðåøåíèå. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà êîëè÷åñòâî êàðò n � íå÷¼òíîå
÷èñëî. Ïåðåíóìåðóåì êàðòû ñâåðõó âíèç. Ïðè n = 1 çàäà÷à óæå ðåøåíà.

Ïðè n > 3 áóäåì äåéñòâîâàòü òàê. Ïåðåâåðí¼ì äâå íèæíèå êàðòû, ïîòîì âòî-
ðóþ è òðåòüþ ñíèçó, ïîòîì òðåòüþ è ÷åòâ¼ðòóþ ñíèçó, è ò. ä. Ïðè òàêîé îïåðà-
öèè íèæíÿÿ êàðòà (èìåþùàÿ íîìåð n) îêàæåòñÿ (¾âñïëûâ¼ò¿) íà ñàìîì âåðõó,
à âñå îñòàëüíûå êàðòû îêàæóòñÿ íà îäíó ïîçèöèþ íèæå. Äåéñòâóÿ òàêèì æå
îáðàçîì, ìîæíî ïåðåëîæèòü êàðòó ñ íîìåðîì n− 1, êîòîðàÿ òåïåðü ÿâëÿåòñÿ
íèæíåé, íà âòîðîå ìåñòî. Ïîñëå ýòîãî ñ ïîìîùüþ òîé æå îïåðàöèè ìîæíî ïå-
ðåëîæèòü êàðòó ñ íîìåðîì n−2 íà òðåòüå ìåñòî, è ò. ä. Â êîíöå êîíöîâ êàðòû
â ñòîïêå îêàæóòñÿ â îáðàòíîì ïîðÿäêå.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè ïåðåêëàäûâàíèè ñòîïêè â îáðàòíîì ïîðÿäêå íîâûé íîìåð
êàæäîé êàðòû áóäåò òîé æå ÷¼òíîñòè, ÷òî è ïåðâîíà÷àëüíûé. Ïîýòîìó êàæäàÿ
êàðòà äîëæíà ïåðåâåðíóòüñÿ ÷¼òíîå ÷èñëî ðàç. Çíà÷èò, âñå êàðòû â ðåçóëüòàòå
òàêîãî ïåðåêëàäûâàíèÿ îêàæóòñÿ ¾ðóáàøêîé¿ ââåðõ.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà êîëè÷åñòâî êàðò n � ÷¼òíîå ÷èñëî. Äîïó-
ñòèì, ÷òî íàì óäàëîñü ïåðåëîæèòü ñòîïêó â îáðàòíîì ïîðÿäêå. Ïðè ýòîì
íîâûé íîìåð êàæäîé êàðòû ïîëó÷èëñÿ äðóãîé ÷¼òíîñòè ïî ñðàâíåíèþ ñ å¼
ïåðâîíà÷àëüíûì íîìåðîì. Ýòî çíà÷èò, ÷òî êàðòà áûëà ïåðåâ¼ðíóòà íå÷¼òíîå
÷èñëî ðàç. Çíà÷èò, âñå êàðòû â ðåçóëüòàòå òàêîãî ïåðåêëàäûâàíèÿ îêàçàëèñü
¾ðóáàøêîé¿ âíèç. Ñëåäîâàòåëüíî, ïåðåëîæèòü ñòîïêó èç ÷¼òíîãî ÷èñëà êàðò
íóæíûì îáðàçîì íåëüçÿ.

Çíà÷èò, ïðè ëþáîì íå÷¼òíîì êîëè÷åñòâå êàðò â ñòîïêå èõ ìîæíî ïåðåëîæèòü
â îáðàòíîì ïîðÿäêå, ïðè ÷¼òíîì æå êîëè÷åñòâå ýòîãî ñäåëàòü íåëüçÿ.

Çàäà÷à 1.5.27. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2012.7.7) Íà ñêëàäàõ äâóõ ìàãàçèíîâ õðàíèòñÿ ïøåíî: íà ïåðâîì ñêëàäå
íà 16 òîíí áîëüøå, ÷åì íà âòîðîì. Êàæäóþ íî÷ü ðîâíî â ïîëíî÷ü âëàäåëåö
êàæäîãî ìàãàçèíà âîðóåò ó ñâîåãî êîíêóðåíòà ÷åòâåðòü èìåþùåãîñÿ íà åãî
ñêëàäå ïøåíà è ïåðåòàñêèâàåò íà ñâîé ñêëàä. ×åðåç 10 íî÷åé âîðèøåê ïîéìà-
ëè. Íà êàêîì ñêëàäå â ìîìåíò èõ ïîèìêè áûëî áîëüøå ïøåíà è íà ñêîëüêî?

Ðåøåíèå. Ïóñòü â êàêîé-òî ìîìåíò äî ïîëóíî÷è íà ïåðâîì ñêëàäå íàõîäèò-
ñÿ íà d òîíí ïøåíà áîëüøå, ÷åì íà âòîðîì. Â ìîìåíò êðàæè ýòà ðàçíîñòü
óìåíüøàåòñÿ íà d/4, à â ìîìåíò, êîãäà óêðàäåííîå çåðíî ïîïàäàåò íà ¾÷ó-
æîé¿ ñêëàä, � åù¼ íà d/4. Èòàê, êàæäóþ íî÷ü ðàçíîñòü óìåíüøàåòñÿ âäâîå.
Òàê êàê â íà÷àëå ýòà ðàçíîñòü ñîñòàâëÿëà 16 òîíí, òî ÷åðåç 10 íî÷åé îíà áóäåò
ðàâíà 16 ò : 210 = 15 êã 625 ã.
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Çàäà÷à 1.5.28. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2003.7.7) Âîñåìü òîìîâ ¾Ýíöèêëîïåäèè Êîçëîâ¿ ñëîæèëè â ñòîïêó. Ðàç-
ðåøàåòñÿ âûíèìàòü èç ñòîïêè ëèáî òðåòüþ ñâåðõó êíèãó, ëèáî ñàìóþ íèæíþþ,
è êëàñòü å¼ íàâåðõ. Äîêàæèòå, ÷òî íåçàâèñèìî îò íà÷àëüíîãî ðàñïîëîæåíèÿ
òîìîâ èõ ìîæíî ñëîæèòü ïî ïîðÿäêó íîìåðîâ.

Ðåøåíèå. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî òîìà ñòîÿò ïî êðóãó. Òîãäà îïåðàöèÿ ïåðåêëàäû-
âàíèÿ íèæíåãî òîìà íàâåðõ ðàâíîñèëüíà òîìó, ÷òî ýòîò êðóã ïîâîðà÷èâàåòñÿ,
íàïðèìåð, ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Ïðè ýòîì âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå òîìîâ
íå èçìåíÿòñÿ, òî åñòü, òàêîé îïåðàöèåé ìû ñìîæåì ïîâîðà÷èâàòü ýòîò êðóã
òàê, ÷òîáû íóæíûé íàì òîì âñòàë íà íóæíîå ìåñòî. Òîãäà, îïåðàöèÿ ïåðå-
êëàäûâàíèÿ òðåòüåé ñâåðõó êíèãè íàâåðõ ñòîïêè îçíà÷àåò òî æå ñàìîå, ÷òî
ïðûæîê ëþáîãî êîçëà â çàäà÷å 1.5.25, äëÿ êîòîðîé óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Çàäà÷à 1.5.29. (Êóð÷àòîâ � 2016.8) Íà îëèìïèàäó ïðèøëè 300 ó÷åíèêîâ èç
íå ìåíåå ÷åì 4 øêîë. Äîêàæèòå, ÷òî èõ ìîæíî ðàçáèòü íà êîìàíäû ïî 3
÷åëîâåêà â êàæäîé òàê, ÷òîáû â êàæäîé êîìàíäå ëèáî âñå òðè ó÷åíèêà áûëè
èç îäíîé øêîëû, ëèáî âñå òðè � èç ðàçíûõ øêîë.

Ðåøåíèå. Åñëè èç êàêîé-òî øêîëû ïðèøëî áîëüøå òð¼õ ó÷åíèêîâ, òî îòäåëÿåì
îò íèõ êîìàíäû ïî òðè, ïîêà âîçìîæíî. Â êàæäîé øêîëå îñòàòîê áóäåò 0, 1
èëè 2 ó÷åíèêà. Ïîñêîëüêó îáùåå ÷èñëî ó÷åíèêîâ êðàòíî 3, è ìû îòäåëÿëè
òðîéêàìè, ñóììà îñòàòêîâ òîæå êðàòíà 3. Ïîýòîìó îäèí íåíóëåâîé îñòàòîê
áûòü íå ìîæåò. Ðàññìîòðèì ñëó÷àè.

1. Åñòü äâà íåíóëåâûõ îñòàòêà. Ýòî ìîãóò áûòü òîëüêî 1 è 2 èç øêîëÀ è Á.
Âåðí¼ì ïî òðîéêå ó÷åíèêîâ èç äâóõ äðóãèõ øêîë Â è Ã, è ñôîðìèðóåì
ñìåøàííûå êîìàíäû: äâå ÁÂÃ è îäíó ÀÂÃ.

2. Åñòü òðè èëè áîëåå íåíóëåâûõ îñòàòêîâ. Ôîðìèðóåì ñìåøàííûå êîìàí-
äû, áåðÿ ïî ó÷åíèêó èç òåõ òð¼õ øêîë, ãäå îñòàòêè íà äàííûé ìîìåíò
íàèáîëüøèå. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åñëè ïîñëå âçÿòèÿ ãäå-òî îñòàëèñü 2 ó÷å-
íèêà, òî ìû áðàëè òîëüêî èç îñòàòêîâ ïî 2. Òî åñòü, åñëè êàêîé-òî îñòàòîê
ñòàë 0, òî îñòàëüíûå íå áîëüøå 1. Ðàññìîòðèì òåïåðü ìîìåíò, êîãäà îñòà-
íåòñÿ ìåíåå òð¼õ íåíóëåâûõ îñòàòêîâ. Íî äâå èëè îäíà åäèíèöà îñòàòüñÿ
íå ìîæåò (ñóììà íå êðàòíà 3), ïîýòîìó âñå îñòàòêè ñòàëè 0, òî åñòü, âñå
ó÷åíèêè ðàñïðåäåëåíû.

Çàäà÷à 1.5.30. (Ìîñêîâñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà � 2001.8.3) Äàíû
øåñòü ñëîâ: ÇÀÍÎÇÀ, ÇÈÏÓÍÛ, ÊÀÇÈÍÎ, ÊÅÔÀËÜ, ÎÒÌÅËÜ,
ØÅËÅÑÒ. Çà îäèí øàã ìîæíî çàìåíèòü ëþáóþ áóêâó â ëþáîì èç ýòèõ ñëîâ
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íà ëþáóþ äðóãóþ (íàïðèìåð, çà îäèí øàã ìîæíî ïîëó÷èòü èç ñëîâà ÇÀÍÎ-
ÇÀ ñëîâî ÇÊÍÎÇÀ. Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî øàãîâ íóæíî, ÷òîáû ñäåëàòü
âñå ñëîâà îäèíàêîâûìè (äîïóñêàþòñÿ áåññìûñëåííûå)?

Ðåøåíèå. Çàïèøåì äàííûå ñëîâà â ñòîëáèê. Ïîñëå âñåõ çàìåí áóêâû â êàæäîé
êîëîíêå äîëæíû ñòàòü îäèíàêîâûìè. ×èñëî çàìåí áóäåò íàèìåíüøèì, åñëè â
êàæäîé êîëîíêå ñîõðàíèòü íàèáîëåå ÷àñòóþ áóêâó (ëþáóþ èç íèõ, åñëè òàêèõ
áóêâ íåñêîëüêî). Íàïðèìåð, â ïåðâîé êîëîíêå ìîæíî îñòàâèòü áóêâû Ç èëè
Ê, îíè îáå òðåáóþò ÷åòûð¼õ çàìåí. Ìèíèìàëüíîå ÷èñëî çàìåí ðàâíî

4 + 4 + 5 + 4 + 4 + 4 = 25.

Çàìå÷àíèÿ. Ñðåäè ñëîâ, êîòîðûå ìîãóò ïîëó÷èòüñÿ â ðåçóëüòàòå, åñòü îñìûñ-
ëåííûå, íàïðèìåð, ÇÅËÅÍÜ, ÊÀÏÅËÜ èëè ÊÀÔÅËÜ.

Çàäà÷à 1.5.31. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1991.5-6.2) Ýëåêòðèê áûë
âûçâàí äëÿ ðåìîíòà ãèðëÿíäû èç ÷åòûð¼õ ñîåäèí¼ííûõ ïîñëåäîâàòåëüíî ëàì-
ïî÷åê, îäíà èç êîòîðûõ ïåðåãîðåëà. Íà âûâèí÷èâàíèå ëþáîé ëàìïî÷êè èç
ãèðëÿíäû óõîäèò 10 ñåêóíä, íà çàâèí÷èâàíèå � 10 ñåêóíä. Âðåìÿ, êîòîðîå
òðàòèòñÿ íà äðóãèå äåéñòâèÿ, ìàëî. Çà êàêîå íàèìåíüøåå âðåìÿ ýëåêòðèê çà-
âåäîìî ìîæåò íàéòè ïåðåãîðåâøóþ ëàìïî÷êó, åñëè ó íåãî åñòü îäíà çàïàñíàÿ
ëàìïî÷êà?

Ïîäñêàçêà. Åñëè ïîñëå çàìåíû îäíîé ëàìïî÷êè ãèðëÿíäà íå çàãîðåëàñü, òî ìû
çàìåíèëè èñïðàâíóþ ëàìïî÷êó.

Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû íå çàìåíÿëè êàêèå-òî äâå ëàìïî÷êè. Òîãäà,
åñëè íàì íå ïîâåçëî, è îäíà èç íèõ � ïåðåãîðåâøàÿ, òî ìû íå ñìîæåì îïðå-
äåëèòü, êàêàÿ èìåííî. Çíà÷èò, äëÿ òîãî, ÷òîáû çàâåäîìî îïðåäåëèòü ïåðåãî-
ðåâøóþ ëàìïî÷êó, íåîáõîäèìî âûâèíòèòü õîòÿ áû òðè èç íèõ (30 ñåêóíä) è
çàâèíòèòü íà èõ ìåñòî êàêèå-òî äðóãèå (åù¼ 30 ñåêóíä).

Ïîêàæåì, ÷òî 60 ñåêóíä âñåãäà õâàòèò. Âûâèíòèì ïåðâóþ ëàìïî÷êó è çàâèí-
òèì íà å¼ ìåñòî çàïàñíóþ (ïðîøëî 20 ñåêóíä). Åñëè ãèðëÿíäà çàãîðåëàñü,
òî íàì ïîâåçëî è õâàòèëî äàæå 20 ñåêóíä. Åñëè æå ãèðëÿíäà íå çàãîðåëàñü,
çíà÷èò, åäèíñòâåííàÿ íåèñïðàâíàÿ ëàìïî÷êà åù¼ â ãèðëÿíäå, à ó íàñ â ðóêàõ
îïÿòü èñïðàâíàÿ. Òåïåðü âûâèíòèì âòîðóþ è çàâèíòèì íà å¼ ìåñòî áûâøóþ
ïåðâóþ (â ñóììå ïðîøëî 40 ñåêóíä). Åñëè íàì îïÿòü íå ïîâåçëî, òî âûâèí÷è-
âàåì òðåòüþ ëàìïî÷êó, à íà å¼ ìåñòî çàâèí÷èâàåì áûâøóþ âòîðóþ (â ñóììå
ïðîøëî 60 ñåêóíä). Åñëè ãèðëÿíäà âñ¼ åù¼ íå ãîðèò, òî, çíà÷èò, íåèñïðàâ-
íà ïîñëåäíÿÿ ëàìïî÷êà. Ðåøåíèå çàñ÷èòûâàëîñü è òåì øêîëüíèêàì, êîòîðûå
äîáàâëÿëè åù¼ 20 ñåêóíä íà çàìåíó ïîñëåäíåé ëàìïî÷êè.
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Çàäà÷à 1.5.32. (Òóðíèð èì. Ëîìîíîñîâà � 1986.8.4) Â êîìïàíèè èç k ÷åëîâåê
(k > 3) ó êàæäîãî ïîÿâèëàñü íîâîñòü, èçâåñòíàÿ åìó îäíîìó. Çà îäèí òåëåôîí-
íûé ðàçãîâîð äâîå ñîîáùàþò äðóã äðóãó âñå èçâåñòíûå èì íîâîñòè. Äîêàæèòå,
÷òî çà 2k − 4 ðàçãîâîðà âñå îíè ìîãóò óçíàòü âñå íîâîñòè.

Ïîäñêàçêà. Âûäåëèì ãðóïïó èç 4 ÷åëîâåê.

Ðåøåíèå. Ïåðåäà÷à èíôîðìàöèè ìîæåò áûòü îñóùåñòâëåíà ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì. Ðàññìîòðèì íåêîòîðûõ ÷åòâåðûõ ëþäåé â êîìïàíèè � íàçîâ¼ì èõ A,
B, C, D. Ïóñòü ñíà÷àëà âñå ÷ëåíû êîìïàíèè, êðîìå B, C è D, çâîíÿò A è
ñîîáùàþò åìó ñâîè íîâîñòè. Ýòî ïîòðåáóåò k − 4 çâîíêà. Çàòåì ìåæäó ñîáîé
ãîâîðÿò A è B, à òàêæå, C è D. Ïîñëå ýòîãî A ãîâîðèò ñ C, à B ñ D, â ðå-
çóëüòàòå ÷åãî âñå ÷åòâåðî áóäóò çíàòü âñå íîâîñòè. Çà îñòàâøèåñÿ k−4 çâîíêà
A ñîîáùàåò èõ âñåì îñòàëüíûì.
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Ãëàâà 2

Âîêðóã ãåîìåòðèè

1 Ðàñêðàñêè

Çàäà÷à 2.1.4. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2000.6.2;7.1) Â êâàäðàòå 7× 7
êëåòîê çàêðàñüòå íåêîòîðûå êëåòêè òàê, ÷òîáû â êàæäîé ñòðîêå è â êàæäîì
ñòîëáöå îêàçàëîñü ðîâíî ïî òðè çàêðàøåííûõ êëåòêè.

Ðåøåíèå. Ïðèìåðû çàêðàñêè ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêå.

Çàäà÷à 2.1.5. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1990.6.1;7.1) Ðàñêðàñüòå ïëîñ-
êîñòü â òðè öâåòà òàê, ÷òîáû íà êàæäîé ïðÿìîé áûëè òî÷êè íå áîëåå, ÷åì äâóõ
öâåòîâ, è êàæäûé öâåò áûë áû èñïîëüçîâàí.

Ïîäñêàçêà. Íàðèñóéòå äâå ïåðåñåêàþùèåñÿ ïðÿìûå.

Ðåøåíèå. Íà áåëîì ëèñòå áóìàãè ïðîâåä¼ì ñèíåé ðó÷êîé äâå ïåðåñåêàþùèåñÿ
ïðÿìûå, à èõ òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ îòìåòèì ÷¼ðíîé ðó÷êîé.

Çàäà÷à 2.1.6. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1996.6.6) Ïîêðàñüòå êëåòêè
äîñêè 5×5 â ïÿòü öâåòîâ òàê, ÷òîáû â êàæäîì ãîðèçîíòàëüíîì ðÿäó, â êàæäîì
âåðòèêàëüíîì ðÿäó è â êàæäîì âûäåëåííîì áëîêå âñòðå÷àëèñü âñå öâåòà.
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Ðåøåíèå. Óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ çàêðàñêà ïðèâåäåíà íà ðèñóíêå íèæå.

Çàìå÷àíèÿ. Ââåä¼ì íà íàøåì êâàäðàòå êîîðäèíàòû (êàê â øàõìàòàõ). Ðàñ-
êðàñèì ëåâûé âåðõíèé áëîê: ïóñòü êëåòêà a5 îêðàøåíà â öâåò 1, a4 � â öâåò
2, b4 � â öâåò 3, b3 � â öâåò 4, c3 � â öâåò 5. Òîãäà, î÷åâèäíî, êëåòêó a3
ìîæíî ïîêðàñèòü òîëüêî â öâåò 3 (ðèñóíîê ñëåâà).

Ðàññìîòðèì âåðõíèé öåíòðàëüíûé áëîê. Â í¼ì êëåòêà öâåòà 3 äîëæíà ñòîÿòü
íà ïÿòîé ãîðèçîíòàëè. Ñëåäîâàòåëüíî, â ëåâîì âåðõíåì áëîêå êëåòêîé öâåòà
3 ìîæåò áûòü òîëüêî d2 (ðèñóíîê ñïðàâà).

Ðàñêðàñêà îñòàëüíûõ êëåòîê ñ ïîìîùüþ àíàëîãè÷íûõ ðàññóæäåíèé âîññòà-
íàâëèâàåòñÿ îäíîçíà÷íî â ñëåäóþùåì ïîðÿäêå: c5, e1, d1, b5, d5, e5, d4, d3, c4,
e4, e3, e2, a2, a1, b2, b1, c2, c1.

Çàäà÷à 2.1.7. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2002.6.4) Õóäîæíèê�àâàíãàð-
äèñò Çìèé Êëåòî÷êèí ïîêðàñèë íåñêîëüêî êëåòîê äîñêè ðàçìåðîì 7 × 7, ñî-
áëþäàÿ ïðàâèëî: êàæäàÿ ñëåäóþùàÿ çàêðàøèâàåìàÿ êëåòêà äîëæíà ñîñåä-
ñòâîâàòü ïî ñòîðîíå ñ ïðåäûäóùåé çàêðàøåííîé êëåòêîé, íî íå äîëæíà ñî-
ñåäñòâîâàòü íè ñ îäíîé äðóãîé ðàíåå çàêðàøåííîé êëåòêîé. Åìó óäàëîñü ïî-
êðàñèòü 31 êëåòêó.
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Ïîáåéòå åãî ðåêîðä � çàêðàñüòå à) 32 êëåòêè; á) 33 êëåòêè.

Ïîäñêàçêà. Íå ñòðåìèòåñü çàêðàñèòü öåëèêîì ñòîðîíû, îñòàâüòå ñåðåäèíû ñòî-
ðîí íåçàêðàøåííûìè.

Ðåøåíèå. à), á) Åñëè ìû óìååì çàêðàøèâàòü 33 êëåòêè, òî 32 êëåòêè ìîæíî
çàêðàñèòü, âîâðåìÿ îñòàíîâèâøèñü. Òðè ïðèìåðà, â êîòîðûõ çàêðàøåíû 33
êëåòêè, èçîáðàæåíû íà ðèñóíêå (íà ñàìîì äåëå òàêèõ ïðèìåðîâ ãîðàçäî áîëü-
øå). Áîëüøå 33 êëåòîê çàêðàñèòü íåëüçÿ � ýòî ïðîâåðåíî íà êîìïüþòåðå.

Çàäà÷à 2.1.8. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2002.7.5) Õóäîæíèê�àâàíãàð-
äèñò Çìèé Êëåòî÷êèí ïîêðàñèë íåñêîëüêî êëåòîê äîñêè ðàçìåðîì 8 × 8, ñî-
áëþäàÿ ïðàâèëî: êàæäàÿ ñëåäóþùàÿ çàêðàøèâàåìàÿ êëåòêà äîëæíà ñîñåä-
ñòâîâàòü ïî ñòîðîíå ñ ïðåäûäóùåé çàêðàøåííîé êëåòêîé, íî íå äîëæíà � íè
ñ îäíîé äðóãîé ðàíåå çàêðàøåííîé êëåòêîé. Åìó óäàëîñü ïîêðàñèòü 36 êëåòîê.
Ïîáåéòå åãî ðåêîðä! (Æþðè óìååò çàêðàøèâàòü 42 êëåòêè!)

Ðåøåíèå. Îäèí èç ïðèìåðîâ çàêðàøèâàíèÿ 42 êëåòîê èçîáðàæ¼í íà ðèñóíêå.
Çàêðàñèòü 43 êëåòêè íåâîçìîæíî.
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Çàäà÷à 2.1.9. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2001.6.6) Ïîëÿ êëåò÷àòîé äîñ-
êè ðàçìåðîì 8× 8 áóäåì ïî î÷åðåäè çàêðàøèâàòü â êðàñíûé öâåò òàê, ÷òîáû
ïîñëå çàêðàøèâàíèÿ êàæäîé ñëåäóþùåé êëåòêè ôèãóðà, ñîñòîÿùàÿ èç çàêðà-
øåííûõ êëåòîê, èìåëà îñü ñèììåòðèè. Ïîêàæèòå, êàê ìîæíî, ñîáëþäàÿ ýòî
óñëîâèå, çàêðàñèòü à) 26 êëåòîê; á) 28 êëåòîê. (Â êà÷åñòâå îòâåòà ðàññòàâüòå
íà òåõ êëåòêàõ, êîòîðûå äîëæíû áûòü çàêðàøåíû, ÷èñëà îò 1 äî 26 èëè äî 28
â òîì ïîðÿäêå, â êîòîðîì ïðîâîäèëîñü çàêðàøèâàíèå.)

Ðåøåíèå. Ïðèìåð çàêðàøèâàíèÿ 28 êëåòîê ïðèâåä¼í íà ðèñóíêå, 26 êëåòîê
ìîæíî çàêðàñèòü, âîâðåìÿ îñòàíîâèâøèñü.

Çàäà÷à 2.1.10. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2004.6.7) Êëåòêè òåòðàäíî-
ãî ëèñòà ðàñêðàøåíû â âîñåìü öâåòîâ. Äîêàæèòå, ÷òî íàéä¼òñÿ ôèãóðà âèäà

, âíóòðè êîòîðîé åñòü êëåòêè îäíîãî öâåòà.

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì íà ýòîì êëåò÷àòîì ëèñòå êâàäðàòèê 3× 3 êëåòêè. Äëÿ
ëþáûõ äâóõ êëåòîê ýòîãî êâàäðàòà íàéä¼òñÿ òàêàÿ ôèãóðà çàäàííîãî âèäà,
÷òî ýòè êëåòêè ïðèíàäëåæàò ýòîé ôèãóðå. Íî òîãäà, ïîñêîëüêó â êâàäðàòå
3× 3 ñîäåðæèòñÿ 9 êëåòîê, à öâåòîâ òîëüêî 8, òî íàéäóòñÿ äâå êëåòêè îäíîãî
öâåòà. Ôèãóðà, ñîäåðæàùàÿ ýòè äâå êëåòêè, è áóäåò èñêîìîé.

2 Ìåòîä ðàñêðàñêè

Çàäà÷à 2.2.3. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàññîâ
� 2002.6.6) Ñêîëüêî ôèøåê ìîæåò ñòîÿòü íà øàõìàòíîé äîñêå, åñëè ëþáîé
êâàäðàò, ñîñòîÿùèé èç äåâÿòè êëåòîê, ñîäåðæèò â òî÷íîñòè îäíó ôèøêó?
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Ðåøåíèå. Êâàäðàò ìîæíî ðàçðåçàòü íà 4 êâàäðàòà 3× 3, 1 êâàäðàò 2× 2 è 4
ïðÿìîóãîëüíèêà 2× 3 (íà ðèñóíêå íèæå).

Ïîýòîìó ÿñíî, ÷òî ôèøåê íå ìåíüøå 4 (èíà÷å îäèí èç ÷åòûð¼õ êâàäðàòîâ
3× 3 îñòàíåòñÿ áåç ôèøêè) è íå áîëüøå 9 (èíà÷å â îäíîé èç 9 ÷àñòåé áóäåò 2
ôèøêè).

Îñòàëîñü ïîñòðîèòü 6 ïðèìåðîâ.

Çàäà÷à 2.2.4. (Ìîñêîâñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ðåãàòà � 2013/14.7.4.3) Èç øàõ-
ìàòíîé äîñêè (ðàçìåðîì 8×8) âûðåçàëè öåíòðàëüíûé êâàäðàò ðàçìåðîì 2×2.
Ìîæíî ëè îñòàâøóþñÿ ÷àñòü äîñêè ðàçðåçàòü íà ðàâíûå ôèãóðêè â âèäå áóê-
âû ¾Ã¿, ñîñòîÿùèå èç ÷åòûð¼õ êëåòîê?

Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èñêîìîå ðàçðåçàíèå âîçìîæíî. Ïîêðàñèì ãîðè-
çîíòàëè äîñêè ïîî÷åð¼äíî â äâà öâåòà (¾ìàòðàñèêîì¿, êàê íà ðèñóíêå). Òîãäà
â êàæäîé ôèãóðêå, íåçàâèñèìî îò å¼ ðàñïîëîæåíèÿ, áóäóò òðè êëåòêè îäíîãî
öâåòà è îäíà êëåòêà äðóãîãî öâåòà. Òàê êàê â îñòàâøåéñÿ ÷àñòè äîñêè ïî 30
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êëåòîê êàæäîãî öâåòà, òî ôèãóðîê ïðè ðàçðåçàíèè ìîæåò ïîëó÷èòüñÿ òîëüêî
÷¼òíîå êîëè÷åñòâî.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ôèãóðîê áóäåò (64−4) : 4 = 15, òî åñòü íå÷¼òíîå êîëè÷åñòâî.
Ïðîòèâîðå÷èå.

Çàäà÷à 2.2.5. (Ìóíèöèïàëüíûé ýòàï Âñåðîññèéñêîé îëèìïèàäû øêîëüíèêîâ
(Ìîñêâà) � 2014.9.6) Èç øàõìàòíîé äîñêè ðàçìåðîì 8 × 8 âûðåçàëè êâàäðàò
ðàçìåðîì 2× 2 òàê, ÷òî îñòàâøóþñÿ äîñêó óäàëîñü ðàçðåçàòü íà ïðÿìîóãîëü-
íèêè ðàçìåðîì 1× 3. Îïðåäåëèòå, êàêîé êâàäðàò ìîãëè âûðåçàòü.

Ðåøåíèå. Ðàñêðàñèì øàõìàòíóþ äîñêó â òðè öâåòà ïî äèàãîíàëÿì, íà÷èíàÿ
ñ ëåâîãî íèæíåãî óãëà äîñêè (ðèñóíîê ñëåâà). Òîãäà ïðè ðàçðåçàíèè ÷àñòè
äîñêè íà ïðÿìîóãîëüíèêè 1 × 3 â êàæäîì ïðÿìîóãîëüíèêå îêàæóòñÿ êëåòêè
âñåõ òð¼õ öâåòîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëå âûðåçàíèÿ êâàäðàòà êëåòîê êàæäîãî
èç öâåòîâ íà äîñêå äîëæíî îñòàòüñÿ ïîðîâíó. Äî âûðåçàíèÿ íà äîñêå 21 êëåòêà
öâåòà 1, 22 êëåòêè öâåòà 2 è 21 êëåòêà öâåòà 3. Çíà÷èò, âûðåçàëè êâàäðàò, â
êîòîðîì äâå êëåòêè öâåòà 2 è ïî êëåòêå öâåòà 1 è 3.

Òàêèõ êâàäðàòîâ ìíîãî. Îäíàêî ìû ìîæåì ðàñêðàñèòü äîñêó åù¼ òðåìÿ àíàëî-
ãè÷íûìè ñïîñîáàìè � íà÷èíàÿ ñ ïðàâîãî íèæíåãî óãëà äîñêè, ñ ïðàâîãî èëè
ëåâîãî âåðõíåãî (ïðèìåð ðàñêðàñêè, íà÷èíàþùåéñÿ ñ ïðàâîãî íèæíåãî óãëà
ïîêàçàí íà ðèñóíêå ñïðàâà âûøå). Ïðè êàæäîì èç ýòèõ ñïîñîáîâ ðàñêðàñêè
êîëè÷åñòâî êëåòîê êàæäîãî öâåòà îñòàåòñÿ íåèçìåííûì.
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Ñëåäîâàòåëüíî, ìîãëè áûòü âûðåçàíû òîëüêî òå êâàäðàòû, êîòîðûå ïðè êàæ-
äîì ñïîñîáå ðàñêðàñêè ñîäåðæàò äâå êëåòêè öâåòà 2 è ïî êëåòêå öâåòà 1 è 3.
Òàêèõ êâàäðàòîâ 9, îíè ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêå ñëåâà. Ïîêàæåì, êàê ðàç-
ðåçàòü îñòàâøóþñÿ äîñêó äëÿ êàæäîãî èç äåâÿòè ñëó÷àåâ. Çàìåòèì, ÷òî âû-
ðåçàííûé êâàäðàò íàõîäèòñÿ â îäíîì èç óãëîâûõ êâàäðàòîâ 5 × 5 (ðèñóíîê
ñëåâà). Òî åñòü äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, êàê ðàçðåçàòü íà ïðÿìîóãîëüíèêè 1 × 3
êâàäðàò 5×5 áåç îäíîãî èç óãëîâûõ êâàäðàòîâ 2×2 è îñòàâøóþñÿ ÷àñòü äîñêè.
Ýòî ïîêàçàíî íà ðèñóíêå ñïðàâà.

Òàêèì îáðàçîì, ìîãëè âûðåçàòü ëþáîé èç äåâÿòè êâàäðàòîâ, çàêðàøåííûõ íà
ðèñóíêå.

Çàäà÷à 2.2.6. (Ìîñêîâñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ðåãàòà � 2017/18.11.2.3) Èç êëåò-
÷àòîé äîñêè ðàçìåðîì 8×8 âûïèëèëè âîñåìü ïðÿìîóãîëüíèêîâ ðàçìåðîì 2×1.
Ïîñëå ýòîãî èç îñòàâøåéñÿ ÷àñòè òðåáóåòñÿ âûïèëèòü êâàäðàò ðàçìåðîì 2×2.
Îáÿçàòåëüíî ëè ýòî óäàñòñÿ?

Ðåøåíèå. Ïåðâûé ñïîñîá. Íà ðèñóíêå ïîêàçàíà äîñêà ðàçìåðîì 8 × 8, íà
êîòîðîé öâåòîì âûäåëåíû äåâÿòü êâàäðàòîâ ðàçìåðîì 2× 2 òàê, ÷òî íèêàêèå
äâà èç íèõ íåëüçÿ ¾èñïîðòèòü¿ îäíèì ïðÿìîóãîëüíèêîì ðàçìåðîì 2× 1. Ñëå-
äîâàòåëüíî, ïîñëå âûïèëèâàíèÿ âîñüìè òàêèõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ, õîòÿ áû îäèí
êâàäðàò îñòàíåòñÿ ¾íåòðîíóòûì¿, è åãî ìîæíî áóäåò âûïèëèòü.

73



Âòîðîé ñïîñîá. Èç êâàäðàòà ðàçìåðîì 8× 8 ìîæíî âûðåçàòü 7 · 7 = 49 ðàç-
íûõ êâàäðàòîâ ðàçìåðîì 2×2. Îäèí âûðåçàííûé ïðÿìîóãîëüíèê 2×1 äåëàåò
íåïðèãîäíûìè äëÿ ïîñëåäóþùåãî âûðåçàíèÿ íå áîëüøå øåñòè êâàäðàòîâ. Çíà-
÷èò, ïîñëå âûïèëèâàíèÿ âîñüìè ïðÿìîóãîëüíèêîâ íåïðèãîäíûìè îêàæóòñÿ íå
áîëåå 8 · 6 = 48 êâàäðàòîâ, à îäèí îñòàíåòñÿ ¾íåòðîíóòûì¿.

3 Ðàçâ¼ðòêè

Çàäà÷à 2.3.4. (Âñåðîññèéñêàÿ îëèìïèàäà ïî ãåîìåòðèè � 2005.23) Îêëåéòå
êóá â îäèí ñëîé ïÿòüþ ðàâíîâåëèêèìè âûïóêëûìè ïÿòèóãîëüíèêàìè.

Ðåøåíèå. Óêàæåì îäíî èç âîçìîæíûõ ðàçáèåíèé íà ðàçâ¼ðòêå. Ïóñòü äëèíà
ðåáðà êóáà ðàâíà 5. Áåëûé è ò¼ìíî�ñåðûå ïÿòèóãîëüíèêè ñîñòîÿò èç êâàäðàòà
(ãðàíè êóáà) è òðåóãîëüíèêà ñ îñíîâàíèåì 5 è âûñîòîé 2, òî åñòü èìåþò ïëî-
ùàäü 30. Ñâåòëî�ñåðûé è ñåðûé ïÿòèóãîëüíèêè ðàâíû, ñëåäîâàòåëüíî, èìåþò
òó æå ïëîùàäü.

Çàäà÷à 2.3.5. (Âñåðîññèéñêàÿ îëèìïèàäà ïî ãåîìåòðèè � 2011.10.8) Åñòü
ëèñò æåñòè ðàçìåðîì 6 × 6. Ðàçðåøàåòñÿ íàäðåçàòü åãî, íî òàê, ÷òîáû îí
íå ðàñïàäàëñÿ íà ÷àñòè, è ñãèáàòü. Êàê ñäåëàòü êóá ñ ðåáðîì 2, ðàçäåë¼ííûé
ïåðåãîðîäêàìè íà åäèíè÷íûå êóáèêè?
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Ðåøåíèå. Èñêîìàÿ ðàçâ¼ðòêà èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå. Æèðíûå ëèíèè îáî-
çíà÷àþò ðàçðåçû, òîíêèå è ïóíêòèðíûå � ñãèáû ââåðõ è âíèç. Öåíòðàëüíûé
êâàäðàò 2× 2 ñîîòâåòñòâóåò ãîðèçîíòàëüíîé ïåðåãîðîäêå êóáà.

Çàäà÷à 2.3.6. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2007.8-9.1) Äàíà ïðÿìîóãîëüíàÿ ïîëîñêà ðàçìåðîì 12× 1. Oêëåéòå ýòîé
ïîëîñêîé â äâà ñëîÿ êóá ñ ðåáðîì 1 (ïîëîñêó ìîæíî ñãèáàòü, íî íåëüçÿ íàä-
ðåçàòü).

Ðåøåíèå. Cëîæèì ïîëîñêó òàê, êàê ýòî ïîêàçàíî íà ðèñóíêàõ (íà ïåðâîì ðè-
ñóíêå ïóíêòèðîì èçîáðàæåíû ëèíèè ñãèáà, à íà âòîðîì ñåðûì öâåòîì çàêðà-
øåíà îáîðîòíàÿ ñòîðîíà ïîëîñêè). Ïîëó÷åííîé ôèãóðîé ìîæíî îêëåèòü êóá
â äâà ñëîÿ.

Äëÿ óäîáñòâà ïðîíóìåðóåì ãðàíè êóáèêà ÷èñëàìè îò îäíîãî äî øåñòè òàê,
÷òîáû ñóììà ÷èñåë, çàïèñàííûõ íà ïðîòèâîïîëîæíûõ ãðàíÿõ, ðàâíÿëàñü ñåìè.
Hà ðàçâ¼ðòêå ñîîòâåòñòâóþùèå ãðàíè ïðîíóìåðîâàíû òàê æå.
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Çàäà÷à 2.3.7. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàññîâ
� 2010.6.4) Äàí êóá ñ ðåáðîì 2. Ïîêàæèòå, êàê íàêëåèòü íà íåãî áåç íàëîæåíèé
10 êâàäðàòîâ ñî ñòîðîíîé 1 òàê, ÷òîáû íèêàêèå êâàäðàòû íå ãðàíè÷èëè ïî
îòðåçêó (ïî ñòîðîíå èëè å¼ ÷àñòè). Ïåðåãèáàòü êâàäðàòû íåëüçÿ.

Ðåøåíèå. Îäèí èç âîçìîæíûõ ïðèìåðîâ ïðèâåä¼í íà ðèñóíêå. Äëÿ óäîáñòâà
íàêëåéêè èçîáðàæåíû íà ðàçâ¼ðòêå êóáà.

Çàäà÷à 2.3.8. (Ìîñêîâñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ðåãàòà � 2011/12.10.2.2) Âîêðóã
öèëèíäðè÷åñêîé êîëîííû âûñîòîé 20 ìåòðîâ è äèàìåòðà 3 ìåòðà îáâèòà óç-
êàÿ ëåíòà, êîòîðàÿ ïîäíèìàåòñÿ îò ïîäíîæèÿ äî âåðøèíû ñåìüþ ïîëíûìè
âèòêàìè. Êàêîâà äëèíà ëåíòû?

Ðåøåíèå. Ðàçðåçàâ öèëèíäð âäîëü îáðàçóþùåé åãî áîêîâîé ïîâåðõíîñòè, ïðî-
õîäÿùåé ÷åðåç íà÷àëî ëåíòû, è ðàçâåðíóâ ýòó ïîâåðõíîñòü íà ïëîñêîñòü, ïî-
ëó÷èì ïðÿìîóãîëüíèê ABCD ðàçìåðîì 20 × 3π (íà ðèñóíêå). ¾Ïðèêëåèâ¿ ê
íåìó åù¼ øåñòü òàêèõ æå ïðÿìîóãîëüíèêîâ, ïîëó÷èì ïðÿìîóãîëüíèê ABQR.

Íà ýòîé ðàçâ¼ðòêå ïåðâûé âèòîê ëåíòû ïðåäñòàíåò â âèäå îòðåçêà AP , à âñÿ
ëåíòà ðàçâåðí¼òñÿ â äèàãîíàëü AQ ïðÿìîóãîëüíèêà ABQR. Çíà÷èò, å¼ äëèíà:

l = AQ =
√
RQ2 +AR2 =

√
202 + (21π)2 =

√
400 + 441π2 ≈ 68,9 ì.
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4 Çàìîùåíèå ïëîñêîñòè

Çàäà÷à 2.4.3. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2005.6.3) Èç íàáîðà óãîëêîâ, èçîáðàæ¼ííûõ íà ðèñóíêå, ñëîæèòå ïðÿ-
ìîóãîëüíèê.

Ðåøåíèå. Ïîñ÷èòàåì ÷èñëî êëåòî÷åê â áóäóùåì ïðÿìîóãîëüíèêå:

8 + 7 + 6 + 5 + 4 + 3 = 33,

ñëåäîâàòåëüíî, îäíà ñòîðîíà áóäåò ðàâíà 3, à âòîðàÿ � 11.

Çàäà÷à 2.4.4. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1990.5.4) Çàìîñòèòå ïëîñêîñòü
îäèíàêîâûìè ñåìèóãîëüíèêàìè.

Ïîäñêàçêà. Ïîïðîáóéòå ðàçáèòü êâàäðàò íà äâà îäèíàêîâûõ ñåìèóãîëüíèêà.

Ðåøåíèå. Çàìîñòèì ïëîñêîñòü îäèíàêîâûìè êâàäðàòèêàìè (ëèñò â ¾êëåòî÷-
êó¿), à òåïåðü ðàçîáü¼ì êàæäûé êâàäðàòèê íà äâà îäèíàêîâûõ ñåìèóãîëüíèêà,
êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå.
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Çàäà÷à 2.4.5. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2004.6.4;7.5) Ñëîæèòå èç ôè-
ãóð, èçîáðàæ¼ííûõ íà ðèñóíêå:

à) êâàäðàò ðàçìåðîì 9× 9 ñ âûðåçàííûì â åãî öåíòðå êâàäðàòîì 3× 3;
á) ïðÿìîóãîëüíèê ðàçìåðîì 9× 12.

Ôèãóðû ìîæíî íå òîëüêî ïîâîðà÷èâàòü, íî è ïåðåâîðà÷èâàòü.

Ïîäñêàçêà. Íå çàáóäüòå, ÷òî ôèãóðêè ìîæíî ïåðåâîðà÷èâàòü.

Ðåøåíèå. Íà ðèñóíêå ñëåâà ïðåäñòàâëåí òðåáóåìûé êâàäðàò, à íà ðèñóíêå
ñïðàâà � ïðÿìîóãîëüíèê.

Çàäà÷à 2.4.6. (Òóðãîð. Îñåííèé òóð. Òðåíèðîâî÷íûé âàðèàíò � 1996/97.8-
9.2) Ïðè êàêèõ öåëûõ çíà÷åíèÿõ n ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê ñî ñòîðîíîé n
ìîæíî çàìîñòèòü ïëèòêàìè, èìåþùèìè ôîðìó ðàâíîáîêîé òðàïåöèè ñî ñòî-
ðîíàìè 1, 1, 1, 2?

Ðåøåíèå. Ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê ñî ñòîðîíîé n = 3k ëåãêî ðàçáèòü íà ïðà-
âèëüíûå òðåóãîëüíè÷êè ñî ñòîðîíîé 3. Êàæäûé èç íèõ ðàçáèâàåòñÿ íà òðè
òðàïåöèè, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå.
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Åñëè ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê ñî ñòîðîíîé n ðàçáèò íà m òðàïåöèé, òî åãî
ïëîùàäü ðàâíà, ñ îäíîé ñòîðîíû, n2S, ãäå S � ïëîùàäü ïðàâèëüíîãî òðåóãîëü-
íèêà ñî ñòîðîíîé 1, à ñ äðóãîé ñòîðîíû, îíà ðàâíà 3mS (òðàïåöèÿ ñîñòîèò èç
òð¼õ òðåóãîëüíèêîâ ñî ñòîðîíîé 1). Îòñþäà n2S = 3mS èëè n2 = 3m, òî åñòü
n êðàòíî 3.

5 Çàìîùåíèÿ è ðàçðåçàíèÿ ñ îãðàíè÷åíèÿìè

Çàäà÷à 2.5.4. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2005.6.4) Íåçíàé-
êà ðàçìåñòèë áåç íàëîæåíèé â êâàäðàòå 10 × 10 òîëüêî 13 ôè-
ãóð (¾ñêîáîê¿), èçîáðàæ¼ííûõ íà ðèñóíêå. Ïîïðîáóéòå ðàçìåñòèòü
áîëüøå.

Ðåøåíèå. Ìîæíî ðàçìåñòèòü 14, 15 (ðèñóíîê ñëåâà) èëè äàæå 16 (ðèñóíîê
ñïðàâà) ¾ñêîáîê¿. Áîëüøå ðàçìåñòèòü íåëüçÿ, òàê êàê 17 ¾ñêîáîê¿ çàíèìàþò
óæå 102 êëåòêè.

Çàäà÷à 2.5.5. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2003.6.5) Â ðàñïîðÿæåíèè
þíîãî ïàðêåò÷èêà èìååòñÿ 10 îäèíàêîâûõ ïëèòîê, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñîñòîèò
èç 4 êâàäðàòîâ è èìååò ôîðìó áóêâû ¾Ã¿ (âñå ïëèòêè îðèåíòèðîâàíû îäèíà-
êîâî). Ìîæåò ëè îí ñîñòàâèòü èç íèõ ïðÿìîóãîëüíèê ðàçìåðîì 5×8? (Ïëèòêè
ìîæíî ïîâîðà÷èâàòü, íî íåëüçÿ ïåðåâîðà÷èâàòü. Íàïðèìåð, íà ðèñóíêå èçîá-
ðàæåíî íåâåðíîå ðåøåíèå: çàøòðèõîâàííàÿ ïëèòêà íåïðàâèëüíî îðèåíòèðî-
âàíà.)
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Ðåøåíèå. Ìîæåò, íàïðèìåð, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå íèæå.

Çàäà÷à 2.5.6. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàññîâ
� 2016.6.5) Âàñÿ íàðèñîâàë êàðàíäàøîì ðàçáèåíèå êëåò÷àòîãî ïðÿìîóãîëüíè-
êà íà ïðÿìîóãîëüíèêè ðàçìåðîì 3× 1 (òðèìèíî), çàêðàñèë ðó÷êîé öåíòðàëü-
íóþ êëåòêó êàæäîãî èç ïîëó÷èâøèõñÿ ïðÿìîóãîëüíèêîâ, ïîñëå ÷åãî ñò¼ð êà-
ðàíäàøíûå ëèíèè. Âñåãäà ëè ìîæíî âîññòàíîâèòü èñõîäíîå ðàçáèåíèå?

Ðåøåíèå. Ïóñòü åñòü äâà ðàçíûõ ðàçáèåíèÿ ïðÿìîóãîëüíèêà, ó êîòîðûõ ñîâ-
ïàäàþò çàêðàøåííûå êëåòêè. Òîãäà ñðåäè ýòèõ çàêðàøåííûõ êëåòîê åñòü òà-
êèå, êîòîðûå â îäíîì ðàçáèåíèè ñîîòâåòñòâóþò âåðòèêàëüíîé, à â äðóãîì �
ãîðèçîíòàëüíîé òðèìèíîøêå (íàçîâ¼ì òàêèå çàêðàøåííûå êëåòêè ïëîõèìè).

Ñðåäè ïëîõèõ êëåòîê íàéä¼ì ñàìóþ âåðõíþþ (ëþáóþ, åñëè èõ íåñêîëüêî).
Ïóñòü ýòî êëåòêà K è â ïåðâîì ðàçáèåíèè K ïîêðûòà âåðòèêàëüíîé, à âî
âòîðîì � ãîðèçîíòàëüíîé òðèìèíîøêîé (ðèñóíîê âûøå). Ðàññìîòðèì êëåòêó
L � ñîñåäíþþ ñ K ñâåðõó. Îíà ïðèíàäëåæèò ïðÿìîóãîëüíèêó, ïîñêîëüêó â
ïåðâîì ðàçáèåíèè îíà ïîêðûòà âåðòèêàëüíîé òðèìèíîøêîé. Âî âòîðîì ðàç-
áèåíèè ýòîé òðèìèíîøêè íåò, òàê ÷òî îäíà èç êëåòîê E1, E2, E3 � ñîñåäåé L
ñïðàâà, ñëåâà è ñâåðõó � çàêðàøåíà: ýòî öåíòð òðèìèíîøêè, ïîêðûâàþùåé L
âî âòîðîì ðàçáèåíèè. Íî â ïåðâîì ðàçáèåíèè L ïîêðûòà íå åþ, òàê ÷òî íàé-
äåííàÿ íàìè çàêðàøåííàÿ êëåòêà � ïëîõàÿ. Îäíàêî E1, E2 è E3 ëåæàò âûøå
K, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, êàê ìû âûáèðàëè K.

Çíà÷èò, èñõîäíîå ðàçáèåíèå ìîæíî âîññòàíîâèòü âñåãäà.

Çàäà÷à 2.5.7. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1999.6.6) Íà ïëîñêîñòè íà-
ðèñîâàí ñåðûé êâàäðàò. Èìååòñÿ ñåìü êâàäðàòíûõ ïëèòîê òîãî æå ðàçìåðà.
Íóæíî ïîëîæèòü èõ íà ïëîñêîñòü òàê, ÷òîáû îíè íå ïåðåêðûâàëèñü è ÷òîáû
êàæäàÿ ïëèòêà ïîêðûâàëà õîòÿ áû ÷àñòü ñåðîãî êâàäðàòà (õîòÿ áû îäíó òî÷êó
âíóòðè íåãî). Êàê ýòî ñäåëàòü?
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Ðåøåíèå. Íà ðèñóíêå ïðèâåä¼í ïðèìåð èñêîìîãî ðàñïîëîæåíèÿ ñåðîãî êâàä-
ðàòà è ñåìè ïëèòîê.

Çàäà÷à 2.5.8. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàññîâ
� 2008.7.8) Ïðåäëîæåííûå âàì ÷åòûðå îäèíàêîâûå ôèãóðû (ðèñóíîê ñëåâà)
òðåáóåòñÿ óëîæèòü â øåñòèóãîëüíèê (ðèñóíîê ñïðàâà) òàê, ÷òîáû îíè íå âû-
ñòóïàëè çà åãî ãðàíèöû è íå íàêëàäûâàëèñü äðóã íà äðóãà (äàæå ÷àñòè÷íî).

Ðåøåíèå. Óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ óêëàäêà ôèãóð ïîêàçàíà íà ðèñóíêå.

6 Ãåîìåòðèÿ íà êëåò÷àòîé áóìàãå

Çàäà÷à 2.6.5. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1993.7.1) Ìîæíî ëè â öåíòðû
16 êëåòîê øàõìàòíîé äîñêè 8×8 âáèòü ãâîçäè òàê, ÷òîáû íèêàêèå òðè ãâîçäÿ
íå ëåæàëè íà îäíîé ïðÿìîé?

81



Ðåøåíèå. Ìîæíî, íàïðèìåð, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå íèæå.

Çàäà÷à 2.6.6. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2009.7.1) Ïåòÿ è Âàñÿ æèâóò
â ñîñåäíèõ äîìàõ (ïëàí íà ðèñóíêå). Âàñÿ æèâ¼ò â ÷åòâ¼ðòîì ïîäúåçäå. Èç-
âåñòíî, ÷òî Ïåòå, ÷òîáû äîáåæàòü äî Âàñè êðàò÷àéøèì ïóò¼ì (íå îáÿçàòåëüíî
èäóùèì ïî ñòîðîíàì êëåòîê), áåçðàçëè÷íî, ñ êàêîé ñòîðîíû îáåãàòü ñâîé äîì.
Îïðåäåëèòå, â êàêîì ïîäúåçäå æèâåò Ïåòÿ.

Ðåøåíèå. Êðàò÷àéøèé ïóòü îò òî÷êè A äî Âàñèíîãî ïîäúåçäà � îòðåçîê AD
(íà ðèñóíêå íèæå). Êðàò÷àéøèé ïóòü îò òî÷êè B äî Âàñèíîãî ïîäúåçäà � ýòî
ïóòü ïî îòðåçêó BC, à äàëåå � ïî îòðåçêó CD. Òàê êàê òðåóãîëüíèêè4AED è
4CEB ðàâíû, AD = BC. Ïîýòîìó ïóòè îò òî÷åê A è B äî Âàñèíîãî ïîäúåçäà
îòëè÷àþòñÿ íà 4 êëåòêè.

Òàê êàê ïóòè îò Ïåòèíîãî ïîäúåçäà ÷åðåç ¾âåðõíèé¿ óãîë (òî åñòü ÷åðåç òî÷êó
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A) è ÷åðåç ¾íèæíèé¿ óãîë (òî åñòü ÷åðåç òî÷êó B) ðàâíû, ïóòü îò Ïåòèíîãî
ïîäúåçäà äî òî÷êè A äîëæåí áûòü äëèííåå íà 4 êëåòêè, ÷åì ïóòü äî òî÷êè B.

Çíà÷èò, Ïåòÿ æèâ¼ò â øåñòîì ïîäúåçäå.

Çàäà÷à 2.6.7. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2013.6.2) Èç êàæäîãî êëåò÷à-
òîãî êâàäðàòà ñî ñòîðîíîé 3 êëåòêè âûðåçàåòñÿ ôèãóðà èç ïÿòè êëåòîê ñ òàêèì
æå ïåðèìåòðîì, êàê ó êâàäðàòà, íî ïëîùàäüþ 5 êëåòîê. Ñàøà óòâåðæäàåò, ÷òî
ñìîæåò âûðåçàòü 7 òàêèõ ðàçëè÷íûõ ôèãóð (íèêàêèå äâå èç íèõ íå ñîâìåñòÿò-
ñÿ ïðè íàëîæåíèè, äàæå åñëè ôèãóðû ïåðåâîðà÷èâàòü). Íå îøèáàåòñÿ ëè îí?

Ðåøåíèå. Ñàøà íå îøèáàåòñÿ, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ çàäà÷è ôèãóðû ïðè-
âåäåíû íà ðèñóíêå.

Çàìå÷àíèÿ. Äðóãèõ ôèãóð, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ, íåò. Âñåãî ôèãóð ïåí-
òàìèíî (ñîñòîÿùèõ èç ïÿòè êëåòîê) äâåíàäöàòü, ïðè ýòîì ÷åòûðå èç íèõ íå
ïîìåñòÿòñÿ â êâàäðàò 3× 3, à ïÿòàÿ èìååò äðóãîé ïåðèìåòð (ðèñóíîê íèæå).

Çàäà÷à 2.6.8. (Òóðíèð Àðõèìåäà � 2013.2) Èìåíèå ìàðêèçà Êàðàáàñà èìååò
ôîðìó ïðÿìîóãîëüíèêà (íà ðèñóíêå íèæå). ×àñòü ó÷àñòêà çàíèìàåò ëåñ (âû-
äåëåí ò¼ìíûì), îñòàëüíîå � ïàñòáèùà. ×åãî ó ìàðêèçà áîëüøå � ëåñà èëè
ïàñòáèù? Îòâåò îáúÿñíèòå.

Ðåøåíèå. Äîïîëíèì ò¼ìíûå òðåóãîëüíèêè äî ïðÿìîóãîëüíèêîâ ðàâíûìè òðå-
óãîëüíèêàìè (ðèñóíîê íèæå). Âèäíî, ÷òî ïëîùàäü ñâåòëûõ ó÷àñòêîâ ðàâíà
ïëîùàäè ò¼ìíûõ ó÷àñòêîâ. Òàêèì îáðàçîì, ëåñà è ïàñòáèù ó Ìàðêèçà ïîðîâ-
íó.

83



Çàäà÷à 2.6.9. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2006.7.3) Íàòàøà ñäåëàëà èç
ëèñòà êëåò÷àòîé áóìàãè êàëåíäàðü íà ÿíâàðü 2006 ãîäà (íà ðèñóíêå íèæå) è
çàìåòèëà, ÷òî öåíòðû êëåòîê 10, 20 è 30 ÿíâàðÿ îáðàçóþò ðàâíîáåäðåííûé
ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê. Íàòàøà ïðåäïîëîæèëà, ÷òî ýòî áóäåò âåðíî è â
ëþáîì äðóãîì ãîäó, çà èñêëþ÷åíèåì òåõ ëåò, êîãäà öåíòðû êëåòîê 10, 20 è 30
ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Ïðàâà ëè Íàòàøà?

Ðåøåíèå. Âñåãî ñóùåñòâóåò 7 ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ ðàñïîëîæåíèÿ äàò â ÿí-
âàðñêîì êàëåíäàðå. Ïðè ýòîì ñóùåñòâóåò âñåãî 2 ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íûõ âà-
ðèàíòà ðàñïîëîæåíèÿ òðåóãîëüíèêà 10−20−30 (ðèñóíîê íèæå), âñå îñòàëüíûå
ïîëó÷àþòñÿ èç ïåðâûõ äâóõ ãîðèçîíòàëüíûìè ñäâèãàìè òðåóãîëüíèêà.

Ïðîâåðèì Íàòàøèíî ïðåäïîëîæåíèå äëÿ ïåðâîãî ñëó÷àÿ, à äëÿ âòîðîãî ñëó-
÷àÿ ðàññóæäåíèÿ áóäóò àíàëîãè÷íûìè. Î÷åâèäíî, ÷òî ó òðåóãîëüíèêà 30�9�10
óãîë 9 ïðÿìîé (ðèñóíîê ñïðàâà), è, àíàëîãè÷íî, ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì óãîë 13 ó
òðåóãîëüíèêà 10�13�20.
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ßñíî, ÷òî ñòîðîíû 9�30 è 10�13 ðàâíû; àíàëîãè÷íî, ðàâíû ñòîðîíû 9�10 è
13�20. Ïîýòîìó òðåóãîëüíèêè 9�30�10 è 13�10�20 ðàâíû ïî äâóì ñòîðîíàì è
óãëó ìåæäó íèìè. Çíà÷èò, îòðåçêè 10�30 è 10�20 ðàâíû. Òàê êàê ñóììà óãëîâ
â òðåóãîëüíèêå ðàâíà 180◦, ïîëó÷àåì, ÷òî ñóììà îñòðûõ óãëîâ â òðåóãîëüíèêå
9�10�30 ðàâíà 180◦−90◦ = 90◦. Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ñóììà óãëîâ, äîïîëíÿ-
þùèõ óãîë 10 äî ðàçâ¼ðíóòîãî óãëà, ðàâíà ñóììå îñòðûõ óãëîâ òðåóãîëüíèêà
9�10�30. Çíà÷èò, óãîë 10 òîæå ðàâåí 90◦. Èòàê, òðåóãîëüíèê 10�20�30 ÿâëÿåòñÿ
ðàâíîáåäðåííûì ïðÿìîóãîëüíûì.

Çàäà÷à 2.6.10. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2006.6.8) Ïðÿìîóãîëüíèêè ABCD è KLMN èìåþò ñîîòâåòñòâåííî ïà-
ðàëëåëüíûå ñòîðîíû è ðàñïîëîæåíû òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå. Äîêàæèòå,
÷òî ïëîùàäè ÷åòûð¼õóãîëüíèêîâ ALCN è KBMD ðàâíû.

Ðåøåíèå. Íàðèñóåì åù¼ îäèí ïðÿìîóãîëüíèê PQRS. Òîãäà ïëîùàäü ÷åòû-
ð¼õóãîëüíèêà ALCN ñîñòîèò èç ïëîùàäåé ÷åòûð¼õ òðåóãîëüíèêîâ è ïðÿìî-
óãîëüíèêà EFGH. Ïëîùàäü êàæäîãî èç ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ ðàâíà ïîëîâèíå
ïëîùàäè ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðÿìîóãîëüíèêà. Ñëåäîâàòåëüíî, ïëîùàäü ALCN
ðàâíà ñóììå ïîëîâèíå ïëîùàäè ñåðîé ôèãóðû è ïëîùàäè EFGH (ðèñóíîê
ñëåâà).

Ïðîâåäÿ àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ äëÿ ÷åòûð¼õóãîëüíèêà KBMD, ïîëó÷èì,
÷òî åãî ïëîùàäü òàêæå ðàâíà ñóììå ïîëîâèíû ïëîùàäè ñåðîé ôèãóðû è ïëî-
ùàäè EFGH (ðèñóíîê ñïðàâà).
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Òàêèì îáðàçîì, ïëîùàäè ÷åòûð¼õóãîëüíèêîâ ALCN è KBMD ðàâíû.

Çàäà÷à 2.6.11. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2015.7.8) Íà ñåòêå èç ðàâíîñòîðîííèõ òðåóãîëüíèêîâ ïîñòðîåí óãîë
ACB. Íàéäèòå åãî âåëè÷èíó.

Ðåøåíèå. Ïåðâûé ñïîñîá. Ïðîäëèâ îòðåçîê BC íà åãî äëèíó çà òî÷êó C,
ïîëó÷èì òî÷êó D (ðèñóíîê ñëåâà).

Ïðîâåäÿ îòðåçêè AD è AB, çàìåòèì, ÷òî îíè ðàâíû, òî åñòü òðåóãîëüíèê
4ABD � ðàâíîáåäðåííûé. Òàê êàê AC � ìåäèàíà ýòîãî òðåóãîëüíèêà, ïðî-
âåä¼ííàÿ ê åãî îñíîâàíèþ, òî AC � âûñîòà, òî åñòü ∠ACB = 90◦.

Âòîðîé ñïîñîá. Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèê 4ABC. Ïóñòü M � ñåðåäèíà AB
(ðèñóíîê ñïðàâà). Çàìåòèì, ÷òî AM = BM = CM , òî åñòü ìåäèàíà òðåóãîëü-
íèêà ðàâíà ïîëîâèíå ñòîðîíû, ê êîòîðîé îíà ïðîâåäåíà. Çíà÷èò, òðåóãîëüíèê
4ABC � ïðÿìîóãîëüíûé: ∠ACB = 90◦.

Çàäà÷à 2.6.12. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ
6�7 êëàññîâ � 2012.6.2) Èç 16 ñïè÷åê ñëîæåí ðîìá ñî ñòîðîíîé â
äâå ñïè÷êè, ðàçáèòûé íà òðåóãîëüíèêè ñî ñòîðîíîé â îäíó ñïè÷êó.
À ñêîëüêî ñïè÷åê ïîòðåáóåòñÿ, ÷òîáû ñëîæèòü ðîìá ñî ñòîðîíîé â
10 ñïè÷åê, ðàçáèòûé íà òàêèå æå òðåóãîëüíèêè ñî ñòîðîíîé â îäíó
ñïè÷êó?

Ðåøåíèå. Ïåðâûé ñïîñîá. Ïîäñ÷èòàåì êîëè÷åñòâî òðåóãîëüíèêîâ ñî ñòîðî-
íîé â îäíó ñïè÷êó, ó êîòîðûõ ñïè÷êà â îñíîâàíèè ðàñïîëîæåíà ãîðèçîíòàëüíî
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(ðèñóíîê íèæå). Êàæäûé òàêîé òðåóãîëüíèê ÿâëÿåòñÿ âåðõíåé ïîëîâèíêîé ìà-
ëåíüêîãî ðîìáèêà ñî ñòîðîíîé â îäíó ñïè÷êó. Â ðîìáå ñî ñòîðîíîé 10 òàêèõ
ðîìáèêîâ 10 · 10 = 100.

Òàê êàê íèêàêèå äâà èç ðàññìàòðèâàåìûõ òðåóãîëüíèêîâ íå èìåþò îáùèõ ñïè-
÷åê, òî íà íèõ óéä¼ò 100 · 3 = 300 ñïè÷åê. Åñëè óáðàòü âñå òàêèå òðåóãîëüíè-
êè, òî îñòàíóòñÿ òîëüêî ñïè÷êè, ñîñòàâëÿþùèå äâå íèæíèå ñòîðîíû áîëüøîãî
ðîìáà. Èõ � 20, çíà÷èò, âñåãî ïîòðåáóåòñÿ 300 + 20 = 320 ñïè÷åê.

Âòîðîé ñïîñîá. Ðîìá ñî ñòîðîíîé â 10 ñïè÷åê ñîñòîèò èç 100 ìàëåíüêèõ
ðîìáèêîâ. Íà êàæäûé èç ìàëåíüêèõ ðîìáèêîâ óõîäèò 5 ñïè÷åê, ïîýòîìó íà
100 ðîìáèêîâ ïîòðåáîâàëîñü áû 500 ñïè÷åê, åñëè áû íåêîòîðûå èç ñïè÷åê íå
áûëè ãðàíèöåé äâóõ ðîìáèêîâ, à, çíà÷èò, ó÷òåíû äâàæäû. Íàéä¼ì êîëè÷å-
ñòâî ñïè÷åê, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò òîëüêî îäíîìó ðîìáèêó. Ýòî � 40 ñïè÷åê,
îáðàçóþùèõ êîíòóð áîëüøîãî ðîìáà, è 100 ñïè÷åê, ëåæàùèõ ãîðèçîíòàëüíî.
Ñëåäîâàòåëüíî, áûëî 500− 140 = 360 ¾äâîéíûõ¿ ñïè÷åê. Òàêèì îáðàçîì, ïî-
òðåáóåòñÿ 140 + 360 : 2 = 320 ñïè÷åê.

Òðåòèé ñïîñîá. Ïîäñ÷èòàåì ïî îòäåëüíîñòè ñïè÷êè, ðàñïîëîæåííûå â êàæ-
äîì èç òð¼õ íàïðàâëåíèé. Ïàðàëëåëüíî äâóì ñòîðîíàì ðîìáà ðàñïîëîæåíî
åù¼ 9 îòðåçêîâ, êàæäûé èç íèõ (âêëþ÷àÿ ýòè ñòîðîíû), ñîñòîèò èç äåñÿòè
ñïè÷åê, èòîãî: 110 ñïè÷åê. Åù¼ 110 ñïè÷åê ëåæàò ïàðàëëåëüíî äâóì äðóãèì
ñòîðîíàì ðîìáà. È åù¼ 100 ñïè÷åê ëåæàò ãîðèçîíòàëüíî (ýòî âèäíî èç ïðåäû-
äóùèõ ñïîñîáîâ ïîäñ÷¼òà, íî ìîæíî ñîñ÷èòàòü è íåïîñðåäñòâåííî:

1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7 + 8 + 9 + 10 + 9 + 8 + 7 + 6 + 5 + 4 + 3 + 2 + 1 = 100.

Çàäà÷à 2.6.13. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2014.6.2) Êîëÿ è Ìàêñ æèâóò â ãîðîäå ñ òðåóãîëüíîé ñåòêîé äîðîã. Â
ýòîì ãîðîäå ïåðåäâèãàþòñÿ íà âåëîñèïåäàõ, ïðè ýòîì ðàçðåøàåòñÿ ïîâîðà÷è-
âàòü òîëüêî íàëåâî. Êîëÿ ïîåõàë â ãîñòè ê Ìàêñó è ïî äîðîãå ñäåëàë ðîâíî 4
ïîâîðîòà íàëåâî. Íà ñëåäóþùèé äåíü Ìàêñ ïîåõàë ê Êîëå è ïðèåõàë ê íåìó,
ñîâåðøèâ òîëüêî îäèí ïîâîðîò íàëåâî. Îêàçàëîñü, ÷òî äëèíû èõ ìàðøðóòîâ
îäèíàêîâû. Èçîáðàçèòå, êàêèì îáðàçîì îíè ìîãëè åõàòü (äîìà Êîëè è Ìàêñà
îòìå÷åíû íà ðèñóíêå).
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Ðåøåíèå. Êîëÿ è Ìàêñ ìîãëè åõàòü, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå íèæå (äëèíà
ìàðøðóòà êàæäîãî � 8 åäèíè÷íûõ îòðåçêîâ).

Çàäà÷à 2.6.14. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2006.7.6) Ïåòÿ çàêðàñèë îä-
íó êëåòêó ïðÿìîóãîëüíèêà. Ñàøà ìîæåò çàêðàøèâàòü äðóãèå êëåòêè ýòîãî
ïðÿìîóãîëüíèêà ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: ìîæíî êðàñèòü ëþáóþ êëåòêó, ó
êîòîðîé íå÷¼òíîå ÷èñëî çàêðàøåííûõ ñîñåäåé (ïî ñòîðîíå). Ñìîæåò ëè Ñà-
øà çàêðàñèòü âñå êëåòêè ïðÿìîóãîëüíèêà (íåçàâèñèìî îò òîãî, êàêóþ êëåòêó
âûáðàë Ïåòÿ), åñëè ðàçìåðû ïðÿìîóãîëüíèêà: à) 8× 9; á) 8× 10 êëåòîê?

Ðåøåíèå. à) Ñíà÷àëà çàêðàñèì ðÿä äëèíîé 9 êëåòîê, ñîäåðæàùèé èçíà÷àëüíî
çàêðàøåííóþ êëåòêó (ëåâûé ðèñóíîê). Äàëåå áóäåì êðàñèòü ñòîëáöû ÷åðåç
îäèí, íà÷èíàÿ çàêðàñêó îò ïîêðàøåííîãî ðÿäà (ïðàâûé ðèñóíîê). Ïîñëå ýòîãî
çàêðàñèòü îñòàâøèåñÿ êëåòêè äîñêè ñîâñåì ïðîñòî.

Äàííûé ñïîñîá ïîêðàñêè îáîáùàåòñÿ íà òîò ñëó÷àé, êîãäà õîòÿ áû îäíà èç
ñòîðîí ïðÿìîóãîëüíèêà èìååò íå÷¼òíóþ äëèíó. Ïîâåðí¼ì ïðÿìîóãîëüíèê òàê,
÷òîáû åãî øèðèíà áûëà íå÷¼òíîé, à ïîñëå ýòîãî ïîâòîðèì òîëüêî ÷òî îïèñàí-
íóþ ïðîöåäóðó: êðàñèì ðÿä íå÷¼òíîé äëèíû, è òàê äàëåå.

á) Ïåðâûé ñïîñîá. Ïîñìîòðèì íà ïîëóïåðèìåòð ôèãóðû, ñîñòîÿùåé èç çà-
êðàøåííûõ êëåòîê. Âíà÷àëå, êîãäà çàêðàñèëè îäíó êëåòêó, ïîëóïåðèìåòð ðà-
âåí 2. Íà êàæäîì øàãå ïîëóïåðèìåòð èëè óâåëè÷èâàåòñÿ íà 1 (åñëè ó êëåòêè
áûëà òîëüêî îäíà ñîñåäíÿÿ çàêðàøåííàÿ êëåòêà) èëè óìåíüøàåòñÿ íà 1 (åñëè
òàêèõ ñîñåäåé áûëî 3), òî åñòü ïîëóïåðèìåòð óâåëè÷èâàåòñÿ èëè óìåíüøàåò-
ñÿ íà 1. Ñëåäîâàòåëüíî, êîãäà çàêðàøåíî ÷¼òíîå ÷èñëî êëåòîê, ïîëóïåðèìåòð
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çàêðàøåííîé ôèãóðû íå÷¼òåí. Çàìåòèì, ÷òî ïîëóïåðèìåòð âñåãî ïðÿìîóãîëü-
íèêà 8× 10 ðàâåí 18, òî åñòü ÷¼òíûé, ïîýòîìó âåñü ïðÿìîóãîëüíèê çàêðàñèòü
íåëüçÿ.

Âòîðîé ñïîñîá. Äîêàæåì, ÷òî äëÿ ÷¼òíûõm è n ïðÿìîóãîëüíèêm×n íåëüçÿ
çàêðàñèòü íè ïðè êàêîé íà÷àëüíîé çàêðàøåííîé êëåòêå. Ïîñìîòðèì, ñêîëüêî
âñåãî ñòîðîí èìåþò êëåòî÷êè (âêëþ÷àÿ âíåøíèå). Ñòîðîí êëåòî÷åê

m(n+ 1) + n(m+ 1) = 2mn+m+ n,

òî åñòü ÷¼òíîå ÷èñëî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû ñìîãëè çàêðàñèòü âåñü ïðÿìî-
óãîëüíèê. Áóäåì íàçûâàòü ñòîðîíó çàêðàøåííîé, åñëè çàêðàøåíà õîòÿ áû îä-
íà èç ïðèëåãàþùèõ ê íåé êëåòîê. Âíà÷àëå çàêðàøåíî 4 ñòîðîíû. Íà êàæ-
äîì øàãå çàêðàøèâàåòñÿ 1 èëè 3 ñòîðîíû. Âñåãî òàêèõ øàãîâ íóæíî ñäå-
ëàòü nm − 1. Ïîñêîëüêó m è n ÷¼òíû, òî ÷èñëî nm − 1 íå÷¼òíî. Èòàê,
åñëè áû ìû ñìîãëè çàêðàñèòü âåñü ïðÿìîóãîëüíèê, òî áûëî áû çàêðàøåíî
4 + (íå÷¼òíîå ÷èñëî ðàç ïî íå÷¼òíîìó ÷èñëó) ñòîðîí, òî åñòü íå÷¼òíîå ÷èñëî,
íî, êàê ìû óæå ïîñ÷èòàëè, òàêèõ ñòîðîí ÷¼òíîå ÷èñëî, çíà÷èò, âåñü ïðÿìî-
óãîëüíèê çàêðàñèòü íåëüçÿ.

Çàäà÷à 2.6.15. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2009.7.8) Åñòü 40 îäèíàêîâûõ øíóðîâ. Åñëè ïîäæå÷ü ëþáîé øíóð ñ
îäíîé ñòîðîíû, îí ñãîðàåò, à åñëè ñ äðóãîé � íå ãîðèò. Âàñÿ ðàñêëàäûâàåò
øíóðû â âèäå êâàäðàòà (íà ðèñóíêå êàæäûé øíóð � ñòîðîíà êëåòêè). Çà-
òåì Ïåòÿ ðàññòàâëÿåò 12 çàïàëîâ. Ñìîæåò ëè Âàñÿ ðàçëîæèòü øíóðû òàê, ÷òî
Ïåòå íå óäàñòñÿ ñæå÷ü âñå øíóðû?

Ðåøåíèå. Ïðèâåä¼ì êîíñòðóêöèþ, äëÿ êîòîðîé 12 çàïàëîâ íåäîñòàòî÷íî.
Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî Ïåòå ðàçðåøàåòñÿ óñòàíàâëèâàòü çàïàëû òîëüêî íà êîí-
öàõ øíóðîâ. Âåäü åñëè ïåðåíåñòè çàïàë èç âíóòðåííåé òî÷êè øíóðà ê òîìó
êîíöó, ñ êîòîðîãî îí ãîðèò, ñèòóàöèÿ íå óõóäøèòñÿ.
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Ïîñòàâèì íà êàæäîì øíóðå ñòðåëî÷êó â òîì íàïðàâëåíèè, â êîòîðîì îí ìîæåò
ãîðåòü. Ïîêðàñèì óçëû ñåòêè â øàõìàòíîì ïîðÿäêå. Óçëîâ îäíîãî èç öâåòîâ,
ïóñòü ÷¼ðíîãî, áóäåò òðèíàäöàòü. Ïóñòü èç ýòèõ óçëîâ âñå ñòðåëî÷êè âûõîäÿò
(ñìîòðèòå ðèñóíîê). Òîãäà êàæäûé èç øíóðîâ, âûõîäÿùèõ èç ÷¼ðíîé òî÷êè,
ìîæåò ñãîðåòü, òîëüêî åñëè â ýòó òî÷êó ïîìåùåí çàïàë. Íî çàïàëîâ âñåãî 12,
à òî÷åê 13.

Çíà÷èò, Âàñÿ ñìîæåò ðàçëîæèòü øíóðû òàê, ÷òî Ïåòå íå óäàñòñÿ èõ âñå ñæå÷ü.

Çàäà÷à 2.6.16. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2010.7.8) Êâàäðàò ñ âåðøèíàìè â óçëàõ ñåòêè è ñòîðîíàìè äëèíîé 2009,
èäóùèìè ïî ëèíèÿì ñåòêè, ðàçðåçàëè ïî ëèíèÿì ñåòêè íà íåñêîëüêî ïðÿ-
ìîóãîëüíèêîâ. Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè íèõ åñòü õîòÿ áû îäèí ïðÿìîóãîëüíèê,
ïåðèìåòð êîòîðîãî äåëèòñÿ íà 4.

Ðåøåíèå. Äîêàæåì, ÷òî íàéä¼òñÿ ïðÿìîóãîëüíèê, äëèíà è øèðèíà êîòîðî-
ãî � ÷èñëà îäèíàêîâîé ÷¼òíîñòè (òîãäà åãî ïåðèìåòð áóäåò äåëèòüñÿ íà 4).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê, òî åñòü ó êàæäîãî èç ïðÿìîóãîëüíèêîâ äëè-
íà è øèðèíà âûðàæàþòñÿ ÷èñëàìè ðàçíîé ÷¼òíîñòè. Òîãäà ïëîùàäü êàæäîãî
ïðÿìîóãîëüíèêà � ÷¼òíîå ÷èñëî, ñëåäîâàòåëüíî, è ïëîùàäü êâàäðàòà òàêæå
äîëæíà áûòü ÷¼òíûì ÷èñëîì, à íà ñàìîì äåëå ïëîùàäü êâàäðàòà ðàâíà 20092.
Ïðîòèâîðå÷èå.

7 Ãåîìåòðèÿ êâàäðàòîâ è ïðÿìîóãîëüíèêîâ

Çàäà÷à 2.7.5. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1995.6.3) Ïðÿìîóãîëüíèê ñî-
ñòàâëåí èç øåñòè êâàäðàòîâ. Íàéäèòå ñòîðîíó ñàìîãî áîëüøîãî êâàäðàòà, åñëè
ñòîðîíà ñàìîãî ìàëåíüêîãî ðàâíà 1.

Ïîäñêàçêà. Ñòîðîíà ñàìîãî áîëüøîãî êâàäðàòà ðàâíà ñóììå ñòîðîí äâóõ êâàä-
ðàòîâ: ñëåäóþùåãî çà íèì ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå è ñàìîãî ìàëåíüêîãî.
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Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî ñòîðîíà ñàìîãî áîëüøîãî êâàäðàòà ðàâíà ñóììå ñòî-
ðîí äâóõ êâàäðàòîâ: ñëåäóþùåãî çà íèì ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå è ñàìîãî ìàëåíü-
êîãî. Îáîçíà÷èâ ñòîðîíó ñàìîãî áîëüøîãî êâàäðàòà ÷åðåç x, ïîñëåäîâàòåëüíî
âûðàçèì ñòîðîíû äðóãèõ êâàäðàòîâ: x− 1, x− 2, x− 3, x− 3, êàê ïîêàçàíî íà
ðèñóíêå.

Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî äëèíà âåðõíåé ñòîðîíû ïðÿìîóãîëüíèêà ðàâíà x+(x−1),
à äëèíà íèæíåé � (x−2)+(x−3)+(x−3). Íî âåäü ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû
ïðÿìîóãîëüíèêà ðàâíû. Ïîëó÷àåì óðàâíåíèå:

x+ (x− 1) = (x− 2) + (x− 3) + (x− 3).

Îòñþäà 2x− 1 = 3x− 8 è, çíà÷èò, x = 7.

Çàäà÷à 2.7.6. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1993.6.6) Êâàäðàò ABCD ñî
ñòîðîíîé 2 è êâàäðàò DEFK ñî ñòîðîíîé 1 ñòîÿò ðÿäîì íà âåðõíåé ñòîðîíå
AK êâàäðàòà AKLM ñî ñòîðîíîé 3. Ìåæäó ïàðàìè òî÷åê A è E, B è F , C
è K, D è L íàòÿíóòû ïàóòèíêè. Ïàóê ïîäíèìàåòñÿ ñíèçó ââåðõ ïî ìàðøðóòó
AEFB è ñïóñêàåòñÿ ïî ìàðøðóòó CKDL. Êàêîé ìàðøðóò êîðî÷å?

Ïîäñêàçêà. DL = BF .
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Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî AD = CD = 2, ED = DK = 1. Ïîýòîìó äâà ïðÿìî-
óãîëüíûõ òðåóãîëüíèêà 4AED è 4CKD ðàâíû. À çíà÷èò, ðàâíû è îòðåçêè
AE è CK. Àíàëîãè÷íî FB = DL. Êðîìå òîãî, EF = KD êàê ñòîðîíû êâàä-
ðàòà. Ïîýòîìó AE + EF + FB = CK + KD + DL. Òàêèì îáðàçîì, äëèíû
ìàðøðóòîâ ðàâíû.

Çàäà÷à 2.7.7. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2017.7.4) Äàí êâàäðàò ABCD.
Íà ïðîäîëæåíèè äèàãîíàëè AC çà òî÷êó C îòìå÷åíà òàêàÿ òî÷êàK, ÷òîBK =
= AC. Íàéäèòå óãîë ∠BKC.

Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó êàðòèíêà ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé AC, òî
DK = BK = AC. À òàê êàê äèàãîíàëè â êâàäðàòå ðàâíû, AC = BD.

Òàêèì îáðàçîì, òðåóãîëüíèê 4BKD � ðàâíîñòîðîííèé, è óãîë ∠BKD = 60◦.
Â ñèëó ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé AC, KA � áèññåêòðèñà ýòîãî óãëà.
Çíà÷èò, ∠BKC = 30◦.

Çàäà÷à 2.7.8. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2017.6.9) Ó Âèêè åñòü ÷åòûðå ôèãóðêè, ó Àëèíû åñòü êâàäðàò, à ó
Ïîëèíû åñòü êâàäðàò äðóãîãî ðàçìåðà. Îáúåäèíèâøèñü, Àëèíà è Âèêà ìîãóò
ñëîæèòü êâàäðàò, èñïîëüçóÿ âñå ñâîè ïÿòü ôèãóðîê. Ìîæåò ëè îêàçàòüñÿ òàê,
÷òî Ïîëèíà è Âèêà òàêæå ñìîãóò ñëîæèòü êâàäðàò, èñïîëüçóÿ âñå ñâîè ïÿòü
ôèãóðîê? (Êâàäðàòû ñêëàäûâàþòñÿ áåç ïðîñâåòîâ è íàëîæåíèé.)

Ðåøåíèå. Ïðèâåä¼ì äâà èç âîçìîæíûõ ïðèìåðîâ. Ðèñóíêè ñëåâà ñîîòâåòñòâó-
åò òîìó, ÷òî ó Âèêè ÷åòûðå îäèíàêîâûõ òðåóãîëüíèêà, à ðèñóíêè ñïðàâà �
òîìó, ÷òî ó Âèêè ÷åòûðå ïðÿìîóãîëüíèêà, îäèí èç êîòîðûõ îòëè÷àåòñÿ ðàç-
ìåðîì îò òð¼õ äðóãèõ.
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Çàäà÷à 2.7.9. (Øêîëüíûé ýòàï Âñåðîññèéñêîé îëèìïèàäû øêîëüíèêîâ �
2016.6.5) Ïðÿìîóãîëüíèê ABCD ðàçäåëèëè íà ÷åòûðå ìåíüøèõ ïðÿìîóãîëü-
íèêà ñ îäèíàêîâûìè ïåðèìåòðàìè. Èçâåñòíî, ÷òî AB = 18 ñì, à BC = 16 ñì.
Íàéäèòå äëèíû ñòîðîí îñòàëüíûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ.

Ðåøåíèå. Ïóñòü DE = GF = HK = CL = c, DG = x, GH = y, HC = z.
Èç óñëîâèÿ ðàâåíñòâà ïåðèìåòðîâ ïðÿìîóãîëüíèêîâ DGFE, GHKF è HCLK
ñëåäóåò, ÷òî x = y = z. Íî òàê êàê AB = DG + GH + HC = 3x = 18, òî
x = 6 ñì.

BL = BC − CL = 16− c. Èç óñëîâèÿ ðàâåíñòâà ïåðèìåòðîâ ïðÿìîóãîëüíèêîâ
DGFE è ELBA ñëåäóåò, ÷òî 6 + c = 16− c+ 18, îòêóäà c = 14 ñì.

Çíà÷èò, äëèíû ñòîðîí ïðÿìîóãîëüíèêîâ DGFE, GHKF è HCLK ðàâíû 6 ñì
è 14 ñì; äëèíû ñòîðîí ïðÿìîóãîëüíèêà ELBA ðàâíû 2 ñì è 18 ñì.

Çàäà÷à 2.7.10. (¾Ïîêîðè Âîðîáü¼âû ãîðû¿ 2016.5�6.4; 7�8.3) Ìàëåíüêèé îãî-
ðîä ðàçìåðîì 6×7 ìåòðîâ ðàçáèëè íà 5 êâàäðàòíûõ ãðÿäîê. Âñå ìåæè ìåæäó
ãðÿäêàìè ïðîõîäÿò ïàðàëëåëüíî ñòîðîíàì ïðÿìîóãîëüíèêà, ñòîðîíà êàæäîé
ãðÿäêè ñîñòàâëÿåò öåëîå ÷èñëî ìåòðîâ. Íàéäèòå ñóììàðíóþ äëèíó ïîëó÷èâ-
øèõñÿ ìåæ. Ñ÷èòàòü ìåæè ëèíèÿìè, íå èìåþùèìè òîëùèíû.

Ðåøåíèå. Ïëîùàäü îãîðîäà, ðàâíóþ 42 ì2, ìîæíî ðàçáèòü íà 5 êâàäðàòîâ
òîëüêî îäíèì ñïîñîáîì: 42 = 42 + 32 + 32 + 22 + 22.

Èõ ñóììàðíûé ïåðèìåòð ðàâåí 56 ì, íî íàäî îòíÿòü äëèíó âíåøíèõ ãðàíèö
26 ì, ïîëó÷èì 30 ì, à òàêæå ó÷åñòü, ÷òî êàæäàÿ ìåæà ó÷àñòâóåò â ïåðèìåò-
ðå äâóõ êâàäðàòîâ � ïîýòîìó íàäî ïîäåëèòü íà 2. Çíà÷èò, ñóììàðíàÿ äëèíà
ïîëó÷èâøèõñÿ ìåæ � 15 ìåòðîâ.

Çàäà÷à 2.7.11. (¾Ïîêîðè Âîðîáü¼âû ãîðû¿ 2016.5�8.5) Â êâàäðàòå ABCD
òî÷êè F è E � ñåðåäèíû ñòîðîí AB è CD ñîîòâåòñòâåííî. Òî÷êó E ñîåäè-
íèëè ñ âåðøèíàìè A è B, à òî÷êó F � ñ C è D, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå.
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Îïðåäåëèòå ïëîùàäü ðîìáà FGEH, îáðàçîâàâøåãîñÿ â öåíòðå, åñëè èçâåñòíà
ñòîðîíà êâàäðàòà AB = 4.

Ðåøåíèå. Êâàäðàò ìîæíî ðàçðåçàòü íà êóñî÷êè è ñëîæèòü åù¼ òðè òàêèõ æå
ðîìáà. Çíà÷èò, ïëîùàäü ðîìáà FGEH ñîñòàâëÿåò 1/4 îò ïëîùàäè êâàäðàòà,
ò. å. 4.

Çàäà÷à 2.7.12. (Ìóíèöèïàëüíûé ýòàï Âñåðîññèéñêîé îëèìïèàäû øêîëüíè-
êîâ � 2015.6.4) Ðàìêà äëÿ òð¼õ êâàäðàòíûõ ôîòîãðàôèé èìååò âåçäå îäèíà-
êîâóþ øèðèíó. Ïåðèìåòð îäíîãî îòâåðñòèÿ ðàâåí 60 ñì, ïåðèìåòð âñåé ðàìêè
ðàâåí 180 ñì. ×åìó ðàâíà øèðèíà ðàìêè?

Ðåøåíèå. Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî äëèíà ñòîðîíû îòâåðñòèÿ ðàâíà 15 ñì.
Ïóñòü d ñì � øèðèíà ðàìêè, òîãäà ïåðèìåòð ïðÿìîóãîëüíèêà ðàâåí

8 · 15 + 12d = 120 + 12d = 180,

îòêóäà ïîëó÷àåì
12d = 60,⇒ d = 5.

Çíà÷èò, d = 5 ñì.

Çàäà÷à 2.7.13. (¾Ïîêîðè Âîðîáü¼âû ãîðû¿ 2015.7.2) Âíóòðè áîëüøîãî ïðÿ-
ìîóãîëüíèêà ðàçìåðîì A×B ðàñïîëîæåí ìàëåíüêèé ïðÿìîóãîëüíèê ðàçìåðîì
a× b. Íàéäèòå ðàçíîñòü ìåæäó ñóììàðíîé ïëîùàäüþ ñâåòëî�ñåðûõ è ñóììàð-
íîé ïëîùàäüþ ò¼ìíî�ñåðûõ ÷åòûð¼õóãîëüíèêîâ, åñëè èçâåñòíî, ÷òî A = 20,
B = 30, a = 4, b = 7.
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A

B

a b

Ðåøåíèå. Åñëè óáðàòü îäèíàêîâûå òðåóãîëüíèêè (íà ðèñóíêå íèæå), òî ïëî-
ùàäè îñòàâøèõñÿ ÷àñòåé (ñâåòëî-ñåðîé è ò¼ìíî-ñåðîé) ðàâíû b · (A − a) è
a · (B − b).

A

B

a b

Çíà÷èò, èñêîìàÿ ðàçíîñòü ðàâíà b · (A− a)− a · (B − b) = bA− ba− aB + ab =
= bA− aB = 7 · 20− 4 · 30 = 20.

Çàäà÷à 2.7.14. (¾Ïîêîðè Âîðîáü¼âû ãîðû¿ 2014.7.3) Ôåðìåðû Èâàíîâ, Ïåò-
ðîâ, Ñèäîðîâ, Âàñèëüåâ è Åðìîëàåâ âëàäåþò ó÷àñòêàìè ïðÿìîóãîëüíîé ôîð-
ìû, ïëîùàäü êîòîðûõ óêàçàíà íà ÷åðòåæå. Íàéäèòå ïëîùàäü îáùåãî ïàñòáè-
ùà.

Ðåøåíèå. Ïîëå Âàñèëüåâà â 2 ðàçà áîëüøå, ÷åì ó Ñèäîðîâà, ñëåäîâàòåëüíî,
åãî øèðèíà â 2 ðàçà áîëüøå. Èç ýòîãî âûòåêàåò, ÷òî ïëîùàäü ëåñà ðàâíà 15
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ãà. Çíà÷èò, ïëîùàäü ïîëÿ Èâàíîâà îòíîñèòñÿ ê ïëîùàäè ëåñà êàê 24 : 15. Ïî-
ýòîìó òàê æå îòíîñèòñÿ ïëîùàäü ïîëÿ Ïåòðîâà ê ïëîùàäè îáùåãî ïàñòáèùà.
Óðàâíåíèå 24 : 15 = 28 : x èìååò ðåøåíèå x = 17,5. Çíà÷èò, ïëîùàäü îáùåãî
ïàñòáèùà 17,5 ãà.

Çàäà÷à 2.7.15. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1995.7.3) Ôèãóðà íà ðèñóí-
êå ñîñòàâëåíà èç êâàäðàòîâ. Íàéäèòå ñòîðîíó ëåâîãî íèæíåãî, åñëè ñòîðîíà
ñàìîãî ìàëåíüêîãî ðàâíà 1.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî ñòîðîíà ñàìîãî áîëüøîãî êâàäðàòà ðàâíà ñóììå ñòî-
ðîí äâóõ êâàäðàòîâ: ñëåäóþùåãî çà íèì ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå è ñàìîãî ìàëåíü-
êîãî. Îáîçíà÷èâ ñòîðîíó ñàìîãî áîëüøîãî êâàäðàòà ÷åðåç x, ïîñëåäîâàòåëüíî
âûðàçèì ñòîðîíû äðóãèõ êâàäðàòîâ: x−1, x−2, x−3 (ðèñóíîê íèæå). Ñòîðîíó
ëåâîãî íèæíåãî êâàäðàòà íàì âûðàçèòü ÷åðåç x íå óäàëîñü, ïîýòîìó ïðèä¼òñÿ
îáîçíà÷èòü å¼ ÷åðåç y.

Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî âåðõíÿÿ ñòîðîíà ïðÿìîóãîëüíèêà ðàâíà x+(x−1), à íèæ-
íÿÿ � (x−2)+(x−3)+y. Íî âåäü ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû ïðÿìîóãîëüíèêà
ðàâíû. Ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

x+ (x− 1) = (x− 2) + (x− 3) + y.
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Îòñþäà 2x− 1 = 2x− 5 + y è, çíà÷èò, y = 4.

Çàäà÷à 2.7.16. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2002.7.3) Ìîæíî ëè òàê ðàñïîëîæèòü íà ïëîñêîñòè ÷åòûðå ïðÿìîóãîëü-
íèêà, ÷òîáû íè îäíà âåðøèíà íå áûëà îáùåé äëÿ âñåõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ, íî ó
ëþáûõ äâóõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ áûëà îäíà îáùàÿ âåðøèíà? (Ïðÿìîóãîëüíèêè
ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ.)

Ðåøåíèå. Ìîæíî, îäèí èç âîçìîæíûõ ïðèìåðîâ ïðåäñòàâëåí íà ðèñóíêå.

Çàäà÷à 2.7.17. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2011.7.4)
Ïðÿìîóãîëüíûé ëèñò áóìàãè ñîãíóëè, ñîâìåñòèâ âåðøèíó ñ
ñåðåäèíîé ïðîòèâîïîëîæíîé êîðîòêîé ñòîðîíû, êàê ïîêà-
çàíî íà ðèñóíêå íèæå. Îêàçàëîñü, ÷òî òðåóãîëüíèêè I è II
ðàâíû. Íàéäèòå äëèííóþ ñòîðîíó ïðÿìîóãîëüíèêà, åñëè êî-
ðîòêàÿ ðàâíà 8.

Ðåøåíèå. Îòìåòèì ðàâíûå îòðåçêè, ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî â ðàâíûõ òðåóãîëüíè-
êàõ ïðîòèâ ðàâíûõ óãëîâ ëåæàò ðàâíûå ñòîðîíû (íà ðèñóíêå íèæå).

Âèäèì, ÷òî äëèíà ìåíüøåé ñòîðîíû ðàâíà a+ b. Çíà÷èò, a+ b = 8 è áîëüøàÿ
ñòîðîíà èìååò äëèíó a+ b+ 4 = 8 + 4 = 12.
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Çàäà÷à 2.7.18. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1990.6�7.6) Âíóòðè êâàäðàòà
ABCD ðàñïîëîæåí êâàäðàò KMXY . Äîêàæèòå, ÷òî ñåðåäèíû îòðåçêîâ AK,
BM , CX è DY òàêæå ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè êâàäðàòà.

Ïîäñêàçêè. Ðàññìîòðèòå ñíà÷àëà áîëåå ïðîñòîé ñëó÷àé, êîãäà öåíòðû êâàäðà-
òîâ ñîâïàäàþò. Çàòåì âûðåæüòå ìåíüøèé êâàäðàò èç êàðòîíà è ïîäâèãàéòå åãî
âíóòðè áîëüøîãî êâàäðàòà, ñëåäÿ çà ïåðåìåùåíèÿìè ñåðåäèí èíòåðåñóþùèõ
íàñ îòðåçêîâ.

Ðåøåíèå. Åñëè ìàëåíüêèé êâàäðàò ñäâèíóòü (áåç âðàùåíèÿ) òàê, ÷òîáû åãî
öåíòð ñîâïàë ñ öåíòðîì áîëüøîãî êâàäðàòà, òî ñåðåäèíû âñåõ ÷åòûð¼õ îòðåç-
êîâ AK, BM , CX è DY ñäâèíóòñÿ (îäèíàêîâî!) íà ïîëîâèíó äëèíû ñäâèãà
ìàëåíüêîãî êâàäðàòà. Ïîýòîìó, åñëè îíè ñòàëè âåðøèíàìè íåêîòîðîãî êâàä-
ðàòà, òî è äî ñäâèãà îíè áûëè âåðøèíàìè íåêîòîðîãî êâàäðàòà. Îñòàëîñü çà-
ìåòèòü, ÷òî åñëè öåíòðû êâàäðàòîâ ñîâïàäàþò, òî âñÿ ¾êàðòèíêà¿ ïåðåõîäèò
â ñåáÿ ïðè ïîâîðîòàõ íà 90◦, 180◦ è 270◦.

Çàäà÷à 2.7.19. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2014.7.7) Äâà óãëà ïðÿìîóãîëüíîãî ëèñòà áóìàãè ñîãíóëè òàê, êàê ïîêà-
çàíî íà ðèñóíêå. Ïðîòèâîïîëîæíàÿ ñòîðîíà ïðè ýòîì îêàçàëàñü ðàçäåë¼ííîé
íà òðè ðàâíûå ÷àñòè. Äîêàæèòå, ÷òî çàêðàøåííûé òðåóãîëüíèê � ðàâíîñòî-
ðîííèé.

Ðåøåíèå. Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå.

Òðåóãîëüíèê 4AB′O ïîëó÷èëñÿ ïåðåãèáàíèåì èç òðåóãîëüíèêà 4ABO, çíà-
÷èò, ýòè òðåóãîëüíèêè ðàâíû. Ñëåäîâàòåëüíî, ∠AOB = ∠AOB′.

Êðîìå òîãî, èç ïàðàëëåëüíîñòè ñòîðîí AD è BC ïðÿìîóãîëüíèêà ñëåäóåò,
÷òî ∠AOB = ∠KAO. Òàêèì îáðàçîì, â òðåóãîëüíèêå 4AOK óãëû ∠AOK è
∠KAO ðàâíû, çíà÷èò, ýòîò òðåóãîëüíèê ðàâíîáåäðåííûé: OK = AK.
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Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî, ïîëó÷èì, ÷òî òðåóãîëüíèê 4DOL � òàêæå ðàâíîáåä-
ðåííûé. Ñëåäîâàòåëüíî, OK = OL = KL, òî åñòü òðåóãîëüíèê 4KOL �
ðàâíîñòîðîííèé.

Çàäà÷à 2.7.20. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2016.7.8) Êâàäðàòû ABCD è BEFG ðàñïîëîæåíû òàê, êàê ïîêàçàíî íà
ðèñóíêå. Îêàçàëîñü, ÷òî òî÷êè A,G è E ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Äîêàæèòå,
÷òî òîãäà òî÷êè D,F è E òàêæå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

Ðåøåíèå. Ïåðâûé ñïîñîá. Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèêè 4AGB è 4AGF (ðè-
ñóíîê ñëåâà): AG � îáùàÿ ñòîðîíà, GB = GF (ðàâíûå ñòîðîíû êâàäðàòà
BEFG), ∠AGB = ∠AGF = 135◦ (óãëû, ñìåæíûå ñ óãëàìè ∠BGE è ∠FGE,
ðàâíûìè ïî 45◦).

Ñëåäîâàòåëüíî, òðåóãîëüíèêè 4AGB è 4AGF ðàâíû ïî ïåðâîìó ïðèçíàêó.
Çíà÷èò, AB = AF = AD, ∠GAB = ∠GAF = α,

∠GFA = 180◦ − ∠AGF − ∠GAF = 45◦ − α.

Â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå 4ADF ∠DAF = 90◦ − 2α,

∠DFA = (90◦ + 2α)/2 = 45◦ + α.
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Òàêèì îáðàçîì, ∠DFG = ∠GFA + ∠DFA = (45◦ − α) + (45◦ + α) = 90◦, à
∠DFG+ ∠EFG = 180◦. Çíà÷èò, òî÷êè D, F è E ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

Âòîðîé ñïîñîá. Îïóñòèì ïåðïåíäèêóëÿðû AK è AL íà ïðÿìûå EF è EB
ñîîòâåòñòâåííî (ðèñóíîê ñïðàâà). Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî íà îäíîé ïðÿìîé
ëåæàò òî÷êè D, K è F . ×åòûð¼õóãîëüíèê AKEL � êâàäðàò, òàê êàê òðè åãî
óãëà � ïðÿìûå, à äèàãîíàëü EG � áèññåêòðèñà óãëà E.

Òðåóãîëüíèêè 4DAK è 4BAL ðàâíû ïî ïåðâîìó ïðèçíàêó, òàê êàê AD =
= AB, AK = AL, ∠DAK = 90◦ − ∠BAK = ∠BAL.

Çíà÷èò, ∠DKA = ∠BLA = 90◦, îòêóäà è ñëåäóåò, ÷òî òî÷êè D, K è F ëåæàò
íà îäíîé ïðÿìîé.
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Ãëàâà 3

Âîêðóã àëãåáðû

1 Ðàññòàíîâêà çíàêîâ

Çàäà÷à 3.1.3. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2000.6.1) Â çàïèñè

∗ 1 ∗ 2 ∗ 4 ∗ 8 ∗ 16 ∗ 32 ∗ 64 = 27

âìåñòî çíàêîâ ¾∗¿ ïîñòàâüòå çíàêè ¾+¿ èëè ¾−¿ òàê, ÷òîáû ðàâåíñòâî ñòàëî
âåðíûì.

Ïîäñêàçêà. Íàéòè òðåáóåìîå ðàñïîëîæåíèå çíàêîâ ëåãêî, åñëè ðàññòàâëÿòü
çíàêè ñïðàâà íàëåâî.

Ðåøåíèå. Áóäåì çàìåíÿòü çâ¼çäî÷êè ñïðàâà íàëåâî. Òàê êàê

1 + 2 + 4 + 8 + 16 + 32 = 63 < 64,

òî ïåðåä 64 äîëæåí ñòîÿòü ¾+¿ (èíà÷å ðåçóëüòàò áóäåò îòðèöàòåëüíûì). Ïî-
ëó÷àåì

∗ 1 ∗ 2 ∗ 4 ∗ 8 ∗ 16 ∗ 32 + 64 = 27.

Ïåðåä 32 äîëæåí ñòîÿòü ¾−¿, èíà÷å ñëåâà áóäåò ñëèøêîì áîëüøîå ÷èñëî, äàæå
åñëè îñòàëüíûå çâ¼çäî÷êè çàìåíèòü íà ¾−¿. Ïðîäîëæàÿ àíàëîãè÷íî, ïîëó÷èì

+1− 2 + 4 + 8− 16− 32 + 64 = 27.

Çàäà÷à 3.1.4. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1997.6.1) Âèòÿ âûëîæèë èç
êàðòî÷åê ñ öèôðàìè ïðèìåð íà ñëîæåíèå è çàòåì ïîìåíÿë ìåñòàìè äâå êàð-
òî÷êè. Êàê âèäèòå, ðàâåíñòâî íàðóøèëîñü. Êàêèå êàðòî÷êè ïåðåñòàâèë Âèòÿ?

Ïîäñêàçêà. Ïðîâåðüòå ïðèìåð ¾ñïðàâà íàëåâî¿.
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Ðåøåíèå. Íà÷í¼ì ïðîâåðÿòü ïðèìåð ¾ñïðàâà íàëåâî¿. Â ðàçðÿäàõ åäèíèö è
äåñÿòêîâ âñ¼ â ïîðÿäêå, à â ðàçðÿäå ñîòåí ïîÿâëÿåòñÿ îøèáêà. Çíà÷èò, îäíà èç
öèôð ýòîãî ðàçðÿäà � 1, 8 èëè 7 � ïåðåñòàâëåíà. Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî Âè-
òÿ ïåðåñòàâèë äâå êàðòî÷êè ¾âíóòðè¿ ðàçðÿäà ñîòåí (åäèíñòâåííûé âàðèàíò
� ïîìåíÿòü ìåñòàìè 7 è 8), òî åù¼ îñòàíåòñÿ îøèáêà â ðàçðÿäå äåñÿòêîâ òû-
ñÿ÷. Çíà÷èò, îäíà èç öèôð ðàçðÿäà ñîòåí ïîìåíÿëàñü ñ öèôðîé áîëåå ñòàðøåãî
ðàçðÿäà.

×òîáû âîññòàíîâèòü ðàâåíñòâî â ðàçðÿäå ñîòåí, öèôðó 1 ìîæíî ïîìåíÿòü
òîëüêî íà 9. Öèôðà 9 â áîëåå ñòàðøèõ ðàçðÿäàõ åñòü òîëüêî îäíà. Íî åñëè
1 è 9 ïîìåíÿòü ìåñòàìè, òî åù¼ ñîõðàíèòñÿ îøèáêà â ðàçðÿäå äåñÿòêîâ òûñÿ÷.

Öèôðó 8 ìîæíî ïîìåíÿòü òîëüêî íà 6, íî íè îäíîé öèôðû 6 â ïðèìåðå íåò.
Çíà÷èò, îñòà¼òñÿ åäèíñòâåííàÿ âîçìîæíîñòü � ïîìåíÿòü öèôðó 7. Âìåñòî íå¼
íàäî ïîñòàâèòü öèôðó 9. Îíà ó íàñ (â áîëåå ñòàðøèõ ðàçðÿäàõ) òîëüêî îäíà
è, åñëè èõ ïîìåíÿòü ìåñòàìè, òî ïîëó÷àåòñÿ âåðíûé ïðèìåð, ïðèâåä¼ííûé íà
ðèñóíêå íèæå.

Çàäà÷à 3.1.5. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1991.6.1;7.1) Àâòîáóñíûé áè-
ëåò áóäåì ñ÷èòàòü ñ÷àñòëèâûì, åñëè ìåæäó åãî öèôðàìè ìîæíî â íóæíûõ
ìåñòàõ ðàññòàâèòü çíàêè ÷åòûð¼õ àðèôìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé è ñêîáêè òàê,
÷òîáû çíà÷åíèå ïîëó÷åííîãî âûðàæåíèÿ ðàâíÿëîñü 100. ßâëÿåòñÿ ëè ñ÷àñò-
ëèâûì áèëåò �123456?

Ðåøåíèå. ßâëÿåòñÿ, òàê êàê çíàêè ÷åòûð¼õ àðèôìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé è ñêîá-
êè ìîæíî ðàññòàâèòü, íàïðèìåð, ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1 + (2 + 3 + 4) · (5 + 6) = 100.

Åñòü è äðóãèå ðåøåíèÿ (ïîïðîáóéòå íàéòè åù¼ õîòÿ áû îäíî).

Çàäà÷à 3.1.6. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2014.7.1) Èñïîëüçóÿ òðè ðàç-
ëè÷íûõ çíàêà àðèôìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé è çíàê ðàâåíñòâà, ïîëó÷èòå âåðíîå
ðàâåíñòâî èç çàïèñè ñåãîäíÿøíåé äàòû: 16032014.

Ðåøåíèå. Âåðíîå ðàâåíñòâî ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî òàêîé ðàññòàíîâêîé çíàêîâ:

160

32
− 0 = 1 + 4 = 5.
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Çàäà÷à 3.1.7. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàññîâ
� 2004.6.4) Ïåòÿ âûêëàäûâàë ïðèìåðû èç ñïè÷åê. Öèôðû îí ¾çàïèñûâàë¿
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

.

Êîãäà Ïåòÿ îòâë¼êñÿ, Âàñÿ â çàïèñàííîì èì âåðíîì ïðèìåðå íà ñëîæåíèå
âíóòðè êàæäîé öèôðû ïåðåëîæèë ðîâíî îäíó ñïè÷êó è ïîëó÷èë:

.

Âîññòàíîâèòå èñõîäíîå ðàâåíñòâî.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî êîëè÷åñòâî ñïè÷åê â êàæäîé öèôðå íå ìåíÿëîñü. Ïî-
ñ÷èòàåì, èç ñêîëüêè ñïè÷åê êàêèå öèôðû ñîñòîÿò:

2 ñïè÷êè: 1;
3 ñïè÷êè: 7;
4 ñïè÷êè: 4;
5 ñïè÷åê: 2, 3, 5;
6 ñïè÷åê: 6, 9, 0;
7 ñïè÷åê: 8.

Òåïåðü ïîñìîòðèì íà íàøå ðàâåíñòâî. Ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå êàæäîãî ñëà-
ãàåìîãî ëåâîé ÷àñòè (åñëè âñå öèôðû çàìåíÿòü íà íàèìåíüøèå âîçìîæíûå)
� 20. Ïîýòîìó ïðàâàÿ ÷àñòü � äâóçíà÷íîå ÷èñëî. Òî åñòü 9 (â ïðàâîé ÷àñòè)
ìîæíî çàìåíèòü òîëüêî íà 6.

Ïîñìîòðèì íà ëåâóþ ÷àñòü: åñëè òðîéêó çàìåíèòü íà 5, òî ðåçóëüòàò ñëîæåíèÿ
áóäåò > 70 (50 + 20 = 70), çíà÷èò, 3 ìîæíî çàìåíèòü òîëüêî íà 2.

Íî òîãäà (÷òîáû â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èëîñü > 60) 5 íàäî çàìåíÿòü íà 3.

Äàëåå ñìîòðèì íà âòîðûå öèôðû ñëàãàåìûõ. Íàäî, ÷òîáû â ðåçóëüòàòå ïîëó-
÷èëîñü ÷èñëî, çàêàí÷èâàþùååñÿ íà 2 èëè íà 5 (ò. ê. 3 ñïðàâà ìîæíî çàìåíèòü
òîëüêî íà 2 èëè íà 5), íî ðàâåíñòâó (9 èëè 0) + (6 èëè 0) = (2 èëè 5) óäîâëå-
òâîðÿåò òîëüêî 9+6 = 15. Òàêèì îáðàçîì, èñõîäíîå ðàâåíñòâî âîññòàíîâëåíî:

29 + 36 = 65.
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Çàäà÷à 3.1.8. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1995.7.4) Ðàññòàâüòå ñêîáêè
òàê, ÷òîáû ïîëó÷èëîñü âåðíîå ðàâåíñòâî:

1− 2 · 3 + 4 + 5 · 6 · 7 + 8 · 9 = 1995.

Ðåøåíèå. Èñêîìàÿ ðàññòàíîâêà ñêîáîê:

(1− 2) · 3 + (4 + 5 · 6 · 7 + 8) · 9 = 1995.

Çàäà÷à 3.1.9. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2003.7.1) Ðàññòàâüòå ñêîáêè è
çíàêè àðèôìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé òàê, ÷òîáû ïîëó÷èëîñü âåðíîå ðàâåíñòâî:

1

2

1

6

1

6009
= 2003.

Ïîäñêàçêà.
2003

6009
=

1

3
.

Ðåøåíèå. Òðåáóåìàÿ ðàññòàíîâêà ñêîáîê è çíàêîâ àðèôìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé:(
1

2
− 1

6

)
:

1

6009
= 2003.

2 ×èñëîâûå ðåáóñû

Çàäà÷à 3.2.4. (Òóðíèð Àðõèìåäà � 2013.1) Ïîäáåðèòå âìåñòî áóêâ öèôðû
òàê, ÷òîáû ðàâåíñòâî ñòàëî âåðíûì:

22 +ÒÓÐÍ+ÈÐ = 2013.

Âñå ðåøåíèÿ íàõîäèòü íå òðåáóåòñÿ.

Ðåøåíèå. Óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ çàäà÷è ÷èñëà:

1938 + 53, 1956 + 35, 1965 + 26.

Ïðèìå÷àíèå. Ñëó÷àé 1983 + 08 íå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì, ò. ê. 08 íå ÿâëÿåòñÿ
äâóçíà÷íûì ÷èñëîì.

Çàäà÷à 3.2.5. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2001.6.1) Ðåøèòå ðåáóñ:

ÀÕ ·ÓÕ = 2001.
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Ðåøåíèå. Ðàçëîæèì 2001 íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè: 2001 = 3 · 23 · 29. Ñëåäîâà-
òåëüíî, ÷èñëî 2001 ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóçíà÷íûõ ÷èñåë
ëèøü ñëåäóþùèìè ñïîñîáàìè: 69 · 29 èëè 23 · 87. Ïîäõîäèò òîëüêî ïåðâûé âà-
ðèàíò: 29 · 69 = 69 · 29 = 2001.

Çàäà÷à 3.2.6. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàññîâ
� 2011.6.1) Ðåøèòå ðåáóñ: ËÅÒÎ + ËÅÑ = 2011. Íàéäèòå âñå âîçìîæíûå
ðåøåíèÿ.

Ðåøåíèå. Ñóììà öèôð ñîòåí Å è Ë äà¼ò â ðåçóëüòàòå 0, çíà÷èò, Ë = 1.

Òàê êàê ïðè ñëîæåíèè öèôð äåñÿòêîâ Ò è Å ïîëó÷àåòñÿ 1 (ïðè ýòîì, íè Ò,
íè Å íå ìîãóò áûòü ðàâíû 1), òî

Å+Ë+ 1 = 10,

òî åñòü Å = 8.

Òàê êàê íè Î, íè Ñ íå ðàâíû 1, òî ïðè ñëîæåíèè åäèíèö òàêæå ïðîèñõîäèò
ïåðåõîä ÷åðåç äåñÿòîê. Ñëåäîâàòåëüíî,

T+Å+ 1 = 11,

òî åñòü Ò = 2, à Î+Ñ = 11. Äëÿ ïàðû {Î,Ñ} îñòàþòñÿ äâà âàðèàíòà: {4, 7}
è {5, 6}.
Çíà÷èò, èñêîìûå ðåøåíèÿ ðåáóñà:

1827 + 184 = 1826 + 185 = 1825 + 186 = 1824 + 187 = 2011.

Çàäà÷à 3.2.7. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàññîâ
� 2009.6.1) Èçâåñòíî, ÷òîÆÆ+Æ =Ì�Ä. Íà êàêóþ öèôðó îêàí÷èâàåòñÿ
ïðîèçâåäåíèå Â ·È ·Í ·Í ·È ·Ï ·Ó ·Õ (ðàçíûìè áóêâàìè îáîçíà÷åíû ðàçíûå
öèôðû, îäèíàêîâûì � îäèíàêîâûå)?

Ðåøåíèå. Òàê êàê ê äâóçíà÷íîìó ÷èñëó ÆÆ ïðèáàâèëè îäíîçíà÷íîå ÷èñëî
Æ è ïîëó÷èëè òð¼õçíà÷íîå, òî Æ = 9, à Ì�Ä = 108. Óæå èñïîëüçîâàíû 4
öèôðû. Â ïðîèçâåäåíèè Â ·È ·Í ·Í ·È ·Ï · Ó · Õ èñïîëüçîâàíû 6 äðóãèõ
öèôð. Ñëåäîâàòåëüíî, ñðåäè íèõ îáÿçàòåëüíî åñòü öèôðû 2 è 5, çíà÷èò, ýòî
ïðîèçâåäåíèå îêàí÷èâàåòñÿ íà 0.

Çàäà÷à 3.2.8. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàññîâ
� 2006.6.1) Â ïðèìåðå íà ñëîæåíèå ïîä çâ¼çäî÷êàìè ñêðûâàþòñÿ âñå äåñÿòü
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öèôð ïî îäíîìó ðàçó. Íàéäèòå õîòÿ áû îäèí òàêîé ïðèìåð.

+
*

* *
* * *

* * * *

Ðåøåíèå. Îäèí èç âîçìîæíûõ ïðèìåðîâ.

+
2

4 6
9 8 7

1 0 3 5

Äðóãèå ðåøåíèÿ ðåáóñà ïîëó÷àþòñÿ ïåðåñòàíîâêîé öèôð 4 è 8 è ïåðåñòàíîâ-
êàìè öèôð 2, 6 è 7.

Çàäà÷à 3.2.9. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàññîâ
� 2005.6.1) Íàéäèòå õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå ðåáóñà

ß+Î ·Í+Ä ·Ð ·Ó · Ç ·Ü ·ß =Ì ·Û.

(Îäèíàêîâûìè áóêâàìè îáîçíà÷åíû îäèíàêîâûå öèôðû, ðàçíûìè � ðàçíûå.)

Ðåøåíèå. Îäíî èç ðåøåíèé ðåáóñà:

0 + 1 · 6 + 4 · 5 · 7 · 8 · 9 · 0 = 2 · 3.

Çàäà÷à 3.2.10. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2010.7.1) Çàìåíèòå áóêâû öèôðàìè â ðåáóñå

Ã+Î = Ë−Î = Â ·Î = Ë−Î =Ì−Ê = À

òàê, ÷òîáû âñå ðàâåíñòâà ñòàëè âåðíûìè; ïðè ýòîì îäèíàêîâûì áóêâàì äîëæ-
íû ñîîòâåòñòâîâàòü îäèíàêîâûå öèôðû, à ðàçëè÷íûì � ðàçëè÷íûå. Íàéäèòå
âñå ðåøåíèÿ ðåáóñà.

Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó ðàçëè÷íûì áóêâàì ñîîòâåòñòâóþò ðàçëè÷íûå öèôðû, òî
èç ðàâåíñòâà Â ·Î = À ñëåäóåò, ÷òî íè Â, íè Î íå ðàâíû 1. Îòñþäà ïîëó÷àåì,
÷òî À � îäíîçíà÷íîå ñîñòàâíîå ÷èñëî, êîòîðîå ìîæíî ðàçëîæèòü íà äâà ðàç-
ëè÷íûõ ìíîæèòåëÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, À = 6 èëè À = 8. Åñëè À = 8, òî Ë > 9,
÷òî íåâîçìîæíî. Èòàê, À = 6. Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü äâà ñëó÷àÿ.
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1. Â = 2, Î = 3. Òîãäà Ã òàêæå ðàâíî 3, ÷òî íåâîçìîæíî.
2. Â = 3, Î = 2. Òîãäà Ë = 8, Ã = 4, Ì = 7, Ê = 1.

Çíà÷èò, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ ðàâåíñòâî òàêîå:

4 + 2 = 8− 2 = 3 · 2 = 8− 2 = 7− 1 = 6.

Çàäà÷à 3.2.11. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2006.7.1) Íàéäèòå âñå ðåøåíèÿ ðåáóñà è äîêàæèòå, ÷òî äðóãèõ íåò:

ÀÐÀ = ÐÀÒ.

(Îäèíàêîâûìè áóêâàìè îáîçíà÷åíû îäèíàêîâûå öèôðû, ðàçíûìè � ðàçíûå.)

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî äàæå ñàìîå ìàëåíüêîå äâóçíà÷íîå ÷èñëî ïðè âîçâå-
äåíèè â ñòåïåíü, áîëüøóþ äâîéêè, íå áóäåò òð¼õçíà÷íûì. Ýòî çíà÷èò, ÷òî À
ìîæåò áûòü åäèíèöåé, äâîéêîé èëè íóë¼ì. Îäíàêî ëþáîå ÷èñëî ÀÐ â íóëåâîé
ñòåïåíè � åäèíèöà, à â ïåðâîé ñòåïåíè � ñàìî ÷èñëî À. Ïîýòîìó À ìîæåò
áûòü òîëüêî äâîéêîé.

Äàëåå, ïîñêîëüêó 202 = 400, à 302 = 900, òî Ð (ïåðâàÿ öèôðà òð¼õçíà÷íî-
ãî ÷èñëà) ìîæåò áûòü òîëüêî ÷åòâ¼ðêîé, ïÿò¼ðêîé, øåñò¼ðêîé, ñåì¼ðêîé èëè
âîñüì¼ðêîé. Ïåðåáðàâ ïÿòü äâóçíà÷íûõ ÷èñåë, ïîëó÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóåò åäèí-
ñòâåííîå ðåøåíèå 272 = 729.

Çàäà÷à 3.2.12. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2003.6.2) Íàéäèòå íàèìåíü-
øåå ÷åòûð¼õçíà÷íîå ÷èñëî ÑÅÅÌ, äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóåò ðåøåíèå ðåáóñà
ÌÛ + ÐÎÆÜ = ÑÅÅÌ. (Îäèíàêîâûì áóêâàì ñîîòâåòñòâóþò îäèíàêîâûå
öèôðû, ðàçíûì � ðàçíûå.)

Ïîäñêàçêà. Ñ > Ð, â ÷àñòíîñòè, Ñ > 1.

Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó Ñ > Ð, òî Ñ > 1. Òàê êàê ìû èùåì íàèìåíüøåå ÷èñëî,
ïîïðîáóåì âçÿòü Ð = 1, Ñ = 2 è Å = 0. Òîãäà Ì = 3. Ñëó÷àé ÑÅÅÌ = 2003
âîçìîæåí: 35 + 1968 = 2003 èëè 38 + 1965 = 2003. Êðîìå óêàçàííûõ ðåøåíèé,
ðåáóñ èìååò åù¼ 38 ðåøåíèé.

Çàäà÷à 3.2.13. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2013.6.2)

Âîò ðåáóñ äîâîëüíî ïðîñòîé:
ÝÕ â÷åòâåðî áîëüøå, ÷åì ÎÉ,
ÀÉ â÷åòâåðî áîëüøå, ÷åì ÎÕ.
Íàéäè ñóììó âñåõ ÷åòûð¼õ.
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Ðåøåíèå. Öèôðû É è Õ ÷¼òíûå, ïîòîìó ÷òî ÝÕ è ÀÉ äåëÿòñÿ íà 4. ×èñëà
ÎÉ è ÎÕ ìåíüøå, ÷åì 25, èíà÷å, áóäó÷è óìíîæåííûìè íà 4, îíè ïåðåñòàíóò
áûòü äâóçíà÷íûìè. Çíà÷èò, Î � äâîéêà èëè åäèíèöà.

Ðàññìîòðèì ïåðâûé ñëó÷àé. ×èñëî 20 â êà÷åñòâå ÎÕ èëè ÎÉ íå ãîäèòñÿ, òàê
êàê 80 êîí÷àåòñÿ íà òó æå öèôðó. Íå ãîäèòñÿ è 22 ñ îäèíàêîâûìè öèôðàìè.
Îñòà¼òñÿ òîëüêî 24, íî ÷èñëà ÎÉ è ÎÕ äîëæíû áûòü ðàçëè÷íûìè. Çíà÷èò,
Î � åäèíèöà.

Åñëè ê ÷¼òíîìó ÷èñëó ïðèáàâèòü ÷èñëî, â 4 ðàçà áîëüøåå, òî ïîëó÷èòñÿ ÷èñëî,
êðàòíîå 10. Ñëåäîâàòåëüíî, É+Õ = 10. Òîãäà ÎÉ+ÎÕ = 30, à ñóììà âñåõ
÷åòûð¼õ ÷èñåë â ïÿòü ðàç áîëüøå, òî åñòü 150.

Çàìå÷àíèÿ. Íåáîëüøèì ïåðåáîðîì ìîæíî íàéòè âñå ÷èñëà: ÎÕ è ÎÉ ðàâíû
12 è 18 (â ëþáîì ïîðÿäêå), à ÀÉ è ÝÕ � 48 è 72 ñîîòâåòñòâåííî.

Çàäà÷à 3.2.14. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2000.6.3) Øèôð êîäîâîãî
çàìêà ÿâëÿåòñÿ äâóçíà÷íûì ÷èñëîì. Áóðàòèíî çàáûë êîä, íî ïîìíèò, ÷òî ñóì-
ìà öèôð ýòîãî ÷èñëà, ñëîæåííàÿ ñ èõ ïðîèçâåäåíèåì, ðàâíà ñàìîìó ÷èñëó. Íà-
ïèøèòå âñå âîçìîæíûå âàðèàíòû êîäà, ÷òîáû Áóðàòèíî ñìîã áûñòðåå îòêðûòü
çàìîê.

Ðåøåíèå. Ïóñòü ïåðâàÿ öèôðà êîäà ðàâíà x, à âòîðàÿ � y. Òîãäà ñàìî ÷èñëî
çàïèñûâàåòñÿ êàê 10x+ y, à óñëîâèå çàäà÷è ìîæíî çàïèñàòü óðàâíåíèåì

(x+ y) + x · y = 10x+ y.

Ñëåäîâàòåëüíî, x · y = 9x. Òàê êàê êîä � äâóçíà÷íîå ÷èñëî, òî x íå ðàâíî 0,
à çíà÷èò, y = 9. Ïðè ýòîì x ìîæíî âçÿòü ëþáûì, êðîìå 0 (ïðîâåðüòå!).

Çíà÷èò, âñå âîçìîæíûå âàðèàíòû êîäà: 19, 29, 39, 49, 59, 69, 79, 89, 99.

Çàäà÷à 3.2.15. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2002.6.3) Ðåøèòå ðåáóñ: ÒÈÊ+ÒÀÊ = ÀÊÒ.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî Ò � ÷¼òíîå (Ê + Ê = Ò èëè Ê + Ê = 1Ò), Ò > 0
(êàê ïåðâàÿ öèôðà ÷èñëà) è Ò < 5 (Ò + Ò < 10). Òàêèì îáðàçîì, Ò = 2 èëè
Ò = 4. Â ïåðâîì ñëó÷àå Ê = 1 èëè Ê = 6. Âî âòîðîì ñëó÷àå Ê = 2 èëè Ê = 7.
Ïîñëåäíèé âàðèàíò ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ.

Çíà÷èò, ðåøåíèÿ ðåáóñà: 216+246 = 462, 261+251 = 512, 432+492 = 924.

Çàäà÷à 3.2.16. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2011.6.4) Íàéäèòå âñå ðåøå-
íèÿ ðåáóñà

ß+ÎÍ+ÎÍ+ÎÍ+ÎÍ+ÎÍ+ÎÍ+ÎÍ+ÎÍ =ÌÛ.
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Ðåøåíèå. Òàê êàê 8 ·ÎÍ < 100, òî ÎÍ 6 12, òî åñòü Î = 1, à Í = 0 èëè 2. Íî
Í íå ìîæåò áûòü ðàâíî 0, òàê êàê â òàêîì ñëó÷àå ß èÛ îçíà÷àëè áû îäíó è
òó æå öèôðó. Çíà÷èò, Í = 2. Òàêèì îáðàçîì, 8 ·ÎÍ = 8 ·12 = 96, çíà÷èò,ÌÛ
ìîæåò áûòü ðàâíî 96, 97 èëè 98. Äâà ïîñëåäíèõ ñëó÷àÿ íå ïîäõîäÿò, òàê êàê
òîãäà ß ðàâíî 1 èëè 2, à ýòè öèôðû óæå èñïîëüçîâàíû. Çíà÷èò, ÌÛ = 96, à
ß = 0.

Çàäà÷à 3.2.17. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1995.6.4) Çàìåíèòü ðàçíûå
áóêâû ðàçíûìè öèôðàìè, îäèíàêîâûå � îäèíàêîâûìè, à çâ¼çäî÷êè � ëþáûìè
òàê, ÷òîáû ïîëó÷èëñÿ ïðàâèëüíûé ïðèìåð.

Ðåøåíèå. Î÷åâèäíî, ÷òî âòîðàÿ öèôðà ìíîæèòåëÿ � íóëü. Ïîñìîòðèì, êàêè-
ìè ìîãóò áûòü ïåðâàÿ è òðåòüÿ öèôðû ìíîæèòåëÿ. Âèäíî, ÷òî åñëè óìíîæèòü
1995 íà ïîñëåäíþþ öèôðó ìíîæèòåëÿ, òî ïîëó÷èòñÿ ïÿòèçíà÷íîå ÷èñëî, à åñ-
ëè íà ïåðâóþ � òî ÷åòûð¼õçíà÷íîå. Âûïèøåì ïðîèçâåäåíèÿ ÷èñëà 1995 íà âñå
íåíóëåâûå öèôðû:

1995 · 1 = 1995, 1995 · 2 = 3990, 1995 · 3 = 5985, 1995 · 4 = 7980, 1995 · 5 = 9975,

1995 · 6 = 11970, 1995 · 7 = 13965, 1995 · 8 = 15960, 1995 · 9 = 17955.

Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ïîñëåäíåé öèôðîé ìíîæèòåëÿ ìîæåò áûòü 6, 7, 8 èëè 9, à
ïåðâîé � 1, 2, 3, 4 èëè 5. Ñåé÷àñ óæå ìîæíî ïðîñòî ïåðåáðàòü âñå äîïóñòè-
ìûå âàðèàíòû âûáîðà ïåðâîé è ïîñëåäíåé öèôðû (èõ âñåãî 20 � îáúÿñíèòå,
ïî÷åìó).

Íî ëó÷øå åù¼ íåìíîãî ïîðàññóæäàòü è ñîêðàòèòü ñåáå ðàáîòó ïî ïåðåáîðó
âàðèàíòîâ. Çàìåòèì, ÷òî ïðè óìíîæåíèè 1995 íà ïåðâóþ öèôðó ìíîæèòåëÿ
ïîëó÷àåòñÿ ÷åòûð¼õçíà÷íîå ÷èñëî (∗ÃÎÄ), ó êîòîðîãî ïîñëåäíèå òðè öèôðû
ðàçëè÷íû (ïî óñëîâèþ, ðàçíûå áóêâû îáîçíà÷àþò ðàçíûå öèôðû). Ïîýòîìó
÷èñëî ∗ÃÎÄ íå ìîæåò áûòü ðàâíûì 1995 è 3990. Çíà÷èò, äëÿ ïåðâîé öèôðû
îñòàëîñü òîëüêî òðè âàðèàíòà: 3, 4, 5. À âñåãî âàðèàíòîâ âûáîðà ïåðâîé è
ïîñëåäíåé öèôðû ìíîæèòåëÿ îñòàëîñü 12 (ïî÷åìó?).

Òåïåðü ïîñìîòðèì íà ïÿòèçíà÷íîå ÷èñëî, ïîëó÷åííîå ïðè óìíîæåíèè 1995 íà
ïîñëåäíþþ öèôðó ìíîæèòåëÿ. Âèäíî, ÷òî äâå åãî ïîñëåäíèå öèôðû äîëæíû
áûòü ðàçëè÷íûìè (ïî÷åìó?), è ïîýòîìó, îíî íå ðàâíî 17955. Çíà÷èò, ïîñëåäíÿÿ
öèôðà ìíîæèòåëÿ íå 9.
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Èòàê, äëÿ ïåðâîé öèôðû îñòàëîñü òîëüêî òðè âàðèàíòà (3, 4, 5), à äëÿ ïîñëåä-
íåé òîæå òîëüêî òðè (6, 7, 8). Çíà÷èò, îñòàëîñü 9 âàðèàíòîâ âûáîðà ïåðâîé è
ïîñëåäíåé öèôðû.

Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî ÷åòûðå öèôðû Î, Ä, Ü, È ðàçëè÷íû. Îòñþäà ïðîñòûìè
ðàññóæäåíèÿìè ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ìíîæèòåëÿ îñòà¼òñÿ òîëüêî ÷åòûðå âàðè-
àíòà: 308, 306, 407 è 508.

Ýòî óæå íåáîëüøîé ïåðåáîð, êîòîðûé ìîæíî áûñòðî ïðîâåñòè, è íàéòè îòâåò.
(Åù¼ ìîæíî áûëî çàìåòèòü, ÷òî åñëè ïåðâàÿ öèôðà 5, òî ∗ 4ÃÎÄ = 9950.
Òîãäà ïðè ñëîæåíèè îáÿçàòåëüíî ïðîèçîéä¼ò ïåðåíîñ â ñëåäóþùèé ðàçðÿä,
è èòîã áóäåò íå øåñòèçíà÷íûì, à ñåìèçíà÷íûì. Ïîýòîìó äëÿ ïåðâîé öèôðû
îñòà¼òñÿ òîëüêî äâà âàðèàíòà: 3 è 4. À äëÿ ìíîæèòåëÿ � òîëüêî òðè: 304, 306,
407.) Òàêèì îáðàçîì, èñêîìûé ïðàâèëüíûé ïðèìåð èìååò âèä.

1995×
306

11970+
5985
610470

Çàäà÷à 3.2.18. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2012.6.4) Â ðàâåíñòâå ÒÈÕÎ+ÒÈÃÐ = ÑÏÈÒ çàìåíèòå îäèíàêîâûå
áóêâû îäèíàêîâûìè öèôðàìè, à ðàçíûå áóêâû � ðàçíûìè öèôðàìè òàê, ÷òî-
áû ÒÈÃÐ áûë áû êàê ìîæíî ìåíüøå (íóëåé ñðåäè öèôð íåò). Îáúÿñíèòå,
ïî÷åìó åù¼ ìåíüøå ÒÈÃÐ áûòü íå ìîæåò.

Ðåøåíèå. ×òîáû ÒÈÃÐ áûë êàê ìîæíî ìåíüøå, íóæíî ñíà÷àëà ñäåëàòü êàê
ìîæíî ìåíüøå öèôðó Ò, à ïîòîì ïîñëåäîâàòåëüíî öèôðû È, Ã è Ð.

Ïîïðîáóåì âçÿòü Ò = 1. Òîãäà Ñ � ýòî 2 èëè 3. Íî åñëè Ñ = 3, òî È íå
ìåíüøå, ÷åì 5, à åñëè Ñ = 2, òî ìîæíî âçÿòü È = 3. Âîçüì¼ì Ã = 4, Ð = 5
(â ýòîì ñëó÷àå ÒÈÃÐ � ìèíèìàëüíûé) è ïîïðîáóåì ïîäîáðàòü îñòàâøèåñÿ
öèôðû. Èç ðàâåíñòâà 13ÕÎ+1345 = 2Ï31 ïîëó÷èì, ÷òî Î = 6, Õ = 8, Ï = 7.
Çíà÷èò, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ ðàâåíñòâî: 1386 + 1345 = 2731.

Çàäà÷à 3.2.19. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1994.7.3) Êîãäà Íåçíàéêó
ïîïðîñèëè ïðèäóìàòü çàäà÷ó äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîé îëèìïèàäû â Ñîëíå÷íîì
ãîðîäå, îí íàïèñàë ðåáóñ (íà ðèñóíêå íèæå). Ìîæíî ëè åãî ðåøèòü? (Ðàçíûì
áóêâàì äîëæíû ñîîòâåòñòâîâàòü ðàçíûå öèôðû.)

110



Ïîäñêàçêè. Çàìåòèì, ÷òî � = 1, äàëåå äåéñòâóåì ïîäáîðîì (ðåøåíèé ìíîãî!).
Ïîïðîáóéòå íàéòè íåñêîëüêî ðåøåíèé.

Ðåøåíèå. Ìîæíî, íàïðèìåð: 879 + 426 = 1305.

Çàäà÷à 3.2.20. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2014.7.3) Çàìåíèòå â ñëîâå
ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ áóêâû öèôðàìè è çíàêàìè ñëîæåíèÿ è âû÷èòàíèÿ òàê,
÷òîáû ïîëó÷èëîñü ÷èñëîâîå âûðàæåíèå, ðàâíîå 2014. (Îäèíàêîâûìè áóêâàìè
îáîçíà÷åíû îäèíàêîâûå öèôðû èëè çíàêè, ðàçíûìè � ðàçíûå. Äîñòàòî÷íî
ïðèâåñòè ïðèìåð.)

Ðåøåíèå. Óñëîâèþ çàäà÷è óäîâëåòâîðÿåò çàìåíà: 183 + 1839− 8 = 2014.

Çàìå÷àíèÿ. ×òîáû íàéòè ðåøåíèå (à òàêæå äîêàçàòü åãî åäèíñòâåííîñòü), ïî-
ëåçíî çàäóìàòüñÿ íàä òåì, êàêèå èç áóêâ ÿâëÿþòñÿ çíàêàìè äåéñòâèé.

ßñíî, ÷òî ýòî íå ìîæåò áûòü A (êàê ïîñëåäíèé ñèìâîë âûðàæåíèÿ). Òîãäà
ìåæäó äâóìÿ ïåðâûìè öèôðàìè À äîëæåí ñòîÿòü õîòÿ áû îäèí çíàê. Çíàê Ò
íå ìîæåò áûòü íè ìèíóñîì, íè ïëþñîì (äàæå ÌÀ+ÅÌÀ+ÈÊÀ çàâåäîìî
ìåíüøå 99+999+899 < 2000). Íåáîëüøîé ïåðåáîð ïîêàçûâàåò, ÷òî (äàæå åñëè
ñ÷èòàòü, ÷òî âûðàæåíèå ìîæåò íà÷èíàòüñÿ ñî çíàêà ïëþñ èëè ìèíóñ)Ì òîæå
íå ìîæåò áûòü çíàêîì.

Îñòàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà ïëþñ � ýòî Å, à åù¼ ãäå-òî ñòîèò ìèíóñ. Âûðàæåíèå
ÌÀÒ +ÌÀÒ −ÈÊÀ çàâåäîìî ìåíüøå 2000, ïîýòîìó ìèíóñ � ýòî íå È, à
Ê.

Âûðàæåíèå ÌÀÒ+ÌÀÒÈ−À ðàâíî ÌÀÒ · 11 + (È−À), ïîýòîìó

ÌÀÒ · 11 = 2013

(äðóãèå ÷èñëà, äåëÿùèåñÿ íà 11, äàëåêè îò 2014) � ýòî ïðèâîäèò ê åäèíñòâåí-
íîìó îòâåòó.

Çàäà÷à 3.2.21. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2016.6.5) Ðîáîò ïðèäóìàë
øèôð äëÿ çàïèñè ñëîâ: çàìåíèë íåêîòîðûå áóêâû àëôàâèòà îäíîçíà÷íûìè
èëè äâóçíà÷íûìè ÷èñëàìè, èñïîëüçóÿ òîëüêî öèôðû 1, 2 è 3 (ðàçíûå áóê-
âû îí çàìåíÿë ðàçíûìè ÷èñëàìè). Ñíà÷àëà îí çàïèñàë øèôðîì ñàì ñåáÿ:
ÐÎÁÎÒ = 3112131233. Çàøèôðîâàâ ñëîâà ÊÐÎÊÎÄÈË è ÁÅÃÅÌÎÒ,
îí ñ óäèâëåíèåì çàìåòèë, ÷òî ÷èñëà âûøëè ñîâåðøåííî îäèíàêîâûìè! Ïî-
òîì Ðîáîò çàïèñàë ñëîâîÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ. Íàïèøèòå ÷èñëî, êîòîðîå ó íåãî
ïîëó÷èëîñü.

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ñëîâî ÐÎÁÎÒ = 3112131233. Â í¼ì 5 áóêâ è 10 öèôð,
òàê ÷òî âñå êîäû äâóçíà÷íûå è îïðåäåëÿþòñÿ áåç òðóäà. Íàïèøåì âñå äâåíà-
äöàòü âîçìîæíûõ êîäîâ è òå áóêâû, êîòîðûå ìû òî÷íî çíàåì.

111



1 = 11 = 21 = 31 = Ð
2 = 12 = Î 22 = 32 =
3 = 13 = Á 23 = 33 = Ò

Òåïåðü ïîäóìàåì, êàê çàïèøåòñÿ ñëîâî ÊÐÎÊÎÄÈË = ÁÅÃÅÌÎÒ. Íà-
÷èíàåòñÿ îíî ñ Á = 13, òî åñòü Ê = 1. Òåïåðü ìû ìîæåì çàïèñàòü íà÷àëî
ñëîâà:

ÊÐÎÊÎ ∗ ∗ ∗ = 13112112 ∗ ∗ ∗.

Íà÷èíàåì åãî ÷èòàòü êàê ñëîâî ÁÅÃÅÌÎÒ: Á = 13, Å 6= 1, òî åñòü Å = 11, à
òîãäà Ã = 2, èíà÷å âòîðîå Å íå ïîëó÷àåòñÿ. Íó à Ì íà÷èíàåòñÿ íà 2, òî åñòü
Ì = 2∗.
Òåïåðü ïîñìîòðèì íà êîíåö ñëîâà, òàì . . . OT, òî åñòü . . . 1233. Ýòî çíà÷èò,
÷òî Ë = 3 è È = 23, à Ä çàêàí÷èâàåòñÿ íà 1, òî åñòü Ä = ∗ 1.
Çâ¼çäî÷êà � åäèíñòâåííàÿ îñòàâøàÿñÿ íåðàçãàäàííîé öèôðà. Ðàçãàäàòü å¼
íåòðóäíî: 31 = Ð, 11 = Å, òàê ÷òî Ä = ∗ 1 = 21. Òîãäà M = 22, è ìû
ðàñêðûëè ïî÷òè âåñü øèôð.

1 = Ê 11 = Å 21 = Ä 31 = Ð
2 = Ã 12 = Î 22 =Ì 32 =
3 = Ë 13 = Á 23 = È 33 = Ò

Òåïåðü ìû çíàåì âñ¼, ÷òî íóæíî, ÷òîáû çàïèñàòü øèôðîì ñëîâî ÌÀÒÅ-
ÌÀÒÈÊÀ, êðîìå îäíîãî � êàê øèôðóåòñÿ áóêâà À. Íî ðàç Ðîáîò ñìîã
çàïèñàòü ýòî ñëîâî, çíà÷èò, äëÿ À äîëæåí íàéòèñü êîä. È ýòîò êîä 32, èáî
âñå îñòàëüíûå èñïîëüçîâàíû. Òàêèì îáðàçîì, ó Ðîáîòà ïîëó÷èëîñü ÷èñëî
2232331122323323132.

Çàäà÷à 3.2.22. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2004.6.5) Âàäèê íàïèñàë íà-
çâàíèå ñâîåãî ðîäíîãî ãîðîäà è âñå åãî öèêëè÷åñêèå ñäâèãè (ïåðåñòàíîâêè ïî
êðóãó), ïîëó÷èâ òàáëèöó 1. Çàòåì, óïîðÿäî÷èâ ýòè ¾ñëîâà¿ ïî àëôàâèòó, îí
ñîñòàâèë òàáëèöó 2 è âûïèñàë å¼ ïîñëåäíèé ñòîëáåö: ÂÊÑÀÌÎ. Ñàøà ñäåëàë
òî æå ñàìîå ñ íàçâàíèåì ñâîåãî ðîäíîãî ãîðîäà è ïîëó÷èë ¾ñëîâî¿ÌÒÒËÀ-
ÐÀÅÊÈÑ. ×òî ýòî çà ãîðîä, åñëè åãî íàçâàíèå íà÷èíàåòñÿ ñ áóêâû Ñ?

Òàáëèöà 1
Ì Î Ñ Ê Â À
À Ì Î Ñ Ê Â
Â À Ì Î Ñ Ê
Ê Â À Ì Î Ñ
Ñ Ê Â À Ì Î
Î Ñ Ê Â À Ì

Òàáëèöà 2
À Ì Î Ñ Ê Â
Â À Ì Î Ñ Ê
Ê Â À Ì Î Ñ
Ì Î Ñ Ê Â À
Î Ñ Ê Â À Ì
Ñ Ê Â À Ì Î
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Ïîäñêàçêè. Â ïîñëåäíåì ñòîëáöå òàáëèöû 2 ñòîÿò âñå áóêâû Ñàøèíîãî ãîðîäà,
Â ïåðâîì ñòîëáöå òàáëèöû 2 èäóò âñå áóêâû Ñàøèíîãî ãîðîäà ïî àëôàâèòó.
Â íàçâàíèè Ñàøèíîãî ãîðîäà ïîñëå áóêâû, ñòîÿùåé â ïîñëåäíåì ñòîëáöå ýòîé
òàáëèöû, èä¼ò áóêâà, ñòîÿùàÿ ïåðâîé â òîé æå ñòðî÷êå.

Ðåøåíèå. Ìû áóäåì ïîñòåïåííî âîññòàíàâëèâàòü Ñàøèíó âòîðóþ òàáëèöó. Çà-
ìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî êàæäàÿ áóêâà âñòðå÷àåòñÿ â êàæäîì ñòîëáöå ñòîëüêî æå
ðàç, ñêîëüêî ðàç îíà âñòðå÷àåòñÿ â ñëîâå. Ïîýòîìó áóêâû Ñàøèíîãî ãîðîäà �
ÌÒÒËÀÐÀÅÊÈÑ. Òàê êàê ñëîâà â òàáëèöå 1 óïîðÿäî÷åíû ïî àëôàâèòó, òî
â ïåðâîì ñòîëáöå ýòè áóêâû ñòîÿò â àëôàâèòíîì ïîðÿäêå: À, À, Å, È, Ê, Ë,
Ì, Ð, Ñ, Ò, Ò.

Òàáëèöà 1
À ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Ì
À ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Ò
Å ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Ò
È ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Ë
Ê ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ À
Ë ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Ð
Ì ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ À
Ð ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Å
Ñ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Ê
Ò ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ È
Ò ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Ñ

Òàáëèöà 2
À Ê ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Ì
À Ì ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Ò
Å Ð ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Ò
È Ò ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Ë
Ê Ñ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ À
Ë È ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Ð
Ì À ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ À
Ð Ë ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Å
Ñ Ò ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Ê
Ò À ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ È
Ò Å ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Ñ

Ïóñòü òåïåðü íåêîòîðàÿ áóêâà ñòîèò â ïîñëåäíåì ñòîëáöå òàáëèöû 2. Òîãäà â
ñëîâå ïîñëå íå¼ áóäåò èäòè áóêâà, ñòîÿùàÿ ïåðâîé â ýòîé ñòðîêå. (Ïðè ýòîì ìû
ñ÷èòàåì, ÷òî ïîñëå ïîñëåäíåé áóêâû èä¼ò ïåðâàÿ.) Èç ïåðâîé ñòðîêè òàáëèöû
1 âèäíî, ÷òî ïîñëå áóêâû Ì èä¼ò áóêâà À, èç âòîðîé è òðåòüåé � ÷òî ïîñëå
áóêâû Ò îäèí ðàç èä¼ò À, à îäèí ðàç � Å, è ò. ä.

Òàê êàê ñëîâà óïîðÿäî÷åíû ïî àëôàâèòó, òî â ñòðî÷êàõ ñ îäèíàêîâîé ïåð-
âîé áóêâîé âîçìîæíûå âòîðûå áóêâû óïîðÿäî÷åíû ïî àëôàâèòó. Âîñïîëüçî-
âàâøèñü ýòèì, ìû ìîæåì çàïîëíèòü è âòîðîé ñòîëáåö (òàáëèöà 2). Èç ïîëó-
÷èâøåéñÿ òàáëèöû âèäíî, ÷òî ïîñëå ïàðû áóêâ ÌÀ èä¼ò áóêâà Ê (ïåðâàÿ
ñòðî÷êà), ïîñëå ïàðû ÒÀ èä¼ò Ì (âòîðàÿ ñòðî÷êà), è ò. ä.

Ìîæíî, ïîëüçóÿñü ýòîé èíôîðìàöèåé, çàïîëíèòü òðåòèé ñòîëáåö, ïîòîì ÷åò-
â¼ðòûé è ò. ä., ïîêà íå çàïîëíèòñÿ âñÿ òàáëèöà. Íî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è äîñòà-
òî÷íî âîññòàíîâèòü òðåòüþ ñíèçó ñòðîêó (òàê êàê íàçâàíèå ãîðîäà íà÷èíàåòñÿ
ñ áóêâûÑ), ÷òî íåñëîæíî ñäåëàòü, çíàÿ, êàêàÿ áóêâà èä¼ò çà êàêîé ïàðîé áóêâ.
Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èì íàçâàíèå ãîðîäà � ÑÒÅÐËÈÒÀÌÀÊ.

Çàäà÷à 3.2.23. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2004.7.4) Òàíÿ íàïèñàëà íà-
çâàíèå ñâîåãî ðîäíîãî ãîðîäà è âñå åãî öèêëè÷åñêèå ñäâèãè (ïåðåñòàíîâêè ïî
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êðóãó), ïîëó÷èâ òàáëèöó 1. Çàòåì, óïîðÿäî÷èâ ýòè ¾ñëîâà¿ ïî àëôàâèòó, îíà
ñîñòàâèëà òàáëèöó 2 è âûïèñàëà å¼ ïîñëåäíèé ñòîëáåö: ÂÊÑÀÌÎ. Âàëåðà
ñäåëàë òî æå ñàìîå ñ íàçâàíèåì ñâîåãî ðîäíîãî ãîðîäà è ïîëó÷èë ¾ñëîâî¿
ÎÑÑÍÃÑÎÐÎÊ. ×òî ýòî çà ãîðîä, åñëè åãî íàçâàíèå çàêàí÷èâàåòñÿ íà áóê-
âó Ê?

Òàáëèöà 1
Ì Î Ñ Ê Â À
À Ì Î Ñ Ê Â
Â À Ì Î Ñ Ê
Ê Â À Ì Î Ñ
Ñ Ê Â À Ì Î
Î Ñ Ê Â À Ì

Òàáëèöà 2
À Ì Î Ñ Ê Â
Â À Ì Î Ñ Ê
Ê Â À Ì Î Ñ
Ì Î Ñ Ê Â À
Î Ñ Ê Â À Ì
Ñ Ê Â À Ì Î

Ðåøåíèå. Ìû áóäåì ïîñòåïåííî âîññòàíàâëèâàòü Âàëåðèíó òàáëèöó 2. Çàìå-
òèì ñíà÷àëà, ÷òî êàæäàÿ áóêâà âñòðå÷àåòñÿ â êàæäîì ñòîëáöå ñòîëüêî æå ðàç,
ñêîëüêî ðàç îíà âñòðå÷àåòñÿ â ñëîâå. Òàê êàê ñëîâà â òàáëèöå 1 óïîðÿäî÷åíû
ïî àëôàâèòó, òî â ïåðâîì ñòîëáöå áóêâû ñëîâà ñòîÿò â àëôàâèòíîì ïîðÿäêå.

Òàáëèöà 1
Ã ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Î
Ê ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Ñ
Í ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Ñ
Î ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Í
Î ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Ã
Î ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Ñ
Ð ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Î
Ñ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Ð
Ñ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Î
Ñ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Ê

Òàáëèöà 2
Ã Î ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Î
Ê Ñ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Ñ
Í Î ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Ñ
Î Ã ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Í
Î Ð ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Ã
Î Ñ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Ñ
Ð Ñ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Î
Ñ Ê ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Ð
Ñ Í ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Î
Ñ Î ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Ê

Â öèêëè÷åñêèõ ñäâèãàõ ñëîâà ïîñëå åãî ïîñëåäíåé áóêâû èä¼ò ïåðâàÿ. Èç ïÿ-
òîé ñòðîêè òàáëèöû âèäíî, ÷òî ïîñëå áóêâû Ã èä¼ò Î, èç ïîñëåäíåé � ÷òî
ïîñëå Ê èäåò Ñ, èç ÷åòâ¼ðòîé � ÷òî ïîñëå Í èä¼ò Î, èç ïåðâîé, ñåäüìîé è äå-
âÿòîé � ÷òî ïîñëå Î îäèí ðàç èä¼ò Ã, îäèí ðàç Ð è îäèí ðàç Ñ è ò. ä. Òàê êàê
ñëîâà óïîðÿäî÷åíû ïî àëôàâèòó, òî â ñòðî÷êàõ ñ îäèíàêîâîé ïåðâîé áóêâîé
âîçìîæíûå âòîðûå áóêâû óïîðÿäî÷åíû ïî àëôàâèòó.

Èç òàáëèöû 2 âèäíî, ÷òî ïîñëå ïàðû áóêâÎÃ èä¼ò áóêâàÎ, ïîñëå ÑÊ èä¼ò Ñ,
ïîñëå ÑÍ èä¼ò Î è ò. ä. Ìîæíî, ïîëüçóÿñü ýòîé èíôîðìàöèåé, çàïîëíèòü òðå-
òèé ñòîëáåö è ò. ä., ïîêà íå çàïîëíèòñÿ âñÿ òàáëèöà. Íî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è
äîñòàòî÷íî âîññòàíîâèòü ïîñëåäíþþ ñòðîêó, ò. ê. íàçâàíèå ãîðîäà îêàí÷èâàåò-
ñÿ íà Ê. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èì íàçâàíèå ãîðîäà � ÑÎÑÍÎÃÎÐÑÊ.

Çàäà÷à 3.2.24. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2014.6.6) Èçâåñòíûé ïðå-
ñòóïíèê ïðîôåññîð Ìîðèàðòè äîëãî ñêðûâàëñÿ îò Øåðëîêà Õîëìñà è ëîíäîí-
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ñêîé ïîëèöèè. È âîò îäíàæäû ïîëèöåéñêèì óäàëîñü ïåðåõâàòèòü òåëåãðàììó,
êîòîðóþ Ìîðèàðòè ïðèñëàë ñîîáùíèêó:

Âñòðå÷àé çàâòðà ïîåçä ÑÒÎ âàãîí Î

Èíñïåêòîð Ëåñòðåéä óæå ðàñïîðÿäèëñÿ áûëî ïîñëàòü íàðÿä ïîëèöèè èñêàòü
íóëåâîé âàãîí ñîòîãî ïîåçäà, íî òóò ïðèíåñëè åù¼ äâå ïåðåõâà÷åííûå òåëå-
ãðàììû íà òîò æå àäðåñ:

ÑÅÊÐÅÒ−ÎÒÊÐÎÉ = ÎÒÂÅÒ−ÒÂÎÉ

ÑÅÊÐÅÒ−ÎÒÊÐÛÒ = 20010

Ëåñòðåéä çàäóìàëñÿ. À Õîëìñ âîñêëèêíóë: ¾Òåïåðü ÿñíî, êàêîé ïîåçä íàäî
âñòðå÷àòü!¿ Èíñïåêòîð óäèâèëñÿ. ¾Ýëåìåíòàðíî, Ëåñòðåéä! � ïîÿñíèë ñûùèê.
� Ýòî æå øèôð. Â ýòèõ ïðèìåðàõ îäèíàêîâûå áóêâû îáîçíà÷àþò îäèíàêîâûå
öèôðû, ðàçíûå � ðàçíûå, à ÷¼ðòî÷êà � ýòî ìèíóñ! Ìîðèàðòè åäåò â ïîåçäå
�. . . ¿

Íàïèøèòå íîìåð ïîåçäà è âàãîíà. Îáúÿñíèòå, êàê ìîã ðàññóæäàòü Õîëìñ.

Ðåøåíèå. Ïîñìîòðèì íà âòîðóþ òåëåãðàììó. Â ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòÿõ ðàâåí-
ñòâà â äâóõ ïîñëåäíèõ ðàçðÿäàõ íàïèñàíî îäíî è òî æå: ÅÒ−ÎÉ. Ýòî çíà÷èò,
÷òî è â ñòàðøèõ ðàçðÿäàõ ñïðàâà è ñëåâà áóäåò îäíî è òî æå:

ÑÅÊÐ−ÎÒÊÐ = ÎÒÂ−ÒÂ.

Òåïåðü åñëè âûïîëíèòü âû÷èòàíèÿ, òî è ñïðàâà è ñëåâà ñîêðàòÿòñÿ ïî äâå
áóêâû, òî åñòü íà êîíöàõ áóäåò ïî äâà íóëÿ. Êîãäà ìû ñîêðàòèì íà 100, ïîëó-
÷èòñÿ âîò ÷òî: ÑÅ −ÎÒ = Î. Òåïåðü ïîñìîòðèì íà ïîñëåäíþþ òåëåãðàììó.
Åñëè çàïèñàòü å¼ êàê ïðèìåð íà ñëîæåíèå â ñòîëáèê,

Î Ò Ê Ð Û Ò
+

2 0 0 1 0
Ñ Å Ê Ð Å Ò

òî âèäíî, ÷òî ÎÒ + 2 = ÑÅ. Ñîïîñòàâèâ ýòî ñ ïðåäûäóùèì ðàâåíñòâîì, ìû
ïîíèìàåì, ÷òî Î = 2, à òîãäà Ñ = 3. Êðîìå òîãî, ïðè ñëîæåíèè ïðîèçîø¼ë
ïåðåíîñ èç ðàçðÿäà åäèíèö â ðàçðÿä äåñÿòêîâ, à ïîýòîìó Ò = 8 èëè 9. Îäíàêî,
åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî Ò = 8, òî Å = 0, à òîãäà ïðè ñëîæåíèè Û + 1 = Å
(òî åñòü Û + 1 = 0) íåèçáåæíî ïðîèçîø¼ë áû ïåðåíîñ â ñëåäóþùèé ðàçðÿä.
Íî ýòîãî íå áûëî, çíà÷èò, Ò = 9. Ìû óçíàëè çíà÷åíèÿ âñåõ íóæíûõ áóêâ.

Çíà÷èò, Ìîðèàðòè åäåò â âàãîíå 2 ïîåçäà �392.

Çàìå÷àíèÿ. Èç ðåøåíèÿ ñëåäóåò òàêæå, ÷òî Å = 1 è Û = 0. Áóêâû Ê, Ð, Â,
É ìîãóò çàìåíÿòü ëþáûå ÷åòûðå èç ïÿòè îñòàâøèõñÿ öèôð: 4, 5, 6, 7, 8, íî
íîìåðà ïîåçäà è âàãîíà ñ íèìè íå ñâÿçàíû.
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Çàäà÷à 3.2.25. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2008.6.8) Êàæäàÿ áóêâà â ñëîâàõ ÝÕ èÌÎÐÎÇ ñîîòâåòñòâóåò êàêîé-òî
öèôðå, ïðè÷¼ì îäèíàêîâûì öèôðàì ñîîòâåòñòâóþò îäèíàêîâûå áóêâû, à ðàç-
íûì � ðàçíûå.

Èçâåñòíî, ÷òî Ý ·Õ =M ·Î ·Ð ·Î · Ç, à Ý+Õ =Ì+Î+Ð+Î+ Ç. ×åìó
ðàâíî Ý ·Õ+M ·Î ·Ð ·Î · Ç?

Ðåøåíèå. Cðåäè çàøèôðîâàííûõ öèôð íå ìîæåò áûòü íóëÿ, èíà÷å îäíà ÷àñòü
ðàâåíñòâàÝ·Õ =Ì·Î·Ð·Î·Ç ðàâíà íóëþ, à äðóãàÿ íåò. Öèôðû 5 è 7 òàêæå íå
ìîãóò ó÷àñòâîâàòü â ðåáóñå. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îäíà ÷àñòü ðàññìàòðèâàåìîãî
ðàâåíñòâà áóäåò äåëèòüñÿ íà 5 (èëè íà 7), à äðóãàÿ � íåò. Òàêèì îáðàçîì,
îñòàþòñÿ öèôðû 1, 2, 3, 4, 6, 8, 9. Â ðåáóñå äîëæíû ó÷àñòâîâàòü øåñòü èç íèõ,
ïîýòîìó â í¼ì îáÿçàòåëüíî ïðèñóòñòâóþò öèôðû, êðàòíûå 3. Ñëåäîâàòåëüíî,
êàæäàÿ èç ÷àñòåé ðàâåíñòâà äîëæíà áûòü êðàòíà 3.

Äîêàæåì, ÷òî â ïðàâîé ÷àñòè ïåðâîãî ðàâåíñòâà íå ìîæåò áûòü öèôð 8 è 9.
Ïóñòü ýòî íå òàê è, íàïðèìåð, Ì = 9, òîãäà ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà äîëæíà
äåëèòüñÿ íà 9, ïîýòîìó Ý · Õ = 3 · 6 = 18. Â ýòîì ñëó÷àå Î · Ð · Î · Ç = 2,
÷òî íåâîçìîæíî. Åñëè æå M = 8, òî Ý ·Õ = 2 · 4 èëè Ý ·Õ = 4 · 6. Ïåðâûé
ñëó÷àé íåâîçìîæåí, ïîñêîëüêó Ý ·Õ íå äåëèòñÿ íà 3, à âòîðîé � òàê êàê òîãäà
Î ·Ð ·Î · Ç = 3.

Äîïóñòèì, ÷òî öèôðà 9 ó÷àñòâóåò â ðåáóñå, òîãäà îíà íàõîäèòñÿ â ëåâîé ÷àñòè
ðàññìàòðèâàåìîãî ðàâåíñòâà. Ñëåäîâàòåëüíî, Ý ·Õ = 9 · 4 èëè Ý ·Õ = 9 · 8.
Â ïåðâîì ñëó÷àå, ñîìíîæèòåëè ïðàâîé ÷àñòè îïðåäåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî: Ý ·
Õ = 9 · 4 = 3 · 6 · 12 · 2. Ðàâåíñòâî

Ý+Õ =Ì+Î+Ð+Î+ Ç

âûïîëíÿåòñÿ: 9 + 4 = 3 + 6 + 1 + 1 + 2.

Âî âòîðîì ñëó÷àå âîçìîæíû òðè âàðèàíòà: Ý ·Õ = 9 · 8 = 1 · 2 · 4 · 32, Ý ·Õ =
9 · 8 = 1 · 3 · 6 · 22 èëè Ý · Õ = 9 · 8 = 12 · 3 · 6 · 4. Íî íè äëÿ îäíîãî èç íèõ
ðàâåíñòâî

Ý+Õ =Ì+Î+Ð+Î+ Ç

íå âûïîëíÿåòñÿ.

Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà íåò öèôðû 9 (è
â ðåáóñå îíà âîîáùå íå ó÷àñòâóåò). Òîãäà â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà îáÿçàòåëüíî
åñòü öèôðà 8, è ïîýòîìó Ý ·Õ = 8 · 3 = 24 èëè Ý ·Õ = 8 · 6.
Â ïåðâîì ñëó÷àå ñðåäèÌ, Î, Ð è Ç åñòü âñå öèôðû 1, 2, 4, 6, íî 1 ·2 ·4 ·6 > 24,
òî åñòü ýòîò ñëó÷àé íåâîçìîæåí.

Âî âòîðîì ñëó÷àå âîçìîæíî òàêîå ðàâåíñòâî: Ý · Õ = 8 · 6 = 1 · 3 · 22 · 4,
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íî 8 + 6 6= 1 + 3 + 2 + 2 + 4. Òàêèì îáðàçîì, âîçìîæåí òîëüêî îäèí ñëó÷àé:
Ý ·Õ = 9 · 4 = 36, òî åñòü Ý ·Õ+Ì ·Î ·Ð ·Î · Ç = 72.

Çàäà÷à 3.2.26. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2005.7.5) Ðåøèòå ðåáóñ:

250 ·ËÅÒ+ÌÃÓ = 2005 · ÃÎÄ.

(Ðàçíûìè áóêâàìè îáîçíà÷åíû ðàçíûå öèôðû, à îäèíàêîâûìè � îäèíàêîâûå;
ïðè ýòîì íåêîòîðûìè áóêâàìè ìîãóò áûòü îáîçíà÷åíû óæå èìåþùèåñÿ öèôðû
2, 5 è 0.)

à) Íàéäèòå õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå ðåáóñà.
á) Äîêàæèòå, ÷òî äðóãèõ ðåøåíèé íåò.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî ïðè Ë < 7 ëåâàÿ ÷àñòü íå ïðåâîñõîäèò

250 · 800 + 1000 = 201000,

à ïðàâàÿ íå ìåíüøå 2005 · 102 = 204510. Çíà÷èò, Ë = 8 èëè Ë = 9.

Åñëè ÃÎÄ > 124, òî ÷èñëî â ïðàâîé ÷àñòè íå ìåíüøå 2005 · 124 = 248620, à â
ëåâîé ÷àñòè íå áîëüøå 250 · 987 + 1000 = 247750. Çíà÷èò, ÃÎÄ < 123 è Ã = 1,
à ïîòîìó Î = 0 èëè Î = 2.

Âûðàæåíèå â ïðàâîé ÷àñòè è ÷èñëî 250 äåëÿòñÿ íà 5, ïîýòîìó ëèáîÓ = 5, ëèáî
Ó = 0. Ïîêàæåì, ÷òî âòîðîé ñëó÷àé íåâîçìîæåí. Â ñàìîì äåëå, åñëè Ó = 0,
òî ïðàâàÿ ÷àñòü îêàí÷èâàåòñÿ íóë¼ì è ïîòîìó ÷¼òíà, à çíà÷èò, Ä ÷¼òíî. Ïðè
ýòîìÎ = 2 (òàê êàêÎ íå ðàâíî 0), è ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèåÄ ðàâíî 4, òî åñòü
ÃÎÄ > 124 (ïðîòèâîðå÷èå). Çíà÷èò, Ó = 5, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî Ä íå÷¼òíî.

Äëÿ öèôðû Ä åñòü âñåãî 3 çíà÷åíèÿ: Ä = 3, Ä = 7, è Ä = 9. Ðàññìîòðèì
îñòàòêè îò äåëåíèÿ íà 50 âûðàæåíèé â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ. Ñëåâà áóäåò
îñòàòîê 15 (òàê êàê Ã = 1 è Ó = 5), çíà÷èò, îí äîëæåí áûòü òàêèì æå ñïðàâà,
÷òî âîçìîæíî ëèøü ïðè Ä = 3.

Îïðåäåëèì çíà÷åíèå Î. Äîïóñòèì, ÷òî Î = 0. Òîãäà ñïðàâà ïîëó÷àåì

2005 · 103 = 206515,

à çíà÷èò, öèôðà Ò ÷¼òíà (èíà÷å â ðàçðÿäå äåñÿòêîâ ñëåâà íå ïîëó÷èòñÿ åäèíè-
öû). Òîãäà ËÅÒ > 824, à Ì > 6 (îñòàëüíûå öèôðû çàíÿòû), è ïðàâàÿ ÷àñòü
îêàæåòñÿ ìåíüøå ëåâîé. Çíà÷èò, Î = 2.

Èìååì ÃÎÄ = 123. Ñëó÷àéË = 8 íå ãîäèòñÿ (ñëèøêîì ìàëî), îñòà¼òñÿË = 9.
Ïî òåì æå ñîîáðàæåíèÿì Å > 8, à òàê êàê öèôðà 9 çàíÿòà, òî Å = 8. Äàëåå
ëåãêî âèäåòü, ÷òî Ò = 4 è Ì = 6. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì îòâåò:

250 · 984 + 615 = 2005 · 123.
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Ïðèìå÷àíèå. Âïîëíå âîçìîæíû è èíûå ðàññóæäåíèÿ (äàæå ðåøåíèå ïðÿìûì
ïîäáîðîì), íî ïðèâåä¼ííîå ðåøåíèå îäíîâðåìåííî óäîâëåòâîðÿåò ïóíêòàì a)
è á).

Çàäà÷à 3.2.27. (Òóðíèð Àðõèìåäà � 2015.5) Âàñÿ ñîñòàâëÿåò î÷åðåäíîé ðå-
áóñ. ×òîáû çàêîí÷èòü ðàáîòó, îí õî÷åò ïîäîáðàòü òàêèå çíà÷åíèÿ áóêâ, ÷òîáû
÷èñëî ÏÀÍÎÐÀÌÀ ðàçäåëèëîñü íàöåëî íà ÷èñëî ÏÀÍÀÌÀ. Óäàñòñÿ ëè
åìó ýòî ñäåëàòü? (Â ðåáóñå îäèíàêîâûå áóêâû äîëæíû îáîçíà÷àòü îäèíàêîâûå
öèôðû, ðàçíûå áóêâû � ðàçíûå öèôðû.)

Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷èñëî ÏÀÍÎÐÀÌÀ êðàòíî ÷èñëó ÏÀÍÀÌÀ.
Âû÷òåì èç ÷èñëà ÏÀÍÎÐÀÌÀ ÷èñëî ÏÀÍÀÌÀ00. Ïîñêîëüêó ïåðâûå òðè
öèôðû óìåíüøàåìîãî âû÷èòàåìîãî ñîâïàäàþò, ïîëó÷åííàÿ ðàçíîñòü îêàæåòñÿ
íå áîëåå ÷åì ïÿòèçíà÷íîé. Ïðè ýòîì ýòà ðàçíîñòü äîëæíà áûòü êðàòíà øå-
ñòèçíà÷íîìó ÷èñëó ÏÀÍÀÌÀ, ÷òî âîçìîæíî, òîëüêî åñëè ýòî ÷èñëî ðàâíî
0. Ñëåäîâàòåëüíî, ÏÀÍÎÐÀÌÀ = ÏÀÍÀÌÀ00, ÷òî íåâîçìîæíî, òàê êàê
öèôðû Ì è À ðàçëè÷íû.

Çàäà÷à 3.2.28. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2016.7.6) Ìàëüâèíà çàïèñàëà ðàâåíñòâî

ÌÀ ·ÒÅ ·ÌÀ ·ÒÈ ·ÊÀ = 2016000

è ïðåäëîæèëà Áóðàòèíî çàìåíèòü îäèíàêîâûå áóêâû îäèíàêîâûìè öèôðàìè,
ðàçíûå áóêâû � ðàçíûìè öèôðàìè, ÷òîáû ðàâåíñòâî ñòàëî âåðíûì. Åñòü ëè
ó Áóðàòèíî øàíñ âûïîëíèòü çàäàíèå, èëè òàêèõ çàìåí íå ñóùåñòâóåò?

Ïîäñêàçêà. Ðàçëîæèòå ÷èñëî 2016000 íà ìíîæèòåëè.

Ðåøåíèå. Øàíñ ó Áóðàòèíî åñòü, íàïðèìåð:

10 · 24 · 10 · 28 · 30 = 2016000 èëè 10 · 28 · 10 · 24 · 30 = 2016000.

3 Îáðàòíûé õîä

Çàäà÷à 3.3.4. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1999.6.1) Íà ïðÿìîé îòìåòè-
ëè íåñêîëüêî òî÷åê. Ïîñëå ýòîãî ìåæäó êàæäûìè äâóìÿ ñîñåäíèìè òî÷êàìè
îòìåòèëè åù¼ ïî òî÷êå. Òàêîå ¾óïëîòíåíèå¿ ïîâòîðèëè åù¼ äâàæäû (âñåãî 3
ðàçà). Â ðåçóëüòàòå íà ïðÿìîé îêàçàëîñü îòìå÷åíî 113 òî÷åê. Ñêîëüêî òî÷åê
áûëî îòìå÷åíî ïåðâîíà÷àëüíî?
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Ïîäñêàçêà. Íàéäèòå, ñêîëüêî òî÷åê áûëî ïåðåä ïîñëåäíèì óïëîòíåíèåì, ò. å.
ðåøàéòå çàäà÷ó ¾ñ êîíöà¿.

Ðåøåíèå. Åñëè äî óïëîòíåíèÿ áûëî îòìå÷åíî n òî÷åê, òî ïîñëå óïëîòíåíèÿ
áóäåò îòìå÷åíî 2n− 1 òî÷åê (èç êîòîðûõ n ñòàðûõ è n− 1 íîâàÿ). Åñëè ïîñëå
óïëîòíåíèÿ ïîëó÷èëîñü k òî÷åê, òî 2n− 1 = k èëè

n =
k + 1

2
.

Òàêèì îáðàçîì, äî ïîñëåäíåãî óïëîòíåíèÿ áûëî

(113 + 1)

2
= 57 òî÷åê,

äî âòîðîãî
(57 + 1)

2
= 29 òî÷åê,

è â ñàìîì íà÷àëå
(29 + 1)

2
= 15 òî÷åê.

Çàäà÷à 3.3.5. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1996.7.2) Äâà ïèðàòà èãðàëè
íà çîëîòûå ìîíåòû. Ñíà÷àëà ïåðâûé ïðîèãðàë ïîëîâèíó ñâîèõ ìîíåò (îòäàë
âòîðîìó), ïîòîì âòîðîé ïðîèãðàë ïîëîâèíó ñâîèõ, ïîòîì ñíîâà ïåðâûé ïðîèã-
ðàë ïîëîâèíó ñâîèõ. Â ðåçóëüòàòå ó ïåðâîãî îêàçàëîñü 15 ìîíåò, à ó âòîðîãî
� 33. Ñêîëüêî ìîíåò áûëî ó ïåðâîãî ïèðàòà äî íà÷àëà èãðû?

Ïîäñêàçêà. Ïîïðîáóéòå ïðîñëåäèòü ¾ñ êîíöà¿, ñêîëüêî ó êàêîãî ïèðàòà áûëî
ìîíåò ïîñëå êàæäîé èãðû.

Ðåøåíèå. Ïîïðîáóåì ïðîñëåäèòü ¾ñ êîíöà¿, ñêîëüêî ó êàêîãî ïèðàòà áûëî ìî-
íåò ïîñëå êàæäîé èãðû. Â ïîñëåäíåé èãðå ïåðâûé ïðîèãðàë âòîðîìó ïîëîâèíó
ñâîèõ ìîíåò, ïîñëå ÷åãî ó íåãî îñòàëîñü 15 ìîíåò. Íî ýòî ðîâíî ñòîëüêî, ñêîëü-
êî îí òîëüêî ÷òî îòäàë âòîðîìó! Çíà÷èò, ïåðåä ýòèì ó ïåðâîãî áûëî 15 ·2 = 30
ìîíåò, à ó âòîðîãî áûëî 33− 15 = 18 ìîíåò.

Àíàëîãè÷íî, âî âòîðîé èãðå âòîðîé ïèðàò ïðîèãðàë ðîâíî ñòîëüêî, ñêîëüêî ó
íåãî îñòàëîñü ïîñëå âòîðîé èãðû, òî åñòü 18 ìîíåò. Ïîëó÷àåì, ÷òî ïåðåä âòîðîé
èãðîé ó âòîðîãî ïèðàòà áûëî 18 · 2 = 36 ìîíåò, à ó ïåðâîãî áûëî 30− 18 = 12
ìîíåò. Ïðîäåëàâ ñàìîñòîÿòåëüíî åù¼ îäèí øàã ðàññóæäåíèÿ, âû íàéä¼òå, ÷òî
âíà÷àëå ó ïèðàòîâ áûëî ïî 24 ìîíåòû.

Çàäà÷à 3.3.6. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1993.7.3) Ðåøèòå óðàâíåíèå:

1993 = 1 + 8 :
(
1 + 8 : (1− 8 : (1 + 4 : (1− 4 : (1− 8 : x))))

)
.
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Ïîäñêàçêà. Óïðîùàéòå óðàâíåíèå ¾ñíàðóæè¿, à íå èçíóòðè.

Ðåøåíèå. Áóäåì óïðîùàòü óðàâíåíèå ¾ñíàðóæè¿ ñêîáîê, à íå èçíóòðè:

1993− 1 = 8 :
(
1 + 8 : (1− 8 : (1 + 4 : (1− 4 : (1− 8 : x))))

)
,

8

1992
= 1 + 8 : (1− 8 : (1 + 4 : (1− 4 : (1− 8 : x)))),

1

249
− 1 = 8 : (1− 8 : (1 + 4 : (1− 4 : (1− 8 : x)))),

8 :

(
−248

249

)
= 1− 8 : (1 + 4 : (1− 4 : (1− 8 : x))),

−8 · 249
248
− 1 = −8 : (1 + 4 : (1− 4 : (1− 8 : x))),

−8 :

(
−280

31

)
= 1 + 4 : (1− 4 : (1− 8 : x)),

8 · 31
280
− 1 = 4 : (1− 4 : (1− 8 : x)),

4 :

(
− 4

35

)
= 1− 4 : (1− 8 : x),

−4 · 35
4
− 1 = −4 : (1− 8 : x),

4 : 36 = 1− 8 : x,

4 · 1
36
− 1 = −8 : x,

−8 :

(
−8

9

)
= x,

8 · 9
8
= x,

x = 9.

Çàäà÷à 3.3.7. (Òóðíèð èì. Ëîìîíîñîâà � 1989.12) Ó Äæîíà áûëà ïîëíàÿ
êîðçèíà òðåìïîí÷èêîâ. Ñíà÷àëà îí âñòðåòèë Àííó è äàë åé ïîëîâèíó ñâîèõ
òðåìïîí÷èêîâ è åù¼ ïîëòðåìïîí÷èêà. Ïîòîì îí âñòðåòèë Áàííó è îòäàë åé
ïîëîâèíó îñòàâøèõñÿ òðåìïîí÷èêîâ è åù¼ ïîëòðåìïîí÷èêà. Ïîñëå òîãî, êàê
îí âñòðåòèë Âàííó è ñíîâà îòäàë åé ïîëîâèíó òðåìïîí÷èêîâ è åù¼ ïîëòðåì-
ïîí÷èêà, êîðçèíà îïóñòåëà. Ñêîëüêî òðåìïîí÷èêîâ áûëî ó Äæîíà âíà÷àëå?
(×òî òàêîå òðåìïîí÷èêè âûÿñíèòü íå óäàëîñü, òàê êàê ê êîíöó çàäà÷è èõ íå
îñòàëîñü.)
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Ðåøåíèå. Ïåðâûé ñïîñîá. Çàìåòèì, ÷òî ïåðåä âñòðå÷åé ñ Âàííîé ó Äæîíà
îñòàëñÿ îäèí òðåìïîí÷èê, òàê êàê ïîëòðåìïîí÷èêà ñîñòàâëÿëè ïîëîâèíó ýòîãî
êîëè÷åñòâà. Ïåðåä âñòðå÷åé ñ Áàííîé ó íåãî áûëî 3 òðåìïîí÷èêà, òàê êàê
ïîëîâèíó ýòîãî êîëè÷åñòâà ñîñòàâëÿëè îäèí è åù¼ ïîëòðåìïîí÷èêà, òî åñòü
ïîëòîðà. Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì, ÷òî èçíà÷àëüíî áûëî 7 òðåìïîí÷èêîâ.

Âòîðîé ñïîñîá. Äîáàâèì Äæîíó îäèí íåâèäèìûé òðåïîìïîí÷èê. Òîãäà êàæ-
äîé äåâóøêå îí îòäàâàë ïîëîâèíó èìåþùèõñÿ òðåìïîí÷èêîâ, à íåâèäèìûé òàê
è îñòàâàëñÿ â êîðçèíå. Â êîíöå îñòàëñÿ òîëüêî íåâèäèìûé òåðìïîí÷èê. Òàê
êàê äåâóøåê áûëî òðè, òî â íà÷àëå ó Äæîíà áûëî 2 · 2 · 2 = 8 òðåìïîí÷èêîâ,
âêëþ÷àÿ íåâèäèìûé.

4 Ìåòîä Ïðîêðóñòà

Çàäà÷à 3.4.4. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1996.6.1) Â äâóõ êîøåëüêàõ
ëåæàò äâå ìîíåòû, ïðè÷¼ì â îäíîì êîøåëüêå ìîíåò âäâîå áîëüøå, ÷åì â äðó-
ãîì. Êàê òàêîå ìîæåò áûòü?

Ðåøåíèå. Òàêîå âîçìîæíî, åñëè îäèí êîøåë¼ê ëåæèò âíóòðè äðóãîãî.

Çàäà÷à 3.4.5. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàññîâ
� 2016.6.1) Ó Âèííè�Ïóõà ïÿòü äðóçåé, ó êàæäîãî èç êîòîðûõ â äîìèêå åñòü
ãîðøî÷êè ñ ì¼äîì: ó Òèãðû � 1, ó Ïÿòà÷êà � 2, ó Ñîâû � 3, ó Èà-Èà � 4,
ó Êðîëèêà � 5. Âèííè�Ïóõ ïî î÷åðåäè ïðèõîäèò â ãîñòè ê êàæäîìó äðóãó,
ñúåäàåò îäèí ãîðøî÷åê ì¼äà, à îñòàëüíûå çàáèðàåò ñ ñîáîé. Ê ïîñëåäíåìó
äîìèêó îí ïîäîø¼ë, íåñÿ 10 ãîðøî÷êîâ ñ ì¼äîì. ×åé äîìèê Ïóõ ìîã ïîñåòèòü
ïåðâûì?

Ðåøåíèå. Ïîñëå ïîñåùåíèÿ âñåõ äîìèêîâ ó Âèííè�Ïóõà äîëæíî îêàçàòüñÿ

(1 + 2 + 3 + 4 + 5)− 5 = 10 ãîðøî÷êîâ.

Òàê êàê ïåðåä ïîñëåäíèì ïîñåùåíèåì ó íåãî óæå áûëî 10 ãîðøî÷êîâ, òî ïî-
ñëåäíèì îí ïîñåòèë äîìèê Òèãðû. Îñòàëüíûå äîìèêè îí ìîã ïîñåùàòü â ëþ-
áîì ïîðÿäêå, òàê êàê îò ïåðåìåíû ìåñò ñëàãàåìûõ çíà÷åíèå ñóììû íå èçìå-
íèòñÿ.

Çíà÷èò, ïåðâûì Âèííè�Ïóõ ìîã ïîñåòèòü ëþáîé äîìèê, êðîìå äîìèêà Òèãðû.

Çàäà÷à 3.4.6. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2008.7.1) Ïîñëå óòðåííåé ïðîáåæêè Êàðëñîí õóäååò íà êèëîãðàìì, à
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ê âå÷åðó (ïîñëå ïîåäàíèÿ ïëþøåê) åãî âåñ óâåëè÷èâàåòñÿ íà òðåòü. Ê âå÷å-
ðó òðåòüåãî äíÿ (ïîñëå òîãî, êàê îí íà÷àë áåãàòü) Êàðëñîí îáíàðóæèë, ÷òî
ïîïðàâèëñÿ âäâîå. Ñêîëüêî îí âåñèë äî òîãî, êàê íà÷àë çàíèìàòüñÿ ñïîðòîì?

Ðåøåíèå. Ïóñòü ïåðåä ïåðâîé ïðîáåæêîé Êàðëñîí âåñèë x êã, òîãäà ïîñëå íå¼
îí âåñèë x− 1 êã, à ê êîíöó äíÿ 4

3 · (x− 1) êã.

Ïîñëå âòîðîé ïðîáåæêè îí âåñèë

4

3
· (x− 1)− 1 =

4x

3
− 7

3
êã,

à ê êîíöó âòîðîãî äíÿ

4

3
·
(4x

3
− 7

3

)
=

16x

9
− 28

9
êã.

Àíàëîãè÷íî ê êîíöó òðåòüåãî äíÿ Êàðëñîí âåñèë

4

3
·
(16x

9
− 37

9

)
êã,

÷òî ïî óñëîâèþ ðàâíî 2x êã. Îòñþäà 64x− 148 = 54x, òî åñòü x = 14,8 êã.

Çàäà÷à 3.4.7. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2017.6.2) Ñàøà è Âàíÿ ðîäèëèñü 19 ìàðòà. Êàæäûé èç íèõ îòìå÷àåò
ñâîé äåíü ðîæäåíèÿ òîðòîì ñî ñâå÷êàìè ïî êîëè÷åñòâó èñïîëíèâøèõñÿ åìó
ëåò. Â òîò ãîä, êîãäà îíè ïîçíàêîìèëèñü, ó Ñàøè íà òîðòå áûëî ñòîëüêî æå
ñâå÷åê, ñêîëüêî ó Âàíè ñåãîäíÿ. Èçâåñòíî, ÷òî ñóììàðíîå êîëè÷åñòâî ñâå÷åê
íà ÷åòûð¼õ òîðòàõ Âàíè è Ñàøè (òîãäà è ñåãîäíÿ) ðàâíî 216. Ñêîëüêî ëåò
èñïîëíèëîñü Âàíå ñåãîäíÿ?

Ðåøåíèå. Åñëè ìû ïåðåíåñ¼ì ¾ëèøíèå¿ ñâå÷êè ñ ñåãîäíÿøíåãî òîðòà Ñàøè íà
ñòàðûé Âàíèí òîðò, òî ïîëó÷èòñÿ ÷åòûðå òîðòà ñ îäèíàêîâûì ÷èñëîì ñâå÷åê.
Çíà÷èò, ñåãîäíÿ Âàíå èñïîëíèëîñü 216 : 4 = 54 ãîäà.

Çàäà÷à 3.4.8. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2011.7.2) Âäîëü äîðîæêè
ìåæäó äîìèêàìè Íåçíàéêè è Ñèíåãëàçêè ðîñëè â ðÿä öâåòû: 15 ïèîíîâ è
15 òþëüïàíîâ âïåðåìåøêó. Îòïðàâèâøèñü èç äîìà â ãîñòè ê Íåçíàéêå, Ñèíå-
ãëàçêà ïîëèâàëà âñå öâåòû ïîäðÿä. Ïîñëå 10-ãî òþëüïàíà âîäà çàêîí÷èëàñü, è
10 öâåòîâ îñòàëèñü íå ïîëèòûìè. Íàçàâòðà, îòïðàâèâøèñü èç äîìà â ãîñòè ê
Ñèíåãëàçêå, Íåçíàéêà ñîáèðàë äëÿ íå¼ âñå öâåòû ïîäðÿä. Ñîðâàâ 6-é òþëüïàí,
îí ðåøèë, ÷òî äëÿ áóêåòà äîñòàòî÷íî. Ñêîëüêî öâåòîâ îñòàëîñü ðàñòè âäîëü
äîðîæêè?
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Ðåøåíèå. Íå ïîëèòûìè îñòàëîñü 10 öâåòîâ, çíà÷èò, ïîëèòî áûëî 30− 10 = 20
öâåòîâ. Ðàññìîòðèì ïîñëåäíèé ïîëèòûé Ñèíåãëàçêîé òþëüïàí. Çà íèì ðàñòóò
åù¼ 5 òþëüïàíîâ. Ïîýòîìó Íåçíàéêà ñîðâ¼ò ýòè 5 òþëüïàíîâ è çàêîí÷èò ðâàòü
öâåòû êàê ðàç íà ïîñëåäíåì ïîëèòîì Ñèíåãëàçêîé òþëüïàíå. Íî ýòî çíà÷èò,
÷òî âñå îñòàëüíûå ïîëèòûå öâåòû óöåëåëè. Òî åñòü óöåëåëî 20−1 = 19 öâåòîâ.

Çàäà÷à 3.4.9. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2013.6.3;7.1) Ï¼ñ è êîò îäíî-
âðåìåííî ñõâàòèëè çóáàìè áàòîí êîëáàñû ñ ðàçíûõ ñòîðîí. Åñëè ï¼ñ îòêóñèò
ñâîé êóñîê è óáåæèò, êîòó äîñòàíåòñÿ íà 300 ã áîëüøå, ÷åì ïñó. Åñëè êîò îò-
êóñèò ñâîé êóñîê è óáåæèò, ïñó äîñòàíåòñÿ íà 500 ã áîëüøå, ÷åì êîòó. Ñêîëüêî
êîëáàñû îñòàíåòñÿ, åñëè îáà îòêóñÿò ñâîè êóñêè è óáåãóò?

Ðåøåíèå. Ïåðâûé ñïîñîá. Åñëè äâà (îäèíàêîâûõ) ïñà óõâàòÿò êîëáàñó ñ
äâóõ ñòîðîí, ìåæäó íèìè áóäåò êóñîê â 300 ã. Åñëè äâà êîòà óõâàòÿò êîëáàñó
ñ äâóõ ñòîðîí, ìåæäó íèìè áóäåò êóñîê â 500 ã (ðèñóíîê íèæå).

Çíà÷èò, äâà ïñà è äâà êîòà îñòàâÿò îò äâóõ êîëáàñ 800 ã. À îäèí ï¼ñ è îäèí
êîò îò îäíîé êîëáàñû � âäâîå ìåíüøå.

Âòîðîé ñïîñîá. Ï¼ñ ñîáèðàåòñÿ îòêóñèòü îò áàòîíà íà 300 ã ìåíüøå, ÷åì
îñòàâèòü. Åñëè áû îí îòêóñèë íà 150 ã áîëüøå, îñòàâèâ íà 150 ã ìåíüøå, òî
åìó äîñòàëàñü áû ðîâíî ïîëîâèíà âñåé êîëáàñû. Àíàëîãè÷íî êîòó äîñòàëàñü
áû ïîëîâèíà âñåé êîëáàñû, åñëè áû îí îòêóñèë íà 250 ã áîëüøå, ÷åì ñîáèðàëñÿ.
Ïðè ýòîì âñÿ êîëáàñà áûëà áû ñúåäåíà, ïîýòîìó îñòàòîê âåñèò 150+250 = 400
ã.

Çàäà÷à 3.4.10. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2015.6.3) Â ðÿä ñòîÿëî 10 äåòåé. Â ñóììå ó äåâî÷åê è ó ìàëü÷èêîâ îðåõîâ
áûëî ïîðîâíó. Êàæäûé ðåá¼íîê îòäàë ïî îðåõó êàæäîìó èç ñòîÿùèõ ïðàâåå
åãî. Ïîñëå ýòîãî ó äåâî÷åê ñòàëî íà 25 îðåõîâ áîëüøå, ÷åì áûëî. Ñêîëüêî â
ðÿäó äåâî÷åê?

Ðåøåíèå. Ïåðâûé ñëåâà ðåá¼íîê îòäàë 9 îðåõîâ, òî åñòü ó íåãî ñòàëî íà 9
îðåõîâ ìåíüøå, âòîðîé ðåá¼íîê îòäàë 8 îðåõîâ, à ïîëó÷èë 1, òî åñòü ó íåãî
ñòàëî íà 7 îðåõîâ ìåíüøå. Ïðîäîëæàÿ àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ, çàìåòèì,
÷òî ó ïåðâûõ ïÿòè äåòåé ñòàëî ìåíüøå íà 9, 7, 5, 3 è 1 îðåõîâ ñîîòâåòñòâåííî,
à ó ñëåäóþùèõ ïÿòè � áîëüøå íà 1, 3, 5, 7 è 9 îðåõîâ ñîîòâåòñòâåííî. Òàê
êàê 1 + 3 + 5 + 7 + 9 = 25, òî äåâî÷êàìè ìîãëè áûòü òîëüêî ïîñëåäíèå ïÿòü
äåòåé.
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Çàäà÷à 3.4.11. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2012.6.3) Ãîðîäà A, B è C âìåñòå ñ ñîåäèíÿþùèìè èõ ïðÿìûìè äîðîãàìè
îáðàçóþò òðåóãîëüíèê. Èçâåñòíî, ÷òî ïðÿìîé ïóòü èç A â B íà 200 êì êîðî÷å
îáúåçäà ÷åðåç C, à ïðÿìîé ïóòü èç A â C íà 300 êì êîðî÷å îáúåçäà ÷åðåç B.
Íàéäèòå ðàññòîÿíèå ìåæäó ãîðîäàìè B è C.

Ðåøåíèå. Ìàðøðóò B − A − C (èç B â C ÷åðåç A) íà 500 êì êîðî÷å, ÷åì
ìàðøðóò B − C − A − B − C: äëèíà îòðåçêà BA íà 200 êì ìåíüøå äëèíû
ìàðøðóòà B−C−A, à äëèíà îòðåçêà AC íà 300 êì ìåíüøå äëèíû ìàðøðóòà
A − B − C. Ïðè ýòîì âòîðîé ìàðøðóò îòëè÷àåòñÿ îò ïåðâîãî íà äâà îòðåçêà
BC. Çíà÷èò, BC = 500 : 2 = 250 êì.

Çàäà÷à 3.4.12. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2012.6.4;7.3) Òîðò óïàêîâàí
â êîðîáêó ñ êâàäðàòíûì îñíîâàíèåì. Âûñîòà êîðîáêè âäâîå ìåíüøå ñòîðîíû
ýòîãî êâàäðàòà. Ëåíòî÷êîé äëèíû 156 ñì ìîæíî ïåðåâÿçàòü êîðîáêó è ñäåëàòü
áàíòèê ñâåðõó (êàê íà ðèñóíêå ñëåâà). À ÷òîáû ïåðåâÿçàòü å¼ ñ òî÷íî òàêèì
æå áàíòèêîì ñáîêó (êàê íà ðèñóíêå ñïðàâà), íóæíà ëåíòî÷êà äëèíû 178 ñì.
Íàéäèòå ðàçìåðû êîðîáêè.

Ðåøåíèå. Ïðè ïåðâîì ñïîñîáå çàâÿçûâàíèÿ ëåíòà îõâàòûâàåò äâàæäû äëèíó,
äâàæäû øèðèíó è ÷åòûðå ðàçà âûñîòó êîðîáêè, òî åñòü å¼ äëèíà ðàâíà øåñòè
ñòîðîíàì îñíîâàíèÿ ïëþñ áàíòèê.

Ïðè âòîðîì ñïîñîáå çàâÿçûâàíèÿ ëåíòà îõâàòûâàåò äâàæäû äëèíó, ÷åòûðå-
æäû øèðèíó è äâà ðàçà âûñîòó êîðîáêè, òî åñòü å¼ äëèíà ðàâíà ñåìè ñòî-
ðîíàì îñíîâàíèÿ ïëþñ áàíòèê. Çíà÷èò, ðàçíèöà 178 − 156 = 22 ñì â äëèíàõ
ëåíò ðàâíà ñòîðîíå îñíîâàíèÿ êîðîáêè. Òàêèì îáðàçîì, ðàçìåðû êîðîáêè äëÿ
òîðòà: 22× 22× 11 ñì.

Çàäà÷à 3.4.13. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2003.6.5;7.2) Íà îñòðîâå Íåâåçåíèÿ îòìåíèëè ïîíåäåëüíèêè: ó íèõ çà
âîñêðåñåíüåì ñðàçó ñëåäóåò âòîðíèê. Çà ïîñëåäíèé ãîä (òî åñòü, ñ 15 äåêàáðÿ
2002 ãîäà ïî 14 äåêàáðÿ 2003 ãîäà) âîñêðåñåíüÿ íà îñòðîâå ñîâïàäàëè ñ íàøèìè
âîñêðåñåíüÿìè ðîâíî âîñåìü ðàç. Êàêîé äåíü íåäåëè íà îñòðîâå ñåãîäíÿ?

Ðåøåíèå. Òàê êàê îáû÷íàÿ íåäåëÿ ñîñòîèò èç ñåìè äíåé, à íåäåëÿ íà îñòðîâå
� èç øåñòè, òî ñîâïàäåíèå âîñêðåñåíèé ïðîèñõîäèò îäèí ðàç â 6 · 7 = 42 äíÿ.
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Çíà÷èò, çà 378 äíåé ïðîèñõîäèò 9 ñîâïàäåíèé. Ïîñêîëüêó 378 − 365 = 13, òî
äåâÿòîå ñîâïàäåíèå äîëæíî ïðîèçîéòè â òå÷åíèå áëèæàéøèõ òðèíàäöàòè äíåé
(ñ 15 ïî 27 äåêàáðÿ). Åäèíñòâåííîå âîñêðåñåíüå â ýòîò ïåðèîä � 21 äåêàáðÿ.
Íåïîñðåäñòâåííûì ïîäñ÷¼òîì ïîëó÷àåì, ÷òî ñåãîäíÿ íà îñòðîâå ñóááîòà.

Çàäà÷à 3.4.14. (Òóðíèð Àðõèìåäà � 2017.2) Çà ïîëóãîäèå Ôåäÿ ïîëó÷èë ïî
ìàòåìàòèêå 35 îöåíîê. Ïåðåä ñàìûì Íîâûì ãîäîì âñå äâîéêè è òðîéêè îí
ïåðåñäàë: â ýëåêòðîííîì æóðíàëå äâîéêè áûëè èñïðàâëåíû íà òðîéêè, à ¾ñòà-
ðûå¿ òðîéêè � íà ÷åòâ¼ðêè. Ïðè ýòîì êîëè÷åñòâî òðîåê îñòàëîñü ïðåæíèì, à
ñðåäíèé áàëë âûðîñ íà 0,4. Ñêîëüêî äâîåê áûëî ó Ôåäè ïåðâîíà÷àëüíî?

Ðåøåíèå. Êîëè÷åñòâî òðîåê íå èçìåíèëîñü, ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî äâîé-
êè èñïðàâëåíû íà ÷åòâ¼ðêè.

Ïóñòü n � ïåðâîíà÷àëüíîå êîëè÷åñòâî Ôåäèíûõ äâîåê, òîãäà èçìåíåíèå ñðåä-
íåãî áàëëà

2n

35
= 0,4,

îòêóäà n = 7.

Çàäà÷à 3.4.15. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2013.7.3) Âîêðóã ñòîëà ïó-
ñòèëè ïàêåò ñ ñåìå÷êàìè. Ïåðâûé âçÿë 1 ñåìå÷êó, âòîðîé � 2, òðåòèé � 3 è
òàê äàëåå: êàæäûé ñëåäóþùèé áðàë íà îäíó ñåìå÷êó áîëüøå. Èçâåñòíî, ÷òî
íà âòîðîì êðóãå áûëî âçÿòî â ñóììå íà 100 ñåìå÷åê áîëüøå, ÷åì íà ïåðâîì.
Ñêîëüêî ÷åëîâåê ñèäåëî çà ñòîëîì?

Ðåøåíèå. Ïóñòü çà ñòîëîì ñèäåëî n ÷åëîâåê. Òîãäà íà âòîðîì êðóãå êàæäûé
âçÿë íà n ñåìå÷åê áîëüøå, ÷åì íà ïåðâîì, à âñå � íà n·n = n2 áîëüøå ñåìå÷åê,
÷åì íà ïåðâîì. Òàê êàê n2 = 100, òî n = 10.

Çàäà÷à 3.4.16. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2012.6.6) Âåð¼âî÷êó ñëîæèëè ïîïîëàì, ïîòîì åù¼ ðàç ïîïîëàì, ïîòîì
ñíîâà ïîïîëàì, à çàòåì âñå ñëîè âåð¼âî÷êè ðàçðåçàëè â îäíîì ìåñòå. Êàêîâà
ìîãëà áûòü äëèíà âåð¼âî÷êè, åñëè èçâåñòíî, ÷òî êàêèå-òî äâà èç ïîëó÷åííûõ
êóñêîâ èìåëè äëèíû 9 ìåòðîâ è 4 ìåòðà?

Ðåøåíèå. Ïðè ðàçðåçàíèè ìîãëè îáðàçîâàòüñÿ êóñêè òð¼õ ðàçëè÷íûõ òèïîâ
(íà ðèñóíêå íèæå), ïðè÷¼ì äëèíà îäíîãî èç òèïîâ êóñêîâ ðîâíî âäâîå áîëüøå,
÷åì äðóãîãî. Îáîçíà÷èì ýòè äëèíû: x, 2x è y ñîîòâåòñòâåííî, à äëèíó âñåé
âåð¼âî÷êè � L.
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Ïîäñ÷èòàâ êîëè÷åñòâî êóñêîâ êàæäîãî òèïà, ïîëó÷èì, ÷òî

L = 8x+ 4y = 4 · (2x+ y).

Âñå âîçìîæíûå, èñõîäÿ èç óñëîâèÿ, âàðèàíòû äëèí êóñêîâ è âåð¼âî÷êè ïðåä-
ñòàâëåíû â òàáëèöå.

x 4 2 9 4,5
y 9 9 4 4
L 68 52 88 52

Çàäà÷à 3.4.17. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2004.6.6) ×åòûðå äðóãà ó÷àñòâîâàëè â îëèìïèàäå. Âèòÿ ðåøèë áîëüøå
âñåõ çàäà÷ � âîñåìü, à Ïåòÿ ìåíüøå âñåõ � ïÿòü çàäà÷. Êàæäàÿ çàäà÷à îëèì-
ïèàäû áûëà ðåøåíà ðîâíî òðåìÿ èç äðóçåé. Ñêîëüêî çàäà÷ áûëî íà îëèìïèà-
äå?

Ðåøåíèå. Òàê êàê êàæäàÿ çàäà÷à áûëà ðåøåíà ðîâíî òðåìÿ èç äðóçåé, òî
êîëè÷åñòâî ïîëó÷åííûõ îò íèõ ðåøåíèé äåëèòñÿ íà òðè (ò. å. åñëè ñëîæèòü
êîëè÷åñòâà ðåø¼ííûõ êàæäûì çàäà÷, òî ïîëó÷èòñÿ ÷èñëî, äåëÿùååñÿ íà òðè).
Òàê êàê ñàìîå ìàëåíüêîå êîëè÷åñòâî ðåø¼ííûõ çàäà÷ � 5, à ñàìîå áîëüøîå �
8, òî îñòàâøèåñÿ äâà ÷èñëà ëèáî 6 è 6, ëèáî 6 è 7, ëèáî 7 è 7. Òîãäà ñóììà
ìîæåò áûòü ðàâíà 25, 26 èëè 27. Íà òðè äåëèòñÿ òîëüêî 27. Êîëè÷åñòâî çàäà÷
â òðè ðàçà ìåíüøå ÷èñëà ðåøåíèé, ïîýòîìó ðàâíî 9.

Çàäà÷à 3.4.18. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2016.6.6) Ñîðîê äåòåé âîäèëè
õîðîâîä. Èç íèõ 22 äåðæàëè çà ðóêó ìàëü÷èêà è 30 äåðæàëè çà ðóêó äåâî÷êó.
Ñêîëüêî äåâî÷åê áûëî â õîðîâîäå?

Ðåøåíèå. Òàê êàê 22 + 30 = 52, òî 52 − 40 = 12 äåòåé äåðæàëè çà ðóêó è
ìàëü÷èêà, è äåâî÷êó. Ñëåäîâàòåëüíî, 30 − 12 = 18 äåòåé äåðæàëè çà ðóêè
òîëüêî äåâî÷åê. Ýòè 18 äåòåé äåðæàëè 18 · 2 = 36 äåâî÷êèíûõ ðóê, è åù¼ 12
äåðæàëè ïî îäíîé äåâî÷êèíîé ðóêå, òàê ÷òî, âñåãî ó äåâî÷åê áûëî 36+12 = 48
ðóê. Ïîýòîìó äåâî÷åê áûëî 48 : 2 = 24.

Çàìå÷àíèÿ. Ðàññòàíîâêà äåòåé â õîðîâîäå, ñîîòâåòñòâóþùàÿ óñëîâèÿì çàäà÷è,
ñóùåñòâóåò, íàïðèìåð, òàêàÿ, êàê íà ðèñóíêå. Âîçìîæíû è äðóãèå ðàññòàíîâ-
êè.
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Çíàÿ îòâåò (24 äåâî÷êè è 16 ìàëü÷èêîâ), ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî äåâî÷åê áîëü-
øå, ÷åì ìàëü÷èêîâ, ðîâíî íà ñòîëüêî, íà ñêîëüêî ðåáÿò, äåðæàùèõ çà ðóêó
äåâî÷êó, áîëüøå, ÷åì òåõ, êòî äåðæèò çà ðóêó ìàëü÷èêà: 24−16 = 30−22 = 8.
Ýòî íå ñëó÷àéíîå ñîâïàäåíèå. Çíàÿ ýòîò ôàêò, ìîæíî ëåãêî ðåøèòü çàäà÷ó.
Íî äîêàçàòü ñàì ôàêò íå î÷åíü ïðîñòî. Ïðèâåä¼ì îäíî èç âîçìîæíûõ äîêàçà-
òåëüñòâ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ä è Ì êîëè÷åñòâî äåâî÷åê è ìàëü÷èêîâ â õîðîâîäå, à ÷åðåç
X è Y � ñîîòâåòñòâåííî êîëè÷åñòâî òåõ, êòî äåðæèò çà ðóêó äåâî÷êó, è òåõ,
êòî äåðæèò ìàëü÷èêà.

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî (áîëåå îäíîé) äåâî÷åê, ñòîÿùèõ ïîäðÿä. Ïîïðîñèì èõ
ïî îäíîé âûõîäèòü èç êðóãà � ñíà÷àëà òåõ, êòî ¾â ñåðåäèíêå¿ (òî åñòü ñòîèò
ìåæäó äâóìÿ äåâî÷êàìè), à ïîòîì êîãäà äåâî÷åê îñòàíåòñÿ äâå, � îäíó èç
îñòàâøèõñÿ. Ïðè ýòîì áóäåì ñëåäèòü çà òåì, êàê ìåíÿþòñÿ Ä, Ì è Ä −Ì, à
òàêæå X, Y è X − Y . Ñîñòàâèì òàáëèöó (ìàëåíüêîé áóêâîé ä îáîçíà÷åíà âû-
õîäÿùàÿ èç êðóãà äåâî÷êà). Âèäèì, ÷òî ðàçíîñòè Ä−Ì è X−Y ïðè óäàëåíèè
êàæäîé äåâî÷êè èçìåíÿþòñÿ îäèíàêîâî (óìåíüøàþòñÿ íà 1).

Ä Ì Ä−Ì X Y X − Y
. . . ÄäÄ. . . −1 íå èçì. −1 −1 −1 −1
. . .ÌäÄÌ. . . −1 íå èçì. −1 −2 íå èçì. −1

Òàê æå ïîñòóïèì ñ ðÿäàìè ìàëü÷èêîâ � àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îáå
ðàçíîñòè áóäóò óâåëè÷èâàòüñÿ íà 1 ïðè âûõîäå èç õîðîâîäà êàæäîãî ìàëü÷è-
êà. Ïîñëå âñåãî ýòîãî ìû ïîëó÷èì õîðîâîä, â êîòîðîì ìàëü÷èêè è äåâî÷êè
÷åðåäóþòñÿ, òî åñòü èõ ïîðîâíó, è Ä −Ì = 0. Íî è X − Y = 0, ïîòîìó ÷òî
â äàííîì ñëó÷àå X = M, à Y = Ä. Ñëåäîâàòåëüíî, è â èçíà÷àëüíîì õîðîâîäå
áûëî Ä−Ì = X − Y .

Çàäà÷à 3.4.19. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2016.7.5) Àðòåìîí ïîäàðèë Ìàëüâèíå áóêåò èç àëåíüêèõ öâåòî÷êîâ è
÷¼ðíûõ ðîç. Ó êàæäîé ÷¼ðíîé ðîçû 4 ïåñòèêà è 4 òû÷èíêè, à íà ñòåáëå äâà
ëèñòêà. Ó êàæäîãî àëåíüêîãî öâåòî÷êà 8 ïåñòèêîâ è 10 òû÷èíîê, à íà ñòåáëå
òðè ëèñòêà. Ëèñòêîâ â áóêåòå íà 108 ìåíüøå, ÷åì ïåñòèêîâ. Ñêîëüêî òû÷èíîê
â áóêåòå?

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî ó êàæäîãî öâåòêà ÷èñëî òû÷èíîê â äâà ðàçà áîëüøå
ðàçíîñòè ÷èñëà ïåñòèêîâ è ÷èñëà ëèñòêîâ. Çíà÷èò, òàêîå æå ñîîòíîøåíèå âåðíî
è äëÿ âñåãî áóêåòà. Ñëåäîâàòåëüíî, â áóêåòå 216 òû÷èíîê.
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5 Ââåäåíèå â ñèñòåìû óðàâíåíèé

Çàäà÷à 3.5.4. (Òóðãîð. Âåñåííèé òóð. Òðåíèðîâî÷íûé âàðèàíò � 1995/96.10-
11.1) Ñòî ÷åëîâåê îòâåòèëè íà âîïðîñ: ¾Áóäåò ëè íîâûé ïðåçèäåíò ëó÷øå
ïðåæíåãî?¿ Èç íèõ a ÷åëîâåê ñ÷èòàþò, ÷òî áóäåò ëó÷øå, b � ÷òî áóäåò òàêîé
æå, è c � ÷òî áóäåò õóæå. Ñîöèîëîãè ïîñòðîèëè äâà ïîêàçàòåëÿ ¾îïòèìèçìà¿
îïðîøåííûõ: m = a+ b

2 è n = a− c. Îêàçàëîñü, ÷òî m = 40. Íàéäèòå n.

Ðåøåíèå. Ìû çíàåì, ÷òî a + b + c = 100 è 2a + b = 80. Âû÷èòàÿ èç âòîðîãî
ðàâåíñòâà ïåðâîå, èìååì: a− c = n = −20.

Çàäà÷à 3.5.5. (Ìóíèöèïàëüíûé ýòàï Âñåðîññèéñêîé îëèìïèàäû øêîëüíèêîâ
� 2010/11.9.1) Ïðî òðè ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñëà èçâåñòíî, ÷òî åñëè âûáðàòü îäíî
èç íèõ è ïðèáàâèòü ê íåìó ñóììó êâàäðàòîâ äâóõ äðóãèõ, òî ïîëó÷èòñÿ îäíà
è òà æå ñóììà, íåçàâèñèìî îò âûáðàííîãî ÷èñëà. Âåðíî ëè, ÷òî âñå ÷èñëà
ðàâíû?

Ðåøåíèå. Íåâåðíî, êîíòðïðèìåð:
1

3
,
1

3
,
2

3
.

Çàäà÷à 3.5.6. (Òóðãîð. Âåñåííèé òóð. Òðåíèðîâî÷íûé âàðèàíò � 1994/95.8-
9.1) Ó êàññèðà áûëî 30 ìîíåò: 10, 15 è 20 êîïååê íà ñóììó 5 ðóáëåé. Äîêàæèòå,
÷òî 20-êîïåå÷íûõ ìîíåò ó íåãî áûëî áîëüøå, ÷åì 10-êîïåå÷íûõ.

Ðåøåíèå. Ïóñòü ó êàññèðà áûëî x 10-êîïåå÷íûõ ìîíåò, y 15-êîïåå÷íûõ è z
20-êîïåå÷íûõ. Òîãäà:

x+ y + z = 30,

10x+ 15y + 20z = 500.

Âû÷èòàÿ èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîå, óìíîæåííîå íà 15, èìååì: 5·(z−x) = 50.
Îòñþäà z − x = 10 > 0.

Çàäà÷à 3.5.7. (Ìîñêîâñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ðåãàòà � 2014/15.9.1) Âàñÿ ñëî-
æèë ÷åòâ¼ðòóþ ñòåïåíü è êâàäðàò íåêîòîðîãî ÷èñëà, îòëè÷íîãî îò íóëÿ, è
ñîîáùèë ðåçóëüòàò Ïåòå. Ñìîæåò ëè Ïåòÿ îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü Âàñèíî ÷èñ-
ëî?

Ðåøåíèå. Òàê êàê ðàâåíñòâî (−a)2 + (−a)4 = a2 + a4 ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîãî
a, òî êàêîå áû ÷èñëî íè âûáðàë Âàñÿ, Ïåòÿ åãî íå ñìîæåò îïðåäåëèòü.
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6 Ñòîèìîñòü

Çàäà÷à 3.6.4. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2004.6.2) Êèëîãðàìì ãîâÿäè-
íû ñ êîñòÿìè ñòîèò 78 ðóáëåé, êèëîãðàìì ãîâÿäèíû áåç êîñòåé � 90 ðóáëåé,
à êèëîãðàìì êîñòåé � 15 ðóáëåé. Ñêîëüêî ãðàììîâ êîñòåé â êèëîãðàììå ãî-
âÿäèíû?

Ðåøåíèå. Ïóñòü â êèëîãðàììå ãîâÿäèíû x êã êîñòåé, òîãäà ¾÷èñòîé¿ ãîâÿäè-
íû â í¼ì (1− x) êã. Òàêèì îáðàçîì,

15x+ 90 · (1− x) = 78,

îòêóäà x = 0,16 êã = 160 ã.

Çàäà÷à 3.6.5. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2001.6.2) Îôåíÿ1 êóïèë íà
îïòîâîì ðûíêå ïàðòèþ ðó÷åê è ïðåäëàãàåò ïîêóïàòåëÿì ëèáî îäíó ðó÷êó çà 5
ðóáëåé, ëèáî òðè ðó÷êè çà 10 ðóáëåé. Îò êàæäîãî ïîêóïàòåëÿ Îôåíÿ ïîëó÷àåò
îäèíàêîâóþ ïðèáûëü. Êàêîâà îïòîâàÿ öåíà ðó÷êè?

Ðåøåíèå. Ïî óñëîâèþ ðàçíîñòü 10 − 5 = 5 ðóá. � îïòîâàÿ öåíà äâóõ ðó÷åê.
Çíà÷èò, îïòîâàÿ öåíà îäíîé ðó÷êè 2 ðóá. 50 êîï.

Çàäà÷à 3.6.6. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1995.7.2)

Îäèí ñàïôèð è äâà òîïàçà
öåííåé, ÷åì èçóìðóä, â òðè ðàçà.
À ñåìü ñàïôèðîâ è òîïàç
åãî öåííåå â âîñåìü ðàç.
Îïðåäåëèòü ìû ïðîñèì Âàñ,
ñàïôèð öåííåå èëü òîïàç?

Ðåøåíèå. Ïî óñëîâèþ 8 ñàïôèðîâ è 16 òîïàçîâ ñòîÿò ñòîëüêî æå, ñêîëüêî
21 ñàïôèð è 3 òîïàçà, � êàê 24 èçóìðóäà. Ñëåäîâàòåëüíî, 13 òîïàçîâ ñòîÿò
ñòîëüêî æå, ñêîëüêî 13 ñàïôèðîâ. Òàêèì, îáðàçîì öåííîñòü ñàïôèðà è òîïàçà
îäèíàêîâà.

Çàäà÷à 3.6.7. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1992.7.2) Â ÿíâàðå íà 1 äîë-
ëàð ìîæíî áûëî êóïèòü 40 âèíòèêîâ èëè 60 øïóíòèêîâ. Â ôåâðàëå âèíòèêè è
øïóíòèêè ñòàëè ïðîäàâàòü íàáîðàìè èç 25 âèíòèêîâ è 25 øïóíòèêîâ ïî öåíå 1
äîëëàð çà íàáîð. Äëÿ ñáîðêè òðàêòîðà íåîáõîäèìî 600 âèíòèêîâ è 600 øïóí-
òèêîâ. Â êàêîì ìåñÿöå ñáîðêà òðàêòîðà ñòîèëà äîðîæå, åñëè äðóãèå çàòðàòû
íå èçìåíèëèñü?

1Ïðîäàâåö âðàçíîñ, êîðîáåéíèê
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Ðåøåíèå. Â ÿíâàðå íàäî áûëî ïîòðàòèòü 10 äîëëàðîâ íà 600 øïóíòèêîâ è
15 äîëëàðîâ íà 600 âèíòèêîâ, òî åñòü âñåãî 25 äîëëàðîâ. Â ôåâðàëå æå íàäî
êóïèòü 24 íàáîðà èç 25 âèíòèêîâ è 25 øïóíòèêîâ. Çíà÷èò, â ÿíâàðå ñáîðêà
òðàêòîðà ñòîèëà íà 1 äîëëàð äîðîæå.

Çàäà÷à 3.6.8. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1993.7.5) Ãóëëèâåð ïîïàë â
ñòðàíó ëèëèïóòîâ, èìåÿ 7000000 ðóáëåé. Íà âñå äåíüãè îí ñðàçó êóïèë êåôèð
â áóòûëêàõ ïî öåíå 7 ðóáëåé çà áóòûëêó (ïóñòàÿ áóòûëêà ñòîèëà â òî âðåìÿ
1 ðóáëü). Âûïèâ âåñü êåôèð, îí ñäàë áóòûëêè è íà âñå âûðó÷åííûå äåíüãè
ñðàçó êóïèë êåôèð. Ïðè ýòîì îí çàìåòèë, ÷òî è ñòîèìîñòü êåôèðà, è ñòîè-
ìîñòü ïóñòîé áóòûëêè âûðîñëè â äâà ðàçà. Çàòåì îí ñíîâà âûïèë âåñü êåôèð,
ñäàë áóòûëêè, íà âñå âûðó÷åííûå äåíüãè ñíîâà êóïèë êåôèð è ò. ä. Ïðè ýòîì
ìåæäó êàæäûìè äâóìÿ ïîñåùåíèÿìè ìàãàçèíà è ñòîèìîñòü êåôèðà, è ñòîè-
ìîñòü ïóñòîé áóòûëêè âîçðàñòàëè â äâà ðàçà. Ñêîëüêî áóòûëîê êåôèðà âûïèë
Ãóëëèâåð?

Ïîäñêàçêà. Âåäèòå ðàñ÷¼òû â ¾òâ¼ðäîé¿ âàëþòå � ïóñòûõ áóòûëêàõ. Òîãäà íå
áóäåò èíôëÿöèè!

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî åñëè âñå ðàñ÷¼òû ïðîâîäèòü â òâ¼ðäîé âàëþòå � ïó-
ñòûõ áóòûëêàõ, òî èíôëÿöèè íå áóäåò. Òî åñòü, áóòûëêà ñ êåôèðîì áóäåò âñ¼
âðåìÿ ñòîèòü 7 ïóñòûõ áóòûëîê, à êåôèð â íåé � 6 ïóñòûõ áóòûëîê. Ãóëëèâåð,
èìåÿ âíà÷àëå ¾äåíåã¿ íà 1166666 áóòûëîê êåôèðà (áåç òàðû) è åù¼ 4 ïóñòûõ
áóòûëêè, ñìîæåò ïðîâîäèòü ñâîè êîììåð÷åñêèå îïåðàöèè äî òåõ ïîð, ïîêà íå
îñòàíåòñÿ ñ ÷åòûðüìÿ ïóñòûìè áóòûëêàìè, ñäàâ êîòîðûå, îí óæå íå ñìîæåò
ñíîâà êóïèòü êåôèð.

Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåì, ÷òî Ãóëëèâåð âûïèë 1166666 áóòûëîê êåôèðà.

Çàäà÷à 3.6.9. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2010.6.4) Â îáìåííîì ïóíêòå
ñîâåðøàþòñÿ îïåðàöèè äâóõ òèïîâ:

1) äàé 2 åâðî � ïîëó÷è 3 äîëëàðà è êîíôåòó â ïîäàðîê;
2) äàé 5 äîëëàðîâ � ïîëó÷è 3 åâðî è êîíôåòó â ïîäàðîê.

Êîãäà áîãàòåíüêèé Áóðàòèíî ïðèø¼ë â îáìåííèê, ó íåãî áûëè òîëüêî äîëëà-
ðû. Êîãäà óø¼ë � äîëëàðîâ ñòàëî ïîìåíüøå, åâðî òàê è íå ïîÿâèëèñü, çàòî
îí ïîëó÷èë 50 êîíôåò. Âî ñêîëüêî äîëëàðîâ îáîø¼ëñÿ Áóðàòèíî òàêîé ¾ïîäà-
ðîê¿?

Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó Áóðàòèíî ïîëó÷èë 50 êîíôåò, îí ñîâåðøèë ðîâíî 50 îïå-
ðàöèé. Ïðè ýòîì âñå ïîëó÷åííûå åâðî îí âíîâü îáìåíÿë íà äîëëàðû. Ïîýòîìó
íà êàæäûå äâå îïåðàöèè âòîðîãî òèïà ïðèõîäèëîñü ïî òðè îïåðàöèè ïåðâîãî
òèïà, è íà ýòèõ ïÿòè îïåðàöèÿõ Áóðàòèíî òåðÿë 2 ·5−3 ·3 = 1 äîëëàð. Çíà÷èò,
îí ïîòðàòèë íà êîíôåòû 50 : 5 = 10 äîëëàðîâ.
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7 Äâèæåíèå

Çàäà÷à 3.7.3. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2005.6.1) Òàðàêàí Âàëåíòèí
îáúÿâèë, ÷òî óìååò áåãàòü ñî ñêîðîñòüþ 50 ì/ìèí. Åìó íå ïîâåðèëè, è ïðà-
âèëüíî: íà ñàìîì äåëå Âàëåíòèí âñ¼ ïåðåïóòàë è äóìàë, ÷òî â ìåòðå 60 ñàíòè-
ìåòðîâ, à â ìèíóòå 100 ñåêóíä. Ñ êàêîé ñêîðîñòüþ (â ¾íîðìàëüíûõ¿ ì/ìèí)
áåãàåò òàðàêàí Âàëåíòèí?

Ðåøåíèå. Âàëåíòèí ïðîáåãàåò 50 · 60 = 3000 ñì çà 100 ñ, òî åñòü åãî ñêîðîñòü
30 ñì/ñ, ÷òî ñîñòàâëÿåò 18 ì/ìèí.

Çàäà÷à 3.7.4. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàññîâ
� 2010.6.2) Ïàïà, Ìàøà è ßøà èäóò â øêîëó. Ïîêà ïàïà äåëàåò 3 øàãà, Ìàøà
äåëàåò 5 øàãîâ. Ïîêà Ìàøà äåëàåò 3 øàãà, ßøà äåëàåò 5 øàãîâ. Ìàøà è ßøà
ïîñ÷èòàëè, ÷òî âìåñòå îíè ñäåëàëè 400 øàãîâ. Ñêîëüêî øàãîâ ñäåëàë ïàïà?

Ðåøåíèå. Ïîêà ïàïà äåëàåò 9 øàãîâ, Ìàøà äåëàåò 15 øàãîâ, ßøà � 25, à
Ìàøà ñ ßøåé âìåñòå � 40. Ðàç îíè âìåñòå ïðîøëè 400 øàãîâ, òî åñòü 10 · 40,
òî è ïàïà ïðîéä¼ò â 10 ðàç áîëüøå � 90 øàãîâ.

Çàäà÷à 3.7.5. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2007.7.1) Äàøà è Òàíÿ æèâóò
â îäíîì ïîäúåçäå. Äàøà æèâ¼ò íà 6 ýòàæå. Âûõîäÿ îò Äàøè, Òàíÿ ïîøëà íå
âíèç, êàê åé áûëî íóæíî, à ââåðõ. Äîéäÿ äî ïîñëåäíåãî ýòàæà, Òàíÿ ïîíÿ-
ëà ñâîþ îøèáêó è ïîøëà âíèç íà ñâîé ýòàæ. Îêàçàëîñü, ÷òî Òàíÿ ïðîøëà â
ïîëòîðà ðàçà áîëüøå, ÷åì åñëè áû îíà ñðàçó ïîøëà âíèç. Ñêîëüêî ýòàæåé â
äîìå?

Ðåøåíèå. Îò Äàøè äî Òàíè íå áîëüøå 5 ýòàæåé, çíà÷èò, ëèøíèé ïóòü ñîñòàâ-
ëÿë íå áîëüøå äâóõ ýòàæåé, à ïóòü ââåðõ � íå áîëüøå îäíîãî. Ñëåäîâàòåëüíî,
Òàíÿ ïîäíÿëàñü ðîâíî íà îäèí ýòàæ. Çíà÷èò, â äîìå 7 ýòàæåé.

Çàäà÷à 3.7.6. (Òóðíèð Àðõèìåäà � 2016.2) Îäíàæäû óòðîì â 9:00 èç äå-
ðåâíè Ôåäèíî â äåðåâíþ Åêàòåðèíîâêà âûøåë ïåøåõîä Ôåäÿ. Îäíîâðåìåííî
íàâñòðå÷ó åìó èç Åêàòåðèíîâêè âûåõàëà âåëîñèïåäèñòêà Êàòÿ. Èçâåñòíî, ÷òî
äî ìîìåíòà âñòðå÷è Ôåäÿ óñïåë ïðîéòè òðåòü ïóòè ìåæäó äåðåâíÿìè. Îäíàêî,
åñëè áû Ôåäÿ âûøåë íà ÷àñ ðàíüøå, òî óñïåë áû ïðîéòè äî âñòðå÷è ïîëîâèíó
ïóòè. Â êàêîå âðåìÿ Ôåäÿ è Êàòÿ âñòðåòèëèñü?

Ðåøåíèå. Ïåðâûé ñïîñîá. Ïîéì¼ì, ÷òî åñëè Ôåäÿ ïðîø¼ë êàêîå-òî ðàññòî-
ÿíèå äî âûåçäà Êàòè, òî ñ ìîìåíòà, êàê âûåäåò Êàòÿ, äî âñòðå÷è îí ïðîéä¼ò
òðåòü îñòàâøåãîñÿ ïóòè. Òîãäà ïîëó÷àåì, ÷òî ñåðåäèíà âñåãî ïóòè � ýòî òðåòü
îñòàâøåãîñÿ, òî åñòü Ôåäÿ çà ÷àñ ïðîø¼ë îäíó ÷åòâåðòü âñåãî ïóòè. Èç ïåðâî-
ãî óñëîâèÿ ïîíÿòíî, ÷òî ñêîðîñòü Êàòè â äâà ðàçà áîëüøå, ò. å. Ôåäÿ è Êàòÿ
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âìåñòå ïðîõîäÿò 3/4 ïóòè çà ÷àñ, à çíà÷èò, âñåãî èì ïîíàäîáèòñÿ 4/3 ÷àñà,
÷òîáû âñòðåòèòüñÿ.

Âòîðîé ñïîñîá. Îáîçíà÷èì ñêîðîñòü Ôåäè çà U , ñêîðîñòü Êàòè çà V , ðàñ-
ñòîÿíèå ìåæäó äåðåâíÿìè áóäåì ñ÷èòàòü ðàâíûì 1. Òîãäà èç ïåðâîãî óñëîâèÿ
ïîëó÷àåì, ÷òî V = 2U . Âòîðîå èíòåðïðåòèðóåì òàê: ñíà÷àëà Ôåäÿ ïðîø¼ë 1
÷àñ ñî ñêîðîñòüþ U , à çàòåì ñ òîé æå ñêîðîñòüþ U , íî 1−U

U+V ÷àñîâ (ðàññòîÿíèå
äåëèì íà ñêîðîñòü ñáëèæåíèÿ), à â ñóììå ïðîø¼ë 1

2 ïóòè. Òî åñòü,

U + U(1− U)

U + V
=

1

2
,

îòêóäà U = 1
4 , à äàëüøå, êàê â ïåðâîì ñïîñîáå.

Çíà÷èò, Ôåäÿ è Êàòÿ âñòðåòèëèñü â 10:20.

Çàäà÷à 3.7.7. (Òóðíèð Àðõèìåäà � 2014.2) (Ñòàðèííàÿ çàäà÷à) Ðîòíàÿ êî-
ëîííà äâèæåòñÿ ïî íàïðàâëåíèþ ê øòàáó ñî ñêîðîñòüþ 6 êì/÷. Â 9:00 êîìàí-
äèð ðîòû îòïðàâèë ïî÷òîâîãî ãîëóáÿ ñ äîíåñåíèåì â øòàá. Ãîëóáü äîñòàâèë
äîíåñåíèå, ñðàçó ïîëåòåë îáðàòíî è âåðíóëñÿ â êîëîííó. Â êàêîå âðåìÿ ãîëóáü
äîëåòåë äî øòàáà, åñëè åãî ñêîðîñòü ðàâíà 10 êì/÷, à âåðíóëñÿ îí â 9:45?

Ðåøåíèå. Ïåðâûé ñïîñîá. Åñëè ñ÷èòàòü êîëîííó íåïîäâèæíîé, òî ãîëóáü
ñíà÷àëà óëåòàåò ñî ñêîðîñòüþ 4 êì/÷, à ïîòîì âîçâðàùàåòñÿ îáðàòíî ñî ñêî-
ðîñòüþ 16 êì/÷. Òàê êàê îí âîçâðàùàåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ â 4 ðàçà áîëüøåé, ÷åì
óäàëÿåòñÿ îò êîëîííû, òî è âðåìåíè òðàòèòñÿ â 4 ðàçà ìåíüøå (0,2 îò îáùå-
ãî âðåìåíè îòñóòñòâèÿ). Ñëåäîâàòåëüíî, íà îáðàòíûé ïóòü òðàòèòñÿ 9 ìèíóò.
Çíà÷èò, â øòàáå îí îêàçàëñÿ â 9 ÷ 36 ìèí.

Âòîðîé ñïîñîá. Ïðåäñòàâèì äâèæåíèå ãîëóáÿ è êîëîííû êàê äâèæåíèå èç
äâóõ ïóíêòîâ íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó. Ïðè ýòîì îíè íàõîäÿòñÿ íà ðàâíîì ðàññòî-
ÿíèè îò øòàáà, ò. å. øòàá ðàñïîëàãàåòñÿ ïîñåðåäèíå. Âñ¼ âðåìÿ â ïóòè ãîëóáÿ
è ðîòíîé êîëîííû äî èõ âñòðå÷è � 45 ìèíóò èëè òðè ÷åòâåðòè ÷àñà. Ñêîðîñòü
èõ ñáëèæåíèÿ ðàâíà 16 êì/÷. Òîãäà âåñü ïóòü ìåæäó äâóìÿ ïóíêòàìè ñîñòàâ-
ëÿåò 16 · 34 = 12 êì. Òàê êàê øòàá ðàñïîëàãàåòñÿ ïîñåðåäèíå, òî ðàññòîÿíèå äî
íåãî ñîñòàâëÿåò 6 êì. Ñëåäîâàòåëüíî, äî øòàáà ãîëóáü ëåòèò 6

10 = 0,6 ÷ èëè
36 ìèíóò, ò. å. â øòàáå ãîëóáü îêàæåòñÿ â 9 ÷ 36 ìèí.

Òðåòèé ñïîñîá. Çà 45 ìèíóò èëè 3
4 ÷àñà ãîëóáü ïðîëåòåë 7,5 êì, à êîëîííà

ïðîøëà 4,5 êì. Çíà÷èò, óäâîåííîå ðàññòîÿíèå îò ñòàðòà ãîëóáÿ äî øòàáà ðàâíî
7,5+4,5 = 12 êì. Ò. å. îò ñòàðòà äî øòàáà ãîëóáü ïðîëåòåë 6 êì. Ñî ñêîðîñòüþ
10 êì/÷ îí ýòî ñäåëàë çà 36 ìèíóò.

Çàäà÷à 3.7.8. (Òóðíèð Àðõèìåäà � 2012.3) Âàñÿ è Êîëÿ ïëàâàþò â áàññåéíå
ïî ñîñåäíèì äîðîæêàì. Ñòàðòóþò îíè îäíîâðåìåííî ñ ïðîòèâîïîëîæíûõ êîí-
öîâ áàññåéíà, ¾âñòðå÷àþòñÿ¿ è ïëûâóò äàëüøå. Äîïëûâ äî êîíöà äîðîæêè,
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îíè ìãíîâåííî ðàçâîðà÷èâàþòñÿ, îïÿòü ¾âñòðå÷àþòñÿ¿ è òàê äàëåå. Âàñÿ ïðî-
ïëûâàåò äîðîæêó çà 5 ìèí, à Êîëÿ � çà 7 ìèí. ×åðåç êàêîå âðåìÿ ïîñëå ñòàðòà
Âàñÿ âïåðâûå äîãîíèò Êîëþ, ïëûâÿ ñ íèì â îäíîì íàïðàâëåíèè?

Ðåøåíèå. Âàñÿ íàãîíèò Êîëþ, ïëûâÿ ñ íèì â îäíîì íàïðàâëåíèè, êîãäà ðàç-
íèöà â ðàññòîÿíèè, êîòîðîå îíè ïðèïëûëè, ñòàíåò ðàâíîé äëèíå äîðîæêè.

Ðàçäåëèì äîðîæêó íà 35 óñëîâíûõ åäèíèö äëèíû. Òîãäà ðàçíèöà â ñêîðîñòè
Âàñè è Êîëè ñîñòàâëÿåò 2 åäèíèöû â ìèíóòó. Ðàçíèöà â 35 åäèíèö áóäåò ïî-

êðûòà ÷åðåç
35

2
= 17,5 ìèíóò.

Çàäà÷à 3.7.9. (Òóðíèð Àðõèìåäà � 2017.3) Ìåæäó Ëèñüåé íîðîé è Ïòè÷üèì
äâîðîì ïðÿìàÿ äîðîãà. Ëèñà íàïðàâëÿåòñÿ íà Ïòè÷èé äâîð, à îòòóäà îäíîâðå-
ìåííî íàâñòðå÷ó åé è ñ òîé æå ñêîðîñòüþ âûáåãàåò Ï¼ñ. Ï¼ñ, ïî÷óÿâ Ëèñó íà
ðàññòîÿíèè 100 ì, ïîáåæèò çà íåé ñ óòðîåííîé ñêîðîñòüþ. Ëèñà, ïî÷óÿâ Ïñà
íà ðàññòîÿíèè 60 ì, ïîáåæèò îò íåãî ñ óäâîåííîé ñêîðîñòüþ. Ñìîæåò ëè Ëèñà
ñêðûòüñÿ â íîðå, åñëè îò Ïòè÷üåãî äâîðà äî Ëèñüåé íîðû 300 ì?

Ðåøåíèå. Ï¼ñ ïî÷óåò Ëèñó, êîãäà êàæäûé èç íèõ ïðîáåæèò ïî 100 ì, à ðàñ-
ñòîÿíèå ìåæäó íèìè ñòàíåò 100 ì, â ýòîò ìîìåíò îí óâåëè÷èò ñêîðîñòü âòðîå.

Ëèñà ïî÷óåò Ïñà, êîãäà Ï¼ñ ïðîáåæèò åùå 30 ì, à Ëèñà ïðîáåæèò 10 ì, à
ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè ñòàíåò 60 ì, â ýòîò ìîìåíò Ëèñà óâåëè÷èò ñêîðîñòü
âäâîå è ïîáåæèò ê íîðå. Ëèñå îñòàíåòñÿ áåæàòü äî íîðû 110 ì, Ïñó � 170 ì.

Ï¼ñ ñïîñîáåí áåæàòü â 1,5 ðàçà áûñòðåå Ëèñû, ïîýòîìó, êîãäà Ëèñà ñïðÿ÷åòñÿ
â íîðå, òî åñòü ïðîáåæèò 110 ì, ñîáàêà ïðîáåæèò 110 · 1,5 = 165 ì, ïîýòîìó
Ï¼ñ Ëèñó íå äîãîíèò.

Çàäà÷à 3.7.10. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2008.7.3) Äèìà æèâ¼ò â äå-
âÿòèýòàæíîì äîìå. Îí ñïóñêàåòñÿ íà ëèôòå ñî ñâîåãî ýòàæà íà ïåðâûé çà
1 ìèíóòó. Èç-çà ìàëåíüêîãî ðîñòà Äèìà íå äîñòà¼ò äî êíîïêè ñâîåãî ýòàæà.
Ïîýòîìó, ïîäíèìàÿñü íàâåðõ, îí íàæèìàåò òó êíîïêó, äî êîòîðîé ìîæåò äîòÿ-
íóòüñÿ, à äàëüøå èä¼ò ïåøêîì. Âåñü ïóòü íàâåðõ çàíèìàåò 1 ìèíóòó 10 ñåêóíä.
Ëèôò äâèæåòñÿ ââåðõ è âíèç ñ îäèíàêîâîé ñêîðîñòüþ, à Äèìà ïîäíèìàåòñÿ
âäâîå ìåäëåííåå ëèôòà. Íà êàêîì ýòàæå æèâ¼ò Äèìà?

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì òó ÷àñòü ïóòè, êîòîðóþ Äèìà âíèç åäåò íà ëèôòå, à
ââåðõ èä¼ò ïåøêîì. Ñ îäíîé ñòîðîíû, ïóòü ïåøêîì çàíèìàåò âäâîå áîëüøå
âðåìåíè, à ñ äðóãîé � áîëüøå íà 10 ñåêóíä. Çíà÷èò, ýòó ÷àñòü ïóòè ëèôò
ïðîåçæàåò çà 10 ñåêóíä, à Äèìà ïðîõîäèò çà 20 ñåêóíä. Ïîñêîëüêó âåñü ïóòü
íà ëèôòå çàíèìàåò 60 ñåêóíä, òî Äèìà ïðîõîäèò 1/6 ïóòè. Ïðè ýòîì îí ïîä-
íèìàåòñÿ íà öåëîå ÷èñëî ïðîìåæóòêîâ ìåæäó ýòàæàìè. Äîì äåâÿòèýòàæíûé,
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çíà÷èò, ýòî îäèí ïðîìåæóòîê, à íà ëèôòå Äèìà ïðîåçæàåò 5. Ñëåäîâàòåëüíî,
îí æèâ¼ò íà 7 ýòàæå.

Çàäà÷à 3.7.11. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1992.6.4;7.5) Ïåòÿ è Âèòÿ
åõàëè âíèç ïî ýñêàëàòîðó. Ïîñåðåäèíå ýñêàëàòîðà õóëèãàí Âèòÿ ñîðâàë ñ Ïå-
òè øàïêó è áðîñèë å¼ íà âñòðå÷íûé ýñêàëàòîð. Ïîñòðàäàâøèé Ïåòÿ ïîáåæàë
îáðàòíî ââåðõ ïî ýñêàëàòîðó, ÷òîáû çàòåì ñïóñòèòüñÿ âíèç è âåðíóòü øàïêó.
Õèòðûé Âèòÿ ïîáåæàë ïî ýñêàëàòîðó âíèç, ÷òîáû çàòåì ïîäíÿòüñÿ ââåðõ è
óñïåòü ðàíüøå Ïåòè. Êòî óñïååò ðàíüøå, åñëè ñêîðîñòè ðåáÿò îòíîñèòåëüíî
ýñêàëàòîðà ïîñòîÿííû è íå çàâèñÿò îò íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ?

Ïîäñêàçêà. Äâà âñòðå÷íûõ ýñêàëàòîðà ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñåáå, êàê äâèæóùå-
åñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ êîëüöî, îòíîñèòåëüíî êîòîðîãî øàïêà íåïîäâèæ-
íà. Ïîñìîòðèòå íà ïðîèñõîäÿùåå ñ òî÷êè çðåíèÿ øàïêè.

Ðåøåíèå. Äâà âñòðå÷íûõ ýñêàëàòîðà ôàêòè÷åñêè îáðàçóþò äâèæóùååñÿ ñ ïî-
ñòîÿííîé ñêîðîñòüþ êîëüöî (íà êîòîðîì ìîæíî êàòàòüñÿ, êàê íà êàðóñåëè),
îòíîñèòåëüíî êîòîðîãî øàïêà íåïîäâèæíà. Âñòàíåì îêîëî øàïêè è ïîíàáëþ-
äàåì çà áåãîì ðåáÿò. Ïðè ýòîì ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ýñêàëàòîðû ñòîÿò, à ðåáÿòà
áåãóò ê íàì èç äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíîé òî÷êè êîëüöà ñ ðàâíûìè ñêî-
ðîñòÿìè, íî êàæäûé ñî ñâîåé ñòîðîíû. Òåïåðü î÷åâèäíî, ÷òî îíè ïðèáåãóò ê
øàïêå îäíîâðåìåííî.

Îäíàêî ýòè ðàññóæäåíèÿ âåðíû ïðè îäíîì óñëîâèè: Ïåòÿ äîëæåí äîáåæàòü
äî âåðõà ýñêàëàòîðà ïðåæäå, ÷åì òóäà ïðèåäåò øàïêà (îíà ñàìà íå ñìîæåò
ïåðåñåñòü íà Ïåòèí ýñêàëàòîð è ïîåõàòü åìó íàâñòðå÷ó). Òàêèì îáðàçîì, åñ-
ëè ñêîðîñòè ðåáÿò êàê ìèíèìóì âäâîå áîëüøå ñêîðîñòè ýñêàëàòîðà, òî îíè
äîáåãóò äî øàïêè îäíîâðåìåííî. Èíà÷å ïåðâûì äîáåæèò Âèòÿ.

Çàäà÷à 3.7.12. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà
äëÿ 6�7 êëàññîâ � 2015.6.4) Êàáèíêè ãîðíîëûæíîãî ïîäú¼ìíè-
êà çàíóìåðîâàíû ïîäðÿä ÷èñëàìè îò 1 äî 99. Èãîðü ñåë â êàáèíêó
�42 ïîäú¼ìíèêà ó ïîäíîæèÿ ãîðû è â êàêîé-òî ìîìåíò çàìåòèë,
÷òî îí ïîðàâíÿëñÿ ñ äâèæóùåéñÿ âíèç êàáèíêîé �13 (íà ðèñóíêå
ñïðàâà), à ÷åðåç 15 ñåêóíä åãî êàáèíêà ïîðàâíÿëàñü ñ êàáèíêîé
�12. ×åðåç êàêîå âðåìÿ Èãîðü ïðèáóäåò íà âåðøèíó ãîðû?

Ðåøåíèå. Òàê êàê Èãîðü ñíà÷àëà ïîðàâíÿëñÿ ñ êàáèíêîé �13, à ïîòîì ñ êà-
áèíêîé �12, òî íóìåðàöèÿ èä¼ò ïî íàïðàâëåíèþ äâèæåíèÿ ïîäú¼ìíèêà.

Ïðèìåì ðàññòîÿíèå ìåæäó ñîñåäíèìè êàáèíêàìè çà åäèíèöó. Òîãäà ðàññòîÿ-
íèå ïî òðîñó ïîäú¼ìíèêà ìåæäó êàáèíêàìè �42 è �12 ðàâíî 69 åäèíèöàì: 57
åäèíèö äî êàáèíêè �99 è åù¼ 12 åäèíèö äî êàáèíêè �12. Çíà÷èò, ðàññòîÿíèå
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ìåæäó Èãîðåì è âåðøèíîé ãîðû ðàâíî ïîëîâèíå ýòîãî êîëè÷åñòâà, òî åñòü
34,5 åäèíèöû.

Ïîñêîëüêó êàáèíêè, ñ êîòîðûìè ïîðàâíÿëàñü êàáèíêà �42, äâèæóòñÿ íàâñòðå-
÷ó ñ òîé æå ñêîðîñòüþ, òî ñêîðîñòü ñáëèæåíèÿ êàáèíîê â äâà ðàçà áîëüøå
ñêîðîñòè ïîäú¼ìíèêà. Çíà÷èò, íà ïðåîäîëåíèå îäíîé êàáèíêîé îäíîé åäèíèöû
ðàññòîÿíèÿ óõîäèò 30 ñåêóíä, à Èãîðü áóäåò íà âåðøèíå ãîðû ÷åðåç

34,5 · 30
60

= 17,25 ìèíóò = 17 ìèíóò 15 ñåêóíä.

Çàäà÷à 3.7.13. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2010.6.5;7.3) Îäíîêëàññíèêè Àíÿ, Áîðÿ è Âàñÿ æèâóò íà îäíîé ëåñòíè÷-
íîé êëåòêå. Â øêîëó îíè èäóò ñ ïîñòîÿííûìè, íî ðàçëè÷íûìè ñêîðîñòÿìè,
íå îãëÿäûâàÿñü è íå äîæèäàÿñü äðóã äðóãà. Íî åñëè êòî-òî èç íèõ óñïåâàåò
äîãíàòü äðóãîãî, òî äàëüøå îí çàìåäëÿåòñÿ, ÷òîáû èäòè âìåñòå ñ òåì, êîãî
äîãíàë.

Îäíàæäû ïåðâîé âûøëà Àíÿ, âòîðûì Áîðÿ, òðåòüèì Âàñÿ, è êàêèå-òî äâîå èç
íèõ ïðèøëè â øêîëó âìåñòå. Íà ñëåäóþùèé äåíü ïåðâûì âûøåë Âàñÿ, âòîðûì
Áîðÿ, òðåòüåé Àíÿ. Ìîãóò ëè âñå òðîå ïðèéòè â øêîëó âìåñòå?

Ðåøåíèå. Ïóñòü Àíÿ õîäèò ìåäëåííåå Áîðè, à Âàñÿ íàìíîãî ìåäëåííåå èõ îáî-
èõ. Òîãäà â ïåðâûé äåíü Áîðÿ äîãîíèò Àíþ, äàëüøå îíè ïîéäóò ñî ñêîðîñòüþ
Àíè, íî ìåäëåííûé Âàñÿ èõ âñå ðàâíî íå äîãîíèò.

Íà ñëåäóþùèé äåíü Àíÿ äîãîíèò Âàñþ, ïîýòîìó äàëüøå îíè ïîéäóò ñ åãî
ñêîðîñòüþ, ïîñëå ÷åãî èõ ìîæåò äîãíàòü Áîðÿ, õîäÿùèé áûñòðåå Âàñè.

Çàìå÷àíèÿ. Îòìåòèì, ÷òî åñëè â ïåðâûé äåíü â øêîëó ïðèøëè âìåñòå Âàñÿ è
Áîðÿ, òî Âàñÿ õîäèò áûñòðåå Áîðè, ñëåäîâàòåëüíî, íà ñëåäóþùèé äåíü Âàñÿ
ïðèø¼ë áû â øêîëó â îäèíî÷êó (Áîðÿ åãî íå ñóìåë áû äîãíàòü, à Àíå ïðèøëîñü
áû ñíà÷àëà äîãíàòü Áîðþ, ïîñëå ÷åãî îíà ñòàëà áû èäòè ñ åãî ñêîðîñòüþ).

Çàäà÷à 3.7.14. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2012.7.4) Íà êàæäîì èç äâóõ
ðóêàâîâ ðåêè çà êèëîìåòð äî èõ ñëèÿíèÿ ñòîèò ïî ïðèñòàíè, à åù¼ îäíà ïðè-
ñòàíü ñòîèò â äâóõ êèëîìåòðàõ ïîñëå ñëèÿíèÿ (íà ðèñóíêå íèæå).
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Ëîäêà äîáðàëàñü îò îäíîé èç ïðèñòàíåé äî äðóãîé (íåèçâåñòíî, êàêîé) çà 30
ìèíóò, îò äðóãîé äî òðåòüåé çà 18 ìèíóò. Çà ñêîëüêî ìèíóò îíà ìîæåò äî-
áðàòüñÿ îò òðåòüåé ïðèñòàíè äî ïåðâîé? (Ñêîðîñòü òå÷åíèÿ ðåêè ïîñòîÿííà è
îäèíàêîâà âî âñåõ å¼ ÷àñòÿõ. Ñîáñòâåííàÿ ñêîðîñòü ëîäêè òàêæå ïîñòîÿííà.)

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì ïðèñòàíè â ïîðÿäêå ïîñåùåíèÿ A, B è C.

Ïðèñòàíü B íå ìîãëà ñòîÿòü ïîñëå ñëèÿíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, èíà÷å ëîäêà øëà
áû ê íåé 3 êì ïî òå÷åíèþ, à îò íå¼ � òå æå 3 êì, íî ïðîòèâ òå÷åíèÿ. Íî ïî
óñëîâèþ âðåìÿ ïåðâîé ÷àñòè ïóòè áîëüøå, ÷åì âðåìÿ âòîðîé.

Ïóñòü ïîñëå ñëèÿíèÿ ñòîèò ïðèñòàíü A. Òîãäà 1 êì ïðîòèâ òå÷åíèÿ ëîäêà
ïðîõîäèò çà 30 : 3 = 10 ìèíóò, à 1 êì ïî òå÷åíèþ � çà 18 − 10 = 8 ìèíóò.
Ñîîòâåòñòâåííî, ïóòü èç C â A (3 êì ïî òå÷åíèþ) çàíèìàåò 3 · 8 = 24 ìèíóòû.

Íàêîíåö, ïóñòü ïîñëå ñëèÿíèÿ ñòîèò ïðèñòàíü C. Â ýòîì ñëó÷àå 1 êì ïî òå-
÷åíèþ ëîäêà ïðîõîäèò çà 18 : 3 = 6 ìèíóò, à 1 êì ïðîòèâ òå÷åíèÿ � çà
30 − 6 = 24 ìèíóòû. Ñîîòâåòñòâåííî, ïóòü èç C â A (3 êì ïðîòèâ òå÷åíèÿ)
çàíèìàåò 3 · 24 = 72 ìèíóòû.

Çíà÷èò, îò òðåòüåé ïðèñòàíè äî ïåðâîé ëîäêà ìîæåò äîáðàòüñÿ ëèáî çà 24,
ëèáî çà 72 ìèíóòû.

Çàäà÷à 3.7.15. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1999.7.4) Äâà ïåøåõîäà âû-
øëè íà ðàññâåòå. Êàæäûé ø¼ë ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ. Îäèí ø¼ë èç A â B,
äðóãîé � èç B â A. Îíè âñòðåòèëèñü â ïîëäåíü è, íå ïðåêðàùàÿ äâèæåíèÿ,
ïðèøëè: îäèí � â B â 4 ÷àñà âå÷åðà, à äðóãîé � â A â 9 ÷àñîâ âå÷åðà. Â
êîòîðîì ÷àñó â òîò äåíü áûë ðàññâåò?

Ïîäñêàçêà. Ïîñëå ïîëóäíÿ ïåðâûé ïåøåõîä ïðîø¼ë ñòîëüêî æå, ñêîëüêî âòî-
ðîé äî ïîëóäíÿ.

Ðåøåíèå. Ïóñòü îò ðàññâåòà äî ïîëóäíÿ ïðîøëî x ÷àñîâ. Ïåðâûé ïåøåõîä
ø¼ë x ÷àñîâ äî ïîëóäíÿ è 4 ïîñëå, âòîðîé � x ÷àñîâ äî ïîëóäíÿ è 9 ïîñëå.
Îòíîøåíèå âðåì¼í ðàâíî îòíîøåíèþ äëèí ïóòåé äî è ïîñëå òî÷êè âñòðå÷è,
òàê ÷òî:

x

4
=

9

x
.

Èç ýòîé ïðîïîðöèè íàõîäèì, ÷òî x = 6. Çíà÷èò, ðàññâåò â òîò äåíü áûë â 6
÷àñîâ óòðà.

Çàäà÷à 3.7.16. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2011.6.7) Ìàðñèàíå äåëÿò ñóòêè íà 13 ÷àñîâ. Ïîñëå òîãî, êàêÌàðñîâñêèé
Çàÿö óðîíèë ÷àñû â ÷àé, ó íèõ èçìåíèëàñü ñêîðîñòü âðàùåíèÿ ñåêóíäíîé
ñòðåëêè, à ñêîðîñòü âðàùåíèÿ äðóãèõ ñòðåëîê îñòàëàñü ïðåæíåé. Èçâåñòíî,
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÷òî êàæäóþ ïîëíî÷ü âñå òðè ñòðåëêè ñîâïàäàþò. Ñêîëüêî âñåãî çà ñóòêè ìî-
æåò áûòü òàêèõ ìîìåíòîâ âðåìåíè, êîãäà òðè ñòðåëêè ñîâïàäóò? Íàéäèòå âñå
âîçìîæíûå îòâåòû.

Ðåøåíèå. Çà ìàðñèàíñêèå ñóòêè ÷àñîâàÿ ñòðåëêà äåëàåò îäèí îáîðîò, ìèíóò-
íàÿ � 13. Çíà÷èò, ìèíóòíàÿ ñòðåëêà çà ñóòêè îáãîíÿåò ÷àñîâóþ (òî åñòü ¾ñîâ-
ïàäàåò¿ ñ íåé) 12 ðàç (êàæäóþ äâåíàäöàòóþ ÷àñòü ñóòîê).

Ïî óñëîâèþ ñåêóíäíàÿ ñòðåëêà ñîâïàäàåò ñ ÷àñîâîé òîæå öåëîå ÷èñëî ðàç
(ïóñòü n). Åñëè d = ÍÎÄ(12, n), òî êàæäóþ d-þ ÷àñòü ñóòîê ìèíóòíàÿ è ñå-
êóíäíàÿ ñòðåëêà ñîâïàäàþò ñ ÷àñîâîé îäíîâðåìåííî, òî åñòü âñå òðè ñòðåëêè
ñîâïàäàþò d ðàç â ñóòêè. Â çàâèñèìîñòè îò n, d ìîæåò áûòü ëþáûì äåëèòåëåì
÷èñëà 12: 12, 6, 4, 3, 2, 1.

Çàäà÷à 3.7.17. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2005.7.5) Ïàïà ïî ðåêå äîïëûâàåò îò ìîñòà äî ïëÿæà çà 9 ìèíóò, à îò
ïëÿæà äî ìîñòà � çà 12 ìèíóò. Ñûí æå îò ìîñòà äî ïëÿæà äîïëûâàåò çà 12 ìè-
íóò. Ñêîëüêî âðåìåíè íóæíî ñûíó, ÷òîáû äîïëûòü îò ïëÿæà äî ìîñòà?

Ðåøåíèå. Ïåðâûé ñïîñîá. Îòìåðèì ÷åòâåðòü ðàññòîÿíèÿ îò ìîñòà äî ïëÿæà
è óñòàíîâèì òàì áåëûé ôëàæîê. Íà òàêîì æå ðàññòîÿíèè îò ïëÿæà â ñòîðî-
íó ìîñòà óñòàíîâèì êðàñíûé ôëàæîê. Ïóñòü òåïåðü ïàïà ñ ñûíîì ïëûâóò îò
ìîñòà äî ïëÿæà. Äàäèì ñûíó ôîðó: ïóñòü îòåö íà÷í¼ò ïëûòü â òîò ìîìåíò,
êîãäà ñûí äîïëûâ¼ò äî áåëîãî ôëàæêà. Òîãäà ê ïëÿæó îíè ïðèïëûâóò îäíî-
âðåìåííî: ÷åðåç 9 ìèíóò.

Òåïåðü ïóñòü îíè ïëûâóò îáðàòíî ê ìîñòó. Ñíîâà äàäèì ñûíó ôîðó: ïóñòü
ïàïà íà÷í¼ò çàïëûâ, êîãäà ñûí äîïëûâ¼ò äî êðàñíîãî ôëàæêà. Òîãäà ïàïà
äîãîíèò ñûíà ÷åðåç 9 ìèíóò (òå÷åíèå â îäèíàêîâîé ñòåïåíè ìåøàåò ñåé÷àñ
îáîèì ïëîâöàì, êàê äî ýòîãî îáîèì ïîìîãàëî, òàê ÷òî íà âðåìÿ, ÷åðåç êîòîðîå
îòåö äîãîíèò ñûíà, åãî íàëè÷èå è íàïðàâëåíèå íå âëèÿåò). Íî, òàê êàê ïàïå
äî ìîñòà ïëûòü 12 ìèíóò, òî îí äîãîíèò ñûíà òî÷íî ó áåëîãî ôëàæêà. Ñûí,
òàêèì îáðàçîì, ïëûë îò êðàñíîãî ôëàæêà äî áåëîãî 9 ìèíóò, à íà ðàññòîÿíèå
îò ïëÿæà äî ìîñòà ïîòðàòèò âäâîå áîëüøå âðåìåíè � 18 ìèíóò.

Âòîðîé ñïîñîá. Ïóñòü ðàññòîÿíèå îò ìîñòà äî ïëÿæà ðàâíî 1. Ïàïà ïëûâ¼ò
ïî òå÷åíèþ ñî ñêîðîñòüþ 1

9 , à ïðîòèâ òå÷åíèÿ � ñî ñêîðîñòüþ 1
12 , ïîýòîìó
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ñêîðîñòü òå÷åíèÿ ðàâíà (1
9
− 1

12

)
: 2 =

1

72
.

Ñûí ïëûâ¼ò ïî òå÷åíèþ ñî ñêîðîñòüþ 1
12 , ïîýòîìó ïðîòèâ òå÷åíèÿ îí ïëûâ¼ò

ñî ñêîðîñòüþ
1

12
− 1

36
=

1

18
.

Çíà÷èò, ÷òîáû äîïëûòü îò ïëÿæà äî ìîñòà, åìó ïîòðåáóåòñÿ 18 ìèíóò.

Çàäà÷à 3.7.18. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2004.7.6) Èç Öâåòî÷íîãî ãî-
ðîäà â Ñîëíå÷íûé âåä¼ò øîññå äëèíîé 12 êì. Íà âòîðîì êèëîìåòðå ýòîãî øîñ-
ñå ðàñïîëîæåí æåëåçíîäîðîæíûé ïåðååçä, êîòîðûé òðè ìèíóòû çàêðûò è òðè
ìèíóòû îòêðûò è ò. ä., à íà ÷åòâ¼ðòîì è íà øåñòîì êèëîìåòðàõ ðàñïîëîæåíû
ñâåòîôîðû, êîòîðûå äâå ìèíóòû ãîðÿò êðàñíûì ñâåòîì è òðè ìèíóòû � çåë¼-
íûì è òàê äàëåå. Íåçíàéêà âûåçæàåò èç Öâåòî÷íîãî ãîðîäà â Ñîëíå÷íûé â òîò
ìîìåíò, êîãäà ïåðååçä òîëüêî ÷òî çàêðûëñÿ, à îáà ñâåòîôîðà òîëüêî ÷òî ïå-
ðåêëþ÷èëèñü íà êðàñíûé. Çà êàêîå íàèìåíüøåå âðåìÿ (â ìèíóòàõ) îí ñìîæåò
äîåõàòü äî Ñîëíå÷íîãî ãîðîäà, íå íàðóøàÿ ïðàâèë, åñëè åãî ýëåêòðîìîáèëü
åäåò ïî øîññå ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ (Íåçíàéêà íå óìååò íè òîðìîçèòü, íè
óâåëè÷èâàòü ñêîðîñòü)?

Ïîäñêàçêà. Íåçíàéêà íå ìîæåò ïðîåçæàòü ïåðååçä, ðàñïîëîæåííûé íà âòîðîì
êèëîìåòðå øîññå, ïîêà íå èñòåêóò òðè ìèíóòû, à òàêæå íà ñåäüìîé, âîñüìîé
è äåâÿòîé ìèíóòàõ, íà òðèíàäöàòîé-ïÿòíàäöàòîé ìèíóòàõ è ò. ä. Ãðàôè÷åñêè
ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ãðàôèê äâèæåíèÿ Íåçíàéêè (ïðÿìàÿ) íå ìîæåò ïåðåñåêàòü
âûäåëåííûå îòðåçêè.

Ðåøåíèå. Áóäåì îòêëàäûâàòü ïî îñè àáñöèññ âðåìÿ (â ìèíóòàõ), à ïî îñè
îðäèíàò � ðàññòîÿíèå îò Öâåòî÷íîãî ãîðîäà (â êèëîìåòðàõ). Òàê êàê ñêî-
ðîñòü ýëåêòðîìîáèëÿ ïîñòîÿííà, òî ãðàôèê åãî äâèæåíèÿ � ïðÿìàÿ. Ïðè ýòîì
Íåçíàéêà íå ìîæåò ïðîåçæàòü ïåðååçä, ðàñïîëîæåííûé íà âòîðîì êèëîìåòðå
øîññå, ïîêà íå èñòåêóò òðè ìèíóòû, à òàêæå íà ñåäüìîé, âîñüìîé è äåâÿòîé
ìèíóòàõ, íà òðèíàäöàòîé-ïÿòíàäöàòîé ìèíóòàõ è ò. ä. Ãðàôè÷åñêè ýòî îçíà-
÷àåò, ÷òî ïðÿìàÿ íå ìîæåò ïåðåñåêàòü âûäåëåííûå íà ðèñóíêå âûøå îòðåçêè.
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Àíàëîãè÷íî ìîæíî îòìåòèòü îòðåçêè, êîòîðûå çàïðåùåíî ïåðåñåêàòü èç-çà
ñâåòîôîðîâ. Íà ðèñóíêå íèæå ïðîâåäåíà ïðÿìàÿ, ñ íàèáîëüøèì óãëîâûì êî-
ýôôèöèåíòîì, êîòîðàÿ íå ïåðåñåêàåò íè îäèí èç âûäåëåííûõ îòðåçêîâ.

Ñëåäîâàòåëüíî, Íåçíàéêà ñìîæåò äîåõàòü äî Ñîëíå÷íîãî ãîðîäà çà 24 ìèíóòû.

Çàäà÷à 3.7.19. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ �
2013.7.5) Òðè êâàäðàòíûå äîðîæêè ñ îáùèì öåí-
òðîì îòñòîÿò äðóã îò äðóãà íà 1 ì. Òðè ìóðàâüÿ
ñòàðòóþò îäíîâðåìåííî èç ëåâûõ íèæíèõ óãëîâ
äîðîæåê è áåãóò ñ îäèíàêîâîé ñêîðîñòüþ: Ìó è
Ðà ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, à Âåé ïî ÷àñîâîé. Êî-
ãäà Ìó äîáåæàë äî ïðàâîãî íèæíåãî óãëà áîëü-
øîé äîðîæêè, äâîå äðóãèõ, íå óñïåâ åù¼ ñäåëàòü
ïîëíîãî êðóãà, íàõîäèëèñü íà ïðàâûõ ñòîðîíàõ
ñâîèõ äîðîæåê, è âñå òðîå îêàçàëèñü íà îäíîé
ïðÿìîé. Íàéäèòå ñòîðîíû êâàäðàòîâ.

Ðåøåíèå. Äëèíû ñòîðîí äâóõ ñîñåäíèõ äîðîæåê îòëè÷àþòñÿ íà 2 ì. Ïîýòîìó â
ìîìåíò, êîãäà Ìó äîáåæàë äî óãëà, Ðà ïðîáåæàë ïî ïðàâîé ñòîðîíå äîðîæêè
2 ì è íàõîäèëñÿ íà ðàññòîÿíèè 2 + 1 = 3 ì îò ¾íèæíåé¿ ñòîðîíû âíåøíåé
äîðîæêè. Ïîñêîëüêó Ðà íàõîäèòñÿ ïîñåðåäèíå ìåæäó Ìó è Âååì, Âåé â ýòîò
ìîìåíò íàõîäèòñÿ íà âäâîå áîëüøåì ðàññòîÿíèè îò ýòîé ñòîðîíû (6 ì). Òî
åñòü Âåþ îñòà¼òñÿ åù¼ ïðîáåæàòü ïî áîêîâîé ñòîðîíå 6− 1− 1 = 4 ì.
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Íî åñëè áû Âåé áåæàë ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, òî îí ïðîáåæàë áû âñþ íèæ-
íþþ ñòîðîíó è åù¼ 4 ì ïî ïðàâîé ñòîðîíå (òàê êàê ýòà ñòîðîíà íà 4 ì êîðî÷å
ñòîðîíû âíåøíåãî êâàäðàòà), òî åñòü îêàçàëñÿ áû â òîé æå òî÷êå. Ðàç Âåé ïî-
ïàäàåò â îäíó è òó æå òî÷êó, äâèãàÿñü è ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, è ïðîòèâ ÷àñîâîé
ñòðåëêè, ýòà òî÷êà � ïðàâûé âåðõíèé óãîë êâàäðàòà. Òî åñòü ñòîðîíà ýòîãî
êâàäðàòà ðàâíà 4 ì. Ñîîòâåòñòâåííî, ñòîðîíû äâóõ äðóãèõ êâàäðàòîâ ðàâíû
4 + 2 = 6 ì è 6 + 2 = 8 ì.

Çàäà÷à 3.7.20. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìà-
òè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàññîâ �
2006.7.8) Ëàáèðèíò ñîñòîèò èç ïÿòè îêðóæíî-
ñòåé (íà ðèñóíêå íèæå). Äëèíû îêðóæíîñòåé
ðàâíû 10, 20, 40, 80 è 160 ìåòðîâ. Ïî ëàáèðèí-
òó ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ íà÷èíàåò õîäèòü
÷åëîâåê, êîòîðûé îáõîäèò âñå åãî îêðóæíî-
ñòè ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå â ïîðÿäêå âîçðàñòà-
íèÿ èõ äëèí.

Ïðîéäÿ ñàìóþ áîëüøóþ îêðóæíîñòü, îí ïåðåõîäèò íà ñàìóþ ìàëåíüêóþ è
íà÷èíàåò âñ¼ ñíà÷àëà. ×åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ ïî ëàáèðèíòó íà÷èíàåò õîäèòü
åù¼ îäèí ÷åëîâåê, êîòîðûé õîäèò ñ òîé æå ñêîðîñòüþ è ïî òîìó æå ïëàíó, ÷òî
è ïåðâûé, íî îáõîäèò îêðóæíîñòè ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Äîêàæèòå, ÷òî ýòè
äâà ÷åëîâåêà îáÿçàòåëüíî âñòðåòÿòñÿ.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî åñëè äâà ÷åëîâåêà îêàæóòñÿ â íåêîòîðûé ìîìåíò íà
îäíîé îêðóæíîñòè, òî îíè âñòðåòÿòñÿ, òàê êàê äâèæóòñÿ íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó.

Ðàññìîòðèì êàêîé-íèáóäü èç ìîìåíòîâ âðåìåíè, êîãäà ïåðâûé ÷åëîâåê íà÷àë
ïóòü ïî ñàìîé áîëüøîé îêðóæíîñòè. Ñîîòâåòñòâåííî, âòîðîé ÷åëîâåê â ýòîò
ìîìåíò äîëæåí íàõîäèòüñÿ íà êàêîé-íèáóäü èç îñòàâøèõñÿ ÷åòûð¼õ. Íî ñóì-
ìàðíàÿ äëèíà ÷åòûð¼õ ìàëåíüêèõ îêðóæíîñòåé 10 + 20 + 40 + 80 = 150 ì, òî
åñòü ðàíüøå, ÷åì ïåðâûé ÷åëîâåê çàêîí÷èò ñâîé ïóòü ïî áîëüøîé îêðóæíî-
ñòè, âòîðîé ïðîéä¼ò âñå îñòàëüíûå è òîæå ïîéä¼ò ïî áîëüøîé îêðóæíîñòè.
Çíà÷èò, îíè âñòðåòÿòñÿ.

Çàäà÷à 3.7.21. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2009.7.9) Ïîí÷èê çàêóñûâàë â ïðèäîðîæíîì êàôå, êîãäà ìèìî íåãî
ïðîåõàë àâòîáóñ. ×åðåç òðè ïëþøêè ïîñëå àâòîáóñà ìèìî Ïîí÷èêà ïðîåõàë
ìîòîöèêë, à åù¼ ÷åðåç òðè ïëþøêè � àâòîìîáèëü. Ìèìî Ñèðîï÷èêà, êîòîðûé
çàêóñûâàë â äðóãîì êàôå ó òîé æå äîðîãè, îíè ïðîåõàëè â äðóãîì ïîðÿäêå:
ñíà÷àëà � àâòîáóñ, ÷åðåç òðè ïëþøêè � àâòîìîáèëü, à åù¼ ÷åðåç òðè ïëþøêè
� ìîòîöèêë. Èçâåñòíî, ÷òî Ïîí÷èê è Ñèðîï÷èê âñåãäà åäÿò ïëþøêè ñ îäíîé
è òîé æå ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ. Íàéäèòå ñêîðîñòü àâòîáóñà, åñëè ñêîðîñòü
àâòîìîáèëÿ 60 êì/÷, à ñêîðîñòü ìîòîöèêëà 30 êì/÷.
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Ðåøåíèå. Ïóñòü â òîò ìîìåíò, êîãäà àâòîáóñ ïðîåçæàë ìèìî Ïîí÷èêà, ìî-
òîöèêëó îñòàâàëîñü x êì äî ïåðâîãî êàôå. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî çà âðåìÿ òð¼õ
ïëþøåê àâòîìîáèëü ïðîåçæàåò x êì.

Àâòîìîáèëü äâèæåòñÿ âäâîå áûñòðåå ìîòîöèêëà è ïðîåõàë çà ýòî æå âðåìÿ
2x êì. Ñòîëüêî æå îí ïðîåõàë è çà ñëåäóþùåå âðåìÿ òð¼õ ïëþøåê. Çíà÷èò, â
òîò ìîìåíò, êîãäà ìèìî Ïîí÷èêà ïðîåçæàë àâòîáóñ, àâòîìàøèíà áûëà îò íåãî
â÷åòâåðî äàëüøå, ÷åì ìîòîöèêë.

Êîãäà æå àâòîáóñ ïðîåçæàë ìèìî Ñèðîï÷èêà, è àâòîìàøèíà, è ìîòîöèêë áûëè
ïîçàäè íåãî íà ðàññòîÿíèè 2x êì. Ñòàëî áûòü, ïîêà àâòîáóñ åõàë îò Ïîí÷è-
êà äî Ñèðîï÷èêà, àâòîìàøèíà äîãíàëà ìîòîöèêë, ëèêâèäèðîâàâ îòñòàâàíèå â
4x−x = 3x êì. Çà ýòî æå âðåìÿ àâòîìàøèíà ñîêðàòèëà îòñòàâàíèå îò àâòîáó-
ñà íà 4x− 2x = 2x êì. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ñêîðîñòü, ñ êîòîðîé ìàøèíà äîãîíÿåò
ìîòîöèêë (30 êì/÷), ñîñòàâëÿåò 3/2 îò ñêîðîñòè, ñ êîòîðîé îíà äîãîíÿåò àâòî-
áóñ. Òî åñòü ìàøèíà äîãîíÿåò àâòîáóñ ñî ñêîðîñòüþ 20 êì/÷, çíà÷èò, ñêîðîñòü
àâòîáóñà 60− 20 = 40 êì/÷.

8 ×àñòè è îòíîøåíèÿ

Çàäà÷à 3.8.5. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2014.6.1;7.1) Äåòè õîäèëè â
ëåñ ïî ãðèáû. Åñëè Àíÿ îòäàñò ïîëîâèíó ñâîèõ ãðèáîâ Âèòå, ó âñåõ äåòåé
ñòàíåò ïîðîâíó ãðèáîâ, à åñëè âìåñòî ýòîãî Àíÿ îòäàñò âñå ñâîè ãðèáû Ñàøå,
òî ó Ñàøè ñòàíåò ñòîëüêî æå ãðèáîâ, ñêîëüêî ó âñåõ îñòàëüíûõ âìåñòå âçÿòûõ.
Ñêîëüêî äåòåé õîäèëî çà ãðèáàìè?

Ðåøåíèå. Ïóñòü Àíÿ îòäàëà ïîëîâèíó ãðèáîâ Âèòå. Òåïåðü ó âñåõ ðåáÿò ïî-
ðîâíó ãðèáîâ (ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ó Âèòè ñâîèõ ãðèáîâ íå áûëî). ×òîáû Ñàøà
òåïåðü ïîëó÷èë âñå Àíèíû ãðèáû, åìó íàäî çàáðàòü ãðèáû ó Âèòè è Àíè. Ó
íåãî òîãäà áóäóò ãðèáû òð¼õ ðåáÿò � Âèòè, Àíè è åãî ñîáñòâåííûå. Åù¼ ñòîëü-
êî æå áóäåò ó îñòàëüíûõ, çíà÷èò, ñ Âèòåé, Àíåé è Ñàøåé â ëåñ õîäèëî åù¼
òðîå äåòåé. Ñëåäîâàòåëüíî, çà ãðèáàìè õîäèëè 6 äåòåé.

Çàäà÷à 3.8.6. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2011.6.1) ¾À ýòî âàì âèäåòü
ïîêà ðàíî¿, � ñêàçàëà Áàáà-ßãà ñâîèì 33 ó÷åíèêàì è ñêîìàíäîâàëà: ¾Çàêðîé-
òå ãëàçà!¿. Ïðàâûé ãëàç çàêðûëè âñå ìàëü÷èêè è òðåòü äåâî÷åê. Ëåâûé ãëàç
çàêðûëè âñå äåâî÷êè è òðåòü ìàëü÷èêîâ. Ñêîëüêî ó÷åíèêîâ âñ¼-òàêè óâèäåëè
òî, ÷òî âèäåòü ïîêà ðàíî?

Ðåøåíèå. Òî, ÷òî âèäåòü ïîêà ðàíî, äâå òðåòè äåâî÷åê óâèäåëè ïðàâûì ãëà-
çîì, à äâå òðåòè ìàëü÷èêîâ � ëåâûì. Âñåãî, ñòàëî áûòü, îäèí ãëàç íå çàêðûëè
äâå òðåòè âñåõ ó÷åíèêîâ � 22 ÷åëîâåêà.
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Çàäà÷à 3.8.7. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2010.6.1) Íà áàòîíå êîëáàñû
íàðèñîâàíû òîíêèå ïîïåðå÷íûå êîëüöà. Åñëè ðàçðåçàòü ïî êðàñíûì êîëüöàì,
ïîëó÷èòñÿ 5 êóñêîâ, åñëè ïî æ¼ëòûì � 7 êóñêîâ, à åñëè ïî çåë¼íûì � 11
êóñêîâ. Ñêîëüêî êóñêîâ êîëáàñû ïîëó÷èòñÿ, åñëè ðàçðåçàòü ïî êîëüöàì âñåõ
òð¼õ öâåòîâ?

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî êîëè÷åñòâî ÷àñòåé âñåãäà íà 1 áîëüøå êîëè÷åñòâà ðàç-
ðåçîâ. Çíà÷èò, êðàñíûõ êîëåö 4, æ¼ëòûõ 6, à çåë¼íûõ 10. Òàêèì îáðàçîì, âñåãî
ðàçðåçîâ 4 + 6 + 10 = 20, à êóñêîâ 21.

Çàäà÷à 3.8.8. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2007.6.1) Ïî äâóì òåëåâèçè-
îííûì êàíàëàì îäíîâðåìåííî íà÷àëè ïîêàçûâàòü îäèí è òîò æå ôèëüì. Íà
ïåðâîì êàíàëå ôèëüì ðàçáèëè íà ÷àñòè ïî 20 ìèíóò êàæäàÿ è âñòàâèëè ìåæ-
äó íèìè äâóõìèíóòíûå ðåêëàìíûå ïàóçû. À íà âòîðîì êàíàëå ôèëüì ðàçáèëè
íà ÷àñòè ïî 10 ìèíóò êàæäàÿ è âñòàâèëè ìåæäó íèìè ìèíóòíûå ðåêëàìíûå
ïàóçû. Íà êàêîì êàíàëå ôèëüì çàêîí÷èòñÿ ðàíüøå?

Ðåøåíèå. Íà ïåðâîì êàíàëå ìåæäó íà÷àëîì êàæäîé ÷àñòè è íà÷àëîì ñëåäó-
þùåé ïðîõîäèò 22 ìèíóòû. Çà ýòî âðåìÿ íà âòîðîì êàíàëå ïðîéäóò äâå ÷àñòè
ïî 10 ìèíóò è äâå ìèíóòíûå ðåêëàìíûå ïàóçû. Ñëåäîâàòåëüíî, íà÷àëó êàæ-
äîé ÷àñòè íà ïåðâîì êàíàëå ñîîòâåòñòâóåò òîò æå ìîìåíò ôèëüìà íà âòîðîì.
Êîãäà íà ïåðâîì êàíàëå íà÷í¼òñÿ ïîñëåäíÿÿ ÷àñòü, äî êîíöà ôèëüìà îñòàíåò-
ñÿ 20 ìèíóò, ðåêëàìû óæå íå áóäåò. Íà âòîðîì æå êàíàëå ïîêàæóò äâå ÷àñòè
ïî 10 ìèíóò ñ ìèíóòíîé ðåêëàìíîé ïàóçîé, ïîýòîìó íà ïåðâîì êàíàëå ôèëüì
çàêîí÷èòñÿ íà îäíó ìèíóòó ðàíüøå.

Çàäà÷à 3.8.9. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1995.6.1) Ïîñëå òîãî, êàê Íà-
òàøà ñúåëà ïîëîâèíó ïåðñèêîâ èç áàíêè, óðîâåíü êîìïîòà ïîíèçèëñÿ íà îäíó
òðåòü. Íà êàêóþ ÷àñòü (îò ïîëó÷åííîãî óðîâíÿ) ïîíèçèòñÿ óðîâåíü êîìïîòà,
åñëè ñúåñòü ïîëîâèíó îñòàâøèõñÿ ïåðñèêîâ?

Ðåøåíèå. Ïîëîâèíà ïåðñèêîâ ñîñòàâëÿåò îäíó òðåòü îáú¼ìà áàíêè, òî åñòü ïî-
ëîâèíó îò îñòàâøèõñÿ äâóõ òðåòåé êîìïîòà. Ïîýòîìó ïîëîâèíà ýòîé ïîëîâèíû
ñîñòàâëÿåò ÷åòâåðòü îñòàâøåãîñÿ â áàíêå êîìïîòà. Çíà÷èò, óðîâåíü êîìïîòà
ïîíèçèòñÿ íà îäíó ÷åòâåðòü.

Çàäà÷à 3.8.10. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2008.6.1) Âèííè�Ïóõ, Ïÿòà-
÷îê, Êðîëèê è îñëèê Èà�Èà îïóñòîøèëè áî÷îíîê ì¼äà. Ïðè ýòîì Ïÿòà÷îê
ñúåë ïîëîâèíó òîãî, ÷òî ñúåë Âèííè�Ïóõ, Êðîëèê � ïîëîâèíó òîãî, ÷òî íå
ñúåë Âèííè�Ïóõ, à îñëèêó Èà�Èà äîñòàëàñü ëèøü äåñÿòàÿ ÷àñòü áî÷îíêà. Êà-
êàÿ ÷àñòü áî÷îíêà äîñòàëàñü Êðîëèêó?
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Ðåøåíèå. Ïÿòà÷îê ñúåë ïîëîâèíó òîãî, ÷òî ñúåë Âèííè�Ïóõ, Êðîëèê � ïî-
ëîâèíó îñòàòêà. Ýòî çíà÷èò, ÷òî Ïÿòà÷îê âìåñòå ñ Êðîëèêîì ñúåëè ïîëîâèíó
âñåãî ì¼äà. Âòîðóþ ïîëîâèíó ñúåëè Âèííè�Ïóõ è îñëèê Èà�Èà. Îñëèê ñúåë
äåñÿòóþ ÷àñòü, çíà÷èò, Âèííè�Ïóõ ñúåë

1

2
− 1

10
=

2

5

áî÷îíêà. Òîãäà îí íå ñúåë 3
5 áî÷îíêà, à Êðîëèê ñúåë ïîëîâèíó îò ýòîãî êîëè-

÷åñòâà, òî åñòü 3
10 .

Çàäà÷à 3.8.11. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2006.7.1) Âèííè�Ïóõ è Ïÿ-
òà÷îê ïîäåëèëè ìåæäó ñîáîé òîðò. Ïÿòà÷îê çàõíûêàë, ÷òî åìó äîñòàëîñü ìà-
ëî. Òîãäà Ïóõ îòäàë åìó òðåòü ñâîåé äîëè. Îò ýòîãî ó Ïÿòà÷êà êîëè÷åñòâî
òîðòà óâåëè÷èëîñü âòðîå. Êàêàÿ ÷àñòü òîðòà áûëà âíà÷àëå ó Ïóõà è êàêàÿ ó
Ïÿòà÷êà?

Ðåøåíèå. Òðåòü äîëè Ïóõà óâåëè÷èëà âòðîå ïîðöèþ Ïÿòà÷êà, òî åñòü ñàìà
áûëà âäâîå áîëüøå íå¼. Çíà÷èò, âñÿ äîëÿ Ïóõà áûëà â 6 ðàç áîëüøå äîëè
Ïÿòà÷êà, òî åñòü ó Ïóõà áûëî âíà÷àëå 6

7 òîðòà, à ó Ïÿòà÷êà � 1
7 .

Çàäà÷à 3.8.12. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1992.6.2) Íà Íüþ-Âàñþêîâ-
ñêîé âàëþòíîé áèðæå çà 11 òóãðèêîâ äàþò 14 äèíàðîâ, çà 22 ðóïèè � 21
äèíàð, çà 10 ðóïèé � 3 òàëåðà, à çà 5 êðîí � 2 òàëåðà. Ñêîëüêî òóãðèêîâ
ìîæíî âûìåíÿòü çà 13 êðîí?

Ðåøåíèå. Çà 5 êðîí äàþò äâà òàëåðà, çíà÷èò, çà îäíó êðîíó äàþò 2
5 òàëåðà.

Àíàëîãè÷íî, çà îäèí òàëåð äàþò 10
3 ðóïèè, çà îäíó ðóïèþ � 21

22 äèíàðà, çà
îäèí äèíàð � 11

14 òóãðèêà. Çíà÷èò, çà êðîíó äàþò äàþò

2

5
· 10
3
· 21
22
· 11
14

= 1 òóãðèê,

à çà 13 êðîí, ñîîòâåòñòâåííî, 13 òóãðèêîâ.

Çàäà÷à 3.8.13. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2016.6.2;7.2) Â ìàëåíüêîì
ãîðîäå òîëüêî îäíà òðàìâàéíàÿ ëèíèÿ. Îíà êîëüöåâàÿ, è òðàìâàè õîäÿò ïî
íåé â îáîèõ íàïðàâëåíèÿõ. Íà êîëüöå åñòü îñòàíîâêè Öèðê, Ïàðê è Çîîïàðê.
Îò Ïàðêà äî Çîîïàðêà ïóòü íà òðàìâàå ÷åðåç Öèðê âòðîå äëèííåå, ÷åì íå
÷åðåç Öèðê. Îò Öèðêà äî Çîîïàðêà ïóòü ÷åðåç Ïàðê âäâîå êîðî÷å, ÷åì íå
÷åðåç Ïàðê. Êàêîé ïóòü îò Ïàðêà äî Öèðêà � ÷åðåç Çîîïàðê èëè íå ÷åðåç
Çîîïàðê � êîðî÷å è âî ñêîëüêî ðàç?

Ðåøåíèå. Ñÿäåì â òðàìâàé íà îñòàíîâêå Çîîïàðê è ïîåäåì ÷åðåç Öèðê ê Ïàð-
êó, à ïîòîì, íå ïîêèäàÿ òðàìâàé, âåðí¼ìñÿ ê Çîîïàðêó. Âòîðàÿ ÷àñòü ïóòè
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âòðîå êîðî÷å ïåðâîé, òî åñòü ïåðâàÿ çàíèìàåò òðè ÷åòâåðòè ïîëíîãî êðóãà,
à âòîðàÿ � ÷åòâåðòü. Îòìåòèì íà ñõåìå Çîîïàðê è Ïàðê è ãäå-òî íà áîëåå
äëèííîé äóãå ìåæäó íèìè îòìåòèì Öèðê. Òåïåðü íà òîì æå òðàìâàå ïîåäåì
èç Öèðêà ê Çîîïàðêó (ïðè ýòîì ïðîåçæàÿ Ïàðê, êàê âèäíî íà ñõåìå).

Äîåõàâ äî Çîîïàðêà, íà òîì æå òðàìâàå âåðí¼ìñÿ ê Öèðêó, îïèñàâ êðóã. Ïåð-
âàÿ ÷àñòü ïóòè âäâîå êîðî÷å âòîðîé, òî åñòü çàíèìàåò òðåòü êðóãà. Ýòî çíà÷èò,
÷òî ïóòü (âñ¼ íà òîì æå òðàìâàå) îò Öèðêà ê Ïàðêó íå ïðîéä¼ò ÷åðåç Çîîïàðê
è ñîñòàâèò

1

3
− 1

4
=

1

12

÷àñòü ïîëíîãî êðóãà. Ïóòü æå ÷åðåç Çîîïàðê ðàâåí

1− 1

12
=

11

12
êðóãà,

÷òî â 11 ðàç äëèííåå.

Òàêèì îáðàçîì, ïóòü íå ÷åðåç Çîîïàðê êîðî÷å â 11 ðàç.

Çàäà÷à 3.8.14. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2015.7.2) Â àêâàðèóìå æèâ¼ò
òðè âèäà ðûáîê: çîëîòûå, ñåðåáðÿíûå è êðàñíûå. Åñëè êîò ñúåñò âñåõ çîëîòûõ
ðûáîê, òî ðûáîê ñòàíåò íà 1 ìåíüøå, ÷åì 2/3 èñõîäíîãî ÷èñëà. Åñëè êîò ñúåñò
âñåõ êðàñíûõ ðûáîê, òî ðûáîê ñòàíåò íà 4 áîëüøå, ÷åì 2/3 èñõîäíîãî ÷èñëà.
Êàêèõ ðûáîê � çîëîòûõ èëè ñåðåáðÿíûõ � áîëüøå è íà ñêîëüêî?

Ðåøåíèå. Èç ïåðâîãî óñëîâèÿ âèäíî, ÷òî çîëîòûõ ðûáîê íà 1 áîëüøå, ÷åì
òðåòü. Èç âòîðîãî óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî êðàñíûõ ðûá íà 4 ìåíüøå, ÷åì òðåòü.
Çíà÷èò, ñåðåáðÿíûõ íà 3 áîëüøå, ÷åì òðåòü. Çíà÷èò, ñåðåáðÿíûõ ðûáîê íà 2
áîëüøå, ÷åì çîëîòûõ.

Çàäà÷à 3.8.15. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2009.7.2) Íà êàæäîì èç äâóõ
îãîðîäîâ Äåä ïîñàäèë ïî îäèíàêîâîìó êîëè÷åñòâó ðåïîê. Åñëè â îãîðîä çàõî-
äèò Âíó÷êà, òî îíà âûä¼ðãèâàåò ðîâíî 1/3 ðåïîê, èìåþùèõñÿ ê ýòîìó ìîìåíòó.
Åñëè çàõîäèò Æó÷êà, òî îíà âûä¼ðãèâàåò 1/7 ðåïîê, à åñëè çàõîäèò Ìûøêà,
òî îíà âûä¼ðãèâàåò òîëüêî 1/12 ðåïîê. Ê êîíöó íåäåëè íà ïåðâîì îãîðîäå
îñòàëîñü 7 ðåïîê, à íà âòîðîì � 4. Çàõîäèëà ëè Æó÷êà âî âòîðîé îãîðîä?
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Ðåøåíèå. Ïåðâûé ñïîñîá. Êàæäûé ðàç ïîñëå òîãî, êàê â îãîðîä çàõîäèò
Âíó÷êà, íà í¼ì îñòà¼òñÿ 2/3 èìåâøèõñÿ äî òîãî ðåïîê, ïîñëå âèçèòà Æó÷êè
� 6/7, à ïîñëå âèçèòà Ìûøêè � 11/12.

Åñëè áû èçíà÷àëüíîå êîëè÷åñòâî ðåïîê íà ïåðâîì îãîðîäå íå áûëî êðàòíî 7,
òî îíî íå ìîãëî áû ñòàòü êðàòíûì 7. Çíà÷èò, îíî äåëèëîñü íà 7. Â íà÷àëå íà
âòîðîì îãîðîäå áûëî ñòîëüêî æå ðåïîê, ñêîëüêî íà ïåðâîì, à â êîíöå îñòàëîñü
4. Ïîýòîìó â êàêîé-òî ìîìåíò ÷èñëî ðåïîê òàì ïåðåñòàëî äåëèòüñÿ íà 7. Íî
ýòî ìîãëî ñëó÷èòüñÿ òîëüêî ïîñëå âèçèòà Æó÷êè.

Âòîðîé ñïîñîá. Òàê êàê âî âòîðîì îãîðîäå ìåíüøå ðåïîê, òóäà êòî-òî çàõî-
äèë. Ïîäóìàåì, êòî òóäà çàõîäèë ïîñëåäíèì. Ýòî íå ìîãëà áûòü Ìûøêà, òàê
êàê 4 íå äåëèòñÿ íà 11. Ïî àíàëîãè÷íîé ïðè÷èíå ýòî íå ìîãëà áûòü Æó÷êà.
Çíà÷èò, ýòî ìîãëà áûòü òîëüêî Âíó÷êà, è äî å¼ ïðèõîäà íà îãîðîäå áûëî

4 :
2

3
= 6 ðåïîê.

×èñëî ðåïîê äî ïîñåùåíèÿ Âíó÷êè ìåíüøå 7, çíà÷èò, è äî ýòîãî â îãîðîä êòî-
òî çàõîäèë. Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ýòî ìîãëà áûòü
òîëüêî Æó÷êà, è äî å¼ ïðèõîäà íà îãîðîäå áûëî

6 :
6

7
= 7 ðåïîê

.

Çàäà÷à 3.8.16. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2007.6.3) Âîëê ñ òðåìÿ ïîðî-
ñÿòàìè íàïèñàë äåòåêòèâ ¾Òðè ïîðîñ¼íêà-2¿, à ïîòîì âìåñòå ñ Êðàñíîé Øà-
ïî÷êîé è å¼ áàáóøêîé � êóëèíàðíóþ êíèãó ¾Êðàñíàÿ Øàïî÷êà-2¿. Â èçäà-
òåëüñòâå âûäàëè ãîíîðàð çà îáå êíèæêè ïîðîñ¼íêó Íàô�Íàôó. Îí çàáðàë
ñâîþ äîëþ è ïåðåäàë îñòàâøèåñÿ 2100 çîëîòûõ ìîíåò Âîëêó. Ãîíîðàð çà êàæ-
äóþ êíèãó äåëèòñÿ ïîðîâíó ìåæäó å¼ àâòîðàìè. Ñêîëüêî äåíåã Âîëê äîëæåí
âçÿòü ñåáå?

Ðåøåíèå. Çà êíèãó ¾Òðè ïîðîñ¼íêà-2¿ êàæäûé àâòîð äîëæåí ïîëó÷èòü ÷åò-
âåðòü ãîíîðàðà. Íî òàê êàê Íàô-Íàô ñâîþ äîëþ óæå çàáðàë, Âîëêó ïðè÷è-
òàåòñÿ 1/3 îñòàòêà. Çà êíèãó ¾Êðàñíàÿ øàïî÷êà-2¿ åìó òàêæå ïîëàãàåòñÿ 1/3
ãîíîðàðà. Ïîýòîìó âñåãî îí äîëæåí ïîëó÷èòü òðåòü ïåðåäàííîé åìó ñóììû,
òî åñòü, 700 çîëîòûõ ìîíåò.

Çàäà÷à 3.8.17. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2001.6.4) Ðàññòàâüòå ïî êðó-
ãó 6 ðàçëè÷íûõ ÷èñåë òàê, ÷òîáû êàæäîå èç íèõ ðàâíÿëîñü ïðîèçâåäåíèþ äâóõ
ñîñåäíèõ.
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Ðåøåíèå. Åñëè ðÿäîì ïîñòàâèòü ÷èñëà a è b, òî ñëåäóþùèì íàäî ïîñòàâèòü
÷èñëî b : a. Çà íèì 1 : a, ïîòîì 1 : b, è, íàêîíåö, a : b. Ïðè ýòîì

a =
a

b
· b,

è ¾êðóã çàìêíóëñÿ¿. Òàêèå øåñòü ÷èñåë áóäóò óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ çàäà÷è,
åñëè îíè âñå ðàçëè÷íû. Íàïðèìåð, îíè áóäóò òàêèìè, åñëè âçÿòü a = 2, b = 3:

2, 3,
3

2
,

1

2
,

1

3
,

2

3
.

Çàäà÷à 3.8.18. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2010.7.4) Ïðîñûïàÿñü êàæäîå óòðî â 8:30, èñòîïíèê íàáèâàåò ïå÷êó
óãë¼ì äî óïîðà. Ïðè ýòîì îí êëàä¼ò ðîâíî 5 êã óãëÿ. Êàæäûé âå÷åð, ëîæàñü
ñïàòü (à ëîæèòñÿ ñïàòü îí òàêæå â îäíî è òî æå âðåìÿ), îí îïÿòü íàáèâà-
åò ïå÷êó óãë¼ì äî óïîðà è êëàä¼ò ïðè ýòîì ðîâíî 7 êã óãëÿ. Â êàêîå âðåìÿ
èñòîïíèê ëîæèòñÿ ñïàòü?

Ðåøåíèå. Òàê êàê óòðîì â ïå÷êó âëåçàåò 5 êã óãëÿ, à âå÷åðîì � óæå 7 êã,
òî çà âðåìÿ áîäðñòâîâàíèÿ èñòîïíèêà ñãîðàåò 7 êã óãëÿ (5 êã òåõ, êîòîðûå
áûëè ïîëîæåíû óòðîì, è åù¼ 2 êã, óæå ëåæàâøèå â ïå÷êå). Âå÷åðîì â ïå÷êó
êëàäóò 7 êã, ñëåäîâàòåëüíî, çà âðåìÿ ñíà ñãîðàåò 5 êã èç íèõ (÷òîáû óòðîì
ìîæíî áûëî ïîëîæèòü ðîâíî 5 êã óãëÿ) Òàêèì îáðàçîì, ìîìåíòû çàñûïàíèÿ è
ïðîáóæäåíèÿ èñòîïíèêà äåëÿò ñóòêè íà äâå ÷àñòè, äëèíû êîòîðûõ îòíîñÿòñÿ
êàê 7 : 5, òî åñòü íà 14 è 10 ÷àñîâ. Çíà÷èò, èñòîïíèê áîäðñòâóåò 14 ÷àñîâ.
Ñëåäîâàòåëüíî, îí ëîæèòñÿ ñïàòü â 22:30.

Çàäà÷à 3.8.19. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1997.7.5) Â òåñòå ê êàæäî-
ìó âîïðîñó óêàçàíû 5 âàðèàíòîâ îòâåòà. Îòëè÷íèê îòâå÷àåò íà âñå âîïðîñû
ïðàâèëüíî. Êîãäà äâîå÷íèêó óäà¼òñÿ ñïèñàòü, îí îòâå÷àåò ïðàâèëüíî, à â ïðî-
òèâíîì ñëó÷àå � íàóãàä (òî åñòü ñðåäè íåñïèñàííûõ âîïðîñîâ îí ïðàâèëüíî
îòâå÷àåò íà 1/5 ÷àñòü). Âñåãî äâîå÷íèê ïðàâèëüíî îòâåòèë íà ïîëîâèíó âî-
ïðîñîâ. Êàêóþ äîëþ îòâåòîâ åìó óäàëîñü ñïèñàòü?

Ðåøåíèå. Äâîå÷íèê îøèáñÿ â ïîëîâèíå âîïðîñîâ. Ïðè ýòîì ÷èñëî âîïðîñîâ,
â êîòîðûõ îí îøèáñÿ, ðàâíî 4/5 îò ÷èñëà âîïðîñîâ, íà êîòîðûå îí îòâå÷àë
íàóãàä. Çíà÷èò, îí îòâåòèë íàóãàä íà

1

2
· 5
4
=

5

8

îò îáùåãî ÷èñëà âîïðîñîâ. À îòâåòû íà îñòàëüíûå 3
8 âîïðîñîâ îí ñïèñàë.
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Çàäà÷à 3.8.20. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2012.7.5) Âàñÿ íàïèñàë âåð-
íîå óòâåðæäåíèå:

¾Â ýòîé ôðàçå 1/3 âñåõ öèôð � öèôðû 3, à 1/2 âñåõ öèôð � öèôðû 1¿.

À Êîëÿ íàïèñàë ôðàçó:

¾Â ýòîé ôðàçå 1/ . . . âñåõ öèôð � öèôðû ∗, äîëè öèôð ∗ è ∗ îäèíàêîâû è
ðàâíû 1/ . . . , à äîëÿ âñåõ îñòàëüíûõ öèôð ñîñòàâëÿåò 1/ . . .¿.

Âñòàâüòå âìåñòî çâ¼çäî÷åê òðè ðàçíûå öèôðû, à âìåñòî ìíîãîòî÷èé � òðè
ðàçíûõ ÷èñëà òàê, ÷òîáû ïîëó÷èëîñü âåðíîå óòâåðæäåíèå.

Ðåøåíèå. Åñëè êàêîå-òî èç çàìåí¼ííûõ ìíîãîòî÷èåì ÷èñåë õîòÿ áû òð¼õçíà÷-
íîå, òî âñåãî â ýòîé ôðàçå íå ìåíåå 100 öèôð, ÷òî íåâîçìîæíî (òîãäà îäíî
èç ÷èñåë ñîñòîèò ìèíèìóì èç 30 çíàêîâ, íî òîãäà âñåãî öèôð íå ìåíåå 1030
è ò. ä. � ÿñíî, ÷òî òàê áûòü íå ìîæåò). Ïîýòîìó âñå ÷èñëà èëè îäíîçíà÷íûå,
èëè äâóçíà÷íûå, à öèôð âñåãî îò 9 äî 12.

Öèôð ¾1¿ íå ìåíåå 4, èõ äîëÿ íå ìåíåå 4
12 = 1

3 , ïîýòîìó çíàìåíàòåëü ïåðâîé
äðîáè îäíîçíà÷íûé, òî åñòü öèôð ìåíüøå 12.

Âñå çíàìåíàòåëè � äåëèòåëè êîëè÷åñòâà öèôð, áîëüøèå åäèíèöû. Ïîýòîìó
öèôð íå ìîæåò áûòü íè 11 (ó ÷èñëà 11 íåò îòëè÷íûõ îò åäèíèöû îäíîçíà÷íûõ
äåëèòåëåé), íè 9 (÷åòûðå ñëàãàåìûõ âèäà 1

3 è 1
9 â ñóììå íå äàäóò 1).

Çíà÷èò, âñåãî öèôð 10, à äîëÿ öèôð ¾1¿ ðàâíà 1
2 . Îñòàëüíûå äðîáè ìîãóò áûòü

ðàâíû 1
5 è 1

10 . Ñóììà äîëåé äîëæíà áûòü ðàâíà 1:

1

2
+

1

5
+

1

5
+

1

10
.

Â çíàìåíàòåëÿõ ïî ðàçó âñòðåòèëèñü öèôðû 0, 2 è 5, ëþáûå äâå ìîæíî óïîìÿ-
íóòü ÿâíî, òîãäà èõ äîëÿ áóäåò 1

5 , à íà äîëþ åäèíñòâåííîé îñòàâøåéñÿ öèôðû
ïðèä¼òñÿ 1

10 .

Òàêèì îáðàçîì, Êîëÿ íàïèñàë: ¾Â ýòîé ôðàçå 1/2 âñåõ öèôð � öèôðû 1, äîëè
öèôð 2 è 5 îäèíàêîâû è ðàâíû 1/5, à äîëÿ âñåõ îñòàëüíûõ öèôð ñîñòàâëÿåò
1/10¿. (èëè ¾. . . äîëè öèôð 0 è 2 îäèíàêîâû. . . ¿ èëè ¾. . . äîëè öèôð 0 è 5
îäèíàêîâû. . . ¿).

9 Ïðîöåíòû

Çàäà÷à 3.9.6. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàññîâ
� 2015.7.1) Òðè ïèðàòà äåëèëè ìåøîê ìîíåò. Ïåðâûé çàáðàë 3/7 âñåõ ìîíåò,
âòîðîé � 51% îñòàòêà, ïîñëå ÷åãî òðåòüåìó îñòàëîñü íà 8 ìîíåò ìåíüøå, ÷åì
ïîëó÷èë âòîðîé. Ñêîëüêî ìîíåò áûëî â ìåøêå?
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Ðåøåíèå. Òàê êàê âòîðîé ïèðàò çàáðàë 51% ìîíåò, îñòàâøèõñÿ ïîñëå ïåðâîãî,
òî òðåòüåìó ïèðàòó äîñòàëîñü 49% ýòîãî êîëè÷åñòâà. Ñëåäîâàòåëüíî, 8 ìîíåò
ñîñòàâëÿþò 2% ìîíåò, îñòàâøèõñÿ ïîñëå ïåðâîãî ïèðàòà. Çíà÷èò, íà äîëþ âòî-
ðîãî è òðåòüåãî ïðèøëîñü 8 · 50 = 400 ìîíåò, ÷òî ñîñòàâëÿåò 4/7 îò èõ îáùåãî
êîëè÷åñòâà. Òàêèì îáðàçîì, â ìåøêå áûëî

400 :
4

7
= 700 ìîíåò.

Çàäà÷à 3.9.7. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1994.7.1) Çà äâà ãîäà çàâîä
ñíèçèë îáú¼ì âûïóñêàåìîé ïðîäóêöèè íà 51%. Ïðè ýòîì êàæäûé ãîä îáú-
¼ì âûïóñêàåìîé ïðîäóêöèè ñíèæàëñÿ íà îäíî è òî æå ÷èñëî ïðîöåíòîâ. Íà
ñêîëüêî?

Ïîäñêàçêà. Åñëè îáú¼ì âûïóñêàåìîé ïðîäóêöèè ñíèçèëñÿ íà 51%, çíà÷èò, îí
ñîñòàâèë 49% îò èñõîäíîãî, à 49 = 72.

Ðåøåíèå. Ïóñòü çà ãîä âûïóñê ñíèæàëñÿ íà x%. Ïðèíÿâ èñõîäíûé îáú¼ì âû-
ïóñêà ïðîäóêöèè çà 1, ïîëó÷èì, ÷òî ÷åðåç ãîä âûïóñê ïðîäóêöèè ñîñòàâèë

a = 1− x

100
,

à ÷åðåç äâà ãîäà � a2. Îòñþäà a2 = 1 − 0,51 = 0,49, òî åñòü a = 0,7. Çíà÷èò,
îáú¼ì âûïóñêàåìîé ïðîäóêöèè êàæäûé ãîä ñíèæàëñÿ íà 30%.

Çàäà÷à 3.9.8. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1996.6.2) Àëèê, Áîðÿ è Âàñÿ
ñîáèðàëè ãðèáû. Áîðÿ ñîáðàë ãðèáîâ íà 20% áîëüøå, ÷åì Àëèê, íî íà 20%
ìåíüøå, ÷åì Âàñÿ. Íà ñêîëüêî ïðîöåíòîâ áîëüøå Àëèêà ñîáðàë ãðèáîâ Âàñÿ?

Ðåøåíèå. Ïóñòü Áîðÿ ñîáðàë x ãðèáîâ. Òîãäà Àëèê ñîáðàë 0,8x, à Âàñÿ � 1,2x
ãðèáîâ. Òàêèì îáðàçîì, Âàñÿ ñîáðàë ãðèáîâ â 1,2 : 0,8 = 1,5 ðàçà áîëüøå, ÷åì
Àëèê. Ñëåäîâàòåëüíî, Âàñÿ ñîáðàë íà 50% áîëüøå ãðèáîâ, ÷åì Àëèê.

Çàäà÷à 3.9.9. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàññîâ
� 2004.6.2) Îäíî ÷èñëî óâåëè÷èëè íà 2%, à äðóãîå � íà 3%. Ìîãëà ëè ñóììà
óâåëè÷èòüñÿ íà 5%? (×èñëà ñ÷èòàþòñÿ ïîëîæèòåëüíûìè.)

Ðåøåíèå. Ïóñòü íàøè ÷èñëà � x è y, òîãäà:

1,02x+ 1,03y = 1,05(x+ y).

Îòêóäà 0,03x = −0,02y, ÷òî íåâîçìîæíî äëÿ äâóõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë x è
y.
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Çàäà÷à 3.9.10. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2009.6.3) Â ïàðêå ðîñëè ëèïû
è êë¼íû. Êë¼íîâ ñðåäè íèõ áûëî 60%. Âåñíîé â ïàðêå ïîñàäèëè ëèïû, ïîñëå
÷åãî êë¼íîâ ñòàëî 20%. À îñåíüþ ïîñàäèëè êë¼íû, è êë¼íîâ ñòàëî ñíîâà 60%.
Âî ñêîëüêî ðàç óâåëè÷èëîñü êîëè÷åñòâî äåðåâüåâ â ïàðêå çà ãîä?

Ðåøåíèå. Ñíà÷àëà ëèï áûëî â 1,5 ðàçà ìåíüøå, ÷åì êë¼íîâ, à ëåòîì ñòàëî â 4
ðàçà áîëüøå. Ïðè ýòîì êîëè÷åñòâî êë¼íîâ íå èçìåíèëîñü. Çíà÷èò, ëèï ñòàëî
â 1,5 · 4 = 6 ðàç áîëüøå. Ê êîíöó ãîäà îòíîøåíèå ÷èñëà ëèï ê êîëè÷åñòâó
âñåõ äåðåâüåâ ñòàëî òàêèì æå, êàê áûëî â íà÷àëå. Íî îñåíüþ êîëè÷åñòâî ëèï
íå ìåíÿëîñü, çíà÷èò, êîëè÷åñòâî âñåõ äåðåâüåâ (ïî ñðàâíåíèþ ñ èñõîäíûì)
óâåëè÷èëîñü â øåñòü ðàç.

Çàäà÷à 3.9.11. (Òóðíèð Àðõèìåäà � 2015.2) Íà çàâòðàê Ìàëûø è Êàðëñîí
åëè êîíôåòû, ïðè÷åì Êàðëñîí ñúåë âñå ñâîè êîíôåòû, à Ìàëûø òîëüêî 20%
ñâîèõ êîíôåò. Èçâåñòíî, ÷òî âìåñòå îíè ñúåëè 80% âñåõ êîíôåò, èìåâøèõñÿ ó
íèõ äî çàâòðàêà. Ó êîãî èç íèõ äî çàâòðàêà áûëî áîëüøå êîíôåò è âî ñêîëüêî
ðàç?

Ðåøåíèå. Ïåðâûé ñïîñîá. Çàìåòèì, ÷òî 80% êîíôåò, èìåâøèõñÿ ó Ìàëûøà,
ñîñòàâëÿþò 20% îáùåãî êîëè÷åñòâà êîíôåò. Ñëåäîâàòåëüíî, 100% èìåâøèõñÿ
ó Ìàëûøà êîíôåò ñîñòàâëÿþò 25% îáùåãî èõ êîëè÷åñòâà. Îñòàëüíûå 75%
îáùåãî êîëè÷åñòâà êîíôåò � êîíôåòû Êàðëñîíà. Ñëåäîâàòåëüíî, ó Êàðëñîíà
ïåðâîíà÷àëüíî áûëî â 3 ðàçà áîëüøå êîíôåò, ÷åì ó Ìàëûøà.

Âòîðîé ñïîñîá. Ïóñòü ó Ìàëûøà x êîíôåò, à ó Êàðëñîíà y êîíôåò, òîãäà
âñåãî ñúåäåíî 0,2x+ y êîíôåò.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñúåäåííûõ êîíôåò � 0,8(x+ y). Ïîëó÷àåì óðàâíåíèå:

0,2x+ y = 0,8(x+ y).

Îòêóäà 2y = 6x èëè y = 3x. Ñëåäîâàòåëüíî, ó Êàðëñîíà êîíôåò áîëüøå â 3
ðàçà.

Çàäà÷à 3.9.12. (Òóðíèð Àðõèìåäà � 2011.2) Ó Ôåäè â äíåâíèêå íà 10% áîëü-
øå äâîåê, ÷åì ó Ëèçû. Ôåäÿ èñïðàâèë 10% ñâîèõ äâîåê, à Ëèçà � 1% ñâîèõ.
Ó êîãî èç íèõ îñòàëîñü áîëüøå íåèñïðàâëåííûõ äâîåê?

Ðåøåíèå. Ïóñòü x � êîëè÷åñòâî äâîåê ó Ëèçû, òîãäà ó Ôåäè 1,1x äâîåê. Êî-
ëè÷åñòâî íåèñïðàâëåííûõ äâîåê ó Ôåäè � 0,9 ·1,1x = 0,99x, à ó Ëèçû � 0,99x.
Çíà÷èò, ó Ôåäè è Ëèçû îñòàëîñü îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî íåèñïðàâëåííûõ äâî-
åê.

Çàäà÷à 3.9.13. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2001.7.2) Ïðèõîäÿ â òèð, èã-
ðîê âíîñèò â êàññó 100 ðóáëåé. Ïîñëå êàæäîãî óäà÷íîãî âûñòðåëà êîëè÷åñòâî
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åãî äåíåã óâåëè÷èâàåòñÿ íà 10%, à ïîñëå êàæäîãî ïðîìàõà � óìåíüøàåòñÿ íà
10%. Ìîãëî ëè ïîñëå íåñêîëüêèõ âûñòðåëîâ ó èãðîêà îêàçàòüñÿ 80 ðóáëåé 19
êîïååê?

Ïîäñêàçêà. 8019 = 9 · 9 · 9 · 11.

Ðåøåíèå. Óâåëè÷åíèå íà 10% îçíà÷àåò óìíîæåíèå íà 1,1. Óìåíüøåíèå íà 10%
îçíà÷àåò óìíîæåíèå íà 0,9. Òàê êàê 8019 = 729 · 11 = 9 · 9 · 9 · 11, òî ïîñëå òð¼õ
ïðîìàõîâ è îäíîãî ïîïàäàíèÿ ó èãðîêà áóäåò 100·(0,9)3 ·1,1 = 80,19 ðóáëåé.

Çàäà÷à 3.9.14. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1998.7.2) Â áàíàíîâîé ðåñ-
ïóáëèêå ïðîøëè âûáîðû â ïàðëàìåíò, â êîòîðîì ó÷àñòâîâàëè âñå æèòåëè.
Âñå ãîëîñîâàâøèå çà ïàðòèþ ¾Ìàíäàðèí¿ ëþáÿò ìàíäàðèíû. Ñðåäè ãîëîñî-
âàâøèõ çà äðóãèå ïàðòèè 90% íå ëþáÿò ìàíäàðèíû. Ñêîëüêî ïðîöåíòîâ ãîëî-
ñîâ íàáðàëà ïàðòèÿ ¾Ìàíäàðèí¿ íà âûáîðàõ, åñëè ðîâíî 46% æèòåëåé ëþáÿò
ìàíäàðèíû?

Ïîäñêàçêà. Íàéäèòå äâóìÿ ñïîñîáàìè, ñêîëüêî ÷åëîâåê ëþáÿò ìàíäàðèíû.

Ðåøåíèå. Ïóñòü âñ¼ íàñåëåíèå ðåñïóáëèêè � N ÷åëîâåê, èç íèõ çà ¾Ìàíäà-
ðèí¿ ïðîãîëîñîâàëî M ÷åëîâåê. Òîãäà, ñ îäíîé ñòîðîíû, ìàíäàðèíû ëþáÿò
0,46N ÷åëîâåê, à ñ äðóãîé, ýòî ÷èñëî ðàâíî ÷èñëó ïðîãîëîñîâàâøèõ çà ¾Ìàí-
äàðèí¿ ïëþñ 10% îò îñòàâøèõñÿ, òî åñòü 0,1 · (N −M). Îòñþäà

M + 0, 1(N −M) = 0,46N,

èëè 0,9M = 0,36N . Èòàê,
M

N
=

0,36

0,9
= 0,4.

Çíà÷èò, ïàðòèÿ ¾Ìàíäàðèí¿ íàáðàëà íà âûáîðàõ 40% ãîëîñîâ.

Çàäà÷à 3.9.15. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1991.7.3) Â íà÷àëå ãîäà âèí-
òèêè, øïóíòèêè è ãàå÷êè ïðîäàâàëèñü ïî îäèíàêîâîé öåíå 1 ðóáëü çà 1 êã. 27
ôåâðàëÿ Âåðõîâíûé Ñîâåò ÑÑÑÐ ïðèíÿë çàêîí î ïîâûøåíèè öåíû íà âèíòèêè
íà 50% è ñíèæåíèè öåíû íà øïóíòèêè íà 50%. 28 ôåâðàëÿ Âåðõîâíûé Ñîâåò
ÐÑÔÑÐ ïðèíÿë çàêîí î ñíèæåíèè öåíû íà âèíòèêè íà 50% è ïîâûøåíèè öå-
íû íà øïóíòèêè íà 50%. Êàêîé òîâàð áóäåò ñàìûì äîðîãèì è êàêîé ñàìûì
äåø¼âûì â ìàðòå?

Ðåøåíèå. Öåíà íà ãàå÷êè íå èçìåíèòñÿ, è îíè îêàæóòñÿ ñàìûìè äîðîãèìè, à
âèíòèêè è øïóíòèêè áóäóò ñòîèòü ïî 75 êîï.
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Çàäà÷à 3.9.16. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2014.7.4) Â íà÷àëå ãîäà â 7 êëàññå ó÷èëèñü 25 ÷åëîâåê. Ïîñëå òîãî, êàê
òóäà ïðèøëè ñåìåðî íîâåíüêèõ, ïðîöåíòíûé ñîñòàâ îòëè÷íèêîâ óâåëè÷èëñÿ
íà 10 (åñëè â íà÷àëå ãîäà îí áûë a%, òî òåïåðü � (a+ 10)%). Ñêîëüêî òåïåðü
îòëè÷íèêîâ â êëàññå?

Ðåøåíèå. Ïóñòü â êëàññå áûëî x îòëè÷íèêîâ, à ïðèøëî åù¼ y îòëè÷íèêîâ. Èç
óñëîâèÿ ñëåäóåò ðàâåíñòâî:

x+
y

32
− x

25
= 0,1.

Èçáàâèâøèñü îò çíàìåíàòåëåé, ïîëó÷èì: 25y − 7x = 80. Ñëåäîâàòåëüíî,

7x = 5 · (5y − 16).

Îòñþäà âèäíî, ÷òî 5y − 16 äåëèòñÿ íà 7. Ïîýòîìó íà 7 äåëèòñÿ è

(5y − 16) + 21 = 5 · (y + 1).

Çíà÷èò, y + 1 êðàòíî 7. Òàê êàê y 6 7, òî y = 6. Òàêèì îáðàçîì, x = 10, à
îòëè÷íèêîâ ñòàëî 16.

Çàäà÷à 3.9.17. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2008.7.6) Òîëñòûé âûïóñê ãàçåòû ñòîèò 30 ðóáëåé, à òîíêèé � äåøåâëå.
Äëÿ ïåíñèîíåðîâ óñòàíîâëåíà ñêèäêà íà îäíî è òî æå êîëè÷åñòâî ïðîöåíòîâ
íà âñå ãàçåòû, ïîýòîìó òîíêèé âûïóñê òîé æå ãàçåòû îíè ïîêóïàþò çà 15
ðóáëåé. Èçâåñòíî, ÷òî â ëþáîì ñëó÷àå ãàçåòà ñòîèò öåëîå êîëè÷åñòâî ðóáëåé.
Ñêîëüêî ñòîèò òîíêàÿ ãàçåòà áåç ñêèäêè è ñêîëüêî ñòîèò òîëñòàÿ ãàçåòà äëÿ
ïåíñèîíåðîâ?

Ðåøåíèå. Ïóñòü òîëñòàÿ ãàçåòà äëÿ ïåíñèîíåðîâ ñòîèò 30k ðóáëåé (k < 1), à
ïîëíàÿ ñòîèìîñòü òîíêîé ãàçåòû � x ðóáëåé (x < 30).

Òîãäà kx = 15, 30kx = 450. Ïî óñëîâèþ 30k è x � öåëûå ÷èñëà, ïîýòîìó x �
äåëèòåëü ÷èñëà 450 = 2 ·32 ·52, ïðè÷¼ì 15 < x < 30. Îòñþäà x = 25 èëè x = 18.
Çíà÷èò, òîíêàÿ ãàçåòà áåç ñêèäêè è òîëñòàÿ ãàçåòà äëÿ ïåíñèîíåðîâ ñòîÿò ëèáî
25 ðóáëåé è 18 ðóáëåé, ëèáî 18 ðóáëåé è 25 ðóáëåé ñîîòâåòñòâåííî.

Çàäà÷à 3.9.18. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2010.6.8) Áóðàòèíî çàêîïàë íà Ïîëå ×óäåñ äâà ñëèòêà � çîëîòîé è
ñåðåáðÿíûé. Â òå äíè, êîãäà ïîãîäà õîðîøàÿ, çîëîòîé ñëèòîê óâåëè÷èâàåòñÿ
íà 30%, à ñåðåáðÿíûé � íà 20%. À â òå äíè, êîãäà ïîãîäà ïëîõàÿ, çîëîòîé ñëè-
òîê óìåíüøàåòñÿ íà 30%, à ñåðåáðÿíûé � íà 20%. ×åðåç íåäåëþ îêàçàëîñü,
÷òî îäèí èç ñëèòêîâ óâåëè÷èëñÿ, à äðóãîé óìåíüøèëñÿ. Ñêîëüêî äíåé áûëà
õîðîøàÿ ïîãîäà?
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Ðåøåíèå. Óâåëè÷åíèå ÷èñëà íà 20% ðàâíîñèëüíî åãî óìíîæåíèþ íà 1,2, à
óìåíüøåíèå ÷èñëà íà 20% � åãî óìíîæåíèþ íà 0,8 (äëÿ 30% � ñîîòâåòñòâåííî
íà 1,3 è 0,7). Ïîýòîìó ðåçóëüòàò íå çàâèñèò îò ÷åðåäîâàíèÿ õîðîøåé è ïëîõîé
ïîãîäû, à òîëüêî îò êîëè÷åñòâà õîðîøèõ è ïëîõèõ äíåé.

Ïîñëå îäíîãî õîðîøåãî è îäíîãî ïëîõîãî äíÿ îáà ñëèòêà óìåíüøàþòñÿ:
1,2 ·0,8 < 1 è 1,3 ·0,7 < 1. (Ýòî óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ ëþáîãî êîëè÷åñòâà ïðî-
öåíòîâ.) Ýòî çíà÷èò, ÷òî ïîñëå òð¼õ õîðîøèõ è òð¼õ ïëîõèõ äíåé îáà ñëèòêà
óìåíüøèëèñü.

Ñëåäîâàòåëüíî, õîðîøèõ äíåé � íå ìåíüøå ÷åòûð¼õ. Âàðèàíò ñ ÷åòûðüìÿ
õîðîøèìè äíÿìè ïîäõîäèò: çîëîòîé ñëèòîê óìåíüøàåòñÿ, à ñåðåáðÿíûé óâå-
ëè÷èâàåòñÿ. Äåéñòâèòåëüíî, 1,24 · 0,83 > 1, à 1,34 · 0,73 < 1.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîñëå äâóõ õîðîøèõ è îäíîãî ïëîõîãî äíÿ çîëîòîé ñëè-
òîê óâåëè÷èâàåòñÿ. Çíà÷èò, îí óâåëè÷èâàåòñÿ òàêæå ïîñëå ÷åòûð¼õ õîðîøèõ
è äâóõ ïëîõèõ äíåé, è òåì áîëåå ïîñëå ïÿòè õîðîøèõ è äâóõ ïëîõèõ. Òàêèì
îáðàçîì, åñëè õîðîøèõ äíåé ïÿòü è áîëåå, òî çîëîòîé ñëèòîê ðàñò¼ò. Ïîýòîìó
òîëüêî ïðè ÷åòûð¼õ õîðîøèõ äíÿõ îäèí ñëèòîê ðàñò¼ò, à äðóãîé óìåíüøàåò-
ñÿ.

Çàäà÷à 3.9.19. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2014.6.8) Âàñÿ ïîëîæèë íåêóþ ñóììó â ðóáëÿõ â áàíê ïîä 20% ãîäîâûõ.
Ïåòÿ âçÿë äðóãóþ ñóììó â ðóáëÿõ, ïåðåâ¼ë å¼ â äîëëàðû è ïîëîæèë â áàíê
ïîä 10% ãîäîâûõ. Çà ãîä öåíà îäíîãî äîëëàðà â ðóáëÿõ óâåëè÷èëàñü íà 9,5%.
Êîãäà ÷åðåç ãîä Ïåòÿ ïåðåâ¼ë ñâîé âêëàä â ðóáëè, òî îêàçàëîñü, ÷òî çà ãîä Âà-
ñÿ è Ïåòÿ ïîëó÷èëè îäèíàêîâóþ ïðèáûëü. Ó êîãî ïåðâîíà÷àëüíî áûëà ñóììà
áîëüøå � ó Âàñè èëè ó Ïåòè?

Ðåøåíèå. Òîëüêî çà ñ÷¼ò ïîâûøåíèÿ êóðñà äîëëàðà Ïåòÿ ïîëó÷èë 9,5% ïðè-
áûëè. Êðîìå òîãî, îí ïîëó÷èë 10% ïðèáûëè îò áàíêà è 10 · 0,095 = 0,95%
ïðèáûëè çà ñ÷¼ò ïåðåâîäà ýòîé ïðèáûëè â ðóáëè. Èòîãî îí ïîëó÷èë 20,45%
ïðèáûëè � áîëüøå, ÷åì 20%, êîòîðûå ïîëó÷èë Âàñÿ. Çíà÷èò, èñõîäíûé êàïè-
òàë ó Âàñè áûë áîëüøå.

10 Ñìåñè è êîíöåíòðàöèè

Çàäà÷à 3.10.5. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2005.6.5) Áóôåò÷èê äåëàåò ìîëî÷íî�âèøí¼âûé êîêòåéëü, ñìåøèâàÿ â
ìèêñåðå ìîëîêî è âèøí¼âûé ñîê. Ìîëîêî ñòîèò 20 ðóáëåé çà ëèòð, à âèøí¼-
âûé ñîê � 30 ðóáëåé çà ëèòð. Èçâåñòíî, ÷òî ñòîèìîñòü ìîëîêà, çàëèâàåìîãî
â ìèêñåð, ðàâíà ñòîèìîñòè ñîêà, çàëèâàåìîãî â ìèêñåð. Ñêîëüêî ñòîèò ëèòð
ìîëî÷íî�âèøí¼âîãî êîêòåéëÿ?
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Ðåøåíèå. Ïåðâûé ñïîñîá. Ïóñòü áóôåò÷èê çàëèâàåò â ìèêñåð x ëèòðîâ ñîêà.
Ñòîèìîñòü x ë ñîêà ñîñòàâëÿåò 30x ðóáëåé. Çíà÷èò, ñòîèìîñòü ìîëîêà, çàëè-
âàåìîãî â ìèêñåð òîæå ñîñòàâëÿåò 30x ðóáëåé. Ïîñêîëüêó ëèòð ìîëîêà ñòîèò
20 ðóáëåé, òî 30x ðóáëåé ñîîòâåòñòâóþò 1,5x ë ñîêà. Â ðåçóëüòàòå áóôåò÷èê
ïîëó÷àåò x + 1,5x ë êîêòåéëÿ îáùåé ñòîèìîñòüþ 30x + 30x ðóáëåé. ×òîáû
óçíàòü öåíó çà ëèòð ìîëî÷íî�âèøí¼âîãî êîêòåéëÿ, íàäî ñòîèìîñòü êîêòåéëÿ
ðàçäåëèòü íà åãî îáú¼ì, ò. å. 60x ðàçäåëèòü íà 2,5x, ïîëó÷èòñÿ 24 ðóáëÿ.

Âòîðîé ñïîñîá. Íà ðóáëü â ìèêñåð çàëèâàåòñÿ 1/20 ëèòðà ìîëîêà, è åù¼
íà ðóáëü � 1/30 ëèòðà ñîêà. Òàêèì îáðàçîì, ñòîèìîñòü îáîèõ êîìïîíåíòîâ
îäèíàêîâà, ïðè÷¼ì íà 2 ðóáëÿ ïîëó÷àåòñÿ

1

20
+

1

30
=

1

12
ëèòðà

êîêòåéëÿ, ïîýòîìó ëèòð êîêòåéëÿ ñòîèò 2 · 12 = 24 ðóáëÿ.

Çàäà÷à 3.10.6. (Ìîñêîâñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà � 1994.8.1) Êîîïå-
ðàòèâ ïîëó÷àåò ÿáëî÷íûé è âèíîãðàäíûé ñîê â îäèíàêîâûõ áèäîíàõ è âûïóñ-
êàåò ÿáëî÷íî-âèíîãðàäíûé íàïèòîê â îäèíàêîâûõ áàíêàõ. Îäíîãî áèäîíà ÿá-
ëî÷íîãî ñîêà õâàòàåò ðîâíî íà 6 áàíîê íàïèòêà, à îäíîãî áèäîíà âèíîãðàäíîãî
� ðîâíî íà 10. Êîãäà ðåöåïòóðó íàïèòêà èçìåíèëè, îäíîãî áèäîíà ÿáëî÷íî-
ãî ñîêà ñòàëî õâàòàòü ðîâíî íà 5 áàíîê íàïèòêà. Íà ñêîëüêî áàíîê íàïèòêà
õâàòèò òåïåðü îäíîãî áèäîíà âèíîãðàäíîãî ñîêà? (Íàïèòîê âîäîé íå ðàçáàâ-
ëÿåòñÿ.)

Ðåøåíèå. Ïåðâûé ñïîñîá. Íà áàíêó íàïèòêà óõîäèò 1/6 áèäîíà ÿáëî÷íîãî
è 1/10 áèäîíà âèíîãðàäíîãî ñîêà, çíà÷èò, îáú¼ì áàíêè ðàâåí

1

6
+

1

10
=

4

15

îáú¼ìà áèäîíà. Ïîñëå èçìåíåíèÿ ðåöåïòóðû íà áàíêó íàïèòêà óõîäèò 1/5 áè-
äîíà ÿáëî÷íîãî ñîêà è

4

15
− 1

5
=

1

15

áèäîíà âèíîãðàäíîãî ñîêà.

Âòîðîé ñïîñîá.Íà 30 áàíîê íàïèòêà áûëî çàòðà÷åíî ïÿòü áèäîíîâ ÿáëî÷íîãî
è òðè áèäîíà âèíîãðàäíîãî ñîêà, òî åñòü âñåãî 8 áèäîíîâ. Ïî íîâîé ðåöåïòóðå
íà 30 áàíîê çàòðàòÿò 6 áèäîíîâ ÿáëî÷íîãî ñîêà. Çíà÷èò, âèíîãðàäíîãî ñîêà
çàòðàòÿò äâà áèäîíà. Èòàê, áèäîíà âèíîãðàäíîãî ñîêà õâàòèò íà 15 áàíîê.

Çàäà÷à 3.10.7. (Ðåãèîíàëüíûé ýòàï îëèìïèàäû èì. Ëåîíàðäà Ýéëåðà �
2011.8.3) Èìåþòñÿ òðè ëèòðîâûõ áàíêè è ìåðêà îáú¼ìîì 100 ìë. Ïåðâàÿ áàí-
êà ïóñòà, âî âòîðîé � 700 ìë ñëàäêîãî ÷àÿ, â òðåòüåé � 800 ìë ñëàäêîãî ÷àÿ.
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Ïðè ýòîì âî âòîðîé áàíêå ðàñòâîðåíî 50 ã ñàõàðà, à â òðåòüåé � 60 ã ñàõà-
ðà. Ðàçðåøàåòñÿ íàáðàòü èç ëþáîé áàíêè ïîëíóþ ìåðêó ÷àÿ è ïåðåëèòü âåñü
ýòîò ÷àé â ëþáóþ äðóãóþ áàíêó. Ìîæíî ëè íåñêîëüêèìè òàêèìè ïåðåëèâàíè-
ÿìè äîáèòüñÿ, ÷òîáû ïåðâàÿ áàíêà áûëà ïóñòà, à êîëè÷åñòâî ñàõàðà âî âòîðîé
áàíêå ðàâíÿëîñü êîëè÷åñòâó ñàõàðà â òðåòüåé áàíêå?

Ðåøåíèå. Èñõîäíàÿ êîíöåíòðàöèÿ ñàõàðà âî âòîðîé áàíêå ñîñòàâëÿåò 50/700 =
= 1/14, à â òðåòüåé � 60/800 = 3/40. Ïîñêîëüêó 3/40 > 1/14, ïîñëå ëþáûõ
ïåðåëèâàíèé êîíöåíòðàöèÿ ñàõàðà â êàæäîé íåïóñòîé áàíêå áóäåò íå áîëüøå
3/40. Çàìåòèì, ÷òî ïîñëå ëþáûõ ïåðåëèâàíèé êîëè÷åñòâî ÷àÿ â êàæäîé áàíêå
êðàòíî 100 ìë. Ïîýòîìó åñëè âåñü ÷àé îêàçàëñÿ âî âòîðîé è òðåòüåé áàíêàõ, òî
â îäíîé èç íèõ åãî íå áîëüøå 700 ìë. Äîïóñòèì, â íåé îêàçàëàñü ïîëîâèíà âñåãî
ñàõàðà. Òîãäà åãî êîíöåíòðàöèÿ â íåé íå ìåíüøå ÷åì 55/700 = 11/140 > 3/40,
÷òî íåâîçìîæíî.

11 Ïðîãðåññèè è çàêîíîìåðíîñòè

Çàäà÷à 3.11.5. (Ìóíèöèïàëüíûé ýòàï Âñåðîññèéñêîé îëèìïèàäû øêîëüíè-
êîâ � 2011/2012.11.1) Áåñêîíå÷íàÿ âîçðàñòàþùàÿ àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåñ-
ñèÿ òàêîâà, ÷òî ïðîèçâåäåíèå êàæäûõ äâóõ ðàçëè÷íûõ å¼ ÷ëåíîâ � òàêæå
÷ëåí ýòîé ïðîãðåññèè. Äîêàæèòå, ÷òî âñå å¼ ÷ëåíû � öåëûå ÷èñëà.

Ðåøåíèå. Ïóñòü a � îäèí èç ÷ëåíîâ ïðîãðåññèè, à d � å¼ ðàçíîñòü. Ïî óñëî-
âèþ, ÷èñëà a · (a + d) è a · (a + 2d) � òàêæå ÷ëåíû ïðîãðåññèè. Çíà÷èò, èõ
ðàçíîñòü èìååò âèä nd ïðè íåêîòîðîì öåëîì n, òî åñòü ad = nd. Ïîñêîëüêó
d > 0, ïîëó÷àåì a = n, òî åñòü a � öåëîå ÷èñëî.

Çàäà÷à 3.11.6. (Òóðíèð èì. Ëîìîíîñîâà � 1982.04) à) Äàíî øåñòü íàòóðàëü-
íûõ ÷èñåë. Âñå îíè ðàçëè÷íû è äàþò â ñóììå 22. Íàéòè ýòè ÷èñëà è äîêàçàòü,
÷òî äðóãèõ íåò.

á) Òîò æå âîïðîñ ïðî 100 ÷èñåë, äàþùèõ â ñóììå 5051.

Ðåøåíèå. Ðàñïîëîæèì ÷èñëà â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ. Òîãäà î÷åâèäíî, ÷òî
êàæäîå ÷èñëî áóäåò áîëüøå ñâîåãî íîìåðà. Íàéä¼ì ñóììó íîìåðîâ âñåõ ÷èñåë:

à) 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 = 21;
á) 1 + 2 + . . .+ 100 = 5050.

Ïîñëåäíþþ ñóììó ìîæíî ïîñ÷èòàòü ñëåäóþùèì ñïîñîáîì: (1 + 100) + (2 +
99) + . . .+ (50 + 51) = 50 · 101 = 5050.
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Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ýòà ñóììà íà åäèíèöó ìåíüøå ñóììû ñàìèõ ÷èñåë. Çíà÷èò,
îäíî ÷èñëî íà åäèíèöó áîëüøå ñâîåãî íîìåðà, à îñòàëüíûå � ðàâíû åìó. ×èñ-
ëîì, áîëüøèì ñâîåãî íîìåðà, ìîæåò áûòü òîëüêî ïîñëåäíåå. Äåéñòâèòåëüíî,
åñëè êàêîå-òî ÷èñëî áîëüøå ñâîåãî íîìåðà, òî âñå ïîñëåäóþùèå ÷èñëà òîæå
áîëüøå ñâîåãî íîìåðà. Ïîýòîìó èñêîìûìè ÷èñëàìè áóäóò:

à) 1, 2, 3, 4, 5, 7;
á) 1, 2, . . . , 99, 101.

Çàäà÷à 3.11.7. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1993.6.1) Èíîïëàíåòÿíèí ñî
çâåçäû Òàó Êèòà, ïðèëåòåâ íà Çåìëþ â ïîíåäåëüíèê, âîñêëèêíóë: ¾À!¿. Âî
âòîðíèê îí âîñêëèêíóë: ¾ÀÓ!¿, â ñðåäó � ¾ÀÓÓÀ!¿, â ÷åòâåðã � ¾ÀÓÓÀÓÀ-
ÀÓ!¿. ×òî îí âîñêëèêíåò â ñóááîòó?

Ïîäñêàçêà. Ðàçáåéòå ¾ñëåäóþùåå¿ âûñêàçûâàíèå ïîïîëàì è ñðàâíèòå ñ
¾ïðåäûäóùèì¿.

Ðåøåíèå. Ðàçáèâ ¾ñëåäóþùåå¿ âûñêàçûâàíèå íà äâå ðàâíûå ÷àñòè, ìû âè-
äèì, ÷òî ïåðâàÿ ïîëîâèíà ñîâïàäàåò ñ ¾ïðåäûäóùèì¿, à âòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ
èç ïðåäûäóùåãî ¾îòðàæåíèåì â çåðêàëå¿, òî åñòü çàìåíîé áóêâ À íà áóêâû Ó
è íàîáîðîò. Çíà÷èò, â ñóááîòó èíîïëàíåòÿíèí âîñêëèêíåò ¾ÀÓÓÀÓÀÀÓÓÀÀ-
ÓÀÓÓÀÓÀÀÓÀÓÓÀÀÓÓÀÓÀÀÓ!¿.

Çàäà÷à 3.11.8. (Òóðíèð èì. Ëîìîíîñîâà � 1999.02) Íà êëåò÷àòîé áóìàãå
íàðèñîâàíà ôèãóðà: â âåðõíåì ðÿäó � îäíà êëåòî÷êà, âî âòîðîì ñâåðõó � òðè
êëåòî÷êè, â ñëåäóþùåì ðÿäó � 5 êëåòî÷åê, è ò. ä., âñåãî ðÿäîâ � n. Äîêàæèòå,
÷òî îáùåå ÷èñëî êëåòî÷åê åñòü êâàäðàò íåêîòîðîãî ÷èñëà.

Ðåøåíèå. Íà ðèñóíêå ïîêàçàíî, êàê ôèãóðó, îïèñàííóþ â óñëîâèè çàäà÷è, ðàç-
ðåçàòü íà äâå ÷àñòè (êâàäðàòû â îäíîé èç ÷àñòåé ïåðå÷¼ðêíóòû) è èç ýòèõ
÷àñòåé ñëîæèòü êâàäðàò. Êîëè÷åñòâî êëåòî÷åê â êâàäðàòå, íàðèñîâàííîì íà
êëåò÷àòîé áóìàãå, î÷åâèäíî, ðàâíî êâàäðàòó êîëè÷åñòâà êëåòîê, ðàñïîëîæåí-
íûõ âäîëü åãî ñòîðîíû.

Òàêèì îáðàçîì, ìû íå òîëüêî ïîêàçàëè, ÷òî êîëè÷åñòâî êëåòî÷åê ðàâíî êâàä-
ðàòó íåêîòîðîãî ÷èñëà (÷òî òðåáîâàëîñü â óñëîâèè çàäà÷è), íî è íàøëè ýòî
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÷èñëî n, òî åñòü ïîêàçàëè, ÷òî

1 + 3 + 5 + 7 + . . .+ (2n− 1) = n2 (n > 0).

12 Íåðàâåíñòâà â òåêñòîâûõ çàäà÷àõ

Çàäà÷à 3.12.5. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2003.6.1) Êàññèð ïðîäàë âñå áèëåòû â ïåðâûé ðÿä êèíîòåàòðà, ïðè÷¼ì
ïî îøèáêå íà îäíî èç ìåñò áûëî ïðîäàíî äâà áèëåòà. Ñóììà íîìåðîâ ìåñò íà
âñåõ ýòèõ áèëåòàõ ðàâíà 857. Íà êàêîå ìåñòî ïðîäàíî äâà áèëåòà?

Ðåøåíèå. Âûÿñíèì, ñêîëüêî ìåñò ìîãëî áûòü â ïåðâîì ðÿäó. Âî-ïåðâûõ, èõ
íå áîëüøå 40, òàê êàê ñóììà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îò 1 äî 41 ðàâíà 861. Âî-
âòîðûõ, èõ íå ìåíüøå 40, òàê êàê ñóììà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îò 1 äî 39 ðàâíà
780, è äàæå ïîñëå ïðèáàâëåíèÿ ê íåé 39, ðåçóëüòàò áóäåò ìåíüøå 857. Çíà÷èò,
â ïåðâîì ðÿäó ðîâíî 40 ìåñò. Òåïåðü íåñëîæíî îïðåäåëèòü, íà êàêîå ìåñòî
áûë ïðîäàí ëèøíèé áèëåò:

1 + . . .+ 40 = 820, 857− 820 = 37.

Ñëåäîâàòåëüíî, äâà áèëåòà áûëî ïðîäàíî íà òðèäöàòü ñåäüìîå ìåñòî.

Çàäà÷à 3.12.6. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2017.6.1;7.1) Â Ñòðàíå äóðàêîâ õîäÿò ìîíåòû â 1, 2, 3, . . . , 19, 20 ñîëüäî
(äðóãèõ íåò). Ó Áóðàòèíî áûëà îäíà ìîíåòà. Îí êóïèë ìîðîæåíîå è ïîëó÷èë
îäíó ìîíåòó ñäà÷è. Ñíîâà êóïèë òàêîå æå ìîðîæåíîå è ïîëó÷èë ñäà÷ó òðå-
ìÿ ìîíåòàìè ðàçíîãî äîñòîèíñòâà. Áóðàòèíî õîòåë êóïèòü òðåòüå òàêîå æå
ìîðîæåíîå, íî äåíåã íå õâàòèëî. Ñêîëüêî ñòîèò ìîðîæåíîå?

Ðåøåíèå. Ñäà÷à òðåìÿ ðàçíûìè ìîíåòàìè ñîñòàâëÿåò íå ìåíüøå, ÷åì 1 + 2+
3 = 6 ñîëüäî. Òàê êàê ýòèõ äåíåã íå õâàòèëî íà ìîðîæåíîå, òî îíî ñòîèò íå
ìåíüøå 7 ñîëüäî.

Áîëüøå 7 ñîëüäî ìîðîæåíîå ñòîèòü íå ìîæåò, èíà÷å íà äâà ìîðîæåíûõ Áó-
ðàòèíî ïîòðàòèë áû íå ìåíüøå 8 + 8 = 16 ñîëüäî, íî ó íåãî áûëà âñåãî îäíà
ìîíåòà, òî åñòü íå áîëüøå 20 ñîëüäî, è òîãäà îí íå ñìîã áû ïîëó÷èòü 6 ñîëüäî
ñäà÷è. Çíà÷èò, ìîðîæåíîå ìîæåò ñòîèòü òîëüêî 7 ñîëüäî. Ïðè ýòîì ïðîöåññ
ïëàòû çà ìîðîæåíîå âûãëÿäåë òàê:

20− 7 = 13, 13− 7 = 6 = 1 + 2 + 3.
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Çàäà÷à 3.12.7. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2016.7.2) Â êîìíàòå ó Ïàïû Êàðëî íà êàæäîé ñòåíå âèñÿò ÷àñû, ïðè÷¼ì
îíè âñå ïîêàçûâàþò íåâåðíîå âðåìÿ: ïåðâûå ÷àñû îøèáàþòñÿ íà 2 ìèíóòû,
âòîðûå � íà 3 ìèíóòû, òðåòüè � íà 4 ìèíóòû è ÷åòâ¼ðòûå � íà 5 ìèíóò.
Îäíàæäû Ïàïà Êàðëî, âûõîäÿ íà óëèöó, ðåøèë óçíàòü òî÷íîå âðåìÿ è óâè-
äåë òàêèå ïîêàçàíèÿ ÷àñîâ: 14:54, 14:57, 15:02 è 15:03. Ïîìîãèòå Ïàïå Êàðëî
îïðåäåëèòü òî÷íîå âðåìÿ.

Ðåøåíèå. Ïîêàçàíèÿ ïåðâûõ è ÷åòâ¼ðòûõ ÷àñîâ ðàçëè÷àþòñÿ íà 9 ìèíóò. Çíà-
÷èò, èç íèõ îäíè îøèáàþòñÿ íà 4 ìèíóòû, à äðóãèå � íà 5 ìèíóò. Ñëåäîâà-
òåëüíî, òî÷íîå âðåìÿ: 14:59 èëè 14:58.

Â ïåðâîì ñëó÷àå âòîðûå ÷àñû íà 2 ìèíóòû îòñòàþò, à òðåòüè íà òðè ìèíóòû
ñïåøàò. Ýòî íå ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ çàäà÷è.

Âòîðîé ñëó÷àé íåâîçìîæåí, òàê êàê ÷àñû, ïîêàçûâàþùèå 14:57, îøèáàþòñÿ
ðîâíî íà 1 ìèíóòó, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.

Çàäà÷à 3.12.8. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2012.7.2) Íà êàðòå îáîçíà÷åíû 4 äåðåâíè: A, B, C è D, ñîåäèí¼ííûå
òðîïèíêàìè (ñ ðèñóíîê). Â ñïðàâî÷íèêå óêàçàíî, ÷òî íà ìàðøðóòàõ A−B−C
è B − C −D åñòü ïî 10 êîëäîáèí, íà ìàðøðóòå A−B −D êîëäîáèí 22, à íà
ìàðøðóòå A − D − B êîëäîáèí 45. Òóðèñòû õîòÿò äîáðàòüñÿ èç A â D òàê,
÷òîáû íà èõ ïóòè áûëî êàê ìîæíî ìåíüøå êîëäîáèí. Ïî êàêîìó ìàðøðóòó
èì íàäî äâèãàòüñÿ?

Ðåøåíèå. Ñóùåñòâóåò òðè âîçìîæíûõ ìàðøðóòà èç A â D:

1. A−D;
2. A−B −D;
3. A−B − C −D.

Èç òîãî, ÷òî íà ìàðøðóòå A − B − D íàõîäÿòñÿ 22 êîëäîáèíû, ñëåäóåò, ÷òî
íà òðîïèíêå B − D èõ íå áîëüøå, ÷åì 22. Çíà÷èò, èç 45 êîëäîáèí ìàðøðóòà
A−D−B íå ìåíüøå, ÷åì 23 êîëäîáèíû íàõîäÿòñÿ íà òðîïèíêå A−D. Òàêèì
îáðàçîì, ìàðøðóò 2 âûãîäíåå ìàðøðóòà 1.

Òàê êàê íà ìàðøðóòå A−B−C åñòü 10 êîëäîáèí, òî íà òðîïèíêå A−B èõ íå
áîëüøå 10. Çíà÷èò, èç 22 êîëäîáèí ìàðøðóòà A−B −D íå ìåíåå äâåíàäöàòè
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ïðèõîäèòñÿ íà òðîïèíêó B −D. Íî íà ó÷àñòêå B −C −D åñòü òîëüêî 10 êîë-
äîáèí, ïîýòîìó îí âûãîäíåå, ÷åì B−D. Èòàê, ìàðøðóò 3 âûãîäíåå ìàðøðóòà
2. Ñëåäîâàòåëüíî, òóðèñòàì íóæíî äâèãàòüñÿ ïî ìàðøðóòó A−B−C−D.

Çàäà÷à 3.12.9. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2006.6.3) Ñàøà ïðèãëàñèë
Ïåòþ â ãîñòè, ñêàçàâ, ÷òî æèâ¼ò â 10-ì ïîäúåçäå â êâàðòèðå �333, à ýòàæ
ñêàçàòü çàáûë. Ïîäîéäÿ ê äîìó, Ïåòÿ îáíàðóæèë, ÷òî äîì äåâÿòèýòàæíûé.
Íà êàêîé ýòàæ åìó ñëåäóåò ïîäíÿòüñÿ? (Íà êàæäîì ýòàæå ÷èñëî êâàðòèð
îäèíàêîâî, íîìåðà êâàðòèð â äîìå íà÷èíàþòñÿ ñ åäèíèöû.)

Ðåøåíèå. Åñëè íà ýòàæå íå áîëåå òð¼õ êâàðòèð, òî â äåñÿòè ïîäúåçäàõ èõ íå
áîëåå, ÷åì 10 · 9 · 3 = 270, òî åñòü â 10-ì ïîäúåçäå êâàðòèðû �333 íå áóäåò.

Åñëè íà ýòàæå íå ìåíåå ïÿòè êâàðòèð, òî óæå â äåâÿòè ïîäúåçäàõ áóäåò íå
ìåíåå, ÷åì 9 · 9 · 5 = 405 êâàðòèð, òî åñòü Ñàøèíà êâàðòèðà áóäåò íå â 10-ì
ïîäúåçäå. Çíà÷èò, êâàðòèð íà ýòàæå 4, â ïåðâûõ äåâÿòè ïîäúåçäàõ 9 ·9 ·4 = 324
êâàðòèðû.

Òîãäà â 10-ì ïîäúåçäå êâàðòèðû íà÷èíàþòñÿ ñ 325-é. Íà âòîðîì ýòàæå îíè
íà÷íóòñÿ ñ 329-é, íà òðåòüåì � ñ 333-é. Òàêèì îáðàçîì, Ïåòå íóæíî ïîäíÿòüñÿ
íà òðåòèé ýòàæ.

Çàäà÷à 3.12.10. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2001.6.3) Íàòàøà è Èííà
êóïèëè ïî îäèíàêîâîé êîðîáêå ÷àÿ â ïàêåòèêàõ. Èçâåñòíî, ÷òî îäíîãî ïàêåòèêà
õâàòàåò íà äâå èëè òðè ÷àøêè ÷àÿ. Ýòîé êîðîáêè Íàòàøå õâàòèëî íà 41 ÷àøêó
÷àÿ, à Èííå � íà 58. Ñêîëüêî ïàêåòèêîâ áûëî â êîðîáêå?

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî â êîðîáêå íå ìîãëî áûòü ìåíüøå 20 ïàêåòèêîâ: åñëè
èõ õîòÿ áû 19, òî Èííà íå ñìîæåò âûïèòü áîëüøå 19 · 3 = 57 ÷àøåê, à îíà
âûïèëà 58.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â êîðîáêå íå ìîãëî áûòü áîëüøå 20 ïàêåòèêîâ: åñëè èõ õîòÿ
áû 21, òî Íàòàøà íå ìîãëà âûïèòü ìåíüøå 21 ·2 = 42 ÷àøåê, à îíà âûïèëà 41.

Òåì ñàìûì, â êîðîáêå áûëî 20 ïàêåòèêîâ: Èííà çàâàðèëà 18 ïàêåòèêîâ ïî òðè
ðàçà è äâà ïàêåòèêà ïî äâà ðàçà, à Íàòàøà çàâàðèëà îäèí ïàêåòèê òðè ðàçà è
19 ïàêåòèêîâ ïî äâà ðàçà.

Çàäà÷à 3.12.11. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1997.6.3;7.4) Â êîðçèíå ëå-
æàò 30 ãðèáîâ � ðûæèêîâ è ãðóçäåé. Èçâåñòíî, ÷òî ñðåäè ëþáûõ 12 ãðèáîâ
èìååòñÿ õîòÿ áû îäèí ðûæèê, à ñðåäè ëþáûõ 20 ãðèáîâ � õîòÿ áû îäèí ãðóçäü.
Ñêîëüêî ðûæèêîâ è ñêîëüêî ãðóçäåé â êîðçèíå?

Ïîäñêàçêà. Îáðàòèòå âíèìàíèå: ñðåäè ëþáûõ 12 ãðèáîâ èìååòñÿ õîòÿ áû îäèí
ðûæèê.
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Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó ñðåäè ëþáûõ 12 ãðèáîâ èìååòñÿ õîòÿ áû îäèí ðûæèê,
òî ãðóçäåé íå ìîæåò áûòü áîëüøå 11. À ïîñêîëüêó ñðåäè ëþáûõ 20 ãðèáîâ �
õîòÿ áû îäèí ãðóçäü, òî ðûæèêîâ íå ìîæåò áûòü áîëüøå 19.

Íî ïîñêîëüêó âñåãî â êîðçèíå 30 ãðèáîâ, òî åäèíñòâåííûé âîçìîæíûé âàðè-
àíò � â êîðçèíå 19 ðûæèêîâ è 11 ãðóçäåé.

Çàäà÷à 3.12.12. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2011.6.3) Âîëøåáíûì ñ÷èòàåòñÿ ìîìåíò, â êîòîðûé ÷èñëî ìèíóò
íà ýëåêòðîííûõ ÷àñàõ ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì ÷àñîâ. ×òîáû ñâàðèòü âîëøåáíîå
çåëüå, åãî íàäî è ïîñòàâèòü íà îãîíü, è ñíÿòü ñ îãíÿ â âîëøåáíûå ìîìåíòû. À
÷òîáû îíî ïîëó÷èëîñü âêóñíûì, åãî íàäî âàðèòü îò ïîëóòîðà äî äâóõ ÷àñîâ.
Ñêîëüêî âðåìåíè âàðèòñÿ âêóñíîå âîëøåáíîå çåëüå?

Ðåøåíèå. ×èñëî ÷àñîâ íà ýëåêòðîííûõ ÷àñàõ ðàâíî ÷èñëó ìèíóò 23 ðàçà â
ñóòêè:

00:00, 01:01, 02:02, . . . , 21:21, 22:22, 23:23.

Åñëè ìû íàõîäèìñÿ â ïðåäåëàõ îäíèõ ñóòîê, òî ðàçíèöà ìåæäó ýòèìè ÷èñëàìè
ðàâíà ëèáî 1 ÷àñó 1 ìèíóòå, ëèáî 2 ÷àñàì 2 ìèíóòàì, è òàê äàëåå. Òî åñòü, åñëè
çåëüå âàðèòñÿ áåç ïåðåõîäà ÷åðåç ïîëíî÷ü, òî îíî íå ìîæåò áûòü âêóñíûì.

Ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ïîëíî÷ü ìîæíî äâóìÿ ñïîñîáàìè ïîëó÷èòü ðàçíèöó âðåìå-
íè îò ïîëóòîðà äî äâóõ ÷àñîâ: íà÷àòü â 22:22 è çàêîí÷èòü â 00:00 èëè íà÷àòü
â 23:23 è çàêîí÷èòü â 01:01. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ çåëüå íóæíî âàðèòü 1 ÷àñ 38
ìèíóò.

Çàäà÷à 3.12.13. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2006.6.3) Ïÿòåðî äðóçåé ñêèíóëèñü íà ïîêóïêó. Ìîæåò ëè îêàçàòüñÿ
òàê, ÷òî ëþáûå äâà äðóãà â ñóììå âíåñëè ìåíåå òðåòè ñòîèìîñòè ïîêóïêè?

Ðåøåíèå. Ïóñòü äðóçüÿ âíåñëè a, b, c, d è e ðóáëåé ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà
îáùàÿ ñóììà S âíåñ¼ííûõ äåíåã ðàâíà a+ b+ c+ d+ e.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êàæäûå äâà äðóãà âíåñëè ìåíüøå, ÷åì S/3 ðóáëåé. Òîãäà
êàæäîå èç ÷èñåë a+b, b+c, c+d, d+e è e+a ìåíüøå S/3. Ñêëàäûâàÿ, ïîëó÷èì
2 · (a+ b+ c+ d+ e) < 5S/3, òî åñòü 6S < 5S. Ïðîòèâîðå÷èå.

Çàäà÷à 3.12.14. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2001.7.3) Äëÿ ïîñòðîéêè
òèïîâîãî äîìà íå õâàòàëî ìåñòà. Àðõèòåêòîð èçìåíèë ïðîåêò: óáðàë äâà ïîäú-
åçäà è äîáàâèë òðè ýòàæà. Ïðè ýòîì êîëè÷åñòâî êâàðòèð óâåëè÷èëîñü. Îí îá-
ðàäîâàëñÿ è ðåøèë óáðàòü åù¼ äâà ïîäúåçäà è äîáàâèòü åù¼ òðè ýòàæà. Ìîãëî
ëè ïðè ýòîì êâàðòèð ñòàòü äàæå ìåíüøå, ÷åì â òèïîâîì ïðîåêòå? (Â êàæäîì
ïîäúåçäå îäèíàêîâîå ÷èñëî ýòàæåé è íà âñåõ ýòàæàõ âî âñåõ ïîäúåçäàõ îäè-
íàêîâîå ÷èñëî êâàðòèð.)
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Ðåøåíèå. Ïóñòü â èñõîäíîì ïðîåêòå áûëî 5 ïîäúåçäîâ, 2 ýòàæà è íà êàæäîì
ýòàæå ïî îäíîé êâàðòèðå. Òîãäà êâàðòèð áûëî 10. Ïîñëå èçìåíåíèÿ ïðîåêòà
ñòàëî 3 ïîäúåçäà è 5 ýòàæåé � 15 êâàðòèð, à ïîñëå âòîðîãî èçìåíåíèÿ � 1
ïîäúåçä è 8 ýòàæåé � 8 êâàðòèð. Òàêèì îáðàçîì, êâàðòèð ìîãëî ñòàòü ìåíüøå.

Çàäà÷à 3.12.15. (Òóðíèð Àðõèìåäà � 2016.3) Âàñÿ è Ïåòÿ çàäóìàëè ïî 5
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ïðè÷¼ì âñå 10 çàäóìàííûõ ÷èñåë îêàçàëèñü ðàçëè÷íûìè.
Ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå ÷èñåë Âàñèíîãî íàáîðà ðàâíî íàèáîëüøåìó ÷èñëó
Ïåòèíîãî íàáîðà. Ìîæåò ëè ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå ÷èñåë Ïåòèíîãî íàáîðà
áûòü ðàâíî:

à) íàèìåíüøåìó ÷èñëó Âàñèíîãî íàáîðà;
á) íàèáîëüøåìó ÷èñëó Âàñèíîãî íàáîðà?

Ðåøåíèå. à) Ìîæåò, íàïðèìåð. ×èñëà Âàñè: 6, 8, 11, 12 è 13. Ñðåäíåå àðèô-
ìåòè÷åñêîå: 10. ×èñëà Ïåòè: 1, 3, 7, 9 è 10. Ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå: 6.

á) Ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå ìåíüøå ñàìîãî áîëüøîãî èç ÷èñåë. Çíà÷èò, ñàìîå
áîëüøîå ÷èñëî Âàñè áîëüøå ñàìîãî áîëüøîãî ÷èñëà Ïåòè. Ñðåäíåå àðèôìå-
òè÷åñêîå Âàñè ìåíüøå ñàìîãî áîëüøîãî ÷èñëà Âàñè, êîòîðîå áîëüøå ñàìîãî
áîëüøîãî ÷èñëà Ïåòè. Ðàâåíñòâî íåâîçìîæíî.

Çàäà÷à 3.12.16. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2009.7.3) Ï¼òð Ïåòðîâè÷ è Èâàí Èâàíîâè÷ åõàëè âìåñòå â ïîåçäå.
Êàæäûé èç íèõ ñíà÷àëà ñìîòðåë â îêíî, ïîòîì ÷èòàë ãàçåòó, ïîòîì ðàçãàäû-
âàë êðîññâîðä è ïîä êîíåö ïèë ÷àé. Òîëüêî ó Ïåòðà Ïåòðîâè÷à íà êàæäîå
ñëåäóþùåå çàíÿòèå óõîäèëî âäâîå áîëüøå âðåìåíè, ÷åì íà ïðåäûäóùåå, à ó
Èâàíà Èâàíîâè÷à � â 4 ðàçà. Íà÷àëè ñìîòðåòü â îêíî îíè îäíîâðåìåííî è êîí-
÷èëè ïèòü ÷àé òàêæå îäíîâðåìåííî. ×òî äåëàë Ï¼òð Ïåòðîâè÷, êîãäà Èâàí
Èâàíîâè÷ ïðèñòóïèë ê êðîññâîðäó?

Ðåøåíèå. Ïóñòü Ï¼òð Ïåòðîâè÷ ñìîòðåë â îêíî x ìèíóò, à Èâàí Èâàíîâè÷
� y ìèíóò. Òîãäà x + 2x + 4x + 8x = y + 4y + 16y + 64y, òî åñòü 15x = 85y.
Èâàí Èâàíîâè÷ íà÷àë ðàçãàäûâàòü êðîññâîðä ÷åðåç 5y = 15x/17 ìèíóò. Ýòî
ìåíüøå, ÷åì x, çíà÷èò, Ï¼òð Ïåòðîâè÷ â ýòî âðåìÿ ñìîòðåë â îêíî.

Çàäà÷à 3.12.17. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2016.6.4) Â êëàññå ó÷àòñÿ 27 ÷åëîâåê, íî íà óðîê ôèçêóëüòóðû
ïðèøëè íå âñå. Ó÷èòåëü ðàçáèë ïðèøåäøèõ íà äâå ðàâíûå ïî ÷èñëåííîñòè
êîìàíäû äëÿ èãðû â ïèîíåðáîë. Ïðè ýòîì â ïåðâîé êîìàíäå áûëà ïîëîâèíà
âñåõ ïðèøåäøèõ ìàëü÷èêîâ è òðåòü âñåõ ïðèøåäøèõ äåâî÷åê, à âî âòîðîé �
ïîëîâèíà âñåõ ïðèøåäøèõ äåâî÷åê è ÷åòâåðòü âñåõ ïðèøåäøèõ ìàëü÷èêîâ.
Îñòàëüíûå ïðèøåäøèå ðåáÿòà ïîìîãàëè ñóäèòü. Ñêîëüêî ïîìîùíèêîâ ìîãëî
áûòü ó ñóäüè?
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Ðåøåíèå. Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî êîëè÷åñòâî ïðèøåäøèõ äåâî÷åê êðàòíî 6, à
êîëè÷åñòâî ïðèøåäøèõ ìàëü÷èêîâ êðàòíî 4. Îáîçíà÷èì ýòè êîëè÷åñòâà ÷åðåç
6d è 4m ñîîòâåòñòâåííî. Òàê êàê ÷èñëåííîñòü äâóõ êîìàíä áûëà îäèíàêîâîé,
òî 2m+ 2d = 3d+m, îòêóäà m = d.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî 6d+ 4m < 27, òî åñòü 10d < 27, ïîëó÷èì

m = d = 1 èëè m = d = 2.

Òàê êàê ñóäüå ïîìîãàëè øåñòàÿ ÷àñòü äåâî÷åê è ÷åòâåðòü ìàëü÷èêîâ, òî êîëè-
÷åñòâî ïîìîùíèêîâ ðàâíî m+d. Çíà÷èò, èõ áûëî ëèáî äâîå, ëèáî ÷åòâåðî.

Çàäà÷à 3.12.18. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2013.6.4) Åñëè êàæäîé äåâî÷êå äàòü ïî îäíîé øîêîëàäêå, à êàæäî-
ìó ìàëü÷èêó ïî äâå, òî øîêîëàäîê õâàòèò. À åñëè êàæäîìó ìàëü÷èêó äàòü ïî
îäíîé øîêîëàäêå, à êàæäîé äåâî÷êå ïî äâå, òî èõ íå õâàòèò. À åñëè äåâî÷êàì
íå äàâàòü âîîáùå, òî õâàòèò ëè êàæäîìó ìàëü÷èêó ïî òðè øîêîëàäêè?

Ðåøåíèå. Âûäàäèì êàæäîìó ðåá¼íêó ïî îäíîé øîêîëàäêå. Èç óñëîâèÿ ñëå-
äóåò, ÷òî äîáàâêè ïî îäíîé øîêîëàäêå ìàëü÷èêàì õâàòèò, à äåâî÷êàì � íåò.
Ñëåäîâàòåëüíî, äåâî÷åê áîëüøå, ÷åì ìàëü÷èêîâ. Äîáàâèì ìàëü÷èêàì ïî øî-
êîëàäêå. Òåïåðü îòáåð¼ì âñå øîêîëàäêè ó äåâî÷åê; èõ ñ ëèõâîé õâàòèò íà åù¼
îäíó äîáàâêó ìàëü÷èêàì.

Çàäà÷à 3.12.19. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2010.7.4) Â êîíêóðñå ïåíèÿ
ó÷àñòâîâàëè Ïåòóõ, Âîðîíà è Êóêóøêà. Êàæäûé ÷ëåí æþðè ïðîãîëîñîâàë çà
îäíîãî èç òð¼õ èñïîëíèòåëåé. Äÿòåë ïîäñ÷èòàë, ÷òî â æþðè áûëî 59 ñóäåé,
ïðè÷¼ì çà Ïåòóõà è Âîðîíó áûëî â ñóììå ïîäàíî 15 ãîëîñîâ, çà Âîðîíó è
Êóêóøêó � 18 ãîëîñîâ, çà Êóêóøêó è Ïåòóõà � 20 ãîëîñîâ. Äÿòåë ñ÷èòàåò
ïëîõî, íî êàæäîå èç ÷åòûð¼õ íàçâàííûõ èì ÷èñåë îòëè÷àåòñÿ îò ïðàâèëüíîãî
íå áîëåå ÷åì íà 13. Ñêîëüêî ñóäåé ïðîãîëîñîâàëè çà Âîðîíó?

Ðåøåíèå. ×èñëî ãîëîñîâ, ïîäàííûõ çà Ïåòóõà è Âîðîíó, íå ìîæåò áûòü áîëü-
øå 15 + 13 = 28. Àíàëîãè÷íî çà Âîðîíó è Êóêóøêó â ñóììå íå ìîæåò áûòü
ïîäàíî áîëüøå 18 + 13 = 31 ãîëîñà, à çà Êóêóøêó è Ïåòóõà � íå áîëüøå
20 + 13 = 33 ãîëîñîâ.

Ñëîæèâ ýòè òðè ðåçóëüòàòà, ìû îöåíèì ñâåðõó óäâîåííîå ÷èñëî âñåõ ãîëîñîâ.
Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî ÷ëåíîâ æþðè íå áîëüøå (28 + 31 + 33) : 2 = 46. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, èç ïåðâîãî îáúÿâëåíèÿ Äÿòëà îíî íå ìåíüøå 59−13 = 46. Òåì
ñàìûì, ÷ëåíîâ æþðè ðîâíî 46, à âñå íåðàâåíñòâà íà ñàìîì äåëå îáðàùàþòñÿ
â ðàâåíñòâà.

×èñëî ïðîãîëîñîâàâøèõ çà Âîðîíó ìîæíî íàéòè êàê ðàçíîñòü îáùåãî ÷èñëà
÷ëåíîâ æþðè è ñóììû ïðîãîëîñîâàâøèõ çà Êóêóøêó è Ïåòóõà: 46 − 33 = 13
ñóäåé.
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Çàäà÷à 3.12.20. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1993.6.5) Äÿäÿ Ô¼äîð, êîò
Ìàòðîñêèí, Øàðèê è ïî÷òàëüîí Ïå÷êèí ñèäÿò íà ñêàìåéêå. Åñëè Øàðèê,
ñèäÿùèé ñïðàâà îò âñåõ, ñÿäåò ìåæäó Äÿäåé Ô¼äîðîì è êîòîì, òî êîò ñòàíåò
êðàéíèì ñëåâà. Â êàêîì ïîðÿäêå îíè ñèäÿò?

Ïîäñêàçêà. Ìàòðîñêèí è äî ïåðåñàäêè áûë êðàéíèì ñëåâà.

Ðåøåíèå. Ïî óñëîâèþ, êðàéíèé ñïðàâà � ýòî Øàðèê. Â ÷àñòíîñòè, îí ñèäèò
ïðàâåå Ìàòðîñêèíà. Ïîñëå ïåðåñàäêè Øàðèêà ñëåâà îò Ìàòðîñêèíà íèêîãî íå
îêàçàëîñü. Çíà÷èò, òàì íèêîãî è íå áûëî! Òî åñòü, êðàéíèé ñëåâà � ýòî Ìàò-
ðîñêèí. Ðÿäîì ñ íèì ïî óñëîâèþ � Äÿäÿ Ô¼äîð. Íó à ïîòîì, íà åäèíñòâåííîì
îñòàâøåìñÿ ñâîáîäíûì ìåñòå � ïî÷òàëüîí.

Çíà÷èò, îíè ñèäÿò ñëåâà íàïðàâî â ñëåäóþùåì ïîðÿäêå: êîò Ìàòðîñêèí, Äÿäÿ
Ô¼äîð, ïî÷òàëüîí Ïå÷êèí, Øàðèê.

Çàäà÷à 3.12.21. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2008.6.5) Ó ïàïû Êàðëî åñòü 130 äîùå÷åê. Èç 5 äîùå÷åê îí ìî-
æåò ñäåëàòü èãðóøå÷íóþ ìåëüíèöó, èç 7 äîùå÷åê � ïàðîõîä, èç 14 äîùå÷åê
� ñàìîë¼ò. Ñàìîë¼ò ñòîèò 19 çîëîòûõ, ïàðîõîä � 8 çîëîòûõ, ìåëüíèöà � 6
çîëîòûõ. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî çîëîòûõ ìîæåò çàðàáîòàòü ïàïà Êàð-
ëî?

Ðåøåíèå. Íà îäèí ñàìîë¼ò èäóò òå æå 14 äîùå÷åê, ÷òî è íà äâà ïàðîõîäà,
íî ñàìîë¼ò ïðèíîñèò áîëüøèé äîõîä. Ïîýòîìó íå èìååò ñìûñëà äåëàòü áîëåå
îäíîãî ïàðîõîäà.

Èç 15 äîùå÷åê ìîæíî ñäåëàòü òðè ìåëüíèöû (äîõîä 18 çîëîòûõ) èëè ñàìîë¼ò
(äîõîä 19 çîëîòûõ, à ëèøíÿÿ äîùå÷êà íå ïîâðåäèò). Ïîýòîìó èìååò ñìûñë
äåëàòü íå áîëåå äâóõ ìåëüíèö.

Ñëåäîâàòåëüíî, íà ïàðîõîäû è ìåëüíèöû ïàïå Êàðëî ñëåäóåò ïîòðàòèòü íå
áîëåå 7 + 2 · 5 = 17 äîùå÷åê. Ïîýòîìó ñàìîë¼òîâ íàäî ñäåëàòü 8 èëè 9.

Âî âòîðîì ñëó÷àå ìû ïîëó÷èì òîëüêî 9 ñàìîë¼òîâ, â ïåðâîì ïîìèìî 8 ñà-
ìîë¼òîâ äîùå÷åê õâàòèò åù¼ íà äâå ìåëüíèöû è ïàðîõîä (÷òî ñòîèò äîðîæå
ñàìîë¼òà). Èòîãî ïàïà Êàðëî çàðàáîòàåò 8 · 19 + 2 · 6 + 8 = 172 çîëîòûõ.

Çàäà÷à 3.12.22. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2009.7.5) Àëè�Áàáà è 40 ðàçáîéíèêîâ äåëÿò äîáû÷ó. Äåë¼æ ñ÷è-
òàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì, åñëè ëþáûì 30 ó÷àñòíèêàì äîñòà¼òñÿ â ñóììå íå ìåíåå
ïîëîâèíû äîáû÷è. Êàêàÿ íàèáîëüøàÿ äîëÿ ìîæåò äîñòàòüñÿ Àëè�Áàáå ïðè
ñïðàâåäëèâîì äåëåæå?

Ðåøåíèå. Âûáåðåì ñðåäè ðàçáîéíèêîâ 30 íàèáîëåå áåäíûõ. Îíè â ñóììå ïî-
ëó÷èëè íå áîëåå 3/4 òîãî, ÷òî äîñòàëîñü âñå ðàçáîéíèêàì. Ïðè ýòîì, òàê êàê
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ó íèõ (ïî óñëîâèþ) ïî êðàéíåé ìåðå ïîëîâèíà äîáû÷è, ó âñåõ ñîðîêà ðàçáîé-
íèêîâ áóäåò õîòÿ áû

4

3
· 1
2
=

2

3

äîáûòîãî áîãàòñòâà.

Ïóñòü Àëè�Áàáà âîçüì¼ò òðåòü äîáû÷è, ñîðîê ðàçáîéíèêîâ � ïîðîâíó, òî åñòü
ïî

4

3
: 40 =

1

60

äîáû÷è. Òîãäà ó ëþáûõ 30 ðàçáîéíèêîâ ðîâíî ïîëîâèíà äîáû÷è, à ó ëþáûõ 29
ïëþñ ó Àëè�Áàáû � åù¼ áîëüøå.

Çàäà÷à 3.12.23. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1994.6.6) Âñÿ ñåìüÿ âûïèëà
ïî ïîëíîé ÷àøêå êîôå ñ ìîëîêîì, ïðè÷¼ì Êàòÿ âûïèëà ÷åòâåðòü âñåãî ìîëîêà
è øåñòóþ ÷àñòü âñåãî êîôå. Ñêîëüêî ÷åëîâåê â ñåìüå?

Ïîäñêàçêà. Ïîäóìàéòå, õâàòèëî áû âñåì êîôå è ìîëîêà, åñëè áû â ñåìüå áûëî
7 ÷åëîâåê.

Ðåøåíèå. Îáú¼ì ÷åòûð¼õ ÷àøåê ðàâåí îáú¼ìó âñåãî ìîëîêà ïëþñ 2/3 îáú¼ìà
êîôå, òî åñòü ìåíüøå îáùåãî îáú¼ìà ìîëîêà è êîôå. Çíà÷èò, â ñåìüå áîëüøå
÷åòûð¼õ ÷åëîâåê. À îáú¼ì øåñòè ÷àøåê áîëüøå îáùåãî îáú¼ìà ìîëîêà è êîôå,
çíà÷èò, â ñåìüå ìåíüøå øåñòè ÷åëîâåê. Ñëåäîâàòåëüíî, â ñåìüå 5 ÷åëîâåê.

Çàäà÷à 3.12.24. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2003.6.6) Íà êàæäîì êèëîìåòðå ìåæäó ñ¼ëàìè Ìàðüèíî è Ðîùè-
íî ñòîèò ñòîëá ñ òàáëè÷êîé, íà îäíîé ñòîðîíå êîòîðîé íàïèñàíî ðàññòîÿíèå
äî Ìàðüèíî, íà äðóãîé � ðàññòîÿíèå äî Ðîùèíî. Îñòàíàâëèâàÿñü ó êàæäîãî
ñòîëáà, Áîáèê çàìåòèë, ÷òî åñëè ñëîæèòü âñå öèôðû, çàïèñàííûå íà îáåèõ
ñòîðîíàõ òàáëè÷êè, òî ïîëó÷èòñÿ 13. Íàéäèòå ðàññòîÿíèå ìåæäó ñ¼ëàìè.

Ðåøåíèå. Ðàññòîÿíèå ìåæäó ñ¼ëàìè íå ìîæåò áûòü áîëüøå, ÷åì 49 êèëîìåò-
ðîâ, òàê êàê òîãäà íà îäíîì èç ñòîëáîâ áóäåò íàïèñàíî ñ îäíîé ñòîðîíû 49, à
ñ äðóãîé � íå 0, òî åñòü, ñóììà öèôð áóäåò áîëüøå 13.

Íà ïåðâûõ äåâÿòè ñòîëáàõ ñ îäíîé ñòîðîíû çàïèñàíû îäíîçíà÷íûå ÷èñëà îò
1 äî 9, ïîýòîìó ÷èñëà, çàïèñàííûå ñ äðóãîé ñòîðîíû, òàêæå äîëæíû áûòü èç
îäíîãî äåñÿòêà (÷òîáû ñóììû öèôð áûëè îäèíàêîâû). Ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìîå
ðàññòîÿíèå âûðàæàåòñÿ ÷èñëîì, îêàí÷èâàþùèìñÿ íà 9. ×èñëà 9, 19, 29 è 39
ðåøåíèÿìè íå ÿâëÿþòñÿ, òàê êàê íà ïåðâîì ñòîëáå ñóììà öèôð íå áóäåò ðàâíà
13.

Òàêèì îáðàçîì, èñêîìîå ðàññòîÿíèå ðàâíî 49 êèëîìåòðàì.
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Çàäà÷à 3.12.25. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2016.6.7) Âàñÿ æèâ¼ò â ìíîãîêâàðòèðíîì äîìå. Â êàæäîì ïîäúåçäå
äîìà îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî ýòàæåé, íà êàæäîì ýòàæå ïî ÷åòûðå êâàðòèðû,
êàæäàÿ êâàðòèðà èìååò îäíî-, äâó- èëè òð¼õçíà÷íûé íîìåð. Âàñÿ çàìåòèë,
÷òî êîëè÷åñòâî êâàðòèð ñ äâóçíà÷íûì íîìåðîì ó íåãî â ïîäúåçäå â äåñÿòü
ðàç áîëüøå êîëè÷åñòâà ïîäúåçäîâ â äîìå. Ñêîëüêî âñåãî êâàðòèð ìîæåò áûòü
â ýòîì äîìå?

Ðåøåíèå. Òàê êàê äâóçíà÷íûõ íîìåðîâ êâàðòèð íå áîëüøå, ÷åì 90, òî êîëè-
÷åñòâî ïîäúåçäîâ íå áîëüøå, ÷åì 9. Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.

Ïóñòü âñå äâóçíà÷íûå íîìåðà êâàðòèð íàõîäÿòñÿ â Âàñèíîì ïîäúåçäå. Òîãäà
Âàñÿ æèâ¼ò â ïåðâîì ïîäúåçäå, êâàðòèð â í¼ì íå ìåíüøå, ÷åì 100, çíà÷èò,
ýòàæåé â äîìå íå ìåíüøå 25. Ñëåäîâàòåëüíî â äîìå 9 ïîäúåçäîâ, â êàæäîì
èç êîòîðûõ ìîæåò áûòü ïî 100, ïî 104 èëè ïî 108 êâàðòèð (112 · 9 > 1000).
Çíà÷èò, âñåãî êâàðòèð â äîìå 900, 936 èëè 972.

Ïóñòü íå âñå äâóçíà÷íûå íîìåðà êâàðòèð íàõîäÿòñÿ â Âàñèíîì ïîäúåçäå. Îáî-
çíà÷èâ êîëè÷åñòâî ïîäúåçäîâ ÷åðåç n, ïîëó÷èì, ÷òî ó íåãî â ïîäúåçäå 10n
êâàðòèð ñ äâóçíà÷íûìè íîìåðàìè, ãäå n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî îò 1 äî 8. Åñëè
ýòîò ïîäúåçä ïåðâûé, òî â í¼ì åñòü îäíîçíà÷íûå íîìåðà êâàðòèð, ïîýòîìó â
Âàñèíîì ïîäúåçäå èõ 10n+ 9, ÷òî íå äåëèòñÿ íà 4. Ïðîòèâîðå÷èå.

Ñëåäîâàòåëüíî, â Âàñèíîì ïîäúåçäå íå ìîæåò áûòü 80, 70, 60 èëè 50 êâàðòèð ñ
äâóçíà÷íûìè íîìåðàìè (òàêèå êîëè÷åñòâà áûâàþò òîëüêî â ïåðâîì ïîäúåçäå).
Åñëè æå â ýòîì ïîäúåçäå åñòü êâàðòèðû ñ òð¼õçíà÷íûìè íîìåðàìè, òî âî
âñåõ ïðåäûäóùèõ ïîäúåçäàõ â ñóììå 99 − 10n êâàðòèð, ÷òî íå äåëèòñÿ íà 4.
Ïðîòèâîðå÷èå.

Òàêèì îáðàçîì, â Âàñèíîì ïîäúåçäå åñòü òîëüêî äâóçíà÷íûå íîìåðà êâàðòèð.
Åñëè èõ 40, òî ïîäúåçäîâ 4, è â êàæäîì ïî 40 êâàðòèð. Òîãäà â äîìå: 40 · 4 =
160 êâàðòèð. Åñëè æå èõ íå áîëüøå, ÷åì 30, òî ïîäúåçäîâ íå áîëåå òð¼õ, à
êâàðòèð íå áîëüøå, ÷åì 90, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî â äîìå åñòü êâàðòèðû
ñ òð¼õçíà÷íûìè íîìåðàìè.

Çíà÷èò, â Âàñèíîì äîìå ìîæåò áûòü 160, 900, 936 èëè 972 êâàðòèð.

Çàäà÷à 3.12.26. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2006.6.7) Èëüÿ Ìóðîìåö ïîìíèò, ÷òî íà òî, ÷òîáû íåéòðàëèçîâàòü
10-ãîëîâîãî îãíåäûøàùåãî äðàêîíà, äîñòàòî÷íî ÷åòûð¼õ îãíåòóøèòåëåé. À
äëÿ òîãî, ÷òîáû íåéòðàëèçîâàòü 16-ãîëîâîãî äðàêîíà, äîñòàòî÷íî ñåìè îãíå-
òóøèòåëåé. Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî îãíåòóøèòåëåé íóæíî äëÿ òîãî,
÷òîáû íåéòðàëèçîâàòü 19-ãîëîâîãî äðàêîíà?

Ðåøåíèå. Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî äëÿ íåéòðàëèçàöèè 20-ãîëîâîãî äðàêîíà
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õâàòèò âîñüìè îãíåòóøèòåëåé. Ñëåäîâàòåëüíî, òàêîãî êîëè÷åñòâà îãíåòóøè-
òåëåé õâàòèò è äëÿ íåéòðàëèçàöèè 19-ãîëîâîãî äðàêîíà.

Äîêàæåì, ÷òî ñåìè îãíåòóøèòåëåé áóäåò íåäîñòàòî÷íî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî
íå òàê, òî åñòü, äëÿ íåéòðàëèçàöèè 19-ãîëîâîãî äðàêîíà ñåìè îãíåòóøèòåëåé
õâàòèò. Ïîñêîëüêó íà íåéòðàëèçàöèþ 16-ãîëîâîãî äðàêîíà òðåáóåòñÿ íå ìåíåå
ñåìè îãíåòóøèòåëåé, òî äëÿ íåéòðàëèçàöèè òð¼õ ãîëîâ äîëæíî õâàòèòü ìåíåå
îäíîãî îãíåòóøèòåëÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íà êàæäóþ ãîëîâó òðàòèòñÿ ìåíåå
1/3 îãíåòóøèòåëÿ, òî åñòü íà 16 ãîëîâ � ìåíåå 16/3, à çíà÷èò ìåíüøå, ÷åì 6
îãíåòóøèòåëåé. Ïðîòèâîðå÷èå.

Çàäà÷à 3.12.27. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7
êëàññîâ � 2006.7.6) Íà ñïîðòèâíîì ïðàçäíèêå ó÷åíèêè ñåäüìûõ êëàññîâ ïà-
ðàìè ñîðåâíîâàëèñü â áåãå ïî ñëåäóþùèì ïðàâèëàì. Ïî êîìàíäå äâà ÷åëîâåêà
íà÷èíàþò áåæàòü ñ ìåñòà ñòàðòà â ðàçíûå ñòîðîíû ïî êðóãîâîé äîðîæêå ñòà-
äèîíà. Ôèíèøåì ñ÷èòàåòñÿ ìîìåíò èõ âñòðå÷è. Ñàøà è Þðà ïðîáåæàëè êðóã
çà 45 ñåêóíä. Äâå Àë¼íû íà÷àëè áåæàòü ñ ïîñòîÿííûìè ñêîðîñòÿìè (íå îáÿ-
çàòåëüíî ðàâíûìè), íî, êîãäà èì îñòàâàëîñü ïðîáåæàòü ïîëêðóãà, îäíà Àë¼íà
óâåëè÷èëà ñêîðîñòü íà 25%, à äðóãàÿ � íà 28%. Îêàçàëîñü, ÷òî ïåðâûå ïîë-
êðóãà îíè áåæàëè íà 5 ñåêóíä áîëüøå, ÷åì âòîðûå ïîëêðóãà. Ó êîãî ëó÷øå
ðåçóëüòàò: ó äåâî÷åê èëè ó ìàëü÷èêîâ?

Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îáå Àë¼íû óâåëè÷èëè ñêîðîñòü íà 25%. Îáîçíà-
÷èì çà x âðåìÿ, çà êîòîðîå îíè ïðîáåæàëè ïåðâûå ïîëêðóãà. Âðåìÿ çà êîòîðîå
îíè ïðîáåæàëè âòîðûå ïîëêðóãà óìåíüøèëîñü â 4/5 ðàçà. Ïî óñëîâèþ çàäà÷è

4

5
x+ 5 = x, ⇒ x = 25,

à îáùåå âðåìÿ, çà êîòîðîå îíè ïðîáåæàëè áû êðóã, ðàâíî 25 + 25 − 5 = 45
ñåêóíä. Íî ïîñêîëüêó îäíà èç Àë¼í óâåëè÷èëà ñêîðîñòü áîëüøå, ÷åì íà 25%,
òî èõ îáùàÿ ñêîðîñòü óâåëè÷èëàñü áîëüøå, ÷åì íà 25%, à çíà÷èò, è âðåìåíè
îíè ïîòðàòèëè ìåíüøå, ÷åì 45 ñåêóíä, òî åñòü, ðåçóëüòàò ó äåâî÷åê ëó÷øå.

Çàäà÷à 3.12.28. (¾Ïîêîðè Âîðîáü¼âû ãîðû¿ 2016.5�6.1) Ìèøà, Ïåòÿ, Êîëÿ
è Âàñÿ èãðàëè â ¾ïîäêèäíîãî äóðàêà¿, âñåãî ñûãðàëè 16 ïàðòèé. Êàæäûé
îñòàëñÿ ¾â äóðàêàõ¿ õîòÿ áû îäèí ðàç. Èçâåñòíî, ÷òî áîëüøå âñåõ îñòàâàëñÿ
Ìèøà, à Ïåòÿ è Êîëÿ â ñóììå îñòàëèñü 9 ðàç. Ñêîëüêî ðàç îñòàëñÿ ¾â äóðàêàõ¿
Âàñÿ?

Ðåøåíèå. Ïåòÿ èëè Êîëÿ îñòàëèñü íå ìåíåå 5 ðàç, çíà÷èò, Ìèøà îñòàâàëñÿ íå
ìåíåå 6 ðàç. Ñëåäîâàòåëüíî, Âàñÿ îñòàëñÿ ¾â äóðàêàõ¿ îäèí ðàç (íîëü ðàç îí
íå ìîã ïî óñëîâèþ).
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Çàäà÷à 3.12.29. (Îëèìïèàäà ¾Ëîìîíîñîâ¿ � 2016.5�6.2,7�8.1) Íà ñêîëüêî
íåäåëü ìîæåò íàêëàäûâàòüñÿ ãîä? Ñ÷èòàåì, ÷òî ãîä íàêëàäûâàåòñÿ íà íåäåëþ,
åñëè õîòÿ áû îäèí äåíü ýòîé íåäåëè ïðèõîäèòñÿ íà äàííûé ãîä.

Ðåøåíèå. Òàê êàê â ãîäó 365 äíåé èëè 366, à â íåäåëå 7 äíåé, òî ìû ìîæåì
óçíàòü ñêîëüêî íåäåëü â ãîäó: 365 : 7 = 52 (îñòàòîê 1). Â ãîäó 52 öåëûõ íåäåëè
è îñòà¼òñÿ 1 äåíü. Ïîýòîìó åñëè õîòÿ áû 1 äåíü ñ÷èòàåòñÿ çà íåäåëþ, òî â
èòîãå íà ãîä ïðèõîäèòñÿ 53 íåäåëè, à åñëè ãîä âèñîêîñíûé, òî 54, òàê êàê
ýòè 2 äíÿ ìîãóò ïðèõîäèòüñÿ íà ðàçíûå íåäåëè (âîñêðåñåíüå ïåðâîé íåäåëè è
ïîíåäåëüíèê ïîñëåäíåé).

Çàäà÷à 3.12.30. (Îëèìïèàäà ¾Ëîìîíîñîâ¿ � 2017.5�6.3, 7�8.2) À ó íàñ ñåãî-
äíÿ êîøêà ðîäèëà â÷åðà êîòÿò! Èçâåñòíî, ÷òî äâà ñàìûõ ë¼ãêèõ âåñÿò â ñóììå
80 ã, ÷åòûðå ñàìûõ òÿæ¼ëûõ � 200 ã, à ñóììàðíûé âåñ âñåõ êîòÿò ðàâåí 500 ã.
Cêîëüêî êîòÿò ðîäèëà êîøêà?

Ðåøåíèå. Îñòàâøèåñÿ êîòÿòà äîëæíû âåñèòü áîëüøå, ÷åì áîëåå òÿæåëûé èç
äâóõ ñàìûõ ë¼ãêèõ, è ìåíüøå, ÷åì áîëåå ë¼ãêèé èç ÷åòûð¼õ òÿæ¼ëûõ.

Âåñ ñàìîãî òÿæ¼ëîãî èç ë¼ãêèõ íå ìåíüøå 40 ã. Âåñ ñàìîãî ë¼ãêîãî èç òÿæ¼ëûõ
äî 50 ã. Ò. å. îñòàâøèåñÿ êîòÿòà âåñÿò îò 40 äî 50 ã.

Âåñ îñòàâøèõñÿ êîòÿò: 500− (200+ 80) = 220 ã. Íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî êîòÿò
ìîæåò áûòü ïðè íàèìåíüøåì âåñå è, íàîáîðîò, íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî ïðè
íàèáîëüøåì âåñå:

220 : 50 = 4,4, 220 : 40 = 5,5.

Çíà÷èò, êîëè÷åñòâî îñòàâøèõñÿ êîòÿò x óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ: 4,4 < x < 5,5.
Ïðè ýòîì x � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, ñëåäîâàòåëüíî x = 5. Òîãäà âñåãî êîòÿò:

2 + 5 + 4 = 11.

Çàäà÷à 3.12.31. (Êóð÷àòîâ � 2015.7.1) Ïÿòåðûõ äåòåé âûñòðîèëè â øåðåíãó
è ðàçäàëè èì 111 êîíôåò. Ó äåòåé, ñòîÿùèõ ñëåâà îò Äàíèëà � 96 êîíôåò,
ñïðàâà îò Ëþäû � 57, ñëåâà îò Ìàêñèìà � 69, ñïðàâà îò Ñàøè � 75 êîíôåò.
Ïÿòîãî ðåáåíêà çîâóò Âàëÿ. Êàê çîâóò òîãî, êîìó äîñòàëîñü áîëüøå âñåãî
êîíôåò, è ñêîëüêî ó íåãî êîíôåò?

Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó ñïðàâà îò Ñàøè êîíôåò áîëüøå, ÷åì ñïðàâà îò Ëþäû,
òî Ëþäà ñòîèò ïðàâåå Ñàøè. Àíàëîãè÷íî, Ìàêñèì � ëåâåå Äàíèëà.

Ïîñêîëüêó êîíôåò ñëåâà îò Ìàêñèìà è ñïðàâà îò Ëþäû â ñóììå áîëüøå, ÷åì
âñåãî êîíôåò (69+57 > 111), òî ÷üè-òî êîíôåòû ñîñ÷èòàíû áîëåå îäíîãî ðàçà.
Çíà÷èò, ìåæäó Ëþäîé è Ìàêñèìîì êòî-òî ñòîèò, è ýòî ìîæåò áûòü òîëüêî
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Âàëÿ. Èìåííî çà ñ÷¼ò íå¼ íàñ÷èòàíî 69+57−111 = 15 ëèøíèõ êîíôåò. Çíà÷èò,
ó Âàëè êàê ðàç 15 êîíôåò.

À âîîáùå, ñïðàâà íàëåâî äåòè ñòîÿò â òàêîì ïîðÿäêå: Ñàøà, Ëþäà, Âàëÿ,
Ìàêñèì, Äàíèë.

Ñïðàâà îò Ñàøè íà 75 − 57 = 18 êîíôåò áîëüøå, ÷åì ñïðàâà îò Ëþäû � çà
ñ÷¼ò Ëþäû. Ñëåâà îò Äàíèëà íà 96 − 69 = 27 êîíôåò áîëüøå, ÷åì ñëåâà îò
Ìàêñèìà � çà ñ÷¼ò Ìàêñèìà.

Ñàøèíû êîíôåòû äîïîëíÿþò äî 111 êîíôåòû ñïðàâà îò íåãî, òî åñòü, ó íåãî
111 − 75 = 36 êîíôåò. Àíàëîãè÷íî, ó Äàíèëà 111 − 96 = 15 êîíôåò. Èòàê,
áîëüøå âñåõ êîíôåò äîñòàëîñü Ñàøå.

Çàäà÷à 3.12.32. (Êóð÷àòîâ � 2014.7.3) Îò äâóõ èãðóøå÷íûõ àçáóê îñòàëîñü
âñåãî 14 áóêâ. Êàæäàÿ áóêâà ïåðâîé àçáóêè òÿæåëåå ëþáîé áóêâû èç âòîðîé,
íî åñëè áóêâû âçÿòû èç îäíîé è òîé æå àçáóêè, òî âåñÿò ïîðîâíó. Èçâåñòíî,
÷òî ñîñòàâëåííîå èç ýòèõ áóêâ ñëîâî ÖÈÐÊÓËÜ ëåã÷å, ÷åì ñëîâî ×ÀÑÒÍÎÅ;
ñëîâî ×ÀÑÒÜ ëåã÷å, ÷åì ÊÐÅÑÒ; à áóêâà Å ëåã÷å Ü. Îïðåäåëèòå âñå òÿæ¼ëûå
áóêâû.

Ðåøåíèå. Â ñëîâàõ ÖÈÐÊÓËÜ è ×ÀÑÒÍÎÅ ïî 7 áóêâ è íåò ïîâòîðÿþùèõñÿ.
Ïî óñëîâèþ, áóêâ âñåãî 14. Çíà÷èò, ñðåäè âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ êóáèêîâ � íåò
ñ îäèíàêîâûìè áóêâàìè âîîáùå (êàæäàÿ áóêâà èëè èç íàáîðà ë¼ãêèõ êóáèêîâ,
èëè èç íàáîðà òÿæ¼ëûõ, íî òîëüêî èç îäíîãî).

Ðàññìîòðèì ñëîâà ×ÀÑÒÜ è ÊÐÅÑÒ. Èç ïåðâîãî ïóíêòà ñëåäóåò, ÷òî áóêâû
ÑÒ âåñÿò îäèíàêîâî, çíà÷èò ðàññìàòðèâàòü íóæíî òîëüêî ñî÷åòàíèÿ ×ÀÜ è
ÊÐÅ.

Èçâåñòíî, ÷òî Å ëåã÷å Ü, à ×ÀÜ ëåã÷å ÊÐÅ. Ýòî âîçìîæíî òîëüêî â òîì
ñëó÷àå, åñëè ×À èç áîëåå ë¼ãêîé àçáóêè, à ÊÐ èç áîëåå òÿæ¼ëîé, ò. å. â ×ÀÜ
2 áóêâû ë¼ãêèå, îäíà òÿæ¼ëàÿ, à â ÊÐÅ 1 áóêâà ë¼ãêàÿ, 2 òÿæ¼ëûå. Ëåãêî
ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè ëþáûõ äðóãèõ âàðèàíòàõ ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ÊÐÅ âåñèò èëè
òàêæå, èëè ìåíüøå, ÷åì ×ÀÜ.

Ðàññìîòðèì ÖÈÐÊÓËÜ è ×ÀÑÒÍÎÅ, ó÷èòûâàÿ, ÷òî ÊÐÜ � òÿæ¼ëûå êóáèêè,
×ÀÅ � ë¼ãêèå. Ñëîâî ÖÈÐÊÓËÜ ìîæåò áûòü ëåã÷å, ÷åì ñëîâî ×ÀÑÒÍÎÅ,
òîëüêî â ñëó÷àå, åñëè âñå íåèçâåñòíûå ïî âåñó â ñëîâå ÖÈÐÊÓËÜ áóêâû ÖÈÓË
� ë¼ãêèå , à âñå íåèçâåñòíûå ïî âåñó â ñëîâå ×ÀÑÒÍÎÅ áóêâû ÑÒÍÎ �
òÿæ¼ëûå, ò. å. åñëè â ñëîâå ÖÈÐÊÓËÜ 4 ë¼ãêèå è 3 òÿæ¼ëûå áóêâû, à â ñëîâå
×ÀÑÒÍÎÅ � 3 ë¼ãêèå è 4 òÿæ¼ëûå. Ïðè ëþáûõ äðóãèõ âàðèàíòàõ óñëîâèå
çàäà÷è íå âûïîëíÿåòñÿ.

Òàêèì îáðàçîì, âñå òÿæåëûå áóêâû: Ê, Ð, Ü, Ñ, Ò, Í, Î.

Çàäà÷à 3.12.33. (Ìóíèöèïàëüíûé ýòàï Âñåðîññèéñêîé îëèìïèàäû øêîëüíè-
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êîâ � 2015.7.4) Áèîëîã ïîñëåäîâàòåëüíî ðàññàæèâàë 150æóêîâ â äåñÿòü áàíîê.
Ïðè÷¼ì â êàæäóþ ñëåäóþùóþ áàíêó îí ñàæàë æóêîâ áîëüøå, ÷åì â ïðåäû-
äóùóþ. Êîëè÷åñòâî æóêîâ â ïåðâîé áàíêå ñîñòàâëÿåò íå ìåíåå ïîëîâèíû îò
êîëè÷åñòâà æóêîâ â äåñÿòîé áàíêå. Ñêîëüêî æóêîâ â øåñòîé áàíêå?

Ðåøåíèå. Ïóñòü â ïåðâîé áàíêå x æóêîâ, òîãäà âî âòîðîé áàíêå íå ìåíüøå,
÷åì x+ 1 æóê, â òðåòüåé íå ìåíüøå, ÷åì x+ 2 æóêà, . . . , â äåñÿòîé áàíêå íå
ìåíüøå ÷åì x+9 æóêîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, îáùåå êîëè÷åñòâî æóêîâ íå ìåíüøå,
÷åì 10x+ 45. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî âñåãî ðàññàæèâàëè 150 æóêîâ, ïîëó÷èì x 6 10.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â äåñÿòîé áàíêå äîëæíî áûòü íå áîëüøå, ÷åì 2x æóêîâ, â
äåâÿòîé � íå áîëüøå ÷åì 2x− 1 æóê, è òàê äàëåå. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ïåðâîé
áàíêå íå áîëüøå, ÷åì 2x − 9 æóêîâ, à âñåãî æóêîâ íå áîëüøå, ÷åì 20x − 45.
Òàê êàê âñåãî ðàññàæèâàëè 150 æóêîâ, òî x > 10.

Òàêèì îáðàçîì, â ïåðâîé áàíêå ðîâíî 10 æóêîâ, à â ïîñëåäíåé áàíêå � 19 èëè
20. Íàéä¼ì ñóììó îäèííàäöàòè ïîñëåäîâàòåëüíûõ ÷èñåë, íà÷èíàÿ ñ äåñÿòè:
10 + 11 + . . .+ 19 + 20 = 165.

Òàê êàê âñåãî äîëæíî áûòü 150 æóêîâ, òî îòñóòñòâóåò áàíêà, â êîòîðîé 15
æóêîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàññàäêà îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî: 10, 11, 12, 13, 14,
16, 17, 18, 19 è 20 æóêîâ ñ ïåðâîé ïî äåñÿòóþ áàíêè ñîîòâåòñòâåííî. Çíà÷èò,
â øåñòîé áàíêå � 16 æóêîâ.

168



Ãëàâà 4

Òåîðèÿ ÷èñåë

1 ×¼òíîñòü

Çàäà÷à 4.1.7. (Òóðãîð. Âåñåííèé òóð. Îñíîâíîé âàðèàíò � 1986/1987.7-8.1)
Àâòîìàò ïðè îïóñêàíèè ãðèâåííèêà âûáðàñûâàåò ïÿòü äâóøåê, à ïðè îïóñêà-
íèè äâóøêè � ïÿòü ãðèâåííèêîâ. Ìîæåò ëè Ïåòÿ, ïîäîéäÿ ê àâòîìàòó ñ îäíîé
äâóøêîé, ïîëó÷èòü ïîñëå íåñêîëüêèõ îïóñêàíèé îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî äâó-
øåê è ãðèâåííèêîâ?

Ïîäñêàçêà. Êàæäàÿ îïåðàöèÿ íå ìåíÿåò ÷¼òíîñòü êîëè÷åñòâà ìîíåò ó Ïåòè.

Ðåøåíèå. Îïåðàöèÿ íå ìåíÿåò ÷¼òíîñòü êîëè÷åñòâà ìîíåò ó Ïåòè, ïîýòîìó ó
íåãî âñåãäà áóäåò íå÷¼òíîå ÷èñëî ìîíåò.

Çàäà÷à 4.1.8. (Òóðãîð. Âåñåííèé òóð. Òðåíèðîâî÷íûé âàðèàíò � 1992/1993.
10-11.4) Åñòü òðè êó÷è êàìíåé. Ðàçðåøàåòñÿ ê ëþáîé èç íèõ äîáàâèòü ñòîëüêî
êàìíåé, ñêîëüêî åñòü â äâóõ äðóãèõ êó÷àõ, èëè èç ëþáîé êó÷è âûáðîñèòü
ñòîëüêî êàìíåé, ñêîëüêî åñòü â äâóõ äðóãèõ êó÷àõ. Íàïðèìåð: (12, 3, 5) →
(12, 20, 5) (èëè (4, 3, 5)). Ìîæíî ëè, íà÷àâ ñ êó÷ 1993, 199 è 19, ñäåëàòü îäíó
èç êó÷ ïóñòîé?

Ðåøåíèå. Â êàæäîé èç èñõîäíûõ êó÷ íå÷¼òíîå ÷èñëî êàìíåé. Íåòðóäíî óáå-
äèòüñÿ, ÷òî ðàçðåø¼ííûå îïåðàöèè ñîõðàíÿþò ýòî ñâîéñòâî, è ÷èñëî êàìíåé
â êàæäîé èç êó÷ îñòà¼òñÿ íå÷¼òíûì. Ïîýòîìó ïóñòîé íè îäíà èç êó÷ ñòàòü íå
ìîæåò.

Çàäà÷à 4.1.9. (Òóðãîð. Âåñåííèé òóð. Îñíîâíîé âàðèàíò � 2010/2011.8-9.1)
Ïî êðóãó íàïèñàíû âñå öåëûå ÷èñëà îò 1 ïî 2010 â òàêîì ïîðÿäêå, ÷òî ïðè
äâèæåíèè ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå ÷èñëà ïîî÷åð¼äíî òî âîçðàñòàþò, òî óáûâàþò.
Äîêàæèòå, ÷òî ðàçíîñòü êàêèõ-òî äâóõ ÷èñåë, ñòîÿùèõ ðÿäîì, ÷¼òíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü âñå ðàçíîñòè ðÿäîì ñòîÿùèõ ÷èñåë íå÷¼òíû. Òîãäà
÷¼òíûå è íå÷¼òíûå ÷èñëà ïî êðóãó ÷åðåäóþòñÿ. Íî ýòî çíà÷èò, ÷òî ëèáî êàæäîå
÷¼òíîå ÷èñëî áîëüøå îáîèõ ñîñåäíèõ íå÷¼òíûõ, ëèáî êàæäîå ÷¼òíîå ÷èñëî
ìåíüøå îáîèõ ñîñåäíèõ íå÷¼òíûõ. Â ïåðâîì ñëó÷àå íå íàéä¼òñÿ ìåñòà äëÿ
÷èñëà 2, à âî âòîðîì � äëÿ ÷èñëà 2010. Ïðîòèâîðå÷èå.
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Çàäà÷à 4.1.10. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1990.5.1) Â ïàðëàìåíòå íåêî-
òîðîé ñòðàíû äâå ïàëàòû, èìåþùèå ðàâíîå ÷èñëî äåïóòàòîâ. Â ãîëîñîâàíèè
ïî âàæíîìó âîïðîñó ïðèíÿëè ó÷àñòèå âñå äåïóòàòû, ïðè÷¼ì âîçäåðæàâøèõñÿ
íå áûëî. Êîãäà ïðåäñåäàòåëü ñîîáùèë, ÷òî ðåøåíèå ïðèíÿòî ñ ïðåèìóùåñòâîì
â 23 ãîëîñà, ëèäåð îïïîçèöèè çàÿâèë, ÷òî ðåçóëüòàòû ãîëîñîâàíèÿ ñôàëüñè-
ôèöèðîâàíû. Êàê îí ýòî ïîíÿë?

Ïîäñêàçêà. Ñóììà äâóõ ÷èñåë è èõ ðàçíîñòü èìåþò îäíó ÷¼òíîñòü.

Ðåøåíèå. Êîëè÷åñòâà ãîëîñîâ, ïîäàííûõ ¾çà¿ è ¾ïðîòèâ¿, èìåþò îäíó ÷¼ò-
íîñòü (èõ ñóììà ðàâíà ÷èñëó âñåõ äåïóòàòîâ). Çíà÷èò, èõ ðàçíîñòü íå ìîæåò
áûòü íå÷¼òíûì ÷èñëîì.

Çàäà÷à 4.1.11. (Òóðíèð Àðõèìåäà � 2013.5.5) Êàê-òî ðàç Äÿäÿ Ô¼äîð, Ìàò-
ðîñêèí è Øàðèê îòïðàâèëèñü ñ ïî÷òû äîìîé. Äÿäÿ Ô¼äîð âûøåë ïåðâûì, à
Ìàòðîñêèí ïîñëåäíèì. Ïî äîðîãå äîìîé Äÿäÿ Ô¼äîð îáãîíÿë äðóãèõ, ëèáî åãî
îáãîíÿëè ðîâíî 8 ðàç. Ìàòðîñêèí îáãîíÿë äðóãèõ, ëèáî åãî îáãîíÿëè ðîâíî 6
ðàç. Èçâåñòíî, ÷òî Äÿäÿ Ô¼äîð ïðèø¼ë äîìîé ïîçæå, ÷åì Øàðèê. Â êàêîì
ïîðÿäêå äðóçüÿ ïðèøëè äîìîé?

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî åñëè ïî ïóòè êàêèå-òî äâà ó÷àñòíèêà îáãîíÿëè äðóã
äðóãà ÷¼òíîå êîëè÷åñòâî ðàç, òî â ðåçóëüòàòå ýòèõ îáãîíîâ èõ âçàèìíîå ðàñ-
ïîëîæåíèå íå èçìåíèëîñü.

Òàê êàê Äÿäÿ Ô¼äîð âûøåë ðàíüøå Øàðèêà, à ïðèø¼ë ïîçæå íåãî, òî îíè
îáãîíÿëè äðóã äðóãà íå÷¼òíîå êîëè÷åñòâî ðàç. Íà ñ÷åòó ó Äÿäè Ô¼äîðà 8
¾îáãîíîâ¿, ïîýòîìó îí è Ìàòðîñêèí îáãîíÿëè äðóã äðóãà íå÷¼òíîå êîëè÷åñòâî
ðàç. Ñëåäîâàòåëüíî, Ìàòðîñêèí ïðèø¼ë äîìîé ðàíüøå äÿäè Ô¼äîðà.

Íî òîãäà è Ìàòðîñêèí ñ Øàðèêîì îáãîíÿëè äðóã äðóãà íå÷¼òíîå êîëè÷åñòâî
ðàç. Çíà÷èò, Ìàòðîñêèí îáîø¼ë è Øàðèêà!

Òàêèì îáðàçîì, ïåðâûì ïðèø¼ë Ìàòðîñêèí, âòîðûì � Øàðèê, à òðåòüèì �
Äÿäÿ Ô¼äîð.

Çàäà÷à 4.1.12. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2005.6.3) Ëèñà è äâà ìåäâå-
æîíêà äåëÿò 100 êîíôåò. Ëèñà ðàñêëàäûâàåò êîíôåòû íà òðè êó÷êè; êîìó
êàêàÿ äîñòàíåòñÿ � îïðåäåëÿåò æðåáèé. Ëèñà çíàåò, ÷òî åñëè ìåäâåæàòàì äî-
ñòàíåòñÿ ðàçíîå êîëè÷åñòâî êîíôåò, òî îíè ïîïðîñÿò å¼ óðàâíÿòü èõ êó÷êè, è
òîãäà îíà çàáåð¼ò èçëèøåê ñåáå. Ïîñëå ýòîãî âñå åäÿò äîñòàâøèåñÿ èì êîíôå-
òû.

à) Ïðèäóìàéòå, êàê Ëèñå ðàçëîæèòü êîíôåòû ïî êó÷êàì òàê, ÷òîáû ñúåñòü
ðîâíî 80 êîíôåò (íè áîëüøå, íè ìåíüøå).

á) Ìîæåò ëè Ëèñà ñäåëàòü òàê, ÷òîáû â èòîãå ñúåñòü ðîâíî 65 êîíôåò?
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Ðåøåíèå. à) Ëèñà ðàñêëàäûâàåò êîíôåòû òàê: 10, 10 è 80. Åñëè åé äîñòàíåòñÿ
êó÷êà èç 80 êîíôåò, òî ìåäâåæàòàì äîñòàíåòñÿ ïîðîâíó êîíôåò, è îíè íå áó-
äóò æàëîâàòüñÿ. Åñëè åé äîñòàíåòñÿ êó÷êà èç 10 êîíôåò, òî, äëÿ òîãî ÷òîáû
óðàâíÿòü äîëè ìåäâåæàò, åé ïðèä¼òñÿ ñúåñòü åù¼ 70 êîíôåò.

á) Â èòîãå ìåäâåæàòà ñúåëè ïîðîâíó êîíôåò, ïîýòîìó ñóììàðíîå ÷èñëî êîí-
ôåò, ñúåäåííûõ ìåäâåæàòàìè, ÷¼òíî. Òàê êàê 100 � ÷¼òíîå ÷èñëî, òî Ëèñà
òàêæå ñúåëà ÷¼òíîå ÷èñëî êîíôåò (òî åñòü, 65 êîíôåò îíà ñúåñòü íå ìîãëà).

Çàäà÷à 4.1.13. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2010.6.3) Íà ðèñóíêå ìîæíî íàéòè 9 ïðÿìîóãîëüíèêîâ. Èçâåñòíî, ÷òî ó
êàæäîãî èç íèõ äëèíà è øèðèíà � öåëûå. Ñêîëüêî ïðÿìîóãîëüíèêîâ èç ýòèõ
äåâÿòè ìîãóò èìåòü íå÷¼òíóþ ïëîùàäü?

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî åñëè îòðåçîê ðàçáèò íà äâà îòðåçêà c öåëûìè äëèíàìè,
òî âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ: ëèáî âñå òðè îòðåçêà èìåþò ÷¼òíóþ äëèíó, ëèáî äâà
îòðåçêà èìåþò íå÷¼òíóþ äëèíó è îäèí � ÷¼òíóþ.

Åñëè õîòÿ áû ïî îäíîìó èç èçìåðåíèé ïðÿìîóãîëüíèêà âñå îòðåçêè ÷¼òíîé
äëèíû, òî è âñå ïëîùàäè ÷¼òíûå. Åñëè æå ïî îáåèì ñòîðîíàì åñòü ïî äâà
îòðåçêà íå÷¼òíîé äëèíû, òî âñåãî áóäåò 2 · 2 = 4 íå÷¼òíûå ïëîùàäè.

Çàäà÷à 4.1.14. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2013.6.4) Çà êðóãëûé ñòîë
ñåëè 13 äåòåé è äîãîâîðèëèñü, ÷òî ìàëü÷èêè áóäóò âðàòü äåâî÷êàì, à äðóã
äðóãó ãîâîðèòü ïðàâäó, à äåâî÷êè, íàîáîðîò, áóäóò âðàòü ìàëü÷èêàì, à äðóã
äðóãó ãîâîðèòü ïðàâäó. Îäèí èç äåòåé ñêàçàë ñâîåìó ïðàâîìó ñîñåäó: ¾Áîëü-
øèíñòâî èç íàñ ìàëü÷èêè¿. Òîò ñêàçàë ñâîåìó ïðàâîìó ñîñåäó: ¾Áîëüøèíñòâî
èç íàñ äåâî÷êè¿, à îí ñâîåìó ñîñåäó ñïðàâà: ¾Áîëüøèíñòâî èç íàñ ìàëü÷èêè¿, à
òîò ñâîåìó: ¾Áîëüøèíñòâî èç íàñ äåâî÷êè¿ è òàê äàëåå, ïîêà ïîñëåäíèé ðåá¼-
íîê íå ñêàçàë ïåðâîìó: ¾Áîëüøèíñòâî èç íàñ ìàëü÷èêè¿. Ñêîëüêî ìàëü÷èêîâ
áûëî çà ñòîëîì?

Ðåøåíèå. Ïîíÿòíî, ÷òî çà ñòîëîì áûëè è ìàëü÷èêè, è äåâî÷êè. Çà ãðóïïîé
ñèäÿùèõ ðÿäîì ìàëü÷èêîâ ñëåäóåò ãðóïïà äåâî÷åê, çàòåì ñíîâà ìàëü÷èêè,
ñíîâà äåâî÷êè è òàê äàëåå (ãðóïïà ìîæåò ñîñòîÿòü è èç îäíîãî ÷åëîâåêà).
Ãðóïïû ìàëü÷èêîâ è äåâî÷åê ÷åðåäóþòñÿ, ïîýòîìó èõ ÷¼òíîå ÷èñëî.

Íåâåðíûå óòâåðæäåíèÿ çâó÷àëè íà ïåðåõîäàõ îò ãðóïïû ê ãðóïïå, òî åñòü èõ
òîæå ÷¼òíîå ÷èñëî. Òàê êàê óòâåðæäåíèé ¾áîëüøèíñòâî èç íàñ ìàëü÷èêè¿ ïðî-
çâó÷àëî ñåìü, òî íåâåðíû øåñòü óòâåðæäåíèé ¾áîëüøèíñòâî èç íàñ äåâî÷êè¿,
è ãðóïï òîæå áûëî øåñòü.
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×åðåäîâàíèå âåðíûõ è íåâåðíûõ óòâåðæäåíèé îçíà÷àåò, ÷òî â ãðóïïàõ áûëî
ïî äâîå äåòåé. Ëèøü ñèäÿùèå ðÿäîì ïåðâûé è ïîñëåäíèé ðåáåíîê ñêàçàëè
îäíî è òî æå, ïîýòîìó â èõ ãðóïïå òðè ÷åëîâåêà. Ýòî ìàëü÷èêè, òàê êàê èõ
áîëüøèíñòâî. Âñåãî çà ñòîëîì ñèäåëè 2 + 2 + 2 = 6 äåâî÷åê è 2 + 2 + 3 = 7
ìàëü÷èêîâ. Íà ðèñóíêå ïîêàçàíî, êàê èìåííî ðåáÿòà ñèäåëè çà ñòîëîì. Ïåðâûé
ãîâîðÿùèé îáâåä¼í â ðàìî÷êó.

Çàäà÷à 4.1.15. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1991.6.4;7.2) Ïîäïîëüíûé
ìèëëèîíåð Òàðàñ Àðò¼ìîâ ïðèø¼ë â Ãîñáàíê, ÷òîáû îáìåíÿòü íåñêîëüêî 50-
è 100-ðóáë¼âûõ êóïþð ñòàðîãî îáðàçöà. Åìó áûëà âûäàíà 1991 êóïþðà áîëåå
ìåëêîãî äîñòîèíñòâà2, ïðè÷¼ì ñðåäè íèõ íå áûëî 10-ðóáë¼âûõ. Äîêàæèòå, ÷òî
åãî îáñ÷èòàëè.

Ðåøåíèå. Èñõîäíàÿ ñóììà äåíåã (ñóììà êàêîãî-òî ÷èñëà 50-ðóáë¼âûõ è 100-
ðóáë¼âûõ êóïþð) ÷¼òíà, à ïîëó÷åííàÿ ñóììà (ñóììà 1991 êóïþðû ïî 1, 3, 5
èëè 25 ðóáëåé) íå÷¼òíà.

Çàäà÷à 4.1.16. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2002.7.3) Â íàïèñàííîì íà
äîñêå ïðèìåðå íà óìíîæåíèå õóëèãàí Ïåòÿ èñïðàâèë äâå öèôðû. Ïîëó÷èëîñü
4 · 5 · 4 · 5 · 4 = 2247. Âîññòàíîâèòå èñõîäíûé ïðèìåð è îáúÿñíèòå, êàê Âû ýòî
ñäåëàëè.

Ïîäñêàçêà. Â èñõîäíîì ïðèìåðå õîòÿ áû îäèí ñîìíîæèòåëü ÷¼òíûé.

Ðåøåíèå. Â ïîëó÷èâøåìñÿ ïðèìåðå òðè ñîìíîæèòåëÿ ÷¼òíûå, çíà÷èò, â èñõîä-
íîì ïðèìåðå õîòÿ áû îäèí áûë ÷¼òíûì. Ïîýòîìó è ïðîèçâåäåíèå áûëî ÷¼òíûì
÷èñëîì, òî åñòü ïîñëåäíÿÿ öèôðà ïðîèçâåäåíèÿ áûëà èçìåíåíà. Òàêèì îáðà-
çîì, ñëåâà èçìåíåíî íå áîëåå îäíîé öèôðû. Çíà÷èò, â èñõîäíîì ïðèìåðå ñëåâà
áûëè è ïÿò¼ðêè, è ÷åòâ¼ðêè, à îêàí÷èâàëîñü ïðîèçâåäåíèå íà 0.

Åñëè áû íè îäèí èç ñîìíîæèòåëåé íå áûë èñïðàâëåí, òî ïðîèçâåäåíèå ðàâ-
íÿëîñü áû 4 · 5 · 4 · 5 · 4 = 1600. Íî çàïèñü ÷èñëà 1600 îòëè÷àåòñÿ îò çàïèñè

2Â òî âðåìÿ èìåëè õîæäåíèå êóïþðû ïî 1, 3, 5, 10, 25, 50 è 100 ðóáëåé (íîâîãî îáðàçöà).
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÷èñëà 2240 áîëåå ÷åì íà îäíó öèôðó. Çíà÷èò, ðîâíî îäèí èç ñîìíîæèòåëåé
èñïðàâëåí, à ïðîèçâåäåíèå ðàâíî 2240. Ïîýòîìó îäíà èç ñåì¼ðîê Ïåòåé áûëà
èñïðàâëåíà íà ïÿò¼ðêó. Òàêèì îáðàçîì, èñõîäíûé ïðèìåð ìîã áûòü ñëåäóþ-
ùèì: 4 · 5 · 4 · 7 · 4 = 2240 èëè 4 · 7 · 4 · 5 · 4 = 2240.

Çàäà÷à 4.1.17. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2000.7.4) Ìîæåò ëè ïðîèç-
âåäåíèå äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ðàâíÿòüñÿ ïðîèçâåäåíèþ
äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ÷¼òíûõ ÷èñåë?

Ðåøåíèå. Ïåðâûé ñïîñîá. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíûå ÷èñëà � ýòî n è n + 1,
à ñîñåäíèå ÷¼òíûå ÷èñëà � ýòî m è m+ 2(m > 0). Åñëè m > n, òî

m(m+ 2) > n(n+ 1).

Åñëè æå m < n, òî m+ 2 6 n+ 1 è m · (m+ 2) < n · (n+ 1).

Âòîðîé ñïîñîá. Ïóñòü m · (m+ 2) = n · (n+ 1). Òîãäà

(m+ 1)2 = m · (m+ 2) + 1 = n · (n+ 1) + 1 = n2 + n+ 1.

Íî n2 < n2 + n + 1 < (n + 1)2, òî åñòü n2 < (m + 1)2 < (n + 1)2, îòêóäà
n < m+ 1 < n+ 1, ÷òî íåâîçìîæíî.

Çàäà÷à 4.1.18. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2009.7.4) Â øêîëå 450 ó÷åíèêîâ è 225 ïàðò. Ðîâíî ïîëîâèíà äåâî÷åê
ñèäÿò çà îäíîé ïàðòîé ñ ìàëü÷èêàìè. Ìîæíî ëè ïåðåñàäèòü ó÷åíèêîâ òàê,
÷òîáû ðîâíî ïîëîâèíà ìàëü÷èêîâ ñèäåëà çà îäíîé ïàðòîé ñ äåâî÷êàìè?

Ðåøåíèå. Äåâî÷åê, ñèäÿùèõ ïîïàðíî, ÷¼òíîå ÷èñëî. Âñåãî äåâî÷åê åù¼ âäâîå
áîëüøå, òî åñòü, êîëè÷åñòâî äåâî÷åê äåëèòñÿ íà 4. Åñëè áû ìàëü÷èêîâ ìîæ-
íî áûëî ðàññàäèòü ïîäîáíûì îáðàçîì, òî è êîëè÷åñòâî ìàëü÷èêîâ áûëî áû
êðàòíî 4. Íî îáùåå êîëè÷åñòâî äåòåé (450) íå äåëèòñÿ íà 4, ïîýòîìó òàêîå
ïåðåñàæèâàíèå íåâîçìîæíî.

Çàäà÷à 4.1.19. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2013.6.5)
Ìàëûé è Áîëüøîé îñòðîâà èìåþò ïðÿìîóãîëüíóþ ôîðìó
è ðàçäåëåíû íà ïðÿìîóãîëüíûå ãðàôñòâà. Â êàæäîì ãðàô-
ñòâå ïðîëîæåíà äîðîãà ïî îäíîé èç äèàãîíàëåé. Íà êàæäîì
îñòðîâå ýòè äîðîãè îáðàçóþò çàìêíóòûé ïóòü, êîòîðûé íè
÷åðåç êàêóþ òî÷êó íå ïðîõîäèò äâàæäû. Âîò êàê óñòðîåí
Ìàëûé îñòðîâ, ãäå âñåãî 6 ãðàôñòâ (íà ðèñóíêå ñïðàâà).

Íàðèñóéòå, êàê ìîæåò áûòü óñòðîåí Áîëüøîé îñòðîâ, åñëè íà í¼ì íå÷¼òíîå
÷èñëî ãðàôñòâ. Ñêîëüêî ãðàôñòâ ó âàñ ïîëó÷èëîñü?
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Ðåøåíèå. Íà ðèñóíêå ïðèâåä¼í ïðèìåð äëÿ äåâÿòè ãðàôñòâ.

Çàìå÷àíèÿ. Äëÿ ñåìè ãðàôñòâ (èëè ìåíüøå) ïðèìåðà íå ñóùåñòâóåò. Âñå äîðî-
ãè ìîæíî ïîäåëèòü íà äâà òèïà: îäíè äîðîãè ñîåäèíÿþò ëåâûé âåðõíèé óãîë
ãðàôñòâà ñ ïðàâûì íèæíèì, à äðóãèå � ëåâûé íèæíèé ñ ïðàâûì âåðõíèì.
Åñëè áû ïðè ïðîõîæäåíèè çàìêíóòîãî ïóòè äîðîãè ðàçíûõ òèïîâ âñåãäà ÷å-
ðåäîâàëèñü, èõ îáùåå êîëè÷åñòâî áûëî áû ÷¼òíûì (êàê ãðóïï ìàëü÷èêîâ è
äåâî÷åê â çàäà÷å 4.1.14). Íà Áîëüøîì îñòðîâå, ñòàëî áûòü, áóäóò äâå äîðîãè
îäíîãî òèïà ïîäðÿä.

Ïóñòü, íàïðèìåð, ïîäðÿä èäóò äîðîãè AB è BC îäíîãî òèïà (íà ðèñóíêå âû-
øå). Ïîìèìî ãðàôñòâ, â êîòîðûõ îíè ïðîâåäåíû, ê âåðøèíå B ïðèìûêàþò
åù¼ äâà, çàêðàøåííûõ ñåðûì öâåòîì. Äîðîãè â ýòèõ ãðàôñòâàõ ïî óñëîâèþ íå
ïðîõîäÿò ÷åðåç òî÷êó B. Ïðîâåä¼ì èõ.

Òåïåðü íà ðèñóíêå ÷åòûðå äîðîãè. ×òîáû âñåãî èõ áûëî ñåìü, íóæíî òðåìÿ îò-
ðåçêàìè ñîåäèíèòü èõ â åäèíóþ öåïü. Äëÿ ýòîãî ïðèä¼òñÿ ñîåäèíèòü îòðåçêîì
êàêèå-òî äâà êîíöà äîðîã â ¾ñåðûõ ãðàôñòâàõ¿, à ýòî íåâîçìîæíî.

Çàäà÷à 4.1.20. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2010.6.6) Íà êðàþ êðóãëî-
ãî âðàùàþùåãîñÿ ñòîëà ÷åðåç ðàâíûå ïðîìåæóòêè ñòîÿëè 30 ÷àøåê ñ ÷àåì.
Ìàðòîâñêèé Çàÿö è Ñîíÿ ñåëè çà ñòîë è ñòàëè ïèòü ÷àé èç êàêèõ-òî äâóõ ÷à-
øåê (íå îáÿçàòåëüíî ñîñåäíèõ). Êîãäà îíè äîïèëè ÷àé, Çàÿö ïîâåðíóë ñòîë
òàê, ÷òî ïåðåä êàæäûì îïÿòü îêàçàëîñü ïî ïîëíîé ÷àøêå. Êîãäà è ýòè ÷àøêè
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îïóñòåëè, Çàÿö ñíîâà ïîâåðíóë ñòîë (âîçìîæíî, íà äðóãîé óãîë), è ñíîâà ïå-
ðåä êàæäûì îêàçàëàñü ïîëíàÿ ÷àøêà. È òàê ïðîäîëæàëîñü äî òåõ ïîð, ïîêà
âåñü ÷àé íå áûë âûïèò. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè áû Çàÿö âñåãäà ïîâîðà÷èâàë ñòîë
òàê, ÷òîáû åãî íîâàÿ ÷àøêà ñòîÿëà ÷åðåç îäíó îò ïðåäûäóùåé, òî èì áû òîæå
óäàëîñü âûïèòü âåñü ÷àé (ò. å. òîæå êàæäûé ðàç îáå ÷àøêè îêàçûâàëèñü áû
ïîëíûìè).

Ðåøåíèå. Ðàñêðàñèì ÷àøêè ÷åðåç îäíó â ñèíèé è êðàñíûé öâåò. Ïóñòü Ìàð-
òîâñêèé Çàÿö âíà÷àëå ïèë èç êðàñíîé ÷àøêè.

Äîêàæåì, ÷òî âíà÷àëå Ñîíÿ ïèëà èç ñèíåé ÷àøêè. Â ñàìîì äåëå, åñëè áû îíà
ïèëà èç êðàñíîé, òî ïîñëå ëþáîãî ïîâîðîòà ñòîëà îïîðîæíÿëèñü áû äâå ÷àøêè
îäíîãî öâåòà. Ïîñêîëüêó è òåõ, è äðóãèõ ïî 15, à âûïèâàþòñÿ îíè ïàðàìè,
â êîíöå îñòàëèñü áû äâå ÷àøêè ðàçíîãî öâåòà, êîòîðûå íèêàêèì ïîâîðîòîì
ñòîëà íåëüçÿ áûëî áû îäíîâðåìåííî ïîìåñòèòü ïåðåä Ñîíåé è Ìàðòîâñêèì
Çàéöåì.

Òåïåðü ÿñíî, ïî÷åìó Çàÿö ìîã âñåãäà ïîâîðà÷èâàòü ñòîë, ñòàâÿ ïåðåä ñîáîé
÷àøêó ÷åðåç îäíó îò òîëüêî ÷òî âûïèòîé, � ïðè ýòîì ïåðåä íèì ïî î÷åðåäè
ïðåäñòàëè áû âñå êðàñíûå, à ïåðåä Ñîíåé � âñå ñèíèå ÷àøêè.

Çàäà÷à 4.1.21. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2006.7.7) Äëÿ èãðû â êëàññèêè íà çåìëå íàðèñîâàí ðÿä êëåòîê, â êîòîðûå
âïèñàíû ïî ïîðÿäêó ÷èñëà îò 1 äî 10 (íà ðèñóíêå íèæå). Ìàøà ïðûãíóëà ñíà-
ðóæè â êëåòêó 1, çàòåì ïîïðûãàëà ïî îñòàëüíûì êëåòêàì (êàæäûé ïðûæîê
� íà ñîñåäíþþ ïî ñòîðîíå êëåòêó) è âûïðûãíóëà íàðóæó èç êëåòêè 10. Èç-
âåñòíî, ÷òî íà êëåòêå 1 Ìàøà áûëà îäèí ðàç, íà êëåòêå 2 � äâà ðàçà, . . . , íà
êëåòêå 9 � äåâÿòü ðàç. Ñêîëüêî ðàç ïîáûâàëà Ìàøà íà êëåòêå 10?

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî êàæäûé ïðûæîê èç êëåòêè ñ íå÷¼òíûì íîìåðîì îáÿ-
çàòåëüíî áóäåò â êëåòêó ñ ÷¼òíûì íîìåðîì, è íàîáîðîò. Ïîñêîëüêó Ìàøà
ñíà÷àëà ïðûãíóëà â êëåòêó ñ íå÷¼òíûì íîìåðîì 1, à âûïðûãíóëà èç êëåòêè
ñ ÷¼òíûì íîìåðîì 10, òî îíà äîëæíà áûëà ïîáûâàòü îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî
ðàç â êëåòêàõ ñ ÷¼òíûìè è íå÷¼òíûìè íîìåðàìè.

Â ¾íå÷¼òíûõ¿ êëåòêàõ îíà ïîáûâàëà 1 + 3 + 5 + 7 + 9 = 25 ðàç, à â ¾÷¼òíûõ¿
êëåòêàõ � 2 + 4 + 6 + 8 + x, ãäå x � êîëè÷åñòâî ïðûæêîâ íà êëåòêó 10.
Ïðèðàâíÿåì îáà âûðàæåíèÿ è ïîëó÷èì, ÷òî íà êëåòêå 10 Ìàøà ïîáûâàëà 5
ðàç.
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2 Ïðèçíàêè äåëèìîñòè

Çàäà÷à 4.2.5. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2016.6.1) Ó Íåçíàéêè åñòü
ïÿòü êàðòî÷åê ñ öèôðàìè: 1 , 2 , 3 , 4 è 5 . Ïîìîãèòå åìó ñîñòàâèòü
èç ýòèõ êàðòî÷åê äâà ÷èñëà � òð¼õçíà÷íîå è äâóçíà÷íîå � òàê, ÷òîáû ïåðâîå
÷èñëî äåëèëîñü íà âòîðîå.

Ðåøåíèå. Óñëîâèþ çàäà÷è óäîâëåòâîðÿþò ïàðû ÷èñåë: 532 è 14 (532 : 14 = 38)
èëè 215 è 43 (215 : 43 = 5).

Çàìå÷àíèÿ. Êîíå÷íî, çàäà÷à ðåøàåòñÿ ïîäáîðîì, íî ïîëåçíî ïðè ýòîì ïîëüçî-
âàòüñÿ ñâîéñòâàìè äåëèìîñòè ÷èñåë. Íàïðèìåð, ïîäáèðàÿ äâóçíà÷íîå ÷èñëî,
íå íóæíî ðàññìàòðèâàòü:

� íè 15, íè 25, íè 35, íè 45 (èç îñòàâøèõñÿ êàðòî÷åê íåëüçÿ ñëîæèòü ÷èñëî,
êðàòíîå 5);

� íè 24, íè 42 (èç îñòàâøèõñÿ êàðòî÷åê íåëüçÿ ñëîæèòü ÷¼òíîå ÷èñëî);
� íè 12, íè 32, íè 52 (èç îñòàâøèõñÿ êàðòî÷åê íåëüçÿ ñëîæèòü ÷èñëî, êðàò-
íîå 4);

� 54 (èç îñòàâøèõñÿ êàðòî÷åê íåëüçÿ ñëîæèòü ÷èñëî, êðàòíîå 9).

Çàäà÷à 4.2.6. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2013.7.1) Àñòðîëîã ñ÷èòàåò, ÷òî 2013 ãîä ñ÷àñòëèâûé, ïîòîìó ÷òî 2013
íàöåëî äåëèòñÿ íà ñóììó 20+13. Áóäåò ëè êîãäà-íèáóäü äâà ñ÷àñòëèâûõ ãîäà
ïîäðÿä?

Ðåøåíèå. Íàïðèìåð, 2024 è 2025 � ñ÷àñòëèâûå ãîäû: 2024 êðàòíî 20+24 = 44,
à 2025 êðàòíî 20 + 25 = 45.

Çàìå÷àíèÿ. Ñóùåñòâóþò è äðóãèå ïðèìåðû: 3024 è 3025, 3200 è 3201, 4004 è
4005, 9800 è 9801.

Çàäà÷à 4.2.7. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2015.6.2) à) Âïè-
øèòå â êàæäûé êðóæî÷åê ïî öèôðå, îòëè÷íîé îò íóëÿ, òàê, ÷òîáû
ñóììà öèôð â äâóõ âåðõíèõ êðóæî÷êàõ áûëà â 7 ðàç ìåíüøå ñóì-
ìû îñòàëüíûõ öèôð, à ñóììà öèôð â äâóõ ëåâûõ êðóæî÷êàõ � â
5 ðàç ìåíüøå ñóììû îñòàëüíûõ öèôð.

á) Äîêàæèòå, ÷òî çàäà÷à èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

Ðåøåíèå. á) Èç óñëîâèÿ âèäíî, ÷òî ñóììà âñåõ öèôð äåëèòñÿ êàê íà 8, òàê è
íà 6. Ìèíèìàëüíîå òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî � 24.
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Ñëåäóþùåå ÷èñëî ðàâíî 48, íî ñóììà âñåõ ïÿòè öèôð íå ìîæåò ïðåâûøàòü
5·9 = 45. Èòàê, ñóììà âñåõ öèôð ðàâíà 24, ñóììà äâóõ âåðõíèõ ðàâíà 3, ñóììà
äâóõ ëåâûõ ðàâíà 4.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî öèôðû â òð¼õ êðóæêàõ ñëåâà è ñâåðõó ìîæíî ðàçìåñòèòü
òîëüêî äâóìÿ ñïîñîáàìè (íà ðèñóíêå íèæå).

Â ïåðâîì ñëó÷àå ñóììà äâóõ îñòàëüíûõ öèôð ðàâíà 19, ÷òî íåâîçìîæíî, à âî
âòîðîì ðàâíà 18, ÷òî âîçìîæíî, òîëüêî åñëè îíè îáå äåâÿòêè.

Çàäà÷à 4.2.8. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàññîâ
� 2002.7.2) Ñóùåñòâóþò ëè òàêèå öèôðû Ã è Ó, ÷òî ÷èñëî ÓÃÓ äåëèòñÿ íà
13, à ÷èñëî ÃÓÃ � íå äåëèòñÿ?

Ðåøåíèå. Íåò, ïîñêîëüêó

ÃÓÃ−ÓÃÓ = 100 · Ã+ 10 ·Ó+ Ã− (100 ·Ó+ 10 · Ã+Ó) = 91 · Ã− 91 ·Ó

äåëèòñÿ íà 13.

Çàäà÷à 4.2.9. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2012.6.3) Æèòåëè îñòðîâà
Íåâåçåíèÿ, êàê è ìû ñ âàìè, äåëÿò ñóòêè íà íåñêîëüêî ÷àñîâ, ÷àñ íà íåñêîëüêî
ìèíóò, à ìèíóòó íà íåñêîëüêî ñåêóíä. Íî ó íèõ â ñóòêàõ 77 ìèíóò, à â ÷àñå 91
ñåêóíäà. Ñêîëüêî ñåêóíä â ñóòêàõ íà îñòðîâå Íåâåçåíèÿ?

Ðåøåíèå. Åñëè ðàçäåëèòü 77 íà êîëè÷åñòâî ìèíóò â ÷àñå, ïîëó÷èòñÿ êîëè÷å-
ñòâî ÷àñîâ â ñóòêàõ. Åñëè ðàçäåëèòü 91 íà êîëè÷åñòâî ìèíóò â ÷àñå, ïîëó÷èòñÿ
êîëè÷åñòâî ñåêóíä â ìèíóòå. Çíà÷èò, íà êîëè÷åñòâî ìèíóò â ÷àñå è 77, è 91
äåëÿòñÿ íàöåëî.

Ïîñêîëüêó â ÷àñå áîëåå îäíîé ìèíóòû, â í¼ì äîëæíî áûòü 7 ìèíóò � íè
íà êàêîå äðóãîå ÷èñëî, áîëüøåå åäèíèöû, 77 è 91 îäíîâðåìåííî íå äåëÿòñÿ
(ÍÎÄ(77, 91) = 7). Òîãäà â ñóòêàõ 77 : 7 = 11 ÷àñîâ è 11·91 = 1001 ñåêóíäà.
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Çàäà÷à 4.2.10. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2008.6.3) Íà ñêëàäå ëåæàëî
íåñêîëüêî öåëûõ ãîëîâîê ñûðà. Íî÷üþ ïðèøëè êðûñû è ñúåëè 10 ãîëîâîê,
ïðè÷¼ì âñå åëè ïîðîâíó. Ó íåñêîëüêèõ êðûñ îò îáæîðñòâà çàáîëåëè æèâîòû.
Îñòàëüíûå 7 êðûñ ñëåäóþùåé íî÷üþ äîåëè îñòàâøèéñÿ ñûð, íî êàæäàÿ êðûñà
ñìîãëà ñúåñòü âäâîå ìåíüøå ñûðà, ÷åì íàêàíóíå. Ñêîëüêî ñûðà áûëî íà ñêëàäå
ïåðâîíà÷àëüíî?

Ðåøåíèå. Ïóñòü âñåãî áûëî k êðûñ (k > 7), òîãäà êàæäàÿ ñúåëà â ïåðâóþ íî÷ü
ïî 10/k ãîëîâîê ñûðà. Âî âòîðóþ íî÷ü êàæäàÿ êðûñà ñúåëà âäâîå ìåíüøå, òî
åñòü 5/k ãîëîâîê.

Ñåìü êðûñ ñúåëè òåì ñàìûì 35/k ãîëîâîê. Ýòî öåëîå ÷èñëî. Åäèíñòâåííûé
äåëèòåëü ÷èñëà 35, ïðåâûøàþùèé 7, � ñàìî ÷èñëî 35. Ïîýòîìó 35/k = 1, è
âñåãî íà ñêëàäå äî íàøåñòâèÿ êðûñ áûëî 10 + 1 = 11 ãîëîâîê ñûðà.

Çàäà÷à 4.2.11. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2010.7.3) Ìàëåíüêèå äåòêè
êóøàëè êîíôåòêè. Êàæäûé ñúåë íà 7 êîíôåò ìåíüøå, ÷åì âñå îñòàëüíûå âìå-
ñòå, íî âñ¼ æå áîëüøå îäíîé êîíôåòû. Ñêîëüêî âñåãî êîíôåò áûëî ñúåäåíî?

Ðåøåíèå. Âûáåðåì èç äåòåé îäíîãî � ê ïðèìåðó, Ïåòþ. Åñëè èç âñåõ îñòàëü-
íûõ êîíôåò çàáðàòü 7, îñòàíåòñÿ ñòîëüêî æå, ñêîëüêî ó Ïåòè. Ïîýòîìó óäâî-
åííîå ÷èñëî êîíôåò Ïåòè ðàâíî îáùåìó ÷èñëó êîíôåò áåç ñåìè. Òî æå ìîæíî
ñêàçàòü ïðî ëþáîãî èç äåòåé, çíà÷èò, ó âñåõ äåòåé êîíôåò ïîðîâíó � ñêàæåì,
ïî îäíîé êó÷êå.

ßñíî, ÷òî êàæäûé ñúåë íà öåëîå ÷èñëî êó÷åê ìåíüøå îñòàëüíûõ âìåñòå. Ïî-
ýòîìó 7 äåëèòñÿ íà ðàçìåð êó÷êè. Çíà÷èò (òàê êàê ïî óñëîâèþ êàæäûé ñúåë
áîëüøå îäíîé êîíôåòû), â êó÷êàõ ïî 7 êîíôåò, òî åñòü êàæäûé ñúåë íà êó÷êó
ìåíüøå, ÷åì âñå îñòàëüíûå. Ïåòÿ ñúåë îäíó êó÷êó, ñëåäîâàòåëüíî, îñòàëü-
íûå � äâå. Çíà÷èò, âñåãî êó÷åê òðè, à êîíôåò 21.

Çàäà÷à 4.2.12. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2006.7.4) Ãîä ïðîâåäåíèÿ íû-
íåøíåãî ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðàçäíèêà äåëèòñÿ íà åãî íîìåð: 2006 : 17 = 118.
Íàçîâèòå:

à) ïåðâûé íîìåð ìàòïðàçäíèêà, äëÿ êîòîðîãî ýòî òîæå áûëî âûïîëíåíî.
á) ïîñëåäíèé íîìåð ìàòïðàçäíèêà, äëÿ êîòîðîãî ýòî òîæå áóäåò âûïîëíåíî.

Ðåøåíèå. à) Ïåðâûé ìàòïðàçäíèê áûë â 1990 ãîäó. ßñíî, ÷òî ãîä åãî ïðîâå-
äåíèÿ äåëèòñÿ íà åãî íîìåð, ïîòîìó ÷òî íîìåð ðàâåí åäèíèöå.

á) Ïóñòü N � íîìåð ìàòïðàçäíèêà. Òîãäà ãîä åãî ïðîâåäåíèÿ ðàâåí

(2006− 17) +N = 1989 +N.
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Ïóñòü ãîä ïðîâåäåíèÿ äåëèòñÿ íà íîìåð, òî åñòü 1989+N äåëèòñÿ íàN . Çíà÷èò,
1989 äåëèòñÿ íà N . Ïîñêîëüêó ìû èùåì íàèáîëüøåå âîçìîæíîå N , òî íóæíî
âçÿòü N = 1989.

Çàäà÷à 4.2.13. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2004.7.5) Ñðåäè íåêîòîðûõ 13 ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë 7
÷¼òíûõ è 5 êðàòíûõ òð¼ì. Ñêîëüêî ñðåäè íèõ ÷èñåë, êðàòíûõ 6?

Ðåøåíèå. Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íà÷èíàåòñÿ ñ ÷èñëà, êðàò-
íîãî 3 è ñ ÷¼òíîãî ÷èñëà, ò. å. ñ ÷èñëà, êðàòíîãî 6.

Òàê êàê ÷èñëà ïîñëåäîâàòåëüíûå, òî ñëåäóþùèì ÷èñëîì, äåëÿùèìñÿ íà 6,
áóäåò ñåäüìîå ÷èñëî, à åù¼ îäíèì � òðèíàäöàòîå.

Çàäà÷à 4.2.14. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2017.7.5) Ìîæíî ëè òàê ðàñ-
ñòàâèòü öèôðû 1, 2, . . . , 8 â êëåòêàõ à) áóêâû Ø, á) ïîëîñêè (íà ðèñóíêå íè-
æå); ÷òîáû ïðè ëþáîì ðàçðåçàíèè ôèãóðû íà äâå ÷àñòè ñóììà âñåõ öèôð â
îäíîé èç ÷àñòåé äåëèëàñü íà ñóììó âñåõ öèôð â äðóãîé? (Ðåçàòü ìîæíî òîëü-
êî ïî ãðàíèöàì êëåòîê. Â êàæäîé êëåòêå äîëæíà ñòîÿòü îäíà öèôðà, êàæäóþ
öèôðó ìîæíî èñïîëüçîâàòü òîëüêî îäèí ðàç.)

Ðåøåíèå. Ïóñòü ñóììà ÷èñåë â îäíîé èç ÷àñòåé ðàâíà m, â äðóãîé � n, è n
äåëèòñÿ íà m. Òîãäà è m+n äåëèòñÿ íà m, à ýòî ñóììà âñåõ ÷èñåë, îíà ðàâíà
1+2+ . . .+8 = 36. Çíà÷èò, ìåíüøàÿ èç ñóìì ÷àñòåé ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì ÷èñëà
36. Âåðíî è îáðàòíîå: åñëè 36 äåëèòñÿ íà m, òî è 36−m äåëèòñÿ íà m.

à) Äëÿ ôèãóðû, çàïîëíåííîé, êàê íà ðèñóíêå íèæå, ïðè ðàçðåçàíèè íà äâå
÷àñòè ïîëó÷àþòñÿ òàêèå ìåíüøèå ñóììû:

2, 2 + 7 = 9, 2 + 7 + 3 = 12, 1, 6 + 8 + 4 = 18, 8 + 4 = 12, 4.

7

2

3 5

1

6 8

4

Âñå îíè ÿâëÿþòñÿ äåëèòåëÿìè ÷èñëà 36. Åñòü è äðóãèå ðàññòàíîâêè, óäîâëå-
òâîðÿþùèå óñëîâèþ.

á) Âûïèøåì âñå äåëèòåëè ÷èñëà 36, ìåíüøèå ýòîãî ÷èñëà, è èõ äîïîëíåíèÿ äî
36: 1, 2, 3, 4, 6, 9, 12, 18, 24, 27, 30, 32, 33, 34, 35.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàññòàâèòü ÷èñëà â ïîëîñêå òðåáóåìûì îáðàçîì óäàëîñü.
Âûïèøåì ñóììó ÷èñåë â ïåðâîé êëåòêå, ïåðâûõ äâóõ êëåòêàõ, ïåðâûõ òð¼õ
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êëåòêàõ è ò. ä. Ó íàñ ïîëó÷èòñÿ âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç âîñüìè
÷èñåë, ïåðâîå èç êîòîðûõ íå áîëüøå 8, à ïîñëåäíåå ðàâíî 36. Ïðè ýòîì ñîñåäíèå
÷ëåíû ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàçëè÷àþòñÿ íå áîëüøå, ÷åì íà 8.

Åñëè â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè åñòü ÷èñëî 18, òî ïðåäûäóùåå ÷èñëî äîëæíî
áûòü íå ìåíåå 18 − 8 = 10. Åäèíñòâåííîå ÷èñëî ìåæäó 10 è 18 â ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè � ýòî 12. Ñëåäîâàòü çà 18 ìîæåò ÷èñëî íå áîëåå 18 + 8 = 26,
ïîäõîäèò òîëüêî 24. Íî òîãäà â äâóõ ðàçíûõ êëåòêàõ äîëæíî ñòîÿòü ÷èñëî
6 = 18−12 = 24−18. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëà 18 â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåò.

Ïîñìîòðèì íà òî ìåñòî, ãäå ïîñëå ÷èñëà, ìåíüøåãî 18, èä¼ò ÷èñëî, áîëüøåå
18. Ðàçíîñòü ýòèõ ÷èñåë äîëæíà áûòü ðàâíà êàê ìèíèìóì 24 − 12 = 12. Íî
îíè äîëæíû îòëè÷àòüñÿ íà ÷èñëî, íå áîëüøåå 8. Ïðîòèâîðå÷èå.

Çàäà÷à 4.2.15. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2005.7.7) Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà öèôð ÷èñëà, äåëÿùåãîñÿ íà 7, ìîæåò
áûòü ðàâíà ëþáîìó íàòóðàëüíîìó ÷èñëó, êðîìå åäèíèöû.

Ðåøåíèå. ×èñëî ñ ñóììîé öèôð, ðàâíîé åäèíèöå, î÷åâèäíî ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ
äåñÿòêè è íå ìîæåò äåëèòüñÿ íà 7.

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîé äðóãîé ñóììû öèôð ìîæíî ïîñòðîèòü ïðèìåð ÷èñëà,
êðàòíîãî ñåìè. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî ÷èñëî 1001 = 7 · 143 äåëèòñÿ
íà 7.

Åñëè ñóììà öèôð ÷èñëà ÷¼òíà è ðàâíà 2k, ðàññìîòðèì ÷èñëî 10011001 . . . 1001,
ãäå ÷èñëî 1001 íàïèñàíî k ðàç ïîäðÿä. Îíî äåëèòñÿ íà 7:

10011001 . . . 1001 = 7 · 1430143 . . . 0143,

à ñóììà åãî öèôð ðàâíà 2k.

Åñëè ñóììà öèôð ÷èñëà íå÷¼òíà è ðàâíà 2k + 1, òî ðàññìîòðèì ÷èñëî
2110011001 . . . 1001, ãäå ïîñëå öèôð 2 è 1 ÷èñëî 1001 âûïèñàíî k−1 ðàç ïîäðÿä.
Ñóììà åãî öèôð ðàâíà 3 + 2(k − 1) = 2k + 1, è îíî êðàòíî 7:

2110011001 . . . 1001 = 7 · 701430143 . . . 0143.

Çàäà÷à 4.2.16. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2011.7.8) Ïîñëåäîâàòåëüíûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà 2 è 3 äåëÿòñÿ íà ïîñëå-
äîâàòåëüíûå íå÷¼òíûå ÷èñëà 1 è 3 ñîîòâåòñòâåííî; ÷èñëà 8, 9 è 10 � äåëÿòñÿ
íà 1, 3 è 5 ñîîòâåòñòâåííî. Íàéäóòñÿ ëè 11 ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ
÷èñåë, êîòîðûå äåëÿòñÿ íà 1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15, 17, 19 è 21 ñîîòâåòñòâåííî?
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Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ÷èñëî

A = 1 · 3 · 5 · 7 · 9 · 11 · 13 · 15 · 17 · 19 · 21.

Òîãäà ÷èñëà

1/2(A+ 1), 1/2(A+ 3), 1/2(A+ 5), . . . , 1/2(A+ 19), 1/2(A+ 21)

ÿâëÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè è äåëÿòñÿ íà

1, 3, 5, . . . , 19

è 21 ñîîòâåòñòâåííî.

Çàìå÷àíèÿ. Èç ðåøåíèÿ ÿñíî, ÷òî òàêèå ÷èñëà íàéäóòñÿ äëÿ ëþáîãî êîëè÷å-
ñòâà ïîñëåäîâàòåëüíûõ íå÷¼òíûõ ÷èñåë.

Çàäà÷à 4.2.17. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2004.7.1) Âàíÿ çàäóìàë ïðî-
ñòîå òð¼õçíà÷íîå ÷èñëî, âñå öèôðû êîòîðîãî ðàçëè÷íû. Íà êàêóþ öèôðó îíî
ìîæåò îêàí÷èâàòüñÿ, åñëè åãî ïîñëåäíÿÿ öèôðà ðàâíà ñóììå ïåðâûõ äâóõ?

Ïîäñêàçêà. Âîñïîëüçóéòåñü ïðèçíàêàìè äåëèìîñòè íà 2, 5, 3.

Ðåøåíèå. Î÷åâèäíî, ÷òî ïîñëåäíÿÿ öèôðà áîëüøå 1. Òð¼õçíà÷íîå ïðîñòîå
÷èñëî íå ìîæåò îêàí÷èâàòüñÿ íè íà ÷¼òíóþ öèôðó (òî åñòü íà 0, 2, 4, 6 èëè
8), íè íà öèôðó 5. Åñëè ïîñëåäíÿÿ öèôðà 3 èëè 9, òî ñóììà âñåõ öèôð ÷èñëà,
ðàâíàÿ óäâîåííîé ïîñëåäíåé öèôðå, äåëèòñÿ íà 3, à òîãäà ñàìî ÷èñëî äåëèòñÿ
íà 3. Òàêèì îáðàçîì, îñòàëàñü òîëüêî öèôðà 7.

Çàäà÷à 4.2.18. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2002.6.3) Íà äîñêå áûëè íà-
ïèñàíû 10 ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Êîãäà ñò¼ðëè îäíî èç íèõ,
òî ñóììà äåâÿòè îñòàâøèõñÿ îêàçàëàñü ðàâíà 2002. Êàêèå ÷èñëà îñòàëèñü íà
äîñêå?

Ðåøåíèå. Ïóñòü x � íàèìåíüøåå èç íàïèñàííûõ ÷èñåë. Îáîçíà÷èì ÷åðåç x+y
âû÷åðêíóòîå ÷èñëî (0 < y < 9). Òîãäà

x+ (x+ 1) + (x+ 2) + (x+ 3) + (x+ 4) + (x+ 5) +

+ (x+ 6) + (x+ 7) + (x+ 8) + (x+ 9)− (x+ y) = 2002,

òî åñòü 9x = 1957 + y. À 1957 + y äåëèòñÿ íà 9 òîëüêî ïðè y = 5. Çíà÷èò,
x = 1962 : 9 = 218.

Òàêèì îáðàçîì, íà äîñêå îñòàëèñü ÷èñëà: 218, 219, 220, 221, 222, 224, 225, 226
è 227.
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Çàäà÷à 4.2.19. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2003.7.3) ×òîáû îòêðûòü
ñåéô, íóæíî ââåñòè êîä � ÷èñëî, ñîñòîÿùåå èç ñåìè öèôð: äâîåê è òðîåê.
Ñåéô îòêðîåòñÿ, åñëè äâîåê áîëüøå, ÷åì òðîåê, à êîä äåëèòñÿ è íà 3, è íà 4.
Ïðèäóìàéòå êîä, îòêðûâàþùèé ñåéô.

Ïîäñêàçêà. Âîñïîëüçóéòåñü ïðèçíàêîì äåëèìîñòè íà 3.

Ðåøåíèå. Òàê êàê äâîåê áîëüøå, ÷åì òðîåê, äâîåê ìîæåò áûòü 4, 5, 6 èëè
7. Â ïåðâîì ñëó÷àå ñóììà öèôð � 17, âî âòîðîì � 16, â òðåòüåì � 15, à â
ïîñëåäíåì � 14. Ïî ïðèçíàêó äåëèìîñòè íà 3 ãîäèòñÿ òîëüêî òðåòèé âàðèàíò.

Èòàê, â êîäå 6 äâîåê è îäíà òðîéêà. Ïî ïðèçíàêó äåëèìîñòè íà 4 ÷èñëî, îáðà-
çîâàííîå ïîñëåäíèìè äâóìÿ öèôðàìè, ðàâíî 32.

Òàêèì îáðàçîì, êîä 2222232 îòêðûâàåò ñåéô.

Çàäà÷à 4.2.20. (Òóðíèð Àðõèìåäà � 2016.4) Èçâåñòíî, ÷òî ñóììà

ÒÓÐÍÈÐ+ÀÐÕÈÌÅÄÀ

êðàòíà 2016. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììàÈÐ+ÀÐ êðàòíà 9. (Öèôðû çàìåíåíû áóê-
âàìè: ðàçíûå öèôðû � ðàçíûìè áóêâàìè, îäèíàêîâûå öèôðû � îäèíàêîâûìè
áóêâàìè)

Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó ñóììà êðàòíà 2016, îíà êðàòíà 9. Ïóñòü ó ÒÓÐÍÈÐ
îñòàòîê x, òîãäà ó ÀÐÕÈÌÅÄÀ îñòàòîê (9− x) ïðè äåëåíèè íà 9.

Îñòàòîê ÷èñëà ñîâïàäàåò ñ îñòàòêîì ñóììû öèôð. Ñóììà

Ò+Ó+Ð+Í+È+Ð

äà¼ò îñòàòîê x, ñóììà À+Ð+Õ+È+Ì+Å+Ä+À äà¼ò îñòàòîê (9− x).
Ñóììà

Ò+Ó+Ð+Í+È+Ð+À+Ð+Õ+È+Ì+Å+Ä+À

äà¼ò îñòàòîê 0. Ïðè ýòîì Ò+Ó+Ð+Í+È+À+Õ+Ì+Å+Ä = 45, ïîñêîëüêó
òóò ïðèñóòñòâóåò ðîâíî 10 ðàçëè÷íûõ áóêâ. Çíà÷èò, Ð + À + Ð + È èìååò
îñòàòîê 0. Òåïåðü äîêàæåì äâóìÿ ñïîñîáàìè, ÷òî ñóììà ÈÐ+ÀÐ êðàòíà 9.

Ïåðâûé ñïîñîá. È + Ð è À + Ð èìåþò ñîîòâåòñòâåííî îñòàòêè n è 9 − n.
Çíà÷èò, ýòè æå îñòàòêè áóäóò è ó ÈÐ, è ÀÐ. Çíà÷èò, ÈÐ+ÀÐ äåëèòñÿ íà 9.

3) Âòîðîé ñïîñîá. ÈÐ +ÀÐ = 9 · (È +À) + (Ð +À + Ð +È) äåëèòñÿ íà 9,
òàê êàê êàæäîå ñëàãàåìîå äåëèòñÿ íà 9.

Ïðèìåð ñóùåñòâîâàíèÿ òàêèõ ÷èñåë: 104384 + 24986752 = 25091136 (Ò = 1,
Ó = 0, Ð = 4, Í = 3, È = 8, À = 2, Õ = 9, Ì = 6, Å = 7, Ä = 5).
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Çàäà÷à 4.2.21. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1995.7.5) Èç íàòóðàëüíîãî
÷èñëà âû÷ëè ñóììó åãî öèôð, èç ïîëó÷åííîãî ÷èñëà ñíîâà âû÷ëè ñóììó åãî
(ïîëó÷åííîãî ÷èñëà) öèôð è òàê äàëåå. Ïîñëå îäèííàäöàòè òàêèõ âû÷èòàíèé
ïîëó÷èëñÿ íóëü. Ñ êàêîãî ÷èñëà íà÷èíàëè?

Ïîäñêàçêà. Ðàçíîñòü ìåæäó ÷èñëîì è ñóììîé åãî öèôð äåëèòñÿ íà 9.

Ðåøåíèå. Ðàçíîñòü ìåæäó ÷èñëîì è ñóììîé åãî öèôð äåëèòñÿ íà 9. Ïîýòîìó
âñå ÷èñëà, êîòîðûå ìû ïîëó÷àëè, äåëèëèñü íà 9 (êðîìå, ìîæåò áûòü, èñõîä-
íîãî).

Ïîéä¼ì ñ êîíöà. Íóëü â ïðèíöèïå ïîëó÷àåòñÿ èç ëþáîãî îäíîçíà÷íîãî íàòó-
ðàëüíîãî ÷èñëà ïîñëå âû÷èòàíèÿ èç íåãî ñóììû öèôð. Íî èç íèõ íà 9 äåëèòñÿ
òîëüêî 9. Ïîýòîìó íà ïðåäïîñëåäíåì øàãå ó íàñ áûëî ÷èñëî 9. Íî 9 ìîæíî
ïîëó÷èòü òîëüêî èç îäíîãî ÷èñëà, äåëÿùåãîñÿ íà 9, � èç 18. È òàê äàëåå, ïîêà
íå äîéä¼ì äî ÷èñëà 81.

Òóò ïóòü ðàçäâàèâàåòñÿ � 81 ìîæíî ïîëó÷èòü è èç 90, è èç 99. Ñäåëàåì ïî-
ñëåäíèé øàã íàçàä (òåïåðü äåëèìîñòü íà 9 íàì óæå íå âàæíà!) � 90 íè èç
êàêîãî ÷èñëà ïîëó÷èòü íåëüçÿ, à äëÿ 99 åñòü öåëûõ 10 âîçìîæíûõ ïðåäøå-
ñòâåííèêîâ: 100, 101, 102, . . . , 109.

Çàäà÷à 4.2.22. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2011.7.5) Â ñïðàâî÷íèêå
¾Ìàãèÿ äëÿ ÷àéíèêîâ¿ íàïèñàíî:

Çàìåíèòå â ñëîâå ÇÅÌËÅÒÐßÑÅÍÈÅ îäèíàêîâûå áóêâû íà
îäèíàêîâûå öèôðû, à ðàçíûå � íà ðàçíûå. Åñëè ïîëó÷åííîå ÷èñëî
îêàæåòñÿ ïðîñòûì, ñëó÷èòñÿ íàñòîÿùåå çåìëåòðÿñåíèå.

Âîçìîæíî ëè òàêèì îáðàçîì óñòðîèòü çåìëåòðÿñåíèå? (Íàòóðàëüíîå ÷èñëî,
áîëüøåå 1, íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì, åñëè ó íåãî íåò äðóãèõ äåëèòåëåé, êðîìå 1 è
ñàìîãî ñåáÿ.)

Ðåøåíèå. Áóêâà Å â ñëîâå ÇÅÌËÅÒÐßÑÅÍÈÅ âñòðå÷àåòñÿ 4 ðàçà, à
îñòàëüíûå 9 áóêâ � ïî îäíîìó ðàçó. Ýòî çíà÷èò, ÷òî â ÷èñëå âñå 10 öèôð
áóäóò ïðèñóòñòâîâàòü ïî îäíîìó ðàçó, à êàêàÿ-òî îäíà öèôðà (ñîîòâåòñòâóþ-
ùàÿ áóêâå Å) � åù¼ 3 ðàçà ñâåðõ òîãî.

Ñóììà 10 öèôð îò 0 äî 9 ðàâíà 45, òî åñòü êðàòíà 3. Ñóììà òð¼õ îäèíàêîâûõ
öèôð òàêæå êðàòíà 3. Òåì ñàìûì, êàê áû ìû íè çàìåíÿëè áóêâû íà öèôðû
â ñëîâå ÇÅÌËÅÒÐßÑÅÍÈÅ, ñóììà öèôð ïîëó÷åííîãî ÷èñëà áóäåò êðàòíà
òð¼ì. Çíà÷èò, è ïîëó÷åííîå ÷èñëî áóäåò äåëèòüñÿ íà 3.

Ïîñêîëüêó åäèíñòâåííîå ïðîñòîå ÷èñëî, êðàòíîå 3, � ýòî ñàìî ÷èñëî 3, à íàøå
÷èñëî çàâåäîìî åãî áîëüøå, ïîëó÷åííîå ÷èñëî íå ìîæåò áûòü ïðîñòûì.
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3 Ñðàâíåíèÿ ïî ìîäóëþ

Çàäà÷à 4.3.4. (Ìîñêîâñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà � 1940.7-8.4) Ñêîëüêî
ñóùåñòâóåò òàêèõ ïàð öåëûõ ÷èñåë x, y, çàêëþ÷¼ííûõ ìåæäó 1 è 1000, ÷òî
x2 + y2 äåëèòñÿ íà 7.

Ðåøåíèå. ×èñëî x2 + y2 äåëèòñÿ íà 7 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îáà ÷èñëà
x è y êðàòíû 7 (Åñëè n íå äåëèòñÿ íà 7, òî n2 ïðè äåëåíèè íà 7 äà¼ò îäèí èç
îñòàòêîâ 1, 2, 4. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ñóììà äâóõ òàêèõ îñòàòêîâ íà 7 íå
äåëèòñÿ).

Êîëè÷åñòâî öåëûõ ÷èñåë, çàêëþ÷¼ííûõ ìåæäó 1 è 1000 è êðàòíûõ 7, ðàâíî 142
(ïîñêîëüêó 1000 = 142·7+6). Ïîýòîìó èñêîìîå ÷èñëî ðàâíî 1422 = 201614.

Çàäà÷à 4.3.5. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàññîâ
� 2013.6.1) B ðÿä ëåæàò 1000 êîíôåò. Ñíà÷àëà Âàñÿ ñúåë äåâÿòóþ êîíôåòó
ñëåâà, ïîñëå ÷åãî ñúåäàë êàæäóþ ñåäüìóþ êîíôåòó, äâèãàÿñü âïðàâî. Ïîñëå
ýòîãî Ïåòÿ ñúåë ñåäüìóþ ñëåâà èç îñòàâøèõñÿ êîíôåò, à çàòåì ñúåäàë êàæäóþ
äåâÿòóþ èç íèõ, òàêæå äâèãàÿñü âïðàâî. Ñêîëüêî êîíôåò ïîñëå ýòîãî îñòàëîñü?

Ðåøåíèå. Âàñÿ íà÷àë ñ äåâÿòîé êîíôåòû ñëåâà, çíà÷èò, èç 992 êîíôåò îí ñúå-
äàë ïî îäíîé êîíôåòå èç êàæäûõ ñåìè. Òàê êàê 992 : 7 = 141 (îñòàòîê 5), òî
Âàñÿ ñúåë 141 êîíôåòó âäîáàâîê ê ïåðâîé ñúåäåííîé, òî åñòü 142. Ïîñëå ýòîãî
îñòàëîñü 858 êîíôåò.

Ïåòÿ íà÷àë ñ ñåäüìîé êîíôåòû ñëåâà, òî åñòü èç 852 êîíôåò îí ñúåäàë ïî
îäíîé êîíôåòå èç êàæäûõ äåâÿòè. Òàê êàê 852 : 9 = 94 (îñòàòîê 6), òî Ïåòÿ
ñúåë 94 êîíôåòû âäîáàâîê ê ïåðâîé ñúåäåííîé, òî åñòü 95.

Òàêèì îáðàçîì, îñòàëîñü 763 êîíôåòû.

Çàäà÷à 4.3.6. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1998.7.5) Íà Ëóíå èìåþò õîæ-
äåíèå ìîíåòû äîñòîèíñòâîì â 1, 15 è 50 ôåðòèíãîâ. Íåçíàéêà îòäàë çà ïîêóïêó
íåñêîëüêî ìîíåò è ïîëó÷èë ñäà÷ó � íà îäíó ìîíåòó áîëüøå. Êàêîâà íàèìåíü-
øàÿ âîçìîæíàÿ öåíà ïîêóïêè?

Ïîäñêàçêà. Îñòàòîê îò äåëåíèÿ 1, 15 è 50 íà 7 ðàâåí 1.

Ðåøåíèå. Îñòàòîê îò äåëåíèÿ íà 7 äîñòîèíñòâà êàæäîé èç ìîíåò ðàâåí 1.
Ïóñòü Íåçíàéêà îòäàë k ìîíåò íà ñóììó A è ïîëó÷èë ñäà÷ó C. Òîãäà

A ≡ k (mod 7), à C ≡ k + 1 (mod 7).

Ïîýòîìó öåíà ïîêóïêè A − C ≡ 6 (mod 7). Ñëåäîâàòåëüíî, ýòà öåíà ïîêóïêè
íå ìîæåò áûòü ìåíüøå 6 ôåðòèíãîâ.
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Ïðèìåð, êîãäà ïîêóïêà ñòîèò 6 ôåðòèíãîâ: Íåçíàéêà çàïëàòèë äâå ìîíåòû �
1 ôåðòèíã è 50 ôåðòèíãîâ, à ñäà÷ó ïîëó÷èë òðåìÿ ìîíåòàìè ïî 15 ôåðòèíãîâ.

Çàäà÷à 4.3.7. (Ìîñêîâñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ðåãàòà � 2011/2012.8.3) Ñêîëüêî
ñóùåñòâóåò òàêèõ íàòóðàëüíûõ n, íå ïðåâîñõîäÿùèõ 2012, ÷òî ñóììà

1n + 2n + 3n + 4n

îêàí÷èâàåòñÿ íà 0?

Ðåøåíèå. Ïåðâûé ñïîñîá. Ðàçáåð¼ì òðè ñëó÷àÿ.

1. Åñëè n íå÷¼òíî, òî ÷èñëî 1n+4n íå÷¼òíî è äåëèòñÿ íà 1+ 4 = 5. Ñëåäî-
âàòåëüíî, îíî îêàí÷èâàåòñÿ íà 5. Àíàëîãè÷íî íà 5 îêàí÷èâàåòñÿ ÷èñëî
2n+ 3n. Çíà÷èò, äàííàÿ ñóììà îêàí÷èâàåòñÿ íà 0.

2. Åñëè n = 4k + 2, òî ÷èñëî 1n + 2n íå÷¼òíî è äåëèòñÿ íà 12 + 22 = 5.
Ñëåäîâàòåëüíî, îíî îêàí÷èâàåòñÿ íà 5. ×èñëî 3n + 4n òàêæå íå÷¼òíî è
äåëèòñÿ íà 32 + 42 = 25. Ñíîâà íàøà ñóììà îêàí÷èâàåòñÿ íà 0.

3. ×èñëî n = 4k. Ïîñëåäíÿÿ öèôðà ÷èñåë 24 è 44 ðàâíà 6. Çíà÷èò, è ïîñëåä-
íÿÿ öèôðà ÷èñåë 2n = (24)k è 4n = (44)k ðàâíà 6. Àíàëîãè÷íî ïîñëåäíÿÿ
öèôðà ÷èñëà 3n ðàâíà 1. Ñëåäîâàòåëüíî, íàøà ñóììà îêàí÷èâàåòñÿ íà 4.

Ñðåäè 2012 ïîñëåäîâàòåëüíûõ ðîâíî ÷åòâåðòü ÷èñåë, êðàòíûõ 4, òî åñòü 503.
À ¾õîðîøèõ¿ ÷èñåë 2012− 503 = 1509.

Âòîðîé ñïîñîá. Ñîñòàâèì òàáëèöó çíà÷åíèé ïîñëåäíèõ öèôð ó êàæäîãî ñëà-
ãàåìîãî è ó ñóììû äëÿ íåñêîëüêèõ íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé n.

n 1 2 3 4 5
1n 1 1 1 1 1
2n 2 4 8 6 2
3n 3 9 7 1 3
4n 4 6 4 6 4

ñóììà 0 0 0 4 0

Ïðè n = 5 ïîñëåäíèå öèôðû ó âñåõ ñëàãàåìûõ òàêèå æå, êàê è ïðè n = 1,
çíà÷èò, îáùèé ïåðèîä ïîâòîðåíèÿ ïîñëåäíèõ öèôð ðàâåí 4. Ïðè ýòîì, äëÿ
êàæäûõ ÷åòûð¼õ ïîñëåäîâàòåëüíûõ çíà÷åíèé n ðîâíî â òð¼õ ñëó÷àÿõ ñóììà
îêàí÷èâàåòñÿ íà 0.

Òàê êàê 2012 : 4 = 503, òî èñêîìîå êîëè÷åñòâî ðàâíî 503 · 3 = 1509.

Çàäà÷à 4.3.8. (Ìóíèöèïàëüíûé ýòàï Âñåðîññèéñêîé îëèìïèàäû øêîëüíèêîâ
(Ìîñêâà) � 2011.9.4) Íåçíàéêà óòâåðæäàåò, ÷òî ñóùåñòâóåò âîñåìü òàêèõ ïî-
ñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ÷òî â ðàçëîæåíèå èõ íà ïðîñòûå ìíî-
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æèòåëè êàæäûé ìíîæèòåëü âõîäèò â íå÷¼òíîé ñòåïåíè (íàïðèìåð, äâà òàêèõ
ïîñëåäîâàòåëüíûõ ÷èñëà: 23 = 231 è 24 = 23 · 31). Ïðàâ ëè îí?

Ðåøåíèå. Âîñåìü ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë äàþò ðàçëè÷íûå
îñòàòêè ïðè äåëåíèè íà 8. Ñëåäîâàòåëüíî, ñðåäè íèõ íàéä¼òñÿ ÷èñëî, êîòî-
ðîå ïðè äåëåíèè íà 8 äà¼ò îñòàòîê 4. Ýòî ÷èñëî äåëèòñÿ íà 4, íî íå äåëèòñÿ íà
8, ïîýòîìó â ðàçëîæåíèå åãî íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè äâîéêà âõîäèò âî âòîðîé
ñòåïåíè.

Çàäà÷à 4.3.9. (Òóðãîð. Âåñåííèé òóð. Îñíîâíîé âàðèàíò � 2009/2010.
10-11.1) Èç Þæíîé Àìåðèêè â Ðîññèþ 2010 êîðàáëåé âåçóò áàíàíû, ëèìîíû è
àíàíàñû. ×èñëî áàíàíîâ íà êàæäîì êîðàáëå ðàâíî ÷èñëó ëèìîíîâ íà îñòàëü-
íûõ êîðàáëÿõ âìåñòå âçÿòûõ, à ÷èñëî ëèìîíîâ íà êàæäîì êîðàáëå ðàâíî ÷èñëó
àíàíàñîâ íà îñòàëüíûõ êîðàáëÿõ âìåñòå âçÿòûõ. Äîêàæèòå, ÷òî îáùåå ÷èñëî
ôðóêòîâ äåëèòñÿ íà 31.

Ðåøåíèå. Îáùåå ÷èñëî áàíàíîâ â 2009 ðàç áîëüøå ÷èñëà ëèìîíîâ, êîòîðîå
â 2009 ðàç áîëüøå ÷èñëà àíàíàñîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, îáùåå ÷èñëî ôðóêòîâ â
20092 + 2009 + 1 ðàç áîëüøå ÷èñëà àíàíàñîâ,

20092 + 2009 + 1 ≡ (−6)2 − 6 + 1 ≡ 0 (mod 31).

Çàäà÷à 4.3.10. (Òóðãîð. Âåñåííèé òóð. Òðåíèðîâî÷íûé âàðèàíò � 1986/1987.
9-10.1) Ìîæíî ëè ÷èñëî 1986 ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû øåñòè êâàäðàòîâ
íå÷¼òíûõ ÷èñåë?

Ðåøåíèå. Êâàäðàò íå÷¼òíîãî ÷èñëà ïðè äåëåíèè íà 8 äà¼ò â îñòàòêå 1, òàê
êàê

(2k + 1)2 = 4k2 + 4k + 1 = 4k(k + 1) + 1,

à îäíî èç ÷èñåë k, k+ 1 ÷¼òíî, ïîýòîìó 4k(k+ 1) äåëèòñÿ íà 8. Çíà÷èò, ñóììà
øåñòè êâàäðàòîâ ïðè äåëåíèè íà 8 äàñò îñòàòîê 6.

À 1986 ≡ 2 (mod 8). Ïîýòîìó 1986 íå ìîæåò áûòü ñóììîé øåñòè êâàäðàòîâ.

Çàäà÷à 4.3.11. (Ìîñêîâñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ðåãàòà � 2012/2013.10.5) Èç-
âåñòíî, ÷òî b = 20132013+2. Áóäóò ëè ÷èñëà b3+1 è b2+2 âçàèìíî ïðîñòûìè?

Ðåøåíèå. ×èñëî 2013 äåëèòñÿ íà 3, òàê êàê ñóììà åãî öèôð ðàâíà 6. Ïîýòîìó
b3 ≡ −1 (mod 3). Çíà÷èò,

b3 + 1 ≡ −1 + 1 = 0 (mod 3) è b2 + 2 ≡ 1 + 2 = 0 (mod 3).
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Òàêèì îáðàçîì, äàííûå ÷èñëà èìåþò îáùèé äåëèòåëü 3, ñëåäîâàòåëüíî, íå
ÿâëÿþòñÿ âçàèìíî ïðîñòûìè.

Çàäà÷à 4.3.12. (Ìîñêîâñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ðåãàòà � 2012/2013.11.5) Ñóùå-
ñòâóþò ëè ÷åòûðå ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñëà, êàæäîå èç êîòîðûõ
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû êâàäðàòîâ äâóõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë?

Ðåøåíèå. Êâàäðàò ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà ïðè äåëåíèè íà 4 äàåò â îñòàò-
êå ëèáî 0, ëèáî 1. Çíà÷èò, ñóììà äâóõ êâàäðàòîâ ïðè äåëåíèè íà 4 ìîæåò èìåòü
â îñòàòêå ëèáî 0, ëèáî 1, ëèáî 2.

Íî ñðåäè ÷åòûð¼õ ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îäíî äà¼ò îñòàòîê
3 ïðè äåëåíèè íà 4, ïîýòîìó îíî íå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå ñóììû
êâàäðàòîâ äâóõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

4 Îñíîâíàÿ òåîðåìà àðèôìåòèêè

Çàäà÷à 4.4.3. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1995.7.1) Íàòóðàëüíîå ÷èñëî
óìíîæèëè ïîñëåäîâàòåëüíî íà êàæäóþ èç åãî öèôð. Ïîëó÷èëîñü 1995. Íàé-
äèòå èñõîäíîå ÷èñëî.

Ïîäñêàçêà. Ðàçëîæèòå ÷èñëî 1995 íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè.

Ðåøåíèå. Ðàçëîæèì 1995 íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè: 1995 = 3 · 5 · 7 · 19. Íóæíî
ðàçáèòü ýòî ïðîèçâåäåíèå íà äâå ãðóïïû: ÷àñòü ìíîæèòåëåé âîéä¼ò â èñõîäíîå
÷èñëî, à äðóãàÿ ÷àñòü áóäåò åãî öèôðàìè.

ßñíî, ÷òî 19 âîéä¼ò â èñêîìîå ÷èñëî (öèôðû ¾19¿ íåò!). Îñòà¼òñÿ íåñëîæíûé
ïåðåáîð, êîòîðûé äà¼ò åäèíñòâåííûé îòâåò � 57: 57 · 5 · 7 = 1995.

Çàäà÷à 4.4.4. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2008.7.1) ×èñëî óìíîæèëè íà
ñóììó åãî öèôð è ïîëó÷èëè 2008. Íàéäèòå ýòî ÷èñëî.

Ðåøåíèå. Èñêîìîå ÷èñëî ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì ÷èñëà 2008 = 23 · 251. Âûïèøåì
âñå äåëèòåëè ÷èñëà 2008: 1, 2, 4, 8, 251, 502, 1004, 2008.

Íàéäÿ ñóììó öèôð êàæäîãî èç íèõ, çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå çàäà÷è âûïîëíÿåòñÿ
òîëüêî äëÿ ÷èñëà 251: 2008 = 251 · (2 + 5 + 1).

Çàäà÷à 4.4.5. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2009.7.1) Þðà çàïèñàë ÷åòûð¼õçíà÷íîå ÷èñëî. Ë¼íÿ ïðèáàâèë ê ïåðâîé
öèôðå ýòîãî ÷èñëà 1, êî âòîðîé 2, ê òðåòüåé 3 è ê ÷åòâ¼ðòîé 4, à ïîòîì ïåðå-
ìíîæèë ïîëó÷åííûå ñóììû. Ó Ë¼íè ïîëó÷èëîñü 234. Êàêîå ÷èñëî ìîãëî áûòü
çàïèñàíî Þðîé?
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Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî 234 = 2 · 3 · 3 · 13. Ìàêñèìàëüíûé ñîìíîæèòåëü, ïîëó-
÷åííûé Ë¼íåé, ìîã ðàâíÿòüñÿ 9 + 4 = 13. Ýòîò ñîìíîæèòåëü â ïðîèçâåäåíèè,
íåñîìíåííî, èìåëñÿ, ïîòîìó ÷òî ìåíüøèå ÷èñëà íà 13 íå äåëÿòñÿ, à 234 äåëèò-
ñÿ. Çíà÷èò, ïîñëåäíÿÿ öèôðà Þðèíîãî ÷èñëà � äåâÿòêà.

Îñòàëüíûå òðè ñîìíîæèòåëÿ äàþò â ïðîèçâåäåíèè 18. Åäèíèö ñðåäè íèõ áûòü
íå ìîæåò, òàê êàê ÷èñëà ñ íóëÿ íå íà÷èíàþòñÿ. Åäèíñòâåííûé âîçìîæíûé
âàðèàíò 18 = 2 · 3 · 3. Ïîíÿòíî, ÷òî òðåòüÿ öèôðà â ýòîì ñëó÷àå 0, à äëÿ
ïåðâûõ äâóõ öèôð âîçìîæíû äâà âàðèàíòà: 2009 èëè 1109.

Çàäà÷à 4.4.6. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàññîâ
� 2015.6.2) Îõîòíèê ðàññêàçàë ïðèÿòåëþ, ÷òî âèäåë â ëåñó âîëêà ñ ìåòðîâûì
õâîñòîì. Òîò ðàññêàçàë äðóãîìó ïðèÿòåëþ, ÷òî â ëåñó âèäåëè âîëêà ñ äâóõìåò-
ðîâûì õâîñòîì. Ïåðåäàâàÿ íîâîñòü äàëüøå, ïðîñòûå ëþäè óâåëè÷èâàëè äëèíó
õâîñòà âäâîå, à òâîð÷åñêèå � âòðîå. Â ðåçóëüòàòå ïî òåëåâèçîðó ñîîáùèëè î
âîëêå ñ õâîñòîì äëèíîé 864 ìåòðà. Ñêîëüêî ïðîñòûõ è ñêîëüêî òâîð÷åñêèõ
ëþäåé ¾îòðàñòèëè¿ âîëêó õâîñò?

Ðåøåíèå. Êàæäûé ðàññêàç÷èê óäâàèâàë èëè óòðàèâàë äëèíó õâîñòà, ïîýòîìó
864 ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì íåêîòîðîãî êîëè÷åñòâà äâîåê è òðîåê. Òàê êàê
864 = 27 · 32 = 33 · 25, òî õâîñò âîëêó ¾îòðàñòèëè¿ ïÿòü ïðîñòûõ è òðîå
òâîð÷åñêèõ ëþäåé.

Çàäà÷à 4.4.7. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1999.6.2) Óêàæèòå ïÿòü öåëûõ
ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, ñóììà êîòîðûõ ðàâíà 20, à ïðîèçâåäåíèå � 420.

Ïîäñêàçêà. Ðàçëîæèòå 420 íà ìíîæèòåëè.

Ðåøåíèå. Ðàçëîæèì 420 íà ìíîæèòåëè: 420 = 6 · 7 · 10 = 2 · 2 · 3 · 5 · 7. Òåïåðü
óæå íåñëîæíî ñãðóïïèðîâàòü ýòè ìíîæèòåëè â ïÿòü ãðóïï òàê, ÷òîáû â ñóììå
ïîëó÷èëîñü 20: 7 + 5 + 3 + 4 + 1 = 20.

Çàäà÷à 4.4.8. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2007.6.2;7.2) Â êîíöå ÷åòâåðòè
Âîâî÷êà âûïèñàë ïîäðÿä â ñòðî÷êó ñâîè òåêóùèå îòìåòêè ïî ïåíèþ è ïîñòà-
âèë ìåæäó íåêîòîðûìè èç íèõ çíàê óìíîæåíèÿ. Ïðîèçâåäåíèå ïîëó÷èâøèõñÿ
÷èñåë îêàçàëîñü ðàâíûì 2007. Êàêàÿ îòìåòêà âûõîäèò ó Âîâî÷êè â ÷åòâåðòè
ïî ïåíèþ? (¾Êîëîâ¿ ó÷èòåëüíèöà ïåíèÿ íå ñòàâèò.)

Ðåøåíèå. Ðàçëîæèì 2007 íà ìíîæèòåëè: 2007 = 3 · 3 · 223 = 9 · 223 = 3 · 669.
Ïîñêîëüêó îòìåòêè 9 íå áûâàåò, òî ïîäõîäèò òîëüêî ïåðâûé âàðèàíò.

Òàê êàê òðîåê ó Âîâî÷êè áîëüøå, ÷åì äâîåê, è ïîñëåäíÿÿ îòìåòêà, êàê íè
ïåðåñòàâëÿé ìíîæèòåëè, � òðîéêà, ìîæíî íàäåÿòüñÿ, ÷òî òðîéêó â ÷åòâåðòè
îí ïîëó÷èò.

188



Çàäà÷à 4.4.9. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàññîâ
� 2016.6.2) Åñòü ÷åòûðå êàðòî÷êè ñ öèôðàìè: 2, 0, 1, 6. Äëÿ êàæäîãî èç ÷èñåë
îò 1 äî 9 ìîæíî èç ýòèõ êàðòî÷åê ñîñòàâèòü ÷åòûð¼õçíà÷íîå ÷èñëî, êîòîðîå
êðàòíî âûáðàííîìó îäíîçíà÷íîìó. À â êàêîì ãîäó òàêîå áóäåò â ñëåäóþùèé
ðàç?

Ðåøåíèå. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ÷èñëî äåëèëîñü íà 9, åãî ñóììà öèôð äîëæíà äå-
ëèòüñÿ íà 9. Çíà÷èò, ñëåäóþùèé òàêîé ãîä áóäåò íå ðàíüøå, ÷åì ÷åðåç 9 ëåò,
òî åñòü â 2025 ãîäó.

Ýòîò ãîä óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ çàäà÷è, òàê êàê èç êàðòî÷åê 2, 0, 2 è 5 ìîæíî
ñîñòàâèòü ÷èñëî 2520. Îíî äåëèòñÿ íà ëþáîå îäíîçíà÷íîå ÷èñëî îò 1 äî 9,
ïîñêîëüêó 2520 = 23 · 32 · 5 · 7.

Çàäà÷à 4.4.10. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2009.7.6) Èñïîëüçóÿ â êà÷å-
ñòâå ÷èñåë ëþáîå êîëè÷åñòâî ìîíåò äîñòîèíñòâîì 1, 2, 5 è 10 ðóáëåé, à òàêæå
(áåñïëàòíûå) ñêîáêè è çíàêè ÷åòûð¼õ àðèôìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé, ñîñòàâüòå
âûðàæåíèå ñî çíà÷åíèåì 2009, ïîòðàòèâ êàê ìîæíî ìåíüøå äåíåã.

Ðåøåíèå. Îáúÿñíèì, êàê ýòó çàäà÷ó ìîæíî áûëî áû ðåøàòü. Çàìåòèì, ÷òî
âûðàæåíèå ìîæíî ñîñòàâëÿòü èç ïðîèçâîëüíûõ ÷èñåë, çàìåíèâ êàæäîå èç íèõ
íà ñóììó ñîîòâåòñòâóþùåãî ÷èñëà åäèíèö. Â ÷àñòíîñòè, 2009 ìîæíî ïîëó÷èòü
êàê ñóììó 2009 åäèíèö.

Íî òàê êàê ïðîèçâåäåíèå îáû÷íî áîëüøå ñóììû, âûãîäíåå ÷èñëà íå ñêëàäû-
âàòü, à óìíîæàòü. Åñëè ðàçëîæèòü 2009 íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè, ïîëó÷èòñÿ
âûðàæåíèå 7 · 7 · 41 ñòîèìîñòüþ 7 + 7 + 41 = 55 ðóáëåé.

Òåïåðü ìîæíî ïîïðîáîâàòü ïîëó÷èòü áîëåå äåø¼âûì ñïîñîáîì ýòè ñîìíîæè-
òåëè. ßñíî, ÷òî åñëè ÷èñëî ñòîèò ðÿäîì ñ äåø¼âûì, òî è ñàìî îíî íå ñëèøêîì
äîðîãîå. Íàïðèìåð, 41 ñòîèò ðÿäîì ñ ÷èñëîì 40 = 5 ·2 ·2 ·2. Ïîýòîìó 41 ìîæíî
ïîëó÷èòü çà 12 ðóáëåé: 5 ·2 ·2 ·2+1. Àíàëîãè÷íî 7 = 2 ·3+1. Âîñïîëüçîâàâøèñü
ýòèì, ìîæíî ïîëó÷èòü 2009 çà 24 ðóáëÿ:

(2 · 3 + 1)(2 · 3 + 1)(5 · 2 · 2 · 2 + 1).

Ìîæíî ïîïðîáîâàòü óäåøåâèòü îäèí èç ñîìíîæèòåëåé ïî-äðóãîìó: íàïðèìåð,
ïðåäñòàâèòü 41 êàê 42− 1 = 2 · 3 · 7− 1 = 2 · 3 · (2 · 3+ 1)− 1. Ñíîâà ïîëó÷èëîñü
12 ðóáëåé.

Èòàê, äàëüøå óäåøåâëÿòü îòäåëüíûå ñîìíîæèòåëè òàêèì îáðàçîì íå ïîëó÷à-
åòñÿ, íî ìîæíî ïîïðîáîâàòü ïðèìåíèòü òó æå èäåþ äëÿ êàêèõ-òî èõ ïðîèçâå-
äåíèé. Íàïðèìåð, ìîæíî ïðåäñòàâèòü 7 · 7 = 49 êàê 48 + 1 = 2 · 2 · 2 · 2 · 3 + 1
èëè 50− 1 = 5 · 5 · 2− 1. Ê ñîæàëåíèþ, ýòî íå ïîçâîëÿåò óëó÷øèòü ðåçóëüòàò
(24 ðóáëÿ).
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Çàòî åñëè ïðåäñòàâèòü 7 · 41 = 287 êàê 288 − 1 = 2 · 2 · 2 · 2 · 2 · 3 · 3 − 1, òî
ïîëó÷èòñÿ âûðàæåíèå äëÿ 2009 âñåãî çà 23 ðóáëÿ:

2009 = (2 · 3 + 1)(2 · 2 · 2 · 2 · 2 · 3 · 3− 1).

Ýòîò ðåçóëüòàò íàèëó÷øèé. Îäíàêî íåèçâåñòíî äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî, íå èñ-
ïîëüçóþùåå êîìïüþòåðíîãî ïåðåáîðà.

Äîêàæåì, ÷òî 2009 íåëüçÿ ïîëó÷èòü çà 20 ðóáëåé, èñïîëüçóÿ òîëüêî îïåðàöèè
ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ. Äëÿ ýòîãî äîêàæåì, ÷òî çà 20 ðóáëåé íåëüçÿ ïîëó÷èòü
áîëüøå, ÷åì 36 · 2 = 1458 < 2009.

Ðàññìîòðèì âûðàæåíèå öåíîé 20 ðóáëåé ñ íàèáîëüøèì çíà÷åíèåì. Âî-ïåðâûõ,
ÿñíî, ÷òî â ýòîì âûðàæåíèè íåò óìíîæåíèÿ íà 1. Âî-âòîðûõ, ýòî âûðàæåíèå
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîèçâåäåíèå íåêîòîðûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Äåéñòâè-
òåëüíî, ôðàãìåíò âèäà a+ b · c ìîæíî çàìåíèòü íà (a+ b) · c, ñîõðàíèâ öåíó, íî
óâåëè÷èâ çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ. Â-òðåòüèõ, êàæäûé ñîìíîæèòåëü ìåíüøå 5.
Äåéñòâèòåëüíî, 5+ a ìîæíî çàìåíèòü íà 2 · 3+ a, ñîõðàíèâ öåíó, íî óâåëè÷èâ
çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ. Íàêîíåö, âñå ÷åòâ¼ðêè ìîæíî çàìåíèòü íà 2 · 2. Çíà÷èò,
âûðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì íåñêîëüêèõ äâîåê è òðîåê ñ ñóììîé 20.
Òàê êàê 3 ·3 > 2 ·2 ·2 (òî åñòü òðè äâîéêè âûãîäíî çàìåíèòü íà äâå òðîéêè), èç
òàêèõ âûðàæåíèé ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå èìååò 3 · 3 · 3 · 3 · 3 · 3 · 2 = 1458.

Çàäà÷à 4.4.11. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1996.7.6) Ïðîèçâåäåíèå ïî-
ñëåäîâàòåëüíûõ ÷èñåë îò 1 äî n íàçûâàåòñÿ n-ôàêòîðèàë è îáîçíà÷àåòñÿ n!
(1 · 2 · 3 · . . . · n = n!). Ìîæíî ëè âû÷åðêíóòü èç ïðîèçâåäåíèÿ

1! · 2! · 3! · . . . · 100!

îäèí èç ôàêòîðèàëîâ òàê, ÷òîáû ïðîèçâåäåíèå îñòàâøèõñÿ áûëî êâàäðàòîì
öåëîãî ÷èñëà?

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî

1! · 2! · 3! · . . . · 100! = 1! · . . . · 100! = (1!)2 · 2 · (3!)2 · 4 · . . . · (99!)2 · 100 =

= 250 · (1! · 3! · . . . · 99!)2 · 50!.

Îòñþäà âèäíî, ÷òî, âû÷åðêíóâ 50!, ìû ïîëó÷èì êâàäðàò ÷èñëà

225 · 1! · 3! · . . . · 99!.
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5 ÍÎÄ è ÍÎÊ. Àëãîðèòì Åâêëèäà

Çàäà÷à 4.5.5. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2003.7.3) Íà êàæäîì êèëîìåòðå ìåæäó ñ¼ëàìè Ìàðüèíî è Ðîùèíî ñòîèò
ñòîëá ñ òàáëè÷êîé, íà îäíîé ñòîðîíå êîòîðîé íàïèñàíî ðàññòîÿíèå äî Ìàðüè-
íî, íà äðóãîé � ðàññòîÿíèå äî Ðîùèíî. Ãóëÿÿ ïî ýòîé äîðîãå, Áîáèê äëÿ
êàæäîé òàáëè÷êè ïîäñ÷èòàë íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü çàïèñàííûõ íà íåé
÷èñåë. Îêàçàëîñü, ÷òî ñðåäè ïîëó÷åííûõ èì ÷èñåë âñòðåòèëèñü òîëüêî 1, 3
èëè 5 (êàæäîå õîòÿ áû ïî îäíîìó ðàçó). Íàéäèòå ðàññòîÿíèå ìåæäó ñ¼ëàìè.

Ðåøåíèå. Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó ñ¼ëàìè äîëæíî äåëèòüñÿ
íà 3 è íà 5. Çíà÷èò, îíî äåëèòñÿ íà 15.

Åñëè áû ðàññòîÿíèå áûëî áîëüøå 15, òî ÷èñëà, çàïèñàííûå ñ äâóõ ñòîðîí íà
êàæäîì ïÿòíàäöàòîì ñòîëáå, äåëèëèñü áû íà 15, òî åñòü, ñðåäè íàèáîëüøèõ
îáùèõ äåëèòåëåé âñòðåòèëîñü áû è ÷èñëî 15.

Çàäà÷à 4.5.6. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàññîâ
� 2012.7.4) Íàçîâ¼ì íàòóðàëüíûå ÷èñëà a è b äðóçüÿìè, åñëè èõ ïðîèçâåäåíèå
ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì êâàäðàòîì. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè a � äðóã b, òî a � äðóã
ÍÎÄ(a, b).

Ðåøåíèå. Ïåðâûé ñïîñîá. Ïóñòü d = ÍÎÄ(a, b). Òîãäà a = md, b = nd, ãäå
m è n � âçàèìíî ïðîñòûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà.

Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëî ab = mnd2 � òî÷íûé êâàäðàò, çíà÷èò, è mn �
òî÷íûé êâàäðàò. Ñëåäîâàòåëüíî, êàæäîå èç ÷èñåë m è n � òî÷íûé êâàäðàò:
m = k2. Îòñþäà

a ·ÍÎÄ(a, b) = md2 = (kd)2,

òî åñòü a � äðóã ÍÎÄ(a, b).

Âòîðîé ñïîñîá. ×èñëî ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì êâàäðàòîì, åñëè â åãî ðàçëîæåíèå
íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè êàæäûé èç íèõ âõîäèò ñ ÷¼òíûì ïîêàçàòåëåì ñòåïåíè.

Ðàçëîæèì ÷èñëà a è b íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè. Òàê êàê a è b � äðóçüÿ, òî
êàæäîå ïðîñòîå ÷èñëî âõîäèò â ýòè ðàçëîæåíèÿ ñ ïîêàçàòåëÿìè ñòåïåíåé îäè-
íàêîâîé ÷¼òíîñòè.

Òàê êàê â ðàçëîæåíèå ÍÎÄ(a, b) êàæäûé ïðîñòîé ìíîæèòåëü âõîäèò ñ íàè-
ìåíüøèì ïîêàçàòåëåì èç ýòèõ äâóõ, òî â ðàçëîæåíèÿ ÷èñåë a è ÍÎÄ(a, b)
êàæäîå ïðîñòîå ÷èñëî òàêæå âõîäèò ñ ïîêàçàòåëÿìè ñòåïåíåé îäèíàêîâîé ÷¼ò-
íîñòè. Ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî a è ÍÎÄ(a, b) � äðóçüÿ.

Çàäà÷à 4.5.7. (Òóðãîð. Âåñåííèé òóð. Òðåíèðîâî÷íûé âàðèàíò � 1996/1997.
10-11.2) ×èñëà a è b � íàòóðàëüíûå. Èçâåñòíî, ÷òî a2 + b2 äåëèòñÿ íà ab.
Äîêàæèòå, ÷òî a = b.
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Ðåøåíèå. Ïóñòü d = ÍÎÄ(a, b) � íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ÷èñåë a è b,
a = du, b = dv. Ñîêðàùàÿ íà d2, ïîëó÷èì, ÷òî u2 + v2 äåëèòñÿ íà uv.

Íî ÍÎÄ(u2+v2, uv) = 1, òàê êàê u è v âçàèìíî ïðîñòû. Ñëåäîâàòåëüíî, uv = 1.
Çíà÷èò, u = v = 1, a = b = d.

Çàäà÷à 4.5.8. (Ìîñêîâñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà � 1964.9.2) Äîêàçàòü,
÷òî ïðîèçâåäåíèå äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë íå ÿâëÿåòñÿ ñòå-
ïåíüþ íèêàêîãî öåëîãî ÷èñëà.

Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî n · (n+1) = am, ãäå m > 2 (a, m è n � íàòóðàëü-
íûå ÷èñëà).

×èñëà n è n+ 1 íå èìåþò îáùèõ äåëèòåëåé, ïîýòîìó n = bm è n+ 1 = cm. Íî
ýòîãî íå ìîæåò áûòü, ïîòîìó ÷òî ðàçíîñòü ìåæäó äâóìÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè
m-ìè ñòåïåíÿìè áîëüøå 1.

Çàäà÷à 4.5.9. (Òóðãîð. Îñåííèé òóð. Îñíîâíîé âàðèàíò � 2014/2015.8-9.2)
Ñóùåñòâóþò ëè òàêèå äåñÿòü ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ÷òî èõ
ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå áîëüøå èõ íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ:

à) ðîâíî â øåñòü ðàç;
á) ðîâíî â ïÿòü ðàç?

Ðåøåíèå. à) Íàïðèìåð, 1, 2, . . . , 9, 15. Ñóììà èõ ðàâíà 60, ñðåäíåå àðèôìå-
òè÷åñêîå � 6, à ÍÎÄ ðàâåí 1.

á) Ïóñòü ÍÎÄ äåñÿòè ÷èñåë a1 < a2 < . . . < a10 ðàâåí d. Òîãäà

a1 > d, a2 > 2d, . . . , a10 > 10d.

Çíà÷èò, ñóììà ýòèõ ÷èñåë íå ìåíüøå 55d, à ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå íå ìåíüøå
5,5d. Ñëåäîâàòåëüíî, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ ÷èñåë íå ñóùåñòâóåò.

Çàäà÷à 4.5.10. (Ìîñêîâñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà � 1935.8.1) Äîêàæè-
òå, ÷òî

ÍÎÊ(a, b, c) ·ÍÎÄ(a, b) ·ÍÎÄ(b, c) ·ÍÎÄ(c, a) = ÍÎÄ(a, b, c) · abc.

Ðåøåíèå. Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà a = pα, b = pβ , c = pγ , ïðè-
÷¼ì α 6 β 6 γ. Â ýòîì ñëó÷àå

ÍÎÊ(a, b, c) ·ÍÎÄ(a, b) ·ÍÎÄ(b, c) ·ÍÎÄ(c, a) =

= pγpαpβpα = pαpαpβpγ = ÍÎÄ(a, b, c) · abc.
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Çàäà÷à 4.5.11. (Òóðãîð. Îñåííèé òóð. Îñíîâíîé âàðèàíò � 1983/1984.7-8.2)
Íàéòè âñå òàêèå íàòóðàëüíûå k, êîòîðûå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû
äâóõ âçàèìíî ïðîñòûõ ÷èñåë, îòëè÷íûõ îò 1.

Ðåøåíèå. Ëþáîå íå÷¼òíîå ÷èñëî k = 2n+ 1 > 3 ëåãêî ïðåäñòàâèòü â íóæíîì
âèäå: k = n+ (n+ 1).

×¼òíîå ÷èñëî, êðàòíîå 4, (k = 4n) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû ÷èñåë 2n+ 1
è 2n− 1. Ïîñëåäíåå ÷èñëî áîëüøå 1 ïðè k > 8.

Íàêîíåö, ÷èñëî k âèäà 4n+2 ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû (2n+3)+(2n−1).
Ýòè ÷èñëà âçàèìíî ïðîñòû, ïîñêîëüêó èç ðàçíîñòü ðàâíà 4, à 4 âçàèìíî ïðîñòî
ñ ëþáûìè íå÷¼òíûìè ÷èñëàìè. Ïîñëåäíåå ÷èñëî áîëüøå 1 ïðè k > 10.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðåäñòàâèëè â íóæíîì âèäå âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, êðîìå
1, 2, 3, 4 è 6. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî íè îäíî ýòèõ ÷èñåë â òðåáóåìîì âèäå
ïðåäñòàâèòü íåëüçÿ.

Çàäà÷à 4.5.12. (Òóðãîð. Îñåííèé òóð. Îñíîâíîé âàðèàíò � 1998/1998.8-9.1)
à) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ÍÎÊ(a, a+5) = ÍÎÊ(b, b+5) (a, b � íàòóðàëüíûå), òî
a = b.

á) Ìîãóò ëè ÍÎÊ(a, b) è ÍÎÊ(a+c, b+c) áûòü ðàâíû (a, b, c � íàòóðàëüíûå)?

Ðåøåíèå. à) Òàê êàê ÍÎÄ(a+5, a) äåëèò òàêæå è ðàçíîñòü (a+5)− a = 5, òî
îí ìîæåò ðàâíÿòüñÿ òîëüêî 5 èëè 1. Òî æå âåðíî è äëÿ ÍÎÄ(b, b+ 5).

Çàìåòèì, ÷òî ÍÎÄ(a, a + 5) = 5 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ÍÎÊ(a, a + 5)
äåëèòñÿ íà 5. Ïîýòîìó èç ðàâåíñòâà

ÍÎÊ(a, a+ 5) = ÍÎÊ(b, b+ 5)

ñëåäóåò ðàâåíñòâî
ÍÎÄ(a, a+ 5) = ÍÎÄ(b, b+ 5),

à çíà÷èò, è ðàâåíñòâî
a · (a+ 5) = b · (b+ 5),

ïîñêîëüêó ÍÎÊ(m,n) ·ÍÎÄ(m,n) = mn.

Òåïåðü ÿñíî, ÷òî a = b. Åñëè, íàïðèìåð, a < b, òî

a+ 5 < b+ 5 è a · (a+ 5) < b · (b+ 5).

Ïðîòèâîðå÷èå.

á) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òàêèå ÷èñëà ñóùåñòâóþò. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

ÍÎÄ(a, b, c) = 1,

193



â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âñå ÷èñëà ìîæíî ñîêðàòèòü íà îáùèé äåëèòåëü.

Îáîçíà÷èì m = ÍÎÊ(a+ c, b+ c), d = ÍÎÄ(a+ c, b+ c). Òàê êàê

ÍÎÊ(a+ c, b+ c) = ÍÎÊ(a, b) 6 ab < (a+ c)(b+ c),

òî d > 1. Çàìåòèì, ÷òî ab äåëèòñÿ íà m, à m, â ñâîþ î÷åðåäü, äåëèòñÿ íà d, òî
åñòü ab äåëèòñÿ íà d. Ïîýòîìó ëèáî a, ëèáî b (ïóñòü a) èìååò îáùèé äåëèòåëü
δ > 1 ñ ÷èñëîì d.

Íî òîãäà ÷èñëà c = (a+c)−a è b = (b+c)−c òàêæå äåëÿòñÿ íà δ. Ìû ïîëó÷èëè
ïðîòèâîðå÷èå ñ óñëîâèåì ÍÎÄ(a, b, c) = 1.

6 Ïðîñòûå ÷èñëà

Çàäà÷à 4.6.6. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2013.6.1) Âàñÿ óìíîæèë íåêî-
òîðîå ÷èñëî íà 10 è ïîëó÷èë ïðîñòîå ÷èñëî. À Ïåòÿ óìíîæèë òî æå ñàìîå
÷èñëî íà 15, íî âñ¼ ðàâíî ïîëó÷èë ïðîñòîå ÷èñëî. Ìîæåò ëè áûòü òàê, ÷òî
íèêòî èç íèõ íå îøèáñÿ?

Ðåøåíèå. Ìîæåò, íàïðèìåð: 0,2 · 10 = 2 è 0,2 · 15 = 3 � ïðîñòûå ÷èñëà.

Çàìå÷àíèÿ. Ïðèâåä¼ííûé ïðèìåð åäèíñòâåííûé: ïðîñòîå ÷èñëî Ïåòè â ïîë-
òîðà ðàçà áîëüøå ïðîñòîãî ÷èñëà Âàñè. Çíà÷èò, ïðîñòîå ÷èñëî Âàñè ÷¼òíî, òî
åñòü ðàâíî 2, à èñõîäíîå ÷èñëî â 10 ðàç ìåíüøå.

Çàäà÷à 4.6.7. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2001.7.1) Â êíèãå ðåêîðäîâ
Ãèííåññà íàïèñàíî, ÷òî íàèáîëüøåå èçâåñòíîå ïðîñòîå ÷èñëî ðàâíî

23021377 − 1.

Íå îïå÷àòêà ëè ýòî?

Ïîäñêàçêà. Êàêàÿ ïîñëåäíÿÿ öèôðà ó ÷èñëà 23021377 − 1?

Ðåøåíèå. Ëþáàÿ ñòåïåíü ÷èñëà, îêàí÷èâàþùåãîñÿ öèôðîé 1, òîæå îêàí÷èâà-
åòñÿ öèôðîé 1. Ïîýòîìó ðàçíîñòü 23021377 − 1 îêàí÷èâàåòñÿ íà 0 è, ñëåäîâà-
òåëüíî, íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ÷èñëîì.

Çàäà÷à 4.6.8. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2017.6.2) Íà äâóõ êàðòî÷êàõ
çàïèñàíû ÷åòûðå ðàçëè÷íûå öèôðû � ïî îäíîé ñ êàæäîé ñòîðîíû êàðòî÷-
êè. Ìîæåò ëè îêàçàòüñÿ òàê, ÷òî âñÿêîå äâóçíà÷íîå ÷èñëî, êîòîðîå ìîæíî
ñëîæèòü èç ýòèõ êàðòî÷åê, áóäåò ïðîñòûì? (Íåëüçÿ ïåðåâîðà÷èâàòü öèôðû
ââåðõ íîãàìè, òî åñòü äåëàòü èç öèôðû 6 öèôðó 9 è íàîáîðîò.)
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Ðåøåíèå. Âñå äâóçíà÷íûå ÷èñëà, îêàí÷èâàþùèåñÿ íà 0, 2, 4, 6 èëè 8, ÷¼òíû, à
îêàí÷èâàþùèåñÿ íà 5 êðàòíû ïÿòè. Ïîýòîìó òàêèå ÷èñëà íå áóäóò ïðîñòûìè,
è ïèñàòü ýòè öèôðû íà êàðòî÷êàõ íå èìååò ñìûñëà.

Îñòàþòñÿ öèôðû 1, 3, 7 è 9. Åñëè öèôðû 3 è 9 çàïèñàíû íà ðàçíûõ êàðòî÷êàõ,
òî èç íèõ ìîæíî ñëîæèòü ñîñòàâíîå ÷èñëî 39. Åñëè æå îíè çàïèñàíû íà îäíîé
êàðòî÷êå, òî íà âòîðîé çàïèñàíû 1 è 7, è òîãäà ìîæíî ñëîæèòü ñîñòàâíîå
÷èñëî 91 = 7 · 13.

Çàäà÷à 4.6.9. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2008.7.3) Ìàëüâèíà ïîïðîñèëà Áóðàòèíî âûïèñàòü âñå äåâÿòèçíà÷íûå
÷èñëà, ñîñòàâëåííûå èç ðàçëè÷íûõ öèôð. Áóðàòèíî çàáûë, êàê ïèøåòñÿ öèô-
ðà 7, ïîýòîìó çàïèñàë òîëüêî òå äåâÿòèçíà÷íûå ÷èñëà, â êîòîðûõ ýòîé öèôðû
íåò. Çàòåì Ìàëüâèíà ïðåäëîæèëà åìó âû÷åðêíóòü èç êàæäîãî ÷èñëà ïî øåñòü
öèôð òàê, ÷òîáû îñòàâøååñÿ òð¼õçíà÷íîå ÷èñëî áûëî ïðîñòûì. Áóðàòèíî òóò
æå çàÿâèë, ÷òî ýòî âîçìîæíî íå äëÿ âñåõ çàïèñàííûõ ÷èñåë. Ïðàâ ëè îí?

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ÷èñëî 319562480. Åñëè èç íåãî íå âû÷åðêíóòü âñå ïî-
ñëåäíèå 6 öèôð, òî ïîëó÷åííîå ÷èñëî áóäåò îêàí÷èâàòüñÿ ÷¼òíîé öèôðîé èëè
ïÿò¼ðêîé, òî åñòü íå áóäåò ïðîñòûì. Åñëè æå âû÷åðêíóòü ïîñëåäíèå øåñòü
öèôð òî ïîëó÷èòñÿ 319 = 29 · 11. Çíà÷èò, Áóðàòèíî ïðàâ.

Çàäà÷à 4.6.10. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2015.7.4) Íåçíàéêà õî÷åò çàïèñàòü ïî êðóãó 2015 íàòóðàëüíûõ ÷èñåë
òàê, ÷òîáû äëÿ êàæäûõ äâóõ ñîñåäíèõ ÷èñåë ÷àñòíîå îò äåëåíèÿ áîëüøåãî
íà ìåíüøåå áûëî ïðîñòûì ÷èñëîì. Çíàéêà óòâåðæäàåò, ÷òî ýòî íåâîçìîæíî.
Ïðàâ ëè Çíàéêà?

Ðåøåíèå. Ïóñòü Íåçíàéêå óäàëîñü ðàñïîëîæèòü ÷èñëà ïî êðóãó òàê, êàê óêà-
çàíî â óñëîâèè. Äàëåå ìîæíî ðàññóæäàòü ïî-ðàçíîìó.

Ïåðâûé ñïîñîá. Ñîåäèíèì ñòðåëî÷êàìè ñîñåäíèå ÷èñëà, äâèãàÿñü ïî ÷àñîâîé
ñòðåëêå. Íà êàæäîé ñòðåëî÷êå çàïèøåì ÷àñòíîå îò äåëåíèÿ ÷èñëà, ñòîÿùåãî â
å¼ êîíöå, íà ÷èñëî, ñòîÿùåå â å¼ íà÷àëå. Ïî óñëîâèþ, ýòî ëèáî ïðîñòîå ÷èñëî,
ëèáî ÷èñëî, îáðàòíîå ïðîñòîìó.

Çàìåòèì, ÷òî êàæäîå èç èñõîäíûõ ÷èñåë ðîâíî îäèí ðàç áûëî â ðîëè äåëè-
ìîãî è ðîâíî îäèí ðàç � â ðîëè äåëèòåëÿ. Çíà÷èò, ïðîèçâåäåíèå âñåõ ÷èñåë,
çàïèñàííûõ íà ñòðåëî÷êàõ, ðàâíî 1. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ êàæäîãî ÷èñëà âèäà
p ñðåäè íèõ äîëæíà íàéòèñü ñîîòâåòñòâóþùåå ÷èñëî âèäà 1/p. Íî òîãäà öå-
ëûõ ÷èñåë è ïðàâèëüíûõ äðîáåé ïîðîâíó, ÷òî íåâîçìîæíî, òàê êàê èõ îáùåå
êîëè÷åñòâî ðàâíî 2015.

Âòîðîé ñïîñîá. Ðàññìîòðèì ðàçëîæåíèå êàæäîãî èç çàïèñàííûõ ÷èñåë íà
ïðîñòûå ìíîæèòåëè. Ïîäñ÷èòàåì êîëè÷åñòâî ïðîñòûõ ìíîæèòåëåé ó êàæäîãî
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÷èñëà (åñëè ñðåäè ïðîñòûõ ìíîæèòåëåé åñòü îäèíàêîâûå, òî èõ ó÷èòûâàåì
ñòîëüêî ðàç, ñ êàêèì ïîêàçàòåëåì ñòåïåíè îíè âõîäÿò â ðàçëîæåíèå, à ðàç-
ëîæåíèå ÷èñëà 1, åñëè îíî îêàçàëîñü ñðåäè çàïèñàííûõ 2015, áóäåì ñ÷èòàòü
ñîñòîÿùèì èç íóëÿ ïðîñòûõ ìíîæèòåëåé).

Òàê êàê îòíîøåíèå ñîñåäíèõ ÷èñåë ðàâíî ïðîñòîìó ÷èñëó, òî êîëè÷åñòâà ïðî-
ñòûõ ìíîæèòåëåé â ðàçëîæåíèÿõ ýòèõ ÷èñåë îòëè÷àþòñÿ ðîâíî íà 1. Ïîýòîìó
ó âñåõ ÷èñåë, ñòîÿùèõ íà íå÷¼òíûõ ìåñòàõ, êîëè÷åñòâî ïðîñòûõ ìíîæèòåëåé
èìååò îäíó è òó æå ÷¼òíîñòü. Íî ïåðâîå è 2015-å ÷èñëî ñòîÿò ðÿäîì, à ïîòîìó
êîëè÷åñòâà èõ ïðîñòûõ ìíîæèòåëåé äîëæíû îòëè÷àòüñÿ íà 1 è íå ìîãóò èìåòü
îäíó ÷¼òíîñòü. Ïðîòèâîðå÷èå.

Çíà÷èò, Çíàéêà ïðàâ.

Çàäà÷à 4.6.11. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2005.6.6) ßâëÿåòñÿ ëè ïðîñòûì ÷èñëî 1111112111111?

Ðåøåíèå. Ýòî ÷èñëî ìîæíî ðàçëîæèòü íà ìíîæèòåëè:

1111112111111 = 1111111000000 + 1111111 =

= 1111111 · (1000000 + 1) = 1111111 · 10000001.

Ñëåäîâàòåëüíî, îíî íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì.

Çàäà÷à 4.6.12. (Òóðíèð èì. Ëîìîíîñîâà � 1989.7.13) Íàéäèòå âñå ïðîñòûå
÷èñëà, êîòîðûå íåëüçÿ çàïèñàòü â âèäå ñóììû äâóõ ñîñòàâíûõ.

Ðåøåíèå. Äîêàæåì, ÷òî ëþáîå ïðîñòîå ÷èñëî p > 11 ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå
ñóììû äâóõ ñîñòàâíûõ.

Ïîñêîëüêó ëþáîå òàêîå ÷èñëî íå÷¼òíî, òî ÷èñëî p− 9 ÷¼òíî è, ñëåäîâàòåëüíî,
ñîñòàâíîå. Ïîýòîìó p = (p− 9) + 9 � èñêîìîå ïðåäñòàâëåíèå.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëà 2, 3, 5, 7 è 11 íå
ïðåäñòàâèìû â âèäå ñóììû äâóõ ñîñòàâíûõ.

7 Äðîáè

Çàäà÷à 4.7.5. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1999.7.1) ×èñëèòåëü è çíàìå-
íàòåëü äðîáè � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, äàþùèå â ñóììå 101. Èçâåñòíî, ÷òî äðîáü
íå ïðåâîñõîäèò 1/3. Óêàæèòå íàèáîëüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå òàêîé äðîáè.

Ðåøåíèå. Ñóììà ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ ðàâíà 101. Çíà÷èò, ÷åì áîëüøå
÷èñëèòåëü äðîáè, òåì ìåíüøå å¼ çíàìåíàòåëü � è òåì áîëüøå ñàìà äðîáü (òàê
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êàê è ÷èñëèòåëü, è çíàìåíàòåëü � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà): 25/76 åù¼ ìåíüøå
1/3, à 26/75 � óæå áîëüøå.

Çàäà÷à 4.7.6. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2012.7.1) Çàïèñàíû øåñòü ïîëîæèòåëüíûõ íåñîêðàòèìûõ äðîáåé, ñóììà
÷èñëèòåëåé êîòîðûõ ðàâíà ñóììå èõ çíàìåíàòåëåé. Ïàøà ïåðåâ¼ë êàæäóþ èç
íåïðàâèëüíûõ äðîáåé â ñìåøàííîå ÷èñëî. Îáÿçàòåëüíî ëè íàéäóòñÿ äâà ÷èñëà,
ó êîòîðûõ îäèíàêîâû ëèáî öåëûå ÷àñòè, ëèáî äðîáíûå ÷àñòè?

Ðåøåíèå. Íàïðèìåð, ðàññìîòðèì äðîáè:

3/2 = 1
1

2
, 7/3 = 2

1

3
, 13/4 = 3

1

4
, 21/5 = 4

1

5
, 31/6 = 5

1

6
è 1/56.

Ñóììà èõ ÷èñëèòåëåé, òàê æå, êàê è ñóììà èõ çíàìåíàòåëåé, ðàâíà 76. Ïðè
ýòîì, è öåëûå ÷àñòè è äðîáíûå ÷àñòè ýòèõ ÷èñåë ïîïàðíî ðàçëè÷íû.

Çàìå÷àíèÿ. Áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ïðèìåðîâ ìîæíî ïîñòðîèòü èç ñëåäóþùèõ ñî-
îáðàæåíèé. Âîçüì¼ì ïÿòü ïðîèçâîëüíûõ íåñîêðàòèìûõ íåïðàâèëüíûõ äðîáåé
ñ ðàçëè÷íûìè çíàìåíàòåëÿìè è ðàçëè÷íûìè öåëûìè ÷àñòÿìè. Ïóñòü ñóììà
èõ ÷èñëèòåëåé íà n áîëüøå ñóììû çíàìåíàòåëåé. Òåïåðü äîáàâèì ê íàáîðó
äðîáü 1/(n + 1): å¼ öåëàÿ ÷àñòü ðàâíà íóëþ, à äðîáíàÿ ÷àñòü ìåíüøå, ÷åì ó
ëþáîé ðàíåå âûáðàííîé äðîáè.

Çàäà÷à 4.7.7. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1997.6.2) Â ïàïèðóñå Ðèíäà
(Äðåâíèé Åãèïåò) ñðåäè ïðî÷èõ ñâåäåíèé ñîäåðæàòñÿ ðàçëîæåíèÿ äðîáåé â
ñóììó äðîáåé ñ ÷èñëèòåëåì 1, íàïðèìåð,

2

73
=

1

60
+

1

219
+

1

292
+

1

x
.

Îäèí èç çíàìåíàòåëåé çäåñü çàìåí¼í áóêâîé x. Íàéäèòå ýòîò çíàìåíàòåëü.

Ðåøåíèå. Âûðàçèì
1

x
:

1

x
=

2

73
− 1

60
− 1

219
− 1

292
=

1

365
.

Çíà÷èò, x = 365.

Çàäà÷à 4.7.8. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2000.7.2) Êàðëñîí íàïèñàë
äðîáü 10/97. Ìàëûø ìîæåò: 1) ïðèáàâëÿòü ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî ê ÷èñ-
ëèòåëþ è çíàìåíàòåëþ îäíîâðåìåííî; 2) óìíîæàòü ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü
íà îäíî è òî æå íàòóðàëüíîå ÷èñëî.

Ñìîæåò ëè Ìàëûø ñ ïîìîùüþ ýòèõ äåéñòâèé ïîëó÷èòü äðîáü: à) ðàâíóþ 1/2;
á) ðàâíóþ 1?
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Ðåøåíèå. à) Óìíîæåíèå ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ íà îäíî è òî æå ÷èñëî íå
âëèÿþò íà âåëè÷èíó äðîáè. Ïîýòîìó çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ

2 · (10 + x) = 97 + x,

îòêóäà x = 77.

á) Äðîáü ðàâíà åäèíèöå, åñëè å¼ ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü ðàâíû. À Ìàëûø
íå ñìîæåò èç íåðàâíûõ ÷èñåë ñäåëàòü ðàâíûå.

Çàäà÷à 4.7.9. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2004.6.3) a) Ïðèäóìàéòå òðè
ïðàâèëüíûå íåñîêðàòèìûå äðîáè, ñóììà êîòîðûõ � öåëîå ÷èñëî, à åñëè êàæ-
äóþ èç ýòèõ äðîáåé ¾ïåðåâåðíóòü¿ (òî åñòü çàìåíèòü íà îáðàòíóþ), òî ñóììà
ïîëó÷åííûõ äðîáåé òîæå áóäåò öåëûì ÷èñëîì.

á) Òî æå, íî ÷èñëèòåëè äðîáåé � íå ðàâíûå äðóã äðóãó íàòóðàëüíûå ÷èñëà.

Ïîäñêàçêà. à) Ïîäáåðèòå òðè äðîáè ñ ÷èñëèòåëÿìè, ðàâíûìè 1.

á) Íàéäèòå ñíà÷àëà òðè äðîáè ñ ðàçíûìè çíàìåíàòåëÿìè, äàþùèå â ñóììå 1.

Ðåøåíèå. à) Íàïðèìåð: 1/2, 1/3, 1/6.

á) Íàïðèìåð: 2/11, 3/11, 6/11.

Çàäà÷à 4.7.10. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2016.7.3) Ìàëüâèíà çàïèñàëà ïî ïîðÿäêó 2016 îáûêíîâåííûõ ïðàâèëü-
íûõ äðîáåé: 1/2, 1/3, 2/3, 1/4, 2/4, 3/4, . . . (â òîì ÷èñëå è ñîêðàòèìûå). Äðîáè,
çíà÷åíèå êîòîðûõ ìåíüøå, ÷åì 1/2, îíà ïîêðàñèëà â êðàñíûé öâåò, à îñòàëüíûå
äðîáè � â ñèíèé. Íà ñêîëüêî êîëè÷åñòâî êðàñíûõ äðîáåé ìåíüøå êîëè÷åñòâà
ñèíèõ?

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî çàïèñàíà òîëüêî îäíà äðîáü ñî çíàìåíàòåëåì 2, ðîâíî
äâå äðîáè ñî çíàìåíàòåëåì 3, ðîâíî òðè � ñî çíàìåíàòåëåì 4, è òàê äàëåå.

Òàê êàê 2016 = 64 · 63 : 2, òî ÷èñëî 2016 ðàâíî ñóììå âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë
îò 1 äî 63. Çíà÷èò, Ìàëüâèíà çàïèñàëà âñå äðîáè ñî çíàìåíàòåëÿìè 2, 3, . . . ,
64.

Ðàññìîòðèì äðîáè ñ îäèíàêîâûì çíàìåíàòåëåì, çàïèñàííûå â ïîðÿäêå âîç-
ðàñòàíèÿ. Åñëè çíàìåíàòåëü íå÷¼òíûé, òî êàæäàÿ èç äðîáåé ïåðâîé ïîëîâèíû
ìåíüøå, ÷åì 1/2, à êàæäàÿ èç äðîáåé âòîðîé ïîëîâèíû áîëüøå, ÷åì 1/2. Åñ-
ëè çíàìåíàòåëü ÷¼òíûé, òî åñòü äðîáü, ðàâíàÿ 1/2, à èç îñòàëüíûõ äðîáåé
ïîëîâèíà ìåíüøå, ÷åì 1/2, à äðóãàÿ ïîëîâèíà � áîëüøå, ÷åì 1/2.

Òàêèì îáðàçîì, êîëè÷åñòâî êðàñíûõ äðîáåé ìåíüøå êîëè÷åñòâà ñèíèõ â òî÷-
íîñòè íà êîëè÷åñòâî äðîáåé, ðàâíûõ 1/2. Ýòî äðîáè 1/2, 2/4, 3/6, . . . , 32/36,
èõ êîëè÷åñòâî ðàâíî 32.
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Çàäà÷à 4.7.11. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2016.7.4) Âïèøèòå âìåñòî
çâ¼çäî÷åê øåñòü ðàçëè÷íûõ öèôð òàê, ÷òîáû âñå äðîáè áûëè íåñîêðàòèìûìè,
à ðàâåíñòâî âåðíûì:

∗
∗
+
∗
∗
=
∗
∗
.

Ðåøåíèå. Íàïðèìåð,
1

6
+

7

3
=

5

2
.

Çàìå÷àíèÿ. Åñòü è äðóãèå ïðèìåðû. Ïîèñê ïðèìåðà óïðîùàåòñÿ, åñëè çàìå-
òèòü, ÷òî íè îäèí çíàìåíàòåëü íå ìîæåò áûòü ðàâåí íè 1 (òîãäà çíàìåíàòåëè
îñòàâøèõñÿ äðîáåé ñîâïàäàëè áû), íè 5 èëè 7 (ïîòîìó ÷òî åñëè çíàìåíàòåëè
äâóõ íåñîêðàòèìûõ äðîáåé íå äåëÿòñÿ íà ïðîñòîå ÷èñëî, òî íå äåëèòñÿ íà ýòî
ïðîñòîå ÷èñëî è çíàìåíàòåëü èõ ñóììû èëè ðàçíîñòè).

Çàäà÷à 4.7.12. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2017.6.5) Ìîæíî ëè â ðàâåíñòâå

∗
∗
+
∗
∗
+
∗
∗
+
∗
∗
= ∗

çàìåíèòü çâ¼çäî÷êè öèôðàìè îò 1 äî 9, âçÿòûìè ïî îäíîìó ðàçó, òàê, ÷òîáû
ðàâåíñòâî ñòàëî âåðíûì?

Ðåøåíèå. Ìîæíî, èç âîçìîæíûõ ïðèìåðîâ ïðèâåä¼ì äâà:

7

4
+

6

8
+

5

1
+

3

2
= 9,

5

4
+

6

8
+

9

3
+

2

1
= 7.

8 Ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ

Çàäà÷à 4.8.2. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2008.6.1) Ñåãîäíÿ 17 ôåâðàëÿ
2008 ãîäà. Íàòàøà çàìåòèëà, ÷òî â çàïèñè ýòîé äàòû ñóììà ïåðâûõ ÷åòûð¼õ
öèôð ðàâíà ñóììå ïîñëåäíèõ ÷åòûð¼õ. Êîãäà â ýòîì ãîäó òàêîå ñîâïàäåíèå
ñëó÷èòñÿ â ïîñëåäíèé ðàç?

Ðåøåíèå. Ïîñëåäíèé ðàç òàêîå ñîâïàäåíèå ñëó÷èòñÿ 25 äåêàáðÿ 2008 ãîäà.
Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî â îñòàâøèåñÿ äíè äî êîíöà ãîäà òàêîãî ñîâïàäåíèÿ
áîëüøå íå áóäåò.
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Çàäà÷à 4.8.3. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2009.6.1) Ó 2009 ãîäà åñòü òà-
êîå ñâîéñòâî: ìåíÿÿ ìåñòàìè öèôðû ÷èñëà 2009, íåëüçÿ ïîëó÷èòü ìåíüøåå
÷åòûð¼õçíà÷íîå ÷èñëî (ñ íóëÿ ÷èñëà íå íà÷èíàþòñÿ). Â êàêîì ãîäó ýòî ñâîé-
ñòâî âïåðâûå ïîâòîðèòñÿ ñíîâà?

Ðåøåíèå. Â 2010, 2011, . . . , 2019 ãîäàõ è â 2021 ãîäó â íîìåðå ãîäà åñòü åäèíè-
öà, è åñëè å¼ ïîñòàâèòü íà ïåðâîå ìåñòî, ÷èñëî çàâåäîìî óìåíüøèòñÿ. ×èñëî
2020 ìîæíî óìåíüøèòü äî 2002. À âîò ÷èñëî 2022 íåëüçÿ óìåíüøèòü, ïåðå-
ñòàâëÿÿ öèôðû.

Çàäà÷à 4.8.4. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2002.7.1) Ãîä ïðîâåäåíèÿ
îëèìïèàäû (2002) � ãîä�ïàëèíäðîì, òî åñòü îäèíàêîâî ÷èòàåòñÿ ñïðàâà íà-
ëåâî è ñëåâà íàïðàâî. Ïðåäûäóùèé ãîä�ïàëèíäðîì áûë 11 ëåò íàçàä (1991).
Êàêîå ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ãîäîâ�íåïàëèíäðîìîâ ìîæåò èäòè ïîäðÿä (ìåæäó
1000 è 9999 ãîäàìè)?

Ðåøåíèå. Ïóñòü ñåé÷àñ ãîä�ïàëèíäðîì, èìåþùèé âèä abba. Êîãäà íàñòóïèò
ñëåäóþùèé òàêîé ãîä? Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.

Ïóñòü b = 9 (ãîä âèäà a99a, a < 9). Òîãäà ÷åðåç 11 ëåò íàñòóïèò åù¼ îäèí
ãîä�ïàëèíäðîì:

(a+ 1)00(a+ 1).

Íàïðèìåð, ãîäû 3993 è 4004.

Òåïåðü ïóñòü b < 9. Â ýòîì ñëó÷àå ñëåäóþùèé ãîä�ïàëèíäðîì íàñòóïèò ÷åðåç
110 ëåò:

a(b+ 1)(b+ 1)a.

Íàïðèìåð, ãîäû 9339 è 9449.

Ïîýòîìó íàèáîëüøåå ÷èñëî ãîäîâ�íåïàëèíäðîìîâ ïîäðÿä � 109.

Çàäà÷à 4.8.5. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1993.6.4) Åñëè ó ÷èñëà x ïîä-
ñ÷èòàòü ñóììó öèôð è ñ ïîëó÷åííûì ÷èñëîì ïîâòîðèòü ýòî åù¼ äâà ðàçà,
òî ïîëó÷èòñÿ åù¼ òðè ÷èñëà. Íàéäèòå ñàìîå ìàëåíüêîå x, äëÿ êîòîðîãî âñå
÷åòûðå ÷èñëà ðàçëè÷íû, à ïîñëåäíåå èç íèõ ðàâíî 2.

Ïîäñêàçêà. Åñëè a < b, òî íàèìåíüøåå ÷èñëî ñ ñóììîé öèôð a áóäåò ìåíüøå,
÷åì íàèìåíüøåå ÷èñëî ñ ñóììîé öèôð b.

Ðåøåíèå. Äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî åñëè a < b, òî íàèìåíüøåå ÷èñëî ñ ñóììîé
öèôð a áóäåò ìåíüøå, ÷åì íàèìåíüøåå ÷èñëî ñ ñóììîé öèôð b. Ïóñòü B �
íàèìåíüøåå ÷èñëî ñ ñóììîé öèôð b. Åñëè óìåíüøèòü íà 1 ëþáóþ íåíóëåâóþ
öèôðó ÷èñëà B, òî ñóììà öèôð óìåíüøèòñÿ ðîâíî íà 1, è ñàìî ÷èñëî òîæå
óìåíüøèòñÿ. Çíà÷èò, ïîñëå íåñêîëüêèõ (à èìåííî, b − a) òàêèõ îïåðàöèé ìû
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ïîëó÷èì ÷èñëî, ìåíüøåå B, ñ ñóììîé öèôð, â òî÷íîñòè ðàâíîé a. Çíà÷èò, è
íàèìåíüøåå ÷èñëî ñ ñóììîé öèôð, ðàâíîé a, áóäåò ìåíüøå, ÷åì B.

Òåïåðü ìû ëåãêî ìîæåì ðåøèòü çàäà÷ó. Íàèìåíüøåå ÷èñëî ñ ñóììîé öèôð,
ðàâíîé 2, � ýòî 11. Íàèìåíüøåå ÷èñëî ñ ñóììîé öèôð, ðàâíîé 11, � ýòî 29, à
íàèìåíüøåå ÷èñëî ñ ñóììîé öèôð 29 � ýòî 2999.

Çàäà÷à 4.8.6. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1991.6.5) Íàéäèòå ÷èñëà, ðàâ-
íûå óäâîåííîé ñóììå ñâîèõ öèôð.

Ïîäñêàçêà. Åñëè ïåðâàÿ öèôðà äâóçíà÷íîãî ÷èñëà ðàâíà a, à âòîðàÿ ðàâíà b,
òî ñàìî ÷èñëî ðàâíî 10a+ b.

Ðåøåíèå. Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî îäíîçíà÷íûõ ÷èñåë, áîëüøèõ íóëÿ, ñ òðåáóå-
ìûì ñâîéñòâîì íåò. Ïîïðîáóåì íàéòè ðåøåíèå ñðåäè äâóçíà÷íûõ ÷èñåë. Åñëè
ïåðâàÿ öèôðà äâóçíà÷íîãî ÷èñëà ðàâíà a, à âòîðàÿ ðàâíà b, òî ñàìî ÷èñëî
ðàâíî 10a+ b. Èìååì 10a+ b = 2 · (a+ b). Îòñþäà 8a = b, òî åñòü a = 1, b = 8.

Çíà÷èò, èñêîìûå ÷èñëà: 0, 18.

Çàìå÷àíèÿ. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äðóãèõ ðåøåíèé íåò. Èäåÿ: ñàìîå ìàëåíüêîå
òð¼õçíà÷íîå ÷èñëî � 100, à ñàìàÿ áîëüøàÿ ñóììà òð¼õ öèôð 9 + 9 + 9 = 27.
Íî ýòî íà îëèìïèàäå íå òðåáîâàëîñü.

Çàäà÷à 4.8.7. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàññîâ
� 2013.7.6) Íà ðèñóíêå ïðèâåäåíû òðè ïðèìåðà ïîêàçàíèé èñïðàâíûõ ýëåê-
òðîííûõ ÷àñîâ. Ñêîëüêî ïàëî÷åê ìîãóò ïåðåñòàòü ðàáîòàòü, ÷òîáû âðåìÿ âñå-
ãäà ìîæíî áûëî îïðåäåëèòü îäíîçíà÷íî?

Ðåøåíèå. Íà ïåðâîé ïîçèöèè òðåáóåòñÿ ðàçëè÷èòü òðè öèôðû: 0, 1 è 2. Äëÿ
ýòîãî ìîæíî îáîéòèñü äâóìÿ ïàëî÷êàìè, íàïðèìåð, âåðõíåé è ñðåäíåé: åñëè
îíè ãîðÿò îáå, òî ýòî 2, åñëè òîëüêî âåðõíÿÿ, òî ýòî 0, à åñëè íå ãîðèò íè îäíà
� ýòî 1. Îäíîé ïàëî÷êîé, î÷åâèäíî, îáîéòèñü íåëüçÿ.

Íà âòîðîé è íà ÷åòâ¼ðòîé ïîçèöèÿõ íàäî óìåòü ðàçëè÷àòü âñå 10 öèôð. Îáÿ-
çàíû ðàáîòàòü ïÿòü ïàëî÷åê: âåðõíÿÿ, èíà÷å ìû ñïóòàåì 7 è 1; ñðåäíÿÿ, èíà÷å
ñïóòàåì 8 è 0; ëåâàÿ âåðõíÿÿ, èíà÷å ñïóòàåì 9 è 3; ëåâàÿ íèæíÿÿ, èíà÷å ñïó-
òàåì 6 è 5; ïðàâàÿ âåðõíÿÿ, èíà÷å ñïóòàåì 9 è 5. Ïàëî÷êè íèæíÿÿ è ïðàâàÿ
íèæíÿÿ ìîãóò íå ðàáîòàòü � íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïóòàíèöû â öèôðàõ íå
áóäåò.

Îñòàëàñü òðåòüÿ ïîçèöèÿ, íà êîòîðîé íóæíî óìåòü ðàçëè÷àòü öèôðû îò 0 äî
5. Äâå ïàëî÷êè äàþò ÷åòûðå êîìáèíàöèè, çíà÷èò, íåîáõîäèìû, êàê ìèíèìóì,
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òðè ðàáîòàþùèå ïàëî÷êè. È äåéñòâèòåëüíî, ìîæíî îáîéòèñü âåðõíåé, ëåâîé
âåðõíåé è ëåâîé íèæíåé ïàëî÷êàìè. Òîãäà öèôðû íà ýòîé ïîçèöèè áóäóò âû-
ãëÿäåòü òàê (öèôðå 1 ñîîòâåòñòâóåò ïóñòîå èçîáðàæåíèå).

Òàêèì îáðàçîì, íà ïåðâîé ïîçèöèè ìîæåò íå ðàáîòàòü 5 ïàëî÷åê, íà âòîðîé è
íà ÷åòâåðòîé � ïî äâå è íà òðåòüåé � 4. Èòîãî: 5+2+2+4 = 13 ïàëî÷åê.

Çàäà÷à 4.8.8. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2002.7.6) Íåêîòîðûå ÷èñëà ïðåäñòàâèìû â âèäå ñóììû abc + ab + a,
à íåêîòîðûå � íåò. (Íàïðèìåð, ÷èñëî 1001 ïðåäñòàâèìî, ïîñêîëüêó 1001 =
= 993 + 99 + 9. À ÷èñëà 220 è 1514 � íå ïðåäñòàâèìû.) Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò
òð¼õçíà÷íûõ ÷èñåë, ïðåäñòàâèìûõ â âèäå ñóììû abc+ ab+ a?

Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó âñåãî òð¼õçíà÷íûõ ÷èñåë 900 øòóê, òî äîñòàòî÷íî çàìå-
òèòü, ÷òî íåðàâåíñòâó abc + ab + a > 999 óäîâëåòâîðÿþò â òî÷íîñòè òå ÷èñëà
abc, êîòîðûå íà÷èíàþòñÿ ñ öèôðû 9, êðîìå ÷èñëà 900 (òàêèõ ÷èñåë 801). Êðî-
ìå òîãî, ëåãêî âèäåòü, ÷òî èç ðàçíûõ òð¼õçíà÷íûõ ÷èñåë ïîëó÷àþòñÿ ðàçíûå
çíà÷åíèÿ ñóììû.

Çàäà÷à 4.8.9. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàññîâ
� 2017.7.7) Âàñÿ çàäóìàë äâóçíà÷íîå ÷èñëî è ñîîáùèë Ïåòå ïðîèçâåäåíèå
öèôð â çàïèñè ýòîãî ÷èñëà, à Ñàøå � ñóììó ýòèõ öèôð. Ìåæäó ìàëü÷èêàìè
ñîñòîÿëñÿ òàêîé äèàëîã.

Ïåòÿ: ¾ß óãàäàþ çàäóìàííîå ÷èñëî ñ òð¼õ ïîïûòîê, íî äâóõ ìíå ìîæåò íå
õâàòèòü¿.

Ñàøà: ¾Åñëè òàê, òî ìíå äëÿ ýòîãî õâàòèò ÷åòûð¼õ ïîïûòîê, íî òð¼õ ìîæåò
íå õâàòèòü¿.

Êàêîå ÷èñëî áûëî ñîîáùåíî Ñàøå?

Ðåøåíèå. Ïóñòü ab � çàäóìàííîå äâóçíà÷íîå ÷èñëî, òîãäà P = ab � ïðîèçâå-
äåíèå åãî öèôð.

Òàê êàê Ïåòÿ áåð¼òñÿ óãàäàòü çàäóìàííîå ÷èñëî ñ òð¼õ ïîïûòîê, òî ÷èñëî
P äîëæíî ðàñêëàäûâàòüñÿ íà äâà ìíîæèòåëÿ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ öèôðàìè,
ðîâíî òðåìÿ ñïîñîáàìè, ó÷èòûâàÿ ïîðÿäîê ìíîæèòåëåé. Ñëåäîâàòåëüíî:

� b 6= 0 (èíà÷å P = 0 = a · 0 ïðè ëþáîì a îò 1 äî 9, òî åñòü óêàçàííûõ
ñïîñîáîâ � 9);
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� äëÿ ÷èñåë ab è ba çíà÷åíèå P îäíî è òî æå, ïîýòîìó P äîëæíî áûòü êâàä-
ðàòîì êàêîé-òî èç öèôð (èíà÷å P ðàñêëàäûâàåòñÿ óêàçàííûì îáðàçîì
÷¼òíûì êîëè÷åñòâîì ñïîñîáîâ).

Òàêèì îáðàçîì, äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü êâàäðàòû âñåõ öèôð è âûïèñàòü âñå
ñïîñîáû èõ óêàçàííîãî ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè:

1 = 1 · 1, 4 = 2 · 2 = 1 · 4 = 4 · 1, 9 = 3 · 3 = 1 · 9 = 9 · 1, 16 = 4 · 4 = 2 · 8 = 8 · 2,
25 = 5 · 5, 36 = 6 · 6 = 4 · 9 = 9 · 4, 49 = 7 · 7, 64 = 8 · 8, 81 = 9 · 9.

Ñëåäîâàòåëüíî, èç ôðàçû Ïåòè Ñàøà ìîæåò ñäåëàòü âûâîä, ÷òî çàäóìàííûì
ìîãëî îêàçàòüñÿ òîëüêî îäíî èç ñëåäóþùèõ ÷èñåë:

22, 14, 41, 33, 19, 91, 44, 28, 82, 66, 49, 94.

Ñðåäè íèõ: îäíî ÷èñëî ñ ñóììîé öèôð 4 (22), äâà ÷èñëà ñ ñóììîé öèôð 5 (14
è 41), îäíî ÷èñëî ñ ñóììîé öèôð 6 (33), îäíî ÷èñëî ñ ñóììîé öèôð 8 (44),
÷åòûðå ÷èñëà ñ ñóììîé öèôð 10 (19, 91, 28, 82), îäíî ÷èñëî ñ ñóììîé öèôð 12
(66) è äâà ÷èñëà ñ ñóììîé öèôð 13 (49 è 94). Òàê êàê Ñàøå òðåáóåòñÿ ÷åòûðå
ïîïûòêè, òî èñêîìàÿ ñóììà ðàâíà 10.
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Ãëàâà 5

Ðàçìûøëåíèÿ è èãðû

1 Ëîãè÷åñêèå çàäà÷è

Çàäà÷à 5.1.4. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2010.6.2) Â Ëåñîãîðèè æèâóò
òîëüêî ýëüôû è ãíîìû. Ãíîìû ëãóò, ãîâîðÿ ïðî ñâî¼ çîëîòî, à â îñòàëüíûõ
ñëó÷àÿõ ãîâîðÿò ïðàâäó. Ýëüôû ëãóò, ãîâîðÿ ïðî ãíîìîâ, à â îñòàëüíûõ ñëó-
÷àÿõ ãîâîðÿò ïðàâäó. Îäíàæäû äâà ëåñîãîðöà ñêàçàëè:

À: Âñ¼ ìî¼ çîëîòî ÿ óêðàë ó Äðàêîíà.

Á: Òû ëæ¼øü.

Îïðåäåëèòå, ýëüôîì èëè ãíîìîì ÿâëÿåòñÿ êàæäûé èç íèõ.

Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî À � ýëüô. Òîãäà îí ñêàçàë ïðàâäó, à Á ñîëãàë.
Íî íè ãíîìû, íè ýëüôû íå ëãóò, ãîâîðÿ ïðî ýëüôîâ. Çíà÷èò, À ãíîì.

Ãîâîðÿ ïðî çîëîòî, îí ñîëãàë. Ïîýòîìó Á ñêàçàë ïðî À ïðàâäó. Ýòî ìîã ñäåëàòü
òîëüêî ãíîì.

Çàäà÷à 5.1.5. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2011.6.2) Íåêîòîðûå æèòåëè Îñòðîâà Ðàçíîöâåòíûõ Ëÿãóøåê ãîâîðÿò
òîëüêî ïðàâäó, à îñòàëüíûå âñåãäà ëãóò. Òðîå îñòðîâèòÿí ñêàçàëè òàê:

Áðå: Íà íàøåì îñòðîâå íåò ñèíèõ ëÿãóøåê.

Êå: Áðå � ëãóí. Îí æå ñàì ñèíÿÿ ëÿãóøêà!

Êåêñ: Êîíå÷íî, Áðå � ëãóí. Íî îí êðàñíàÿ ëÿãóøêà.

Âîäÿòñÿ ëè íà ýòîì îñòðîâå ñèíèå ëÿãóøêè?

Ðåøåíèå. Êå è Êåêñ, ãîâîðÿ î öâåòå Áðå, ïðîòèâîðå÷àò äðóã äðóãó, çíà÷èò, ïî
êðàéíåé ìåðå îäèí èç íèõ ëæåö.

Ñëåäîâàòåëüíî, âûñêàçûâàíèå ¾Áðå � ëãóí¿ íåâåðíî. Çíà÷èò, Áðå ñêàçàë
ïðàâäó.

Çàäà÷à 5.1.6. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàññîâ
� 2005.6.2) Äîì èìååò ôîðìó êâàäðàòà, ðàçäåë¼ííîãî íà äåâÿòü îäèíàêîâûõ
êâàäðàòíûõ êîìíàò. Â êàæäîé êîìíàòå æèâ¼ò ëèáî ðûöàðü, êîòîðûé âñåãäà
ãîâîðèò òîëüêî ïðàâäó, ëèáî ëæåö, êîòîðûé âñåãäà ëæ¼ò. Êàæäûé æèòåëü
äîìà çàÿâèë: ¾Ñðåäè ìîèõ ñîñåäåé ðûöàðåé áîëüøå, ÷åì ëæåöîâ¿. Èçâåñòíî,
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÷òî ñðåäè æèòåëåé äîìà åñòü è ðûöàðè, è ëæåöû. Ñêîëüêî ñðåäè íèõ ðûöàðåé?
(Ñîñåäíèìè ñ÷èòàþòñÿ êîìíàòû, èìåþùèå îáùóþ ñòåíó.)

Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â öåíòðàëüíîé êîìíàòå äîìà æèâ¼ò ëæåö. Òîãäà
âîçìîæíû äâå ñèòóàöèè.

1. Ñðåäè ñîñåäåé ëæåöà, æèâóùåãî â öåíòðàëüíîé êîìíàòå, åñòü ðûöàðü.
Òîãäà, ïîñêîëüêó î ñâîèõ ñîñåäÿõ ýòîò ðûöàðü ñêàçàë ïðàâäó, äâà åãî
ñîñåäà, æèâóùèå â óãëîâûõ êîìíàòàõ, äîëæíû áûòü ðûöàðÿìè. Ñîñåäè
ðûöàðåé, æèâóùèõ â óãëîâûõ êîìíàòàõ, ìîãóò áûòü òîëüêî ðûöàðÿìè.
Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ñðåäè ñîñåäåé ëæåöà, æèâóùåãî â öåíòðàëüíîé êîìíàòå,
åñòü ïî êðàéíåé ìåðå òðè ðûöàðÿ. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ñëîâà ëæåöà ïðàâäè-
âû, à ýòî íåâîçìîæíî.

2. Âñå ñîñåäè ëæåöà, æèâóùåãî â öåíòðàëüíîé êîìíàòå, òîæå ëæåöû. Òîãäà
ó æèëüöîâ óãëîâûõ êîìíàò âñå ñîñåäè � ëæåöû, à çíà÷èò, îíè ñêàçàëè
íåïðàâäó. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî âñå æèëüöû äîìà � ëæåöû, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
óñëîâèþ çàäà÷è.

Çíà÷èò, íàøå ïåðâîíà÷àëüíîå ïðåäïîëîæåíèå íåâåðíî, è â öåíòðàëüíîé êîì-
íàòå æèâ¼ò ðûöàðü. Òîãäà ñðåäè âñåõ åãî ñîñåäåé åñòü ïî êðàéíåé ìåðå òðè ðû-
öàðÿ. Åñëè ó æèëüöà óãëîâîé êîìíàòû îáà ñîñåäà � ðûöàðè, îí òîæå äîëæåí
áûòü ðûöàðåì. Çíà÷èò â äâóõ óãëîâûõ êîìíàòàõ æèâóò ðûöàðè. Ïîëó÷àåòñÿ,
÷òî â äîìå æèâóò ïî êðàéíåé ìåðå øåñòü ðûöàðåé.

Ðàññìîòðèì ïîñëåäíèå òðè êîìíàòû. Çäåñü ñíîâà âîçìîæíû äâå ñèòóàöèè.

1. Â ñðåäíåé èç ýòèõ êîìíàò æèâ¼ò ðûöàðü. Òîãäà îáà ñîñåäà æèëüöîâ óãëî-
âûõ êîìíàò � ðûöàðè, çíà÷èò â îáåèõ óãëîâûõ êîìíàòàõ æèâóò ðûöàðè,
à ýòî çíà÷èò, ÷òî âñå æèòåëè äîìà � ðûöàðè, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.

2. Â ñðåäíåé êîìíàòå æèâ¼ò ëæåö. Òîãäà æèòåëè îáåèõ óãëîâûõ êîìíàò
ñîëãàëè, çíà÷èò, îíè òîæå ëæåöû. Ñëåäîâàòåëüíî, â äîìå æèâóò øåñòü
ðûöàðåé è òðè ëæåöà.

Çàäà÷à 5.1.7. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2003.6.2) Êàæäûé èç òð¼õ ïðèÿòåëåé ëèáî âñåãäà ãîâîðèò ïðàâäó, ëèáî
âñåãäà ëæ¼ò. Èì áûë çàäàí âîïðîñ: ¾Åñòü ëè õîòÿ áû îäèí ëæåö ñðåäè äâóõ
îñòàëüíûõ?¿ Ïåðâûé îòâåòèë: ¾Íåò¿, âòîðîé îòâåòèë: ¾Äà¿. ×òî îòâåòèë òðå-
òèé?

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî òàê êàê ïåðâûé è âòîðîé ïðèÿòåëè äàëè ðàçëè÷íûå
îòâåòû, òî îäèí èç íèõ � ëæåö, à äðóãîé � ðûöàðü.

Êðîìå òîãî, ðûöàðü íå ìîã îòâåòèòü ¾Íåò¿ íà ïðåäëîæåííûé åìó âîïðîñ,
òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå îí áû ñêàçàë íåïðàâäó (ñðåäè äâóõ îñòàâøèõñÿ òî÷íî
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åñòü ëæåö). Ñëåäîâàòåëüíî, ïåðâûé � ëæåö. Îí ñîëãàë, çíà÷èò, ñðåäè äâóõ
îñòàâøèõñÿ äîëæåí áûòü ëæåö, è èì ìîæåò áûòü òîëüêî òðåòèé ïðèÿòåëü.
Ñëåäîâàòåëüíî, òðåòèé îòâåòèë ¾Íåò¿.

Çàäà÷à 5.1.8. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2014.7.2) Â øåðåíãå ñòîÿò 2014 ÷åëîâåê, è îäíîãî èç íèõ çîâóò Àðòóð.
Êàæäûé èç ñòîÿùèõ â øåðåíãå ëèáî ðûöàðü, êîòîðûé âñåãäà ãîâîðèò ïðàâäó,
ëèáî ëæåö, êîòîðûé âñåãäà ëæ¼ò. Êàæäûé, êðîìå Àðòóðà, ñêàçàë: ¾Ìåæäó
ìíîé è Àðòóðîì ñòîÿò ðîâíî äâà ëæåöà¿. Ñêîëüêî ëæåöîâ â ýòîé øåðåíãå,
åñëè èçâåñòíî, ÷òî Àðòóð � ðûöàðü?

Ðåøåíèå. Òå, êòî ñòîÿò ðÿäîì ñ Àðòóðîì, è òå, êòî ñòîÿò ÷åðåç îäíîãî ÷åëî-
âåêà îò íåãî, çàâåäîìî âðóò. Ïîýòîìó òîò, ìåæäó êåì è Àðòóðîì ñòîÿò ðîâíî
äâà ÷åëîâåêà, � ðûöàðü.

Ïåðåáèðàÿ ïî î÷åðåäè êàæäîãî ñòîÿùåãî çà ýòèì ðûöàðåì (óäàëÿÿñü îò Àð-
òóðà), óáåæäàåìñÿ, ÷òî âñå îíè � òàêæå ðûöàðè.

Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî êîëè÷åñòâî ëþäåé, ñòîÿùèõ â øåðåíãå ðÿäîì ñ Àðòóðîì
èëè ÷åðåç îäíîãî ÷åëîâåêà îò íåãî, ìîæåò áûòü ðàçëè÷íûì. Èõ ìîæåò áûòü:

� äâîå, åñëè Àðòóð � êðàéíèé â øåðåíãå;
� òðîå, åñëè Àðòóð � âòîðîé ñ êðàþ;
� ÷åòâåðî âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.

Òàêèì îáðàçîì, ëæåöîâ â øåðåíãå 2, 3 èëè 4.

Çàäà÷à 5.1.9. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2013.7.2) Â ñåìüå âåñ¼ëûõ ãíîìîâ ïàïà, ìàìà è ðåá¼íîê. Èìåíà ÷ëåíîâ
ñåìüè: Ñàøà, Æåíÿ è Âàëÿ. Çà îáåäåííûì ñòîëîì äâà ãíîìà ñäåëàëè ïî äâà
çàÿâëåíèÿ. Âàëÿ: ¾Æåíÿ è Ñàøà ðàçíîãî ïîëà. Æåíÿ è Ñàøà � ìîè ðîäèòå-
ëè¿. Ñàøà: ¾ß � îòåö Âàëè. ß � äî÷ü Æåíè¿. Âîññòàíîâèòå èìÿ è îò÷åñòâî
ãíîìà�ðåá¼íêà, åñëè èçâåñòíî, ÷òî êàæäûé ãíîì îäèí ðàç ñêàçàë ïðàâäó, è
îäèí ðàç ïîøóòèë.

Ðåøåíèå. Åñëè Æåíÿ è Ñàøà � ðîäèòåëè Âàëè, òî îíè ðàçíîãî ïîëà, è îáà
çàÿâëåíèÿ Âàëè ïðàâäèâû, ÷òî íåâîçìîæíî. Ïîýòîìó Æåíÿ è Ñàøà ðàçíîãî
ïîëà, íî êòî-òî èç íèõ íå ðîäèòåëü. Çíà÷èò, Âàëÿ � ðîäèòåëü.

Â òàêîì ñëó÷àå Ñàøà íå ìîæåò áûòü îòöîì Âàëè, è èç Ñàøèíûõ âûñêàçûâàíèé
ïðàâäèâî âòîðîå: îíà � äî÷ü Æåíè. Òàê êàê Ñàøà è Æåíÿ ðàçíîãî ïîëà, òî
Æåíÿ � îòåö Ñàøè, òîãäà Âàëÿ � å¼ ìàìà. Ñëåäîâàòåëüíî, ãíîìà�ðåá¼íêà
çîâóò Àëåêñàíäðà Åâãåíüåâíà.

Çàäà÷à 5.1.10. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2003.6.3) Íà îñòðîâå æèâóò
ðûöàðè, êîòîðûå âñåãäà ãîâîðÿò ïðàâäó, è ëæåöû, êîòîðûå âñåãäà ëãóò. Ïóò-
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íèê âñòðåòèë òðîèõ îñòðîâèòÿí è ñïðîñèë êàæäîãî èç íèõ: ¾Ñêîëüêî ðûöà-
ðåé ñðåäè òâîèõ ñïóòíèêîâ?¿. Ïåðâûé îòâåòèë: ¾Íè îäíîãî¿. Âòîðîé ñêàçàë:
¾Îäèí¿. ×òî ñêàçàë òðåòèé?

Ïîäñêàçêà. Ïîäóìàéòå, ìîæåò ëè ïåðâûé îòâå÷àþùèé áûòü ðûöàðåì.

Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïåðâûé � ðûöàðü, òîãäà îáà îñòàëüíûõ ëæåöû,
íî òîãäà ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî âòîðîé ñêàçàë ïðàâäó, çíà÷èò ïåðâûé � ëæåö.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âòîðîé � ëæåö, òîãäà òðåòèé îáÿçàòåëüíî ðûöàðü, è ïî-
ëó÷àåòñÿ, ÷òî âòîðîé ñêàçàë ïðàâäó. Çíà÷èò âòîðîé � ðûöàðü. À ýòî, â ñâîþ
î÷åðåäü, îçíà÷àåò, ÷òî òðåòèé � òîæå ðûöàðü, è îí ñêàçàë ¾Îäèí¿.

Çàäà÷à 5.1.11. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2015.6.3) Ìàòåìàòèê ñ ïÿòüþ
äåòüìè çàø¼ë â ïèööåðèþ.

Ìàøà: Ìíå ñ ïîìèäîðàìè è ÷òîá áåç êîëáàñû.

Äàøà: ß áóäó áåç ïîìèäîðîâ.

Íèêèòà: À ÿ ñ ïîìèäîðàìè. Íî áåç ãðèáîâ!

Èãîðü: È ÿ áåç ãðèáîâ. Çàòî ñ êîëáàñîé!

Âàíÿ: À ìíå ñ ãðèáàìè.

Ïàïà: Äà, ñ òàêèìè ïðèâåðåäàìè îäíîé ïèööåé ÿâíî íå îáîéä¼øüñÿ. . .

Ñìîæåò ëè ìàòåìàòèê çàêàçàòü äâå ïèööû è óãîñòèòü êàæäîãî ðåá¼íêà òàêîé,
êàêóþ òîò ïðîñèë, èëè âñ¼ æå ïðèä¼òñÿ òðè ïèööû çàêàçûâàòü?

Ðåøåíèå. Ïóñòü óäàëîñü îáîéòèñü äâóìÿ ïèööàìè. Äëÿ Âàíè ïàïà äîëæåí
çàêàçàòü ïèööó ñ ãðèáàìè. Äðóãèå ìàëü÷èêè ãðèáû íå åäÿò, òàê ÷òî âòîðàÿ
ïèööà íåïðåìåííî áóäåò ñ ïîìèäîðàìè è êîëáàñîé.

Ìàøà òàêóþ ïèööó åñòü îòêàæåòñÿ, òàê ÷òî â Âàíèíó ïèööó ïðèä¼òñÿ äîáà-
âèòü ïîìèäîðû. Òåïåðü ïîìèäîðû åñòü â îáåèõ ïèööàõ, è äëÿ Äàøè ïðèäåòñÿ
çàêàçûâàòü òðåòüþ.

Çàìå÷àíèÿ. Ðåøåíèå ìîæíî ñäåëàòü áîëåå íàãëÿäíûì ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåé
ñõåìû. Ïîñàäèì äåòåé â ïèööåðèè çà êðóãëûé ñòîë òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðè-
ñóíêå.
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Êàæäûå äâîå, ñèäÿùèå ðÿäîì, ïî óñëîâèþ íå ñòàíóò åñòü îäíó ïèööó. Íî åñëè
çàêàçàíî âñåãî äâå ïèööû, òî êàêàÿ-òî äîñòàíåòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå òðîèì, à
ñðåäè òð¼õ ðåáÿò âñåãäà íàéäóòñÿ ñîñåäè çà ñòîëîì.

Çàäà÷à 5.1.12. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2011.6.3;7.3) Ïåðåä ôóòáîëü-
íûì ìàò÷åì êîìàíä ¾Ñåâåð¿ è ¾Þã¿ áûëî äàíî ïÿòü ïðîãíîçîâ:

à) íè÷üåé íå áóäåò;
á) â âîðîòà ¾Þãà¿ çàáüþò;
â) ¾Ñåâåð¿ âûèãðàåò;
ã) ¾Ñåâåð¿ íå ïðîèãðàåò;
ä) â ìàò÷å áóäåò çàáèòî ðîâíî 3 ãîëà.

Ïîñëå ìàò÷à âûÿñíèëîñü, ÷òî âåðíûìè îêàçàëèñü ðîâíî òðè ïðîãíîçà. Ñ êàêèì
ñ÷¼òîì çàêîí÷èëñÿ ìàò÷?

Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ¾Ñåâåð¿ âûèãðàë. Òîãäà 4 ïðîãíîçà
(
à), á), â) è

ã)
)
îêàçàëèñü âåðíûìè, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàò÷ çàêîí÷èëñÿ íè÷üåé. Òîãäà çàâåäîìî íåâåðíû ïðîãíî-
çû à), â) è ä) (ïðè íè÷üåé êîëè÷åñòâî çàáèòûõ ãîëîâ ÷¼òíî), ÷òî òàêæå ïðî-
òèâîðå÷èò óñëîâèþ.

Èòàê, ýòîò ìàò÷ ¾Ñåâåð¿ ïðîèãðàë. Òîãäà ïðîãíîçû â) è ã) íåâåðíû, à îñòàâ-
øèåñÿ 3 ïðîãíîçà âåðíû.

À èìåííî: íè÷üåé íå áûëî, â âîðîòà ¾Þãà¿ çàáèëè, è â ìàò÷å áûëî çàáèòî
ðîâíî 3 ãîëà. Çíà÷èò, ìàò÷ çàêîí÷èëñÿ ñî ñ÷¼òîì 1 : 2.

Çàäà÷à 5.1.13. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2013.6.3) Êàðëñîí îòêðûë øêîëó, è 1 ñåíòÿáðÿ âî âñåõ òð¼õ ïåðâûõ
êëàññàõ áûëî ïî òðè óðîêà: Êóðîùåíèå, Íèçâåäåíèå è Äóðàêàâàëÿíèå. Îäèí
è òîò æå ïðåäìåò â äâóõ êëàññàõ îäíîâðåìåííî èäòè íå ìîæåò. Êóðîùåíèå â
1Á áûëî ïåðâûì óðîêîì. Ó÷èòåëü Äóðàêàâàëÿíèÿ ïîõâàëèë ó÷åíèêîâ 1Á: ¾Ó
âàñ ïîëó÷àåòñÿ åù¼ ëó÷øå, ÷åì ó 1À¿. Íèçâåäåíèå íà âòîðîì óðîêå áûëî íå â
1À. Â êàêîì êëàññå âàëÿëè äóðàêà íà ïîñëåäíåì óðîêå?

Ðåøåíèå. Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî Äóðàêàâàëÿíèå â êëàññå 1Á áûëî ëèáî íà
âòîðîì, ëèáî íà òðåòüåì óðîêå.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îíî áûëî íà âòîðîì óðîêå. Â 1À îíî áûëî ðàíüøå, òî åñòü
íà ïåðâîì óðîêå. Òàê êàê Íèçâåäåíèå íà âòîðîì óðîêå áûëî íå â 1À, òî â 1À
îíî áûëî íà òðåòüåì óðîêå. Òàê êàê â 1Á ïåðâûì óðîêîì áûëî Êóðîùåíèå, òî
Íèçâåäåíèå òàì òîæå ìîãëî áûòü òîëüêî òðåòüèì óðîêîì. Ïðîòèâîðå÷èå.

Çíà÷èò, Äóðàêàâàëÿíèå áûëî íà òðåòüåì óðîêå â 1Á.
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Çàìå÷àíèÿ. Óñëîâèþ çàäà÷è ñîîòâåòñòâóþò äâà âàðèàíòà ðàñïèñàíèÿ.

1À 1Á 1Â
Äóð. Êóð. Íèçâ.
Êóð. Íèçâ. Äóð.
Íèçâ. Äóð. Êóð.

1À 1Á 1Â
Íèçâ. Êóð. Äóð.
Äóð. Íèçâ. Êóð.
Êóð. Äóð. Íèçâ.

Çàäà÷à 5.1.14. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2012.7.3) ×åòâåðî äåòåé ñêàçàëè äðóã î äðóãå òàê.

Ìàøà: Çàäà÷ó ðåøèëè òðîå: Ñàøà, Íàòàøà è Ãðèøà.

Ñàøà: Çàäà÷ó íå ðåøèëè òðîå: Ìàøà, Íàòàøà è Ãðèøà.

Íàòàøà: Ìàøà è Ñàøà ñîëãàëè.

Ãðèøà: Ìàøà, Ñàøà è Íàòàøà ñêàçàëè ïðàâäó.

Ñêîëüêî äåòåé íà ñàìîì äåëå ñêàçàëè ïðàâäó?

Ðåøåíèå. Âûñêàçûâàíèÿ Ìàøè è Ñàøè ïðîòèâîðå÷àò äðóã äðóãó, ñëåäîâà-
òåëüíî, Ãðèøà íàâåðíÿêà ñîëãàë. Äàëåå âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ.

Íàòàøà ñêàçàëà ïðàâäó. Òîãäà ñîëãàëè è Ìàøà, è Ñàøà, òî åñòü ïðàâäó ñêàçàë
îäèí ðåá¼íîê.

Íàòàøà ñîëãàëà. Òîãäà ïðàâäó ñêàçàëà ëèáî Ìàøà, ëèáî Ñàøà. È â ýòîì ñëó-
÷àå ñêàçàë ïðàâäó òîæå îäèí ðåá¼íîê.

Çàäà÷à 5.1.15. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2006.7.3) Â XIX è XX âåêàõ Ðîññèåé ïðàâèëè 6 èìïåðàòîðîâ èç äèíàñòèè
Ðîìàíîâûõ. Âîò èõ èìåíà è îò÷åñòâà ïî àëôàâèòó: Àëåêñàíäð Àëåêñàíäðîâè÷,
Àëåêñàíäð Íèêîëàåâè÷, Àëåêñàíäð Ïàâëîâè÷, Íèêîëàé Àëåêñàíäðîâè÷, Íè-
êîëàé Ïàâëîâè÷ è Ïàâåë Ïåòðîâè÷. Îäèí ðàç ïîñëå áðàòà ïðàâèë áðàò, âî
âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ � ïîñëå îòöà ñûí. Êàê èçâåñòíî, ïîñëåäíåãî ðóññêîãî
èìïåðàòîðà çâàëè Íèêîëàåì. Âîññòàíîâèòå ïîðÿäîê ïðàâëåíèÿ èìïåðàòîðîâ.
(Ê ñîæàëåíèþ, æþðè óïîðíî äåëàåò âèä, ÷òî íå çíàåò ðóññêîé èñòîðèè, è íå
âåðèò íè÷åìó, êðîìå ëîãè÷åñêèõ ðàññóæäåíèé.)

Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó Ïåòðîâ ñðåäè ýòèõ èìïåðàòîðîâ íåò, òî ïåðâûì ïðàâèë
Ïàâåë Ïåòðîâè÷.

Ïîñëåäíèì ìîã ïðàâèòü êàê Íèêîëàé Ïàâëîâè÷, òàê è Íèêîëàé Àëåêñàíäðî-
âè÷.

Â ïåðâîì ñëó÷àå, ïîñêîëüêó, êðîìå Ïàâëà Ïåòðîâè÷à ñðåäè èìïåðàòîðîâ Ïàâ-
ëîâ íå áûëî, òî ïÿòûì äîëæåí áûë ïðàâèòü òîæå Ïàâëîâè÷ (áðàò Íèêîëàÿ
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Ïàâëîâè÷à), íî è âòîðûì òîæå äîëæåí ïðàâèòü Ïàâëîâè÷ (ñûí Ïàâëà Ïåò-
ðîâè÷à). Äâóõ Ïàâëîâè÷åé ñðåäè îñòàâøèõñÿ èìïåðàòîðîâ ó íàñ íåò, ïîýòîìó
ýòîò ñëó÷àé íåâîçìîæåí. Èòàê, ïåðâûì òî÷íî ïðàâèë Ïàâåë Ïåòðîâè÷, à ïî-
ñëåäíèì � Íèêîëàé Àëåêñàíäðîâè÷.

Îáà îñòàâøèõñÿ Ïàâëîâè÷à ìîãëè ïðàâèòü òîëüêî ïîñëå Ïàâëà Ïåòðîâè÷à,
ñëåäîâàòåëüíî, îíè áûëè áðàòüÿìè. Îñòàâøèåñÿ äâà èìïåðàòîðà � îòåö è
ñûí, ñëåäîâàòåëüíî ÷åòâ¼ðòûì ïðàâèë Àëåêñàíäð Íèêîëàåâè÷, à ïÿòûì �
Àëåêñàíäð Àëåêñàíäðîâè÷. Òîãäà òðåòüèì áûë Íèêîëàé Ïàâëîâè÷.

Ñëåäîâàòåëüíî, èìïåðàòîðû ïðàâèëè â ñëåäóþùåì ïîðÿäêå: Ïàâåë Ïåòðîâè÷,
Àëåêñàíäð Ïàâëîâè÷, Íèêîëàé Ïàâëîâè÷, Àëåêñàíäð Íèêîëàåâè÷, Àëåêñàíäð
Àëåêñàíäðîâè÷, Íèêîëàé Àëåêñàíäðîâè÷.

Çàäà÷à 5.1.16. (Òóðíèð Àðõèìåäà � 2015.3) Îäíàæäû íà îñòðîâ Ðûöàðåé
(êîòîðûå âñåãäà ãîâîðÿò ïðàâäó) è Ëæåöîâ (âñåãäà ëãóò), ïðèåõàë ïóòåøå-
ñòâåííèê. Âûéäÿ íà áåðåã, îí âñòðåòèë ïðîöåññèþ èç ÷åòûð¼õ îñòðîâèòÿí,
êîòîðûå íåñëè 12 êðàñíûõ è 4 ñèíèõ øàðèêîâ (ïî 4 êàæäûé). Êàæäûé èç
íèõ âûñêàçàë îäíî óòâåðæäåíèå. Ïåðâûé ñêàçàë: ¾Êðàñíûõ øàðèêîâ ó ìåíÿ
ìåíüøå, ÷åì ñèíèõ¿. Âòîðîé ñêàçàë: ¾Ñèíèõ øàðèêîâ ó ìåíÿ íå ìåíüøå, ÷åì
êðàñíûõ¿. Òðåòèé ñêàçàë: ¾Ñèíèõ è êðàñíûõ øàðèêîâ ó ìåíÿ ïîðîâíó¿. ×åò-
â¼ðòûé ñêàçàë: ¾Êðàñíûõ ó ìåíÿ íå áîëåå îäíîãî¿. Íå ìîæåòå ëè Âû óêàçàòü,
ñêîëüêî ðûöàðåé ìîãëî áûòü ñðåäè íèõ?

Ðåøåíèå. Äîêàæåì, ÷òî ñðåäè ÷åòûð¼õ âñòðå÷åííûõ îñòðîâèòÿí íå áîëåå äâóõ
ðûöàðåé.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè âûñêàçûâàíèÿ ïåðâîãî è òðåòüåãî èñòèííû îäíîâðåìåí-
íî, òî ñèíèõ øàðîâ íå ìåíåå 5. Ñëåäîâàòåëüíî, ñðåäè ýòèõ äâóõ îñòðîâèòÿí
åñòü ëæåö. Åñëè âûñêàçûâàíèÿ âòîðîãî è ÷åòâåðòîãî îñòðîâèòÿí èñòèííû îä-
íîâðåìåííî, òî ñèíèõ øàðîâ íå ìåíåå 5. Ñëåäîâàòåëüíî, ñðåäè ýòèõ äâóõ îñò-
ðîâèòÿí òîæå åñòü ëæåö. Òî åñòü, ñðåäè îñòðîâèòÿí íå ìåíåå äâóõ ëæåöîâ.

Ïðèâåä¼ì ïðèìåðû, êîãäà ðûöàðåé 0, 1 èëè 2.

1. Ðûöàðåé íåò: ó ïåðâîãî âñå øàðû êðàñíûå, ó âòîðîãî è òðåòüåãî ïî òðè
êðàñíûõ è îäíîìó ñèíåìó, ó ÷åòâ¼ðòîãî äâà ñèíèõ è äâà êðàñíûõ.

2. Ðûöàðü îäèí: ó êàæäîãî èç ïåðâûõ òð¼õ ÷åòûðå êðàñíûõ øàðà (ëæåöû),
ó ÷åòâ¼ðòîãî ÷åòûðå ñèíèõ øàðà (îí ðûöàðü).

3. Ðûöàðåé äâà: ó ïåðâîãî è ÷åòâ¼ðòîãî âñå øàðû êðàñíûå (ëæåöû), ó âòî-
ðîãî è òðåòüåãî ïî äâà ñèíèõ è äâà êðàñíûõ øàðà (ðûöàðè).

Òàêèì îáðàçîì, ðûöàðåé ìîæåò áûòü 0, 1 èëè 2.

Çàäà÷à 5.1.17. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2009.7.3) Ó ïîäâîäíîãî öàðÿ
ñëóæàò îñüìèíîãè ñ øåñòüþ, ñåìüþ èëè âîñåìüþ íîãàìè. Òå, ó êîãî 7 íîã,
âñåãäà ëãóò, à ó êîãî 6 èëè 8 íîã, âñåãäà ãîâîðÿò ïðàâäó. Âñòðåòèëèñü ÷åòûðå
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îñüìèíîãà. Ñèíèé ñêàçàë: ¾Âìåñòå ó íàñ 28 íîã¿, çåë¼íûé: ¾Âìåñòå ó íàñ 27
íîã¿, æ¼ëòûé: ¾Âìåñòå ó íàñ 26 íîã¿, êðàñíûé: ¾Âìåñòå ó íàñ 25 íîã¿. Ó êîãî
ñêîëüêî íîã?

Ðåøåíèå. Òàê êàê îñüìèíîãè ïðîòèâîðå÷àò äðóã äðóãó, òî âîçìîæíû äâà ñëó-
÷àÿ: ëèáî âñå îñüìèíîãè ëãóò, ëèáî ðîâíî îäèí èç íèõ ãîâîðèò ïðàâäó. Åñëè
âñå îñüìèíîãè ëãóò, òî ó êàæäîãî èç íèõ ïî 7 íîã. Çíà÷èò, âìåñòå ó íèõ 28 íîã.
Íî òîãäà ñèíèé îñüìèíîã ñêàçàë ïðàâäó � ïðîòèâîðå÷èå.

Åñëè æå òðè îñüìèíîãà ñîëãàëè, à ÷åòâ¼ðòûé ñêàçàë ïðàâäó, òî ó ñîëãàâøèõ
îñüìèíîãîâ äîëæíî áûòü ïî 7 íîã, à ó ñêàçàâøåãî ïðàâäó � ëèáî 6, ëèáî 8.
Ïîýòîìó âìåñòå ó íèõ ëèáî 27, ëèáî 29 íîã, òî åñòü ïðàâäó ñêàçàë çåë¼íûé
îñüìèíîã. Òàêèì îáðàçîì, ó çåë¼íîãî îñüìèíîãà 6 íîã, à ó îñòàëüíûõ ïî 7
íîã.

Çàäà÷à 5.1.18. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2009.6.4) Åñëè ó îñüìèíîãà
÷¼òíîå ÷èñëî íîã, îí âñåãäà ãîâîðèò ïðàâäó. Åñëè íå÷¼òíîå, òî îí âñåãäà ëæ¼ò.
Îäíàæäû çåë¼íûé îñüìèíîã ñêàçàë ò¼ìíî�ñèíåìó:

� Ó ìåíÿ 8 íîã. À ó òåáÿ òîëüêî 6.

� Ýòî ó ìåíÿ 8 íîã, � îáèäåëñÿ ò¼ìíî-ñèíèé. � À ó òåáÿ âñåãî 7.

� Ó ò¼ìíî�ñèíåãî äåéñòâèòåëüíî 8 íîã, � ïîääåðæàë ôèîëåòîâûé è ïîõâà-
ñòàëñÿ: � À âîò ó ìåíÿ öåëûõ 9!

� Íè ó êîãî èç âàñ íå 8 íîã, � âñòóïèë â ðàçãîâîð ïîëîñàòûé îñüìèíîã. �
Òîëüêî ó ìåíÿ 8 íîã!

Ó êîãî èç îñüìèíîãîâ áûëî ðîâíî 8 íîã?

Ðåøåíèå. Åñëè ôèîëåòîâûé îñüìèíîã ãîâîðèò ïðàâäó, òî ó íåãî ÷¼òíîå ÷èñ-
ëî íîã. Íî â òàêîì ñëó÷àå îí íå ìîæåò ñêàçàòü, ÷òî ó íåãî 9 íîã. Çíà÷èò,
ôèîëåòîâûé îñüìèíîã ëæ¼ò.

Ïîýòîìó ó ò¼ìíî�ñèíåãî îñüìèíîãà íå 8 íîã. Íî ò¼ìíî�ñèíèé ãîâîðèò, ÷òî ó
íåãî 8 íîã, òî åñòü ëæ¼ò. Ïîýòîìó ó íåãî íå÷¼òíîå ÷èñëî íîã.

Ñêàçàâ, ÷òî ó ò¼ìíî�ñèíåãî îñüìèíîãà 6 íîã, çåë¼íûé ñîëãàë. Ïîýòîìó îí ñî-
ëãàë è â ïåðâûé ðàç, è ó íåãî íå 8 íîã.

Èòàê, ïåðâîå óòâåðæäåíèå ïîëîñàòîãî îñüìèíîãà âåðíî. Çíà÷èò, âåðíî è âòî-
ðîå, è ó íåãî äåéñòâèòåëüíî 8 íîã. À ó îñòàëüíûõ îñüìèíîãîâ íå÷¼òíîå ÷èñëî
íîã.

Çàäà÷à 5.1.19. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1996.6.4) Òðè ÷åëîâåêà A,
B, C ïåðåñ÷èòàëè êó÷ó øàðèêîâ ÷åòûð¼õ öâåòîâ. Ïðè ýòîì êàæäûé èç íèõ
ïðàâèëüíî ðàçëè÷àë êàêèå-òî äâà öâåòà, à äâà äðóãèõ ìîã ïóòàòü: îäèí ïóòàë
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êðàñíûé è îðàíæåâûé, äðóãîé � îðàíæåâûé è æ¼ëòûé, à òðåòèé � æ¼ëòûé
è çåë¼íûé. Ðåçóëüòàòû èõ ïîäñ÷¼òîâ ïðèâåäåíû â òàáëèöå. Ñêîëüêî êàêèõ
øàðèêîâ áûëî íà ñàìîì äåëå?

êðàñíûé îðàíæåâûé æ¼ëòûé çåë¼íûé
A 2 5 7 9
B 2 4 9 8
C 4 2 8 9

Ðåøåíèå. Îøèáèòüñÿ ïðè ïîäñ÷¼òå êðàñíûõ øàðèêîâ ìîã òîëüêî îäèí èç íèõ,
à äâîå ïðàâèëüíî ñîñ÷èòàëè ÷èñëî êðàñíûõ øàðèêîâ. Ïîýòîìó êðàñíûõ øà-
ðèêîâ áûëî 2.

Â ïîäñ÷¼òå êðàñíûõ øàðèêîâ îøèáñÿ C, çíà÷èò, îí ïóòàë êðàñíûå ñ îðàíæå-
âûìè, à æ¼ëòûå è çåë¼íûå ñ÷èòàë ïðàâèëüíî. Ïîëó÷àåì, ÷òî æ¼ëòûõ � 8, à
çåë¼íûõ � 9.

Âñå îñòàâøèåñÿ øàðèêè � îðàíæåâûå. Îáùåå ÷èñëî øàðèêîâ âñå ñ÷èòàëè ïðà-
âèëüíî � 23. Çíà÷èò, îðàíæåâûõ øàðèêîâ áûëî 4.

Çíà÷èò, áûëî 2 êðàñíûõ, 4 îðàíæåâûõ, 8 æ¼ëòûõ, 9 çåë¼íûõ øàðèêîâ.

Çàäà÷à 5.1.20. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2008.6.4) Â øêîëå êîëäîâñòâà 13 ó÷åíèêîâ. Ïåðåä ýêçàìåíîì ïî ÿñíî-
âèäåíèþ ïðåïîäàâàòåëü ïîñàäèë èõ çà êðóãëûé ñòîë è ïîïðîñèë óãàäàòü, êòî
ïîëó÷èò äèïëîì ÿñíîâèäÿùåãî. Ïðî ñåáÿ è äâóõ ñâîèõ ñîñåäåé âñå ñêðîìíî
óìîë÷àëè, à ïðî âñåõ îñòàëüíûõ íàïèñàëè: ¾Íèêòî èç ýòèõ äåñÿòè íå ïîëó-
÷èò!¿ Êîíå÷íî æå, âñå ñäàâøèå ýêçàìåí óãàäàëè, à âñå îñòàëüíûå ó÷åíèêè
îøèáëèñü. Ñêîëüêî êîëäóíîâ ïîëó÷èëè äèïëîì?

Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íèêòî íå ïîëó÷èë äèïëîì. Òîãäà âûñêàçûâàíèå
êàæäîãî ó÷åíèêà èñòèííî. Â ýòîì ñëó÷àå âñå äîëæíû áûëè ïîëó÷èòü äèïëî-
ìû � ïðîòèâîðå÷èå.

Çíà÷èò, õîòÿ áû îäèí èç ó÷åíèêîâ ïîëó÷èë äèïëîì ÿñíîâèäÿùåãî. Îí ñêàçàë
ïðàâäó, ïîýòîìó íèêòî, êðîìå åãî ñîñåäåé, äèïëîìà íå ïîëó÷èë.

Åñëè îáà ñîñåäà òàêæå îñòàëèñü áåç äèïëîìîâ, òî óòâåðæäåíèå ¾Íèêòî èç ýòèõ
äåñÿòè íå ïîëó÷èò!¿ äëÿ êàæäîãî èç íèõ èñòèííî, íî âåäü îíè äîëæíû áûëè
îøèáèòüñÿ!

Åñëè æå îáà ñîñåäà ñäàëè ýêçàìåí, òî îíè îáà îøèáëèñü â ñâîèõ âûñêàçûâàíè-
ÿõ. Çíà÷èò, òîëüêî îäèí èç ñîñåäåé ìîã ñäàòü ýêçàìåí óñïåøíî. Äåéñòâèòåëüíî,
â ýòîì ñëó÷àå åãî âûñêàçûâàíèå èñòèííî, à âûñêàçûâàíèå âòîðîãî ñîñåäà �
ëîæíî.

Òàêèì îáðàçîì, äèïëîì ïîëó÷èëè äâà êîëäóíà.
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Çàäà÷à 5.1.21. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1991.7.4) Çíàéêà ïðèø¼ë â
ãîñòè ê áðàòüÿì-áëèçíåöàì Âèíòèêó è Øïóíòèêó, çíàÿ, ÷òî îäèí èç íèõ íè-
êîãäà íå ãîâîðèò ïðàâäó, è ñïðîñèë îäíîãî èç íèõ: ¾Òû Âèíòèê?¿. ¾Äà¿, �
îòâåòèë òîò. Êîãäà Çíàéêà ñïðîñèë îá ýòîì æå âòîðîãî, òî ïîëó÷èë ñòîëü æå
÷¼òêèé îòâåò è ñðàçó îïðåäåëèë, êòî åñòü êòî. Êîãî çâàëè Âèíòèêîì?

Ïîäñêàçêà. Åñëè áû îíè îòâåòèëè îäèíàêîâî, òî Çíàéêà íèêàê íå ìîã áû èõ
ðàçëè÷èòü.

Ðåøåíèå. Åñëè áû îíè îòâåòèëè îäèíàêîâî, òî Çíàéêà íèêàê íå ìîã áû èõ
ðàçëè÷èòü. Çíà÷èò, âòîðîé îòâåòèë: ¾íåò¿.

Òåïåðü, åñëè áû Âèíòèêîì áûë ïåðâûé, òî ïîëó÷èëîñü áû, ÷òî îáà ñêàçàëè
ïðàâäó. À ýòî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.

Çíà÷èò, Âèíòèê � âòîðîé, è îíè îáà ñîëãàëè (÷òî óñëîâèåì íå çàïðåùåíî).

Çàäà÷à 5.1.22. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1998.7.4) Íà îñòðîâå Êîí-
òðàñòîâ æèâóò è ðûöàðè, è ëæåöû. Ðûöàðè âñåãäà ãîâîðÿò ïðàâäó, ëæåöû
âñåãäà ëãóò. Íåêîòîðûå æèòåëè çàÿâèëè, ÷òî íà îñòðîâå ÷¼òíîå ÷èñëî ðûöà-
ðåé, à îñòàëüíûå çàÿâèëè, ÷òî íà îñòðîâå íå÷¼òíîå ÷èñëî ëæåöîâ. Ìîæåò ëè
÷èñëî æèòåëåé îñòðîâà áûòü íå÷¼òíûì?

Ðåøåíèå. Åñëè äâà æèòåëÿ îñòðîâà ñêàçàëè îäíî è òî æå, òî îíè ëèáî îáà
ëæåöû, ëèáî îáà ðûöàðè. Ïîñêîëüêó íà îñòðîâå åñòü õîòÿ áû îäèí ëæåö è
õîòÿ áû îäèí ðûöàðü, òî ëèáî âñå ðûöàðè ñäåëàëè ïåðâîå óòâåðæäåíèå, à âñå
ëæåöû âòîðîå, ëèáî íàîáîðîò. Â ïåðâîì ñëó÷àå è ðûöàðåé, è ëæåöîâ ÷¼òíîå
÷èñëî, à âî âòîðîì è òåõ, è äðóãèõ � íå÷¼òíîå ÷èñëî. Çíà÷èò, ÷èñëî ëþäåé íà
îñòðîâå ÷¼òíî.

Çàäà÷à 5.1.23. (Òóðíèð Àðõèìåäà � 2013.4) Ó öàðÿ Ãîðîõà òðè ñûíà: ñòàð-
øèé � Ï¼òð, ñðåäíèé � Ô¼äîð è ìëàäøèé � Èâàí�äóðàê. Öàðü õî÷åò æåíèòü
ñòàðøåãî ñûíà íà öàðåâíå Íåñìåÿíå. Èçâåñòíî, ÷òî äâà ñûíà öàðÿ Ãîðîõà �
ðûöàðè (âñåãäà ãîâîðÿò ïðàâäó), à îäèí � ëæåö (âñåãäà âð¼ò), íî ìàëî êòî
çíàåò, êòî èç íèõ êòî. Öàðåâíà Íåñìåÿíà õî÷åò âûÿñíèòü, çà êîãî (ðûöàðÿ èëè
ëæåöà) åé ïðåäëàãàþò âûéòè çàìóæ. Ìîæåò ëè îíà ýòî óçíàòü, çàäàâ îäèí âî-
ïðîñ Èâàíó? (Èâàí�äóðàê óìååò îòâå÷àòü íà âîïðîñû òîëüêî ¾äà¿ èëè ¾íåò¿;
êòî ñðåäè áðàòüåâ ðûöàðü, è êòî � ëæåö, åìó èçâåñòíî).

Ðåøåíèå. Âàðèàíòîâ îïðîñà ìîãëî áûòü íåñêîëüêî. Îäèí èç ñàìûõ ïðîñòûõ:
¾Âåðíî ëè, ÷òî Ô¼äîð ëæåö?¿

Èâàí îòâåòèò ¾äà¿ â äâóõ ñëó÷àÿõ: êîãäà îí è Ï¼òð ðûöàðè, à Ô¼äîð ëæåö,
ëèáî êîãäà îí ëæåö, à Ô¼äîð ñ Ïåòðîì ðûöàðè.
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Èâàí îòâåòèò ¾íåò¿ òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà îí è Ô¼äîð ðûöàðè, à Ï¼òð ëæåö.

Âàæíî ïîíèìàòü, ÷òî âîçìîæíî âñåãî òðè ñëó÷àÿ. Ñîñòàâèì òàáëèöó.

Îòâåòû Èâàíà Ï¼òð Ô¼äîð Èâàí
¾äà¿ Ðûöàðü Ëæåö Ðûöàðü
¾äà¿ Ðûöàðü Ðûöàðü Ëæåö
¾íåò¿ Ëæåö Ðûöàðü Ðûöàðü

Òàêèì îáðàçîì, ïðè îòâåòå Èâàíà ¾íåò¿ � Ï¼òð ëæåö, à ïðè îòâåòå ¾äà¿ �
Ï¼òð âñåãäà ðûöàðü. Àíàëîãè÷íî áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ è ñèòóàöèÿ ñ âîïðî-
ñîì: ¾Âåðíî ëè, ÷òî Ô¼äîð ðûöàðü?¿.

Âîçìîæíû è äðóãèå âàðèàíòû âîïðîñîâ. Íàïðèìåð: ¾Âåðíî ëè, ÷òî Âû ñ Ïåò-
ðîì ðûöàðè?¿, ¾Åñëè áû ÿ ñïðîñèë òåáÿ ëæåö ëè Ï¼òð, òû áû ñêàçàë äà?¿.

Òàêèì îáðàçîì, Íåñìåÿíà ìîæåò âûÿñíèòü, çà êîãî åé ïðåäëàãàþò âûéòè çà-
ìóæ.

Çàäà÷à 5.1.24. (Òóðíèð Àðõèìåäà � 2014.4) Íà êîíôåðåíöèè ïî ìàòåìàòè-
÷åñêîé ôèçèêå çà êðóãëûì ñòîëîì ñîáðàëèñü ðûöàðè è ëæåöû (ðûöàðè âñåãäà
ãîâîðÿò ïðàâäó, à ëæåöû � âðóò), ïðè÷¼ì èçâåñòíî, ÷òî ñðåäè ôèçèêîâ è
ìàòåìàòèêîâ ëæåöîâ ïîðîâíó. Êàæäîìó èç ó÷àñòíèêîâ êîíôåðåíöèè çàäàëè
âîïðîñ: ¾Êòî âàø ñîñåä ñïðàâà: ôèçèê èëè ìàòåìàòèê?¿. Ïîäâîäÿ èòîãè, ïðåä-
ñåäàòåëü çàìåòèë: ¾Èíòåðåñíî, ÷òî íàñ çäåñü 34 ÷åëîâåêà, ïðè÷¼ì ôèçèêîâ è
ìàòåìàòèêîâ ïîðîâíó, îäíàêî êàæäûé óòâåðæäàåò, ÷òî åãî ñîñåä ñïðàâà �
ìàòåìàòèê¿. Îïðåäåëèòå, êåì áûë ïðåäñåäàòåëü � ðûöàðåì èëè ëæåöîì?

Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðåäñåäàòåëü � ðûöàðü.

Ïåðâûé ñïîñîá. Ïî óñëîâèþ çàäà÷è ñðåäè ôèçèêîâ è ìàòåìàòèêîâ ëæåöîâ
ïîðîâíó, òî åñòü ÷èñëî âñåõ ëæåöîâ � ÷¼òíî. Òîãäà âñåãî 34 ÷åëîâåêà, è 17 èç
íèõ � ìàòåìàòèêè. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ðîâíî ïîëîâèíà ñêàçàâøèõ � 17 ÷åëîâåê �
ñîëãàëè. Ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, ïðåäñåäàòåëü êîíôåðåíöèè � ëæåö.

Âòîðîé ñïîñîá.Ïî óñëîâèþ çàäà÷è ñðåäè ôèçèêîâ è ìàòåìàòèêîâ ëæåöîâ ïî-
ðîâíó, òîãäà, ó÷èòûâàÿ ðàâíîå êîëè÷åñòâî ìàòåìàòèêîâ è ôèçèêîâ (ïî 17), ñëå-
äóåò, ÷òî êîëè÷åñòâî ôèçèêîâ�ðûöàðåé è ìàòåìàòèêîâ�ðûöàðåé òàêæå îäèíà-
êîâî. Òîãäà ïðàâåå êàæäîãî ìàòåìàòèêà�ëæåöà ñèäèò íåñêîëüêî ôèçèêîâ (ìî-
æåò áûòü è íå îäíîãî!), ïðè÷¼ì ïîñëåäíèé èç ýòîé ñåðèè ôèçèêîâ, îáÿçàòåëüíî,
ôèçèê�ðûöàðü. Òî åñòü, íà êàæäîãî ìàòåìàòèêà�ëæåöà ïðèõîäèòñÿ ôèçèê�
ðûöàðü, ñèäÿùèé ïðàâåå, à, ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî ìàòåìàòèêîâ�ëæåöîâ ðàâíî
÷èñëó ôèçèêîâ�ðûöàðåé.

Íî êîëè÷åñòâà ôèçèêîâ�ðûöàðåé è ìàòåìàòèêîâ�ðûöàðåé îäèíàêîâû, êàê è
êîëè÷åñòâà ôèçèêîâ�ëæåöîâ è ìàòåìàòèêîâ�ëæåöîâ. Çíà÷èò, ÷èñëî ó÷àñòíè-
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êîâ êîíôåðåíöèè â ýòîì ñëó÷àå êðàòíî 4, à ïðåäñåäàòåëü êîíôåðåíöèè �
ëæåö.

Çàäà÷à 5.1.25. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2016.7.4) Ó Áóðàòèíî åñòü 5 ìîíåò, ðîâíî îäíà èç íèõ � ôàëüøèâàÿ.
Êàêàÿ èìåííî � èçâåñòíî òîëüêî Êîòó Áàçèëèî. Áóðàòèíî ìîæåò âûáðàòü
òðè ìîíåòû, îäíó èç íèõ îòäàòü Êîòó, è çà ýòî óçíàòü ïðî äðóãèå äâå, åñòü
ëè ñðåäè íèõ ôàëüøèâàÿ. Áóðàòèíî çíàåò, ÷òî Êîò çà íàñòîÿùóþ ìîíåòó ñêà-
æåò ïðàâäó, à çà ôàëüøèâóþ � ñîâð¼ò. Êàê Áóðàòèíî îïðåäåëèòü ôàëüøèâóþ
ìîíåòó ñðåäè âñåõ ïÿòè, çàäàâ íå áîëåå òð¼õ âîïðîñîâ?

Ðåøåíèå. Ñíà÷àëà Áóðàòèíî ñïðàøèâàåò ïðî äâå ëþáûå ìîíåòû, çàïëàòèâ
òðåòüåé. Åñëè Êîò óòâåðæäàåò, ÷òî ñðåäè ìîíåò íåò ôàëüøèâîé, òî ýòè òðè ìî-
íåòû íàñòîÿùèå. Åñëè æå Êîò óòâåðæäàåò, ÷òî ñðåäè ìîíåò åñòü ôàëüøèâàÿ,
òî êàêàÿ-òî èç ýòèõ òð¼õ ìîíåò ôàëüøèâàÿ, çíà÷èò, äâå îñòàâøèåñÿ ìîíåòû
íàñòîÿùèå. Â ëþáîì ñëó÷àå èç ÷åòûð¼õ ìîíåò, îñòàâøèõñÿ ó íåãî, Áóðàòèíî
îïðåäåëèò äâå íàñòîÿùèå.

Ïîòîì Áóðàòèíî îòäà¼ò îäíó èç èçâåñòíûõ åìó íàñòîÿùèõ ìîíåò Êîòó, à äðó-
ãóþ îáúåäèíÿåò â ïàðó ñ îäíîé èç íåèçâåñòíûõ è ïîêàçûâàåò ýòó ïàðó Êîòó.
Îòâåò áóäåò ïðàâäèâ, ïîýòîìó ëèáî ôàëüøèâàÿ ìîíåòà â ýòîé ïàðå (è òîãäà
Áóðàòèíî å¼ îïðåäåëèò), ëèáî îáå ìîíåòû íàñòîÿùèå, è òîãäà ôàëüøèâîé ìî-
æåò áûòü ëèáî òðåòüÿ åãî ìîíåòà, ëèáî ïåðâàÿ ìîíåòà, âûïëà÷åííàÿ Êîòó.

Òåïåðü Áóðàòèíî ñíîâà îòäà¼ò íàñòîÿùóþ ìîíåòó Êîòó è ñïðàøèâàåò ïðî äâå
îñòàâøèåñÿ ó íåãî ìîíåòû. Îòâåò îïÿòü ïðàâäèâ, ïîýòîìó ôàëüøèâàÿ ìîíåòà
îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ.

Çàäà÷à 5.1.26. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2002.7.4) Âîâî÷êà ïðèø¼ë ñäàâàòü êîìïüþòåðíûé òåñò. Íà ýêðàíå ïî-
ÿâèëèñü 6 âîïðîñîâ, íà êàæäûé èç êîòîðûõ íàäî îòâåòèòü ¾äà¿ èëè ¾íåò¿.
Ïîñëå îòâåòà íà âñå âîïðîñû êîìïüþòåð âû÷èñëÿåò êîëè÷åñòâî ïðàâèëüíûõ
îòâåòîâ è ñòàâèò: äâîéêó, åñëè ïðàâèëüíûõ îòâåòîâ íå áîëåå äâóõ; òðîéêó �
åñëè èõ òðè; ÷åòâ¼ðêó � åñëè ÷åòûðå; ïÿò¼ðêó � åñëè ïÿòü èëè øåñòü.

Âîâî÷êà íå çíàë îòâåòà íè íà îäèí èç âîïðîñîâ. Òåì íå ìåíåå, ïî ïðåäûäóùåìó
îïûòó îí çíàë ñëåäóþùåå: ïåðâûé è ïîñëåäíèé âîïðîñû òðåáóþò ïðîòèâîïî-
ëîæíûõ îòâåòîâ; íå áûâàåò, ÷òî íà òðè ïîäðÿä âîïðîñà îòâåò îäèí è òîò æå; íå
áûâàåò, ÷òî óòâåðäèòåëüíûå è îòðèöàòåëüíûå îòâåòû ñòðîãî ÷åðåäóþòñÿ; ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü îòâåòîâ íà ïåðâûå òðè âîïðîñà íå áûâàåò â òî÷íîñòè òàêîé
æå, êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îòâåòîâ íà ïîñëåäíèå òðè âîïðîñà.

Ïîìîãèòå Âîâî÷êå íå ïîëó÷èòü äâîéêó.

Ðåøåíèå. Âîçìîæíû ëèøü ñëåäóþùèå âàðèàíòû: 001011, 001101, 010011,
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011001, 101100, 100110, 110010, 110100 (çäåñü 0 � ¾íåò¿, 1 � ¾äà¿). Òðè îòâå-
òà ¾äà¿ áóäóò îáÿçàòåëüíî (è òðè îòâåòà ¾íåò¿ áóäóò îáÿçàòåëüíî). Ïîýòîìó,
ìîæíî îòâåòèòü ¾äà¿ íà âñå âîïðîñû (èëè ¾íåò¿ íà âñå âîïðîñû) è ïîëó÷èòü
íå ìåíüøå òðîéêè.

Çàäà÷à 5.1.27. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2011.6.5) Äðàêîí çàïåð â ïå-
ùåðå øåñòåðûõ ãíîìîâ è ñêàçàë: ¾Ó ìåíÿ åñòü ñåìü êîëïàêîâ ñåìè öâåòîâ
ðàäóãè. Çàâòðà óòðîì ÿ çàâÿæó âàì ãëàçà è íàäåíó íà êàæäîãî ïî êîëïàêó,
à îäèí êîëïàê ñïðÿ÷ó. Çàòåì ñíèìó ïîâÿçêè, è âû ñìîæåòå óâèäåòü êîëïàêè
íà ãîëîâàõ ó äðóãèõ, íî îáùàòüñÿ ÿ âàì óæå íå ïîçâîëþ. Ïîñëå ýòîãî êàæäûé
âòàéíå îò äðóãèõ ñêàæåò ìíå öâåò ñïðÿòàííîãî êîëïàêà. Åñëè óãàäàþò õîòÿ
áû òðîå, âñåõ îòïóùó. Åñëè ìåíüøå � ñúåì íà îáåä¿. Êàê ãíîìàì çàðàíåå
äîãîâîðèòüñÿ äåéñòâîâàòü, ÷òîáû ñïàñòèñü?

Ðåøåíèå. Ïåðâûé ñïîñîá. Êàæäûé ãíîì âèäèò âñå êîëïàêè, êðîìå äâóõ:
ñâîåãî è ñïðÿòàííîãî. Íàäî äîãîâîðèòüñÿ, êàêîé èç äâóõ öâåòîâ íàçâàòü. Ýòî
ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïðîíóìåðóåì öâåòà ÷èñëàìè îò 1 äî 7 (íàïðèìåð, â òîì æå ïîðÿäêå, êàê è
öâåòà ðàäóãè) è çàðàíåå ðàñïîëîæèì èõ ïî êðóãó êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå
íèæå.

Êàæäûé ãíîì äîëæåí íàçâàòü òîò èç äâóõ öâåòîâ, îò êîòîðîãî äî äðóãîãî
öâåòà áëèæå äîáðàòüñÿ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå. Òîãäà òðè ãíîìà óãàäàþò, à òðè
äðóãèõ îøèáóòñÿ. Íàïðèìåð, åñëè ñïðÿòàí êîëïàê öâåòà 1, òî óãàäàþò ãíîìû,
íà êîòîðûõ íàäåòû êîëïàêè öâåòîâ 2, 3 è 4.

Âòîðîé ñïîñîá. Åñëè ãíîì íå âèäèò äâà öâåòà îäíîé ÷¼òíîñòè, òî îí íàçûâàåò
öâåò ñ áîëüøèì íîìåðîì, à åñëè öâåòà, êîòîðûå îí íå âèäèò, èìåþò ðàçíóþ
÷¼òíîñòü, òî îí íàçûâàåò ìåíüøèé íîìåð. Êàêîé áû öâåò íè èìåë ñïðÿòàííûé
êîëïàê, åãî íàçîâóò ðîâíî òðè ãíîìà. Íàïðèìåð, åñëè ñïðÿòàí êîëïàê öâåòà
3, òî óãàäàþò ãíîìû, íà êîòîðûõ íàäåòû êîëïàêè öâåòîâ 1, 4 è 6. Îñòàëüíûå
ñëó÷àè ìîæíî ðàçîáðàòü àíàëîãè÷íî.

Çàìå÷àíèÿ. Ïðèíöèï äåéñòâèÿ ãíîìîâ, èçëîæåííûé âî âòîðîì ñïîñîáå, ïðèìå-
íÿåòñÿ â îäíîêðóãîâûõ øàõìàòíûõ òóðíèðàõ ñ íå÷¼òíûì êîëè÷åñòâîì ó÷àñò-
íèêîâ äëÿ òîãî, ÷òîáû êàæäûé øàõìàòèñò ñûãðàë áåëûì è ÷¼ðíûì öâåòîì
îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî ïàðòèé. À èìåííî: êàæäûé ó÷àñòíèê òóðíèðà ïîëó÷à-
åò ñâîé íîìåð, è åñëè âñòðå÷àþòñÿ øàõìàòèñòû ñ íîìåðàìè îäíîé ÷¼òíîñòè,
òî áåëûìè èãðàåò òîò, ó êîãî áîëüøå íîìåð, à åñëè íîìåðà ó÷àñòíèêîâ èìåþò
ðàçíóþ ÷¼òíîñòü, áåëûìè èãðàåò òîò, ó êîãî íîìåð ìåíüøå. Ìîæíî óáåäèòüñÿ,
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÷òî â ýòîì ñëó÷àå êàæäûé øàõìàòèñò ïðîâåä¼ò áåëûìè è ÷¼ðíûìè îäèíàêîâîå
êîëè÷åñòâî ïàðòèé.

Ñòðîãî ãîâîðÿ, ñïîñîáû ðåøåíèÿ îòëè÷àþòñÿ òîëüêî íóìåðàöèåé öâåòîâ. Åñ-
ëè ðàñïîëîæèòü öâåòà ïî êðóãó, êàê íà ðèñóíêå íèæå, òî ïðèíöèï äåéñòâèÿ
ãíîìîâ èç ïåðâîãî ñïîñîáà â òî÷íîñòè îïèñûâàåò âòîðîé ñïîñîá.

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî íèêàêàÿ äîãîâîð¼ííîñòü íå ïîçâîëèò íàâåðíÿêà óãàäàòü
öâåò ñïðÿòàííîãî êîëïàêà áîëåå, ÷åì ïîëîâèíå ãíîìîâ.

Çàäà÷à 5.1.28. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2002.6.5) Èëüå Ìóðîìöó,
Äîáðûíå Íèêèòè÷ó è Àë¼øå Ïîïîâè÷ó çà âåðíóþ ñëóæáó äàëè 6 ìîíåò: 3 çî-
ëîòûõ è 3 ñåðåáðÿíûõ. Êàæäîìó äîñòàëîñü ïî äâå ìîíåòû. Èëüÿ Ìóðîìåö íå
çíàåò, êàêèå ìîíåòû äîñòàëèñü Äîáðûíå, à êàêèå � Àë¼øå, íî çíàåò, êàêèå
ìîíåòû äîñòàëèñü åìó ñàìîìó. Ïðèäóìàéòå âîïðîñ, íà êîòîðûé Èëüÿ Ìóðî-
ìåö îòâåòèò ¾äà¿, ¾íåò¿ èëè ¾íå çíàþ¿, è ïî îòâåòó íà êîòîðûé Âû ñìîæåòå
ïîíÿòü, êàêèå ìîíåòû åìó äîñòàëèñü.

Ðåøåíèå. Ïðîâåðèì, ÷òî ãîäèòñÿ âîïðîñ: ¾Ïðàâäà ëè, ÷òî ó òåáÿ çîëîòûõ ìî-
íåò áîëüøå, ÷åì ó Àë¼øè Ïîïîâè÷à?¿.

Åñëè ó Èëüè Ìóðîìöà äâå çîëîòûå ìîíåòû, îí ñêàæåò ¾äà¿, ïîñêîëüêó ó Àë¼-
øè Ïîïîâè÷à íå ìîæåò áûòü áîëüøå îäíîé çîëîòîé ìîíåòû.

Åñëè îáå ìîíåòû ó Èëüè ñåðåáðÿíûå, òî ó Àë¼øè õîòÿ áû îäíà çîëîòàÿ, è
Èëüÿ Ìóðîìåö îòâåòèò ¾íåò¿.

Íó à åñëè åìó äîñòàëèñü ðàçíûå ìîíåòû, òî îí îòâåòèò ¾íå çíàþ¿, òàê êàê ó
Àë¼øè ìîæåò îêàçàòüñÿ êàê äâå çîëîòûå, òàê è äâå ñåðåáðÿíûå ìîíåòû.

Êîíå÷íî, ìîæíî áûëî çàäàòü è äðóãèå âîïðîñû, íàïðèìåð: ¾Ïðàâäà ëè, ÷òî
îäíîìó èç äâóõ äðóãèõ áîãàòûðåé äîñòàëèñü äâå ñåðåáðÿíûå ìîíåòû?¿, ¾Âåðíî
ëè, ÷òî äâà äðóãèõ áîãàòûðÿ ïîëó÷èëè õîòÿ áû ïî îäíîé çîëîòîé ìîíåòå êàæ-
äûé?¿, ¾Åñëè ÿ çàáåðó ó òåáÿ îäíó ìîíåòó è äàì âìåñòî íå¼ çîëîòóþ, ñòàíåò
ëè ó òåáÿ áîëüøå çîëîòûõ?¿

Çàìåòüòå, ÷òî â ïîñëåäíåì âîïðîñå íå óïîìèíàþòñÿ ìîíåòû äâóõ äðóãèõ áî-
ãàòûðåé, à òîëüêî ìîíåòû, äîñòàâøèåñÿ Èëüå Ìóðîìöó!

Çàäà÷à 5.1.29. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2012.6.5) Íà îñòðîâå ðûöàðåé è ëæåöîâ ïóòåøåñòâåííèê ïðèø¼ë â ãîñòè
ê ñâîåìó çíàêîìîìó ðûöàðþ è óâèäåë åãî çà êðóãëûì ñòîëîì ñ ïÿòüþ ãîñòÿìè.
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� Èíòåðåñíî, à ñêîëüêî ñðåäè âàñ ðûöàðåé? � ñïðîñèë îí.

� À òû çàäàé êàæäîìó êàêîé-íèáóäü âîïðîñ è óçíàé ñàì, � ïîñîâåòîâàë îäèí
èç ãîñòåé.

� Õîðîøî. Ñêàæè ìíå êàæäûé: êòî òâîè ñîñåäè? � ñïðîñèë ïóòåøåñòâåííèê.

Íà ýòîò âîïðîñ âñå îòâåòèëè îäèíàêîâî.

� Äàííûõ íåäîñòàòî÷íî! � ñêàçàë ïóòåøåñòâåííèê.

� Íî ñåãîäíÿ äåíü ìîåãî ðîæäåíèÿ, íå çàáûâàé îá ýòîì, � ñêàçàë îäèí èç
ãîñòåé.

� Äà, ñåãîäíÿ äåíü åãî ðîæäåíèÿ! � ñêàçàë åãî ñîñåä.

È ïóòåøåñòâåííèê ñìîã óçíàòü, ñêîëüêî çà ñòîëîì ðûöàðåé. Äåéñòâèòåëüíî,
ñêîëüêî æå èõ?

Ðåøåíèå. Åñëè áû êàæäûé ñêàçàë: ¾Îáà ìîèõ ñîñåäà � ðûöàðè¿, òî ìîæíî
áûëî áû ñðàçó îïðåäåëèòü, ÷òî âñå, ñèäÿùèå çà ñòîëîì, � ðûöàðè. Äåéñòâè-
òåëüíî, çíàêîìûé ïóòåøåñòâåííèêà � ðûöàðü � ñêàçàë ïðàâäó, çíà÷èò, îáà
åãî ñîñåäà òàêæå ñêàçàëè ïðàâäó, è òàê äàëåå, òî åñòü êàæäûé ñêàçàë ïðàâäó.

Åñëè áû êàæäûé ñêàçàë: ¾Ìîè ñîñåäè � ðûöàðü è ëæåö¿, òî òàêæå ìîæ-
íî áûëî áû ñðàçó îïðåäåëèòü êîëè÷åñòâî ðûöàðåé. Äåéñòâèòåëüíî, çíàêîìûé
ïóòåøåñòâåííèêà ñêàçàë ïðàâäó, çíà÷èò, åãî ñîñåäè � ðûöàðü è ëæåö. Ñîñåä�
ðûöàðü òàêæå ñêàçàë ïðàâäó, çíà÷èò, äðóãîé åãî ñîñåä � ëæåö. À ñîñåä�ëæåö
ñîëãàë, è çíà÷èò, îáà åãî ñîñåäè ðûöàðè. Ïðîäîëæàÿ òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èì,
÷òî çà ñòîëîì: äâå ïàðû ðûöàðåé, ñèäÿùèõ ðÿäîì, è äâà ëæåöà ìåæäó íèìè.

Ñëåäîâàòåëüíî, êàæäûé ñêàçàë: ¾Îáà ìîèõ ñîñåäà ëæåöû¿. Ýòî âîçìîæíî â
äâóõ ñëó÷àÿõ:

� ðûöàðè è ëæåöû ñèäåëè ÷åðåç îäíîãî;
� ñîñåäè ðûöàðåé � ëæåöû, à ñîñåäè ëæåöîâ � ðûöàðü è ëæåö, òî åñòü çà
ñòîëîì � äâà ðûöàðÿ è ÷åòûðå ëæåöà.

Òàê êàê äâîå ñèäÿùèõ ðÿäîì ñêàçàëè îäíî è òî æå ïðî äåíü ðîæäåíèÿ, òî
ïåðâûé ñëó÷àé íåâîçìîæåí. Òàêèì îáðàçîì, çà ñòîëîì � äâà ðûöàðÿ.

Çàäà÷à 5.1.30. (Òóðíèð Àðõèìåäà � 2017.5) Êîùåé Áåññìåðòíûé èñïûòûâà-
åò Èâàíà�öàðåâè÷à. Íà êëåò÷àòîé äîñêå 5× 9 îí îòìåòèë íåâèäèìûìè ÷åðíè-
ëàìè êâàäðàò 2×2. Èâàíó ðàçðåøàåòñÿ, âûáðàâ íåñêîëüêî êëåòîê, ñïðîñèòü ó
Êîùåÿ, åñòü ëè ñðåäè íèõ õîòÿ áû îäíà îòìå÷åííàÿ, íà ÷òî Êîùåé îáÿçàí îòâå-
òèòü ïðàâäèâî: ¾äà¿ èëè ¾íåò¿. Ñìîæåò ëè Èâàí íàéòè îòìå÷åííûé êâàäðàò,
çàäàâ íå áîëåå 5 âîïðîñîâ?

Ðåøåíèå. Ïåðâûé ñïîñîá. Îòìåòèì êëåòêè öèôðàìè. Çàìåòèì, ÷òî èñêîìûå
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÷åòûðå êëåòêè îáÿçàòåëüíî ïîìå÷åíû öèôðàìè 1, 2, 3, 4.

1 3 1 3 1 3 1 3 1

2 4 2 4 2 4 2 4 2

1 3 1 3 1 3 1 3 1

2 4 2 4 2 4 2 4 2

1 3 1 3 1 3 1 3 1

Íàéä¼ì èñêîìóþ êëåòêó, ïîìå÷åííóþ öèôðîé 4. Âñåãî òàêèõ êëåòîê 8, îäíà
èç íèõ èñêîìàÿ. Íàéä¼ì å¼ ïîëîâèííûì äåëåíèåì (ñïðîñèëè ó Êîùåÿ ñíà÷àëà
ïðî 4 êëåòêè, à çàòåì ïðî äâå èç îòìå÷åííûõ ÷åòûð¼õ, à çàòåì ïðî îäíó èç
äâóõ).

Òàêèì îáðàçîì, çà òðè âîïðîñà ìû íàéä¼ì îòìå÷åííóþ êëåòêó ñ öèôðîé 4.
Åñëè ìû íàøëè îêðàøåííóþ êëåòêó ñ 4 è òåïåðü íàéä¼ì êëåòêó ñ 1, òî êâàäðàò
áóäåò îïðåäåë¼í îäíîçíà÷íî.

Ðÿäîì ñ íàéäåííîé êëåòêîé ñ 4 ðàñïîëîæåíû ÷åòûðå êëåòêè ñ 1. Çà äâà âî-
ïðîñà ïîëîâèííûì äåëåíèåì îïðåäåëèì íóæíóþ êëåòêó. Êâàäðàò îäíîçíà÷íî
íàéäåí.

Âòîðîé ñïîñîá. Çàêðàñèì ïåðâûì äåéñòâèåì âòîðóþ ñòðîêó èñõîäíîé òàáëè-
öû 5×9 è óçíàåì ó Êîùåÿ, åñòü ñðåäè òî÷åê âòîðîé ñòðîêè õîòÿ áû îäíà òî÷êà
èñêîìîãî êâàäðàòà 2 × 2. Åñëè åñòü, òî èñêîìûé êâàäðàò áóäåò íàõîäèòüñÿ â
âåðõíåé ÷àñòè òàáëèöû 3× 9, èíà÷å � â íèæíåé ÷àñòè.

Çàêðàñèì â ïîëó÷åííîé òàáëèöå 3× 9 ÷åòûðå ïåðâûå êëåòêè ñðåäíåãî ðÿäà è
ñïðîñèì ó Êîùåÿ, åñòü ëè ñðåäè íèõ òî÷êè èñêîìîãî êâàäðàòà. Åñëè òî÷êè
åñòü, òî èñêîìûé êâàäðàò áóäåò íàõîäèòüñÿ â ëåâîé ÷àñòè òàáëèöû 3 × 5,
èíà÷å � â ïðàâîé ÷àñòè.
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Çàêðàñèì â ïîëó÷åííîé òàáëèöå 3 × 5 äâå ïåðâûå êëåòêè ñðåäíåãî ðÿäà è
ñïðîñèì ó Êàùåÿ åñòü ëè ñðåäè íèõ òî÷êè èñêîìîãî êâàäðàòà. Åñëè òî÷êè
åñòü, òî èñêîìûé êâàäðàò áóäåò íàõîäèòüñÿ â ëåâîé ÷àñòè òàáëèöû 3×3, èíà÷å
â ïðàâîé ÷àñòè.

Çàêðàñèì â ïîëó÷åííîé òàáëèöå 3×3 ïåðâóþ êëåòêó ñðåäíåãî ðÿäà è ñïðîñèì ó
Êîùåÿ åñòü ëè îíà â èñêîìîì êâàäðàòå. Åñëè òî÷êà åñòü, òî èñêîìûé êâàäðàò
áóäåò íàõîäèòüñÿ â ëåâîé ÷àñòè òàáëèöû 3× 2, èíà÷å � â ïðàâîé ÷àñòè.

Çàêðàñèì â ïîëó÷åííîé òàáëèöå 3 × 2 âåðõíþþ ëåâóþ êëåòêó è ñïðîñèì ó
Êîùåÿ, åñòü ëè îíà â èñêîìîì êâàäðàòå. Åñëè åñòü, òî èñêîìûé êâàäðàò áóäåò
íàõîäèòüñÿ â âåðõíåé ÷àñòè òàáëèöû 3× 2, èíà÷å èñêîìûé êâàäðàò íàõîäèòñÿ
â íèæíåé ÷àñòè.

Âîçìîæíû è äðóãèå ðåøåíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, Èâàí�öàðåâè÷ ñìîæåò íàéòè îòìå÷åííûé êâàäðàò.

Çàäà÷à 5.1.31. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2005.6.6) Â Ïóñòîçåìüå æè-
âóò òðè ïëåìåíè: ýëüôû, ãîáëèíû è õîááèòû. Ýëüô âñåãäà ãîâîðèò òîëüêî
ïðàâäó, ãîáëèí âñåãäà ëæ¼ò, à õîááèò ÷åðåç ðàç ãîâîðèò òî ïðàâäó, òî ëîæü.
Îäíàæäû çà êðóãëûì ñòîëîì ïèðîâàëî íåñêîëüêî ïóñòîçåìöåâ, è îäèí èç íèõ
ñêàçàë, óêàçàâ íà ñâîåãî ëåâîãî ñîñåäà: ¾Îí � õîááèò¿. Ñîñåä ñêàçàë: ¾Ìîé
ïðàâûé ñîñåä ñîëãàë¿. Â òî÷íîñòè òó æå ôðàçó çàòåì ïîâòîðèë åãî ëåâûé
ñîñåä, ïîòîì å¼ æå ïðîèçí¼ñ ñëåäóþùèé ïî êðóãó, è òàê îíè ãîâîðèëè ¾Ìîé
ïðàâûé ñîñåä ñîëãàë¿ ìíîãî-ìíîãî êðóãîâ, äà è ñåé÷àñ åù¼, âîçìîæíî, ãîâîðÿò.
Îïðåäåëèòå, èç êàêèõ ïëåì¼í áûëè ïèðóþùèå, åñëè èçâåñòíî, ÷òî çà ñòîëîì
ñèäåëî à) äåâÿòü; á) äåñÿòü æèòåëåé Ïóñòîçåìüÿ. Îáúÿñíèòå ñâî¼ ðåøåíèå.
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Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì òîãî, ïðî êîãî ñêàçàëè, ÷òî îí � õîááèò, è äëÿ óäîá-
ñòâà íàçîâ¼ì åãî Áîá. Áîá íå ñîãëàñèëñÿ ñ òåì, ÷òî îí õîááèò, ñëåäóþùèé íå
ñîãëàñèëñÿ ñ íèì, à çíà÷èò, ïîäòâåðäèë, ÷òî Áîá õîááèò, è òàê äàëåå � âñå
ãîâîðÿùèå ÷åðåç ðàç ïîäòâåðæäàëè èëè îòðèöàëè, ÷òî Áîá õîááèò. Åñëè ïè-
ðóþùèõ áûëî 9 (íå÷¼òíîå ÷èñëî), òî íà ñëåäóþùåì êðóãå êàæäûé ãîâîðèë
ïðîòèâîïîëîæíîå ê òîìó, ÷òî ñêàçàë íà ïðåäûäóùåì, òàê ÷òî âñå îíè õîááè-
òû, à ïåðâûé õîááèò ïðî Áîáà ñêàçàë ñíà÷àëà ïðàâäó, ÷òî âïîëíå âîçìîæíî.
Ìû ðåøèëè ïóíêò à) çàäà÷è.

Äëÿ ðåøåíèÿ ïóíêòà á) çàìåòèì, ÷òî, ïîñêîëüêó 10 � ÷¼òíîå ÷èñëî, òî ãîâî-
ðÿùèå íà êàæäîì êðóãå ãîâîðÿò îäíî è òî æå, ïîýòîìó õîááèòîâ ñðåäè íèõ
íåò. Òîãäà è Áîá � íå õîááèò, à ñêàçàâøèé òàê ïðî íåãî åãî ïðàâûé ñîñåä ñî-
ëãàë, òî åñòü îí ãîáëèí. Ñàì æå Áîá óëè÷èë ãîáëèíà âî ëæè, òàê ÷òî îí ýëüô.
Åãî ñîñåä ñëåâà ñíîâà ãîáëèí, è òàê äàëåå � çà ñòîëîì ñèäÿò, ÷åðåäóÿñü, ïÿòü
ãîáëèíîâ è ïÿòü ýëüôîâ.

Çàäà÷à 5.1.32. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2007.6.6) Êîùåé Áåññìåðò-
íûé ïîõèòèë ó öàðÿ òð¼õ äî÷åðåé. Îòïðàâèëñÿ Èâàí�öàðåâè÷ èõ âûðó÷àòü.
Ïðèõîäèò îí ê Êîùåþ, à òîò åìó è ãîâîðèò:

¾Çàâòðà ïîóòðó óâèäèøü ïÿòü çàêîëäîâàííûõ äåâóøåê. Òðè èç íèõ � öàð¼âû
äî÷åðè, à åù¼ äâå � ìîè. Äëÿ òåáÿ îíè áóäóò íåîòëè÷èìû, à ñàìè äðóã äðóæêó
ðàçëè÷àòü ñìîãóò. ß ïîäîéäó ê îäíîé èç íèõ è ñòàíó ó íå¼ ñïðàøèâàòü ïðî
êàæäóþ èç ïÿòåðûõ: ½Ýòî öàðåâíà?� Îíà ìîæåò îòâå÷àòü è ïðàâäó, è íåïðàâäó,
íî åé äîçâîëåíî íàçâàòü öàðåâíàìè ðîâíî äâîèõ (ñåáÿ òîæå ìîæíî íàçûâàòü).
Ïîòîì ÿ òàê æå îïðîøó êàæäóþ èç îñòàëüíûõ äåâóøåê, è îíè òîæå äîëæíû
áóäóò íàçâàòü öàðåâíàìè ðîâíî äâîèõ. Åñëè ïîñëå ýòîãî óãàäàåøü, êòî èç
íèõ è âïðàâäó öàðåâíû, îòïóùó òåáÿ âîñâîÿñè íåâðåäèìûì. À åñëè åù¼ è
äîãàäàåøüñÿ, êîòîðàÿ öàðåâíà ñòàðøàÿ, êîòîðàÿ ñðåäíÿÿ, à êîòîðàÿ ìëàäøàÿ,
òî è èõ çàáèðàé ñ ñîáîé¿.

Èâàí ìîæåò ïåðåäàòü öàðåâíàì çàïèñêó, ÷òîáû íàó÷èòü èõ, êîãî íàçâàòü öà-
ðåâíàìè. Ìîæåò ëè îí íåçàâèñèìî îò îòâåòîâ Êîùååâûõ äî÷åðåé: à) âåðíóòüñÿ
æèâûì; á) óâåçòè öàðåâåí ñ ñîáîé?

Ðåøåíèå. à) Ïóñòü âñå öàðåâíû íàçîâóò öàðåâíàìè Êîùååâûõ äî÷åê (ðèñóíîê
ñëåâà). Òîãäà Êîùååâûõ äî÷åê íàçîâóò íå ìåíåå òð¼õ ðàç, à öàðåâåí � íå
áîëåå, ÷åì äâàæäû. Òàê Èâàí èõ è îòëè÷èò.

á)Ïåðâûé ñïîñîá. Ïóñòü ñòàðøàÿ äî÷ü íàçîâ¼ò öàðåâíàìè ñðåäíþþ è ìëàä-
øóþ, ìëàäøàÿ � ñðåäíþþ è ñòàðøóþ, à ñðåäíÿÿ � ñåáÿ è ìëàäøóþ (ðèñó-
íîê ñïðàâà). Òîãäà Èâàí ñðàçó óçíàåò ñðåäíþþ öàðåâíó � ýòî åäèíñòâåííàÿ
äåâóøêà, êîòîðàÿ íàçâàëà öàðåâíîé ñåáÿ, è å¼ íàçâàëè öàðåâíîé ïî êðàéíåé
ìåðå åù¼ äâå äåâóøêè. Ïîñëå ýòîãî Èâàí óçíàåò ìëàäøóþ öàðåâíó (å¼ íàçâàëà
ñðåäíÿÿ), à ïîòîì è ñòàðøóþ (å¼ íàçâàëà ìëàäøàÿ).
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Âòîðîé ñïîñîá. Ïóñòü òà öàðåâíà, êîòîðàÿ áóäåò îòâå÷àòü Êîùåþ ïåðâîé,
íàçîâ¼ò ñðåäíþþ è ìëàäøóþ öàðåâåí, âòîðàÿ ïî ñ÷¼òó � ñòàðøóþ è ìëàä-
øóþ, ïîñëåäíÿÿ � ñòàðøóþ è ñðåäíþþ. Òîãäà äî÷åðè Êîùåÿ � òå äâå äåâóø-
êè, êîòîðûõ íå íàçâàëè òðîå îñòàëüíûõ. Îøèáêè áûòü íå ìîæåò, âåäü êàæäóþ
öàðåâíó íàçûâàþò êàê ìèíèìóì äâîå. Òåïåðü Èâàí çíàåò, êòî öàðåâíû, à ñòàð-
øèíñòâî îïðåäåëÿåòñÿ áåç òðóäà.

Çàìå÷àíèÿ. Ëþáîå èç ðåøåíèé ïóíêòà á), êîíå÷íî, ãîäèòñÿ è äëÿ ïóíêòà à).

Çàäà÷à 5.1.33. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2008.6.6;7.4) Âà-
ñèëèñà Ïðåìóäðàÿ ðåøèëà çàïåðåòü Êîùåÿ â ïðÿìîì êîðèäîðå,
ðàçäåë¼ííîì òðåìÿ ïðîõîäàìè íà ÷åòûðå êîìíàòû, ïðè÷¼ì â êàæ-
äîì ïðîõîäå, îáëîêîòèâøèñü íà îäíó èç ñòåí, ñòîèò òîëñòûé óñòà-
ëûé ñòðàæíèê. Êàæäûé ðàç, êîãäà Êîùåé ïåðåõîäèò èç îäíîé êîì-
íàòû â äðóãóþ, ñòðàæíèê ïåðåõîäèò ê ïðîòèâîïîëîæíîé ñòåíå è
îáëîêà÷èâàåòñÿ íà íå¼. Åñëè âñå ñòðàæíèêè îáëîêîòÿòñÿ íà îäíó
ñòåíó, îíà íå âûäåðæèò è ðóõíåò, à Êîùåé âûéäåò íà ñâîáîäó.
Ìîæåò ëè Âàñèëèñà èçíà÷àëüíî òàê ïðèñëîíèòü ñòðàæíèêîâ è ðàç-
ìåñòèòü Êîùåÿ, ÷òîáû îí íèêîãäà íå ñìîã âûáðàòüñÿ?

Ðåøåíèå. Ïóñòü, íàïðèìåð, Âàñèëèñà ïîñàäèëà Êîùåÿ â ñàìóþ ñåâåðíóþ êîì-
íàòó, à ñòðàæíèêîâ ïðèñëîíèëà òàê: ¾ê çàïàäíîé � ê âîñòî÷íîé � ê çàïàäíîé
ñòåíå¿ (¾ÇÂÇ¿). Ïîêàæåì, ÷òî êàê áû Êîùåé íè õîäèë, ñòðàæíèêè íèêîãäà
íå áóäóò ïðèñëîíÿòüñÿ ê îäíîé ñòåíå.

Çàìåòèì, ÷òî â ëþáîé ìîìåíò âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå óñëîâèå: ñòðàæíèêè
þæíåå Êîùåÿ îñòàëèñü â èñõîäíîì ïîëîæåíèè, à ïîëîæåíèå ñòðàæíèêîâ ñå-
âåðíåå Êîùåÿ èçìåíèëîñü. Äåéñòâèòåëüíî, ýòî óñëîâèå âûïîëíåíî âíà÷àëå è
íå íàðóøàåòñÿ ïðè ïåðåõîäå Êîùåÿ èç êîìíàòû â êîìíàòó.

Çíà÷èò, åñëè Êîùåé â êàêîé-òî ìîìåíò îêàçàëñÿ â ñàìîé ñåâåðíîé êîìíàòå,
òî âñå ñòðàæíèêè îñòàëèñü â ïîëîæåíèè ¾ÇÂÇ¿. Åñëè Êîùåé îêàçàëñÿ âî âòî-
ðîé êîìíàòå, òî ïåðâûé (ñàìûé ñåâåðíûé) ñòðàæíèê ïîìåíÿë ïîëîæåíèå, à
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äâà äðóãèõ îñòàëèñü â èñõîäíîì ïîëîæåíèè, òî åñòü ñòðàæíèêè ïðèíÿëè ïî-
ëîæåíèå ¾ÂÂÇ¿. Åñëè æå Êîùåé îêàçàëñÿ â òðåòüåé êîìíàòå, òî ñòðàæíèêè
ïðèíÿëè ïîëîæåíèå ¾ÂÇÇ¿. Íàêîíåö, åñëè Êîùåé îêàçàëñÿ â ñàìîé þæíîé
êîìíàòå, òî âñå ñòðàæíèêè èçìåíèëè ñâîå ïîëîæåíèå, òî åñòü ïðèíÿëè ïîëî-
æåíèå ¾ÂÇÂ¿.

Çíà÷èò, íè â êàêîé ìîìåíò âñå ñòðàæíèêè íå ïðèñëîíÿþòñÿ ê îäíîé ñòåíå.

Çàäà÷à 5.1.34. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2012.6.6) Èçâåñòíî, ÷òî Øà-
êàë âñåãäà ëæ¼ò, Ëåâ ãîâîðèò ïðàâäó, Ïîïóãàé ïðîñòî ïîâòîðÿåò ïîñëåäíèé
óñëûøàííûé îòâåò (à åñëè åãî ñïðîñèòü ïåðâûì, îòâåòèò êàê ïîïàëî), à Æè-
ðàô äà¼ò ÷åñòíûé îòâåò, íî íà ïðåäûäóùèé çàäàííûé åìó âîïðîñ (à íà ïåðâûé
âîïðîñ îòâå÷àåò êàê ïîïàëî). Ìóäðûé �æèê â òóìàíå íàòêíóëñÿ íà Øàêàëà,
Ëüâà, Ïîïóãàÿ è Æèðàôà è ðåøèë âûÿñíèòü, â êàêîì ïîðÿäêå îíè ñòîÿò.
Ñïðîñèâ âñåõ ïî î÷åðåäè ¾Òû Øàêàë?¿, îí ïîíÿë òîëüêî ëèøü, ãäå Æèðàô.
Ñïðîñèâ âñåõ â òîì æå ïîðÿäêå: ¾Òû Æèðàô?¿, îí ñìîã åù¼ ïîíÿòü, ãäå Øà-
êàë, íî ïîëíîé ÿñíîñòè òàê è íå íàñòóïèëî. È ëèøü ïîñëå òîãî êàê íà âîïðîñ
¾Òû Ïîïóãàé?¿ ïåðâûé îòâåòèë ¾äà¿, Åæó, íàêîíåö, ñòàëî ÿñíî, â êàêîì ïî-
ðÿäêå ñòîÿëè æèâîòíûå. Òàê â êàêîì æå?

(¾Êàê ïîïàëî¿ îçíà÷àåò, ÷òî îäèí èç îòâåòîâ ¾äà¿ èëè ¾íåò¿ âûáèðàåòñÿ ïðî-
èçâîëüíî.)

Ðåøåíèå. Íà ïåðâûé âîïðîñ ¾Òû Øàêàë?¿ Ëåâ è Øàêàë çàâåäîìî ñêàæóò
¾íåò¿. Ïîýòîìó óçíàòü Æèðàôà è íå óçíàòü Ïîïóãàÿ �æ ìîæåò òîëüêî â
îäíîì ñëó÷àå: åñëè Æèðàô îòâåòèò ¾äà>, à Ïîïóãàé ¾íåò¿. Òî æå ìîæíî
ñêàçàòü è î âòîðîì âîïðîñå ¾Òû Æèðàô?¿ � íà íåãî Ëåâ è Æèðàô ñêàæóò
¾íåò¿ (Æèðàô äóìàåò, ÷òî åãî ñïðàøèâàþò, Øàêàë ëè îí), ñòàëî áûòü, Øàêàë
ðàñïîçíàåòñÿ ïîòîìó, ÷òî òîëüêî îí îäèí è ñêàçàë ¾äà¿.

Ïîñêîëüêó îòâåòà ïåðâîãî æèâîòíîãî íà òðåòèé âîïðîñ õâàòèëî Åæó äëÿ îïðå-
äåëåíèÿ âñåõ (à äî ýòîãî îòâåòà èíôîðìàöèè íå õâàòàëî), ïåðâûì íå ñòîÿë íè
Æèðàô, íè Øàêàë (èõ îòâåòû �æèê ìîã ïðåäñêàçàòü çàðàíåå, è îíè åìó íè-
÷åãî íîâîãî áû íå ñêàçàëè).

Ïåðâûì íå ìîã ñòîÿòü è Ëåâ (îí íà òðåòèé âîïðîñ îòâåòèë áû ¾íåò¿), òî
åñòü ïåðâûì áûë Ïîïóãàé, êîòîðûé ïîâòîðèë îòâåò ÷åòâ¼ðòîãî íà ïðåäûäó-
ùèé âîïðîñ. Òåïåðü ïîíÿòíî, ÷òî ÷åòâ¼ðòûé � Øàêàë. Ó íàñ îñòàëîñü äâå
âîçìîæíîñòè ðàññòàíîâêè.

1. Ïîïóãàé, Æèðàô, Ëåâ, Øàêàë.
2. Ïîïóãàé, Ëåâ, Æèðàô, Øàêàë.

Ðàññìîòðèì èõ. Åñëè áû èìåë ìåñòî ïîðÿäîê 1, òî �æèê óæå ïîñëå ïåðâîãî
îïðîñà ïîíÿë áû, ÷òî òðåòèé íå Ïîïóãàé, âåäü îí íå ïîâòîðèë îòâåò âòîðîãî.
À òîãäà ïîñëå âòîðîãî îïðîñà âñå áû îäíîçíà÷íî îïðåäåëèëèñü, è ïîñëåäíèé
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âîïðîñ íå ïîíàäîáèëñÿ áû. À âîò â ñëó÷àå ïîðÿäêà 2 âàðèàíòû Ïîïóãàé, Ëåâ,
Æèðàô, Øàêàë è Ëåâ, Ïîïóãàé, Æèðàô, Øàêàë äåéñòâèòåëüíî íå ðàçëè÷à-
ëèñü áû äî ïîñëåäíåãî âîïðîñà.

Òàêèì îáðàçîì, æèâîòíûå ñòîÿëè â ñëåäóþùåì ïîðÿäêå: Ïîïóãàé, Ëåâ, Æè-
ðàô, Øàêàë.

Çàäà÷à 5.1.35. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2016.6.6) Íà êðóæîê ïðèøëè äåòè èç äâóõ êëàññîâ: Âàíÿ, Äèìà, Åãîð,
Èííà, Ë¼øà, Ñàøà è Òàíÿ. Íà âîïðîñ: ¾Ñêîëüêî çäåñü òâîèõ îäíîêëàññíè-
êîâ?¿ êàæäûé ÷åñòíî îòâåòèë ¾Äâîå¿ èëè ¾Òðîå¿. Íî ìàëü÷èêè äóìàëè, ÷òî
ñïðàøèâàþò òîëüêî ïðî ìàëü÷èêîâ�îäíîêëàññíèêîâ, à äåâî÷êè ïðàâèëüíî ïî-
íèìàëè, ÷òî ñïðàøèâàþò ïðî âñåõ. Êòî Ñàøà � ìàëü÷èê èëè äåâî÷êà?

Ðåøåíèå. Ïîë êàæäîãî ðåá¼íêà, êðîìå Ñàøè, îïðåäåëÿåòñÿ ïî èìåíàì îäíî-
çíà÷íî, ïîýòîìó ìàëü÷èêîâ íà êðóæêå ëèáî 4, ëèáî 5.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êàêèå-òî ìàëü÷èêè ó÷àòñÿ â ðàçíûõ êëàññàõ. Òîãäà èõ îò-
âåòû ïîêàçûâàþò, ÷òî íà êðóæîê ïðèøëî íå ìåíåå òð¼õ ìàëü÷èêîâ èç êàæäîãî
êëàññà. Ïðîòèâîðå÷èå.

Ñëåäîâàòåëüíî, âñå ïðèñóòñòâóþùèå ìàëü÷èêè � îäíîêëàññíèêè, íî òîãäà èõ
íå ìîãëî áûòü ïÿòåðî. Çíà÷èò, Ñàøà � äåâî÷êà.

Çàìå÷àíèÿ. Îïèñàííàÿ ñèòóàöèÿ âîçìîæíà: ÷åòûðå ìàëü÷èêà ó÷àòñÿ â îä-
íîì êëàññå, à òðè äåâî÷êè � â äðóãîì. Ïðè ýòîì êàæäûé ìàëü÷èê äàë îòâåò
¾Òðîå¿, à êàæäàÿ äåâî÷êà � ¾Äâîå¿.

Çàäà÷à 5.1.36. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2010.6.6) Íà îñòðîâå Ïðàâëàíäèÿ âñå æèòåëè ìîãóò îøèáàòüñÿ, íî ìëàä-
øèå íèêîãäà íå ïðîòèâîðå÷àò ñòàðøèì, à êîãäà ñòàðøèå ïðîòèâîðå÷àò ìëàä-
øèì, îíè (ñòàðøèå) íå îøèáàþòñÿ. Ìåæäó æèòåëÿìè A, Á è Â ïðîèçîø¼ë
òàêîé ðàçãîâîð:

À: Á � ñàìûé âûñîêèé.

Á: À � ñàìûé âûñîêèé.

Â: ß âûøå Á.

Ñëåäóåò ëè èç ýòîãî ðàçãîâîðà, ÷òî ÷åì ìîëîæå ÷åëîâåê, òåì îí âûøå (äëÿ
òð¼õ ãîâîðèâøèõ)?

Ðåøåíèå. Êàê Á, òàê è Â ïðîòèâîðå÷àò À. Çíà÷èò, îíè ñòàðøå À, òî åñòü À �
ñàìûé ìëàäøèé.

Êîãäà ñòàðøèå ïðîòèâîðå÷àò ìëàäøåìó, îíè íå îøèáàþòñÿ, çíà÷èò, äåéñòâè-
òåëüíî, À � ñàìûé âûñîêèé, è Â âûøå Á, òî åñòü Á ñàìûé íèçêèé.
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Íî êòî ñòàðøå, Á èëè Â, ìû ïî äàííîìó ðàçãîâîðó óçíàòü íå ìîæåì (îíè íå
ïðîòèâîðå÷àò äðóã äðóãó). Ìîãëî áûòü è òàê, ÷òî ñàìûé íèçêèé Á ìîã áûòü
ñðåäíèì ïî âîçðàñòó.

Çàäà÷à 5.1.37. (Òóðíèð Àðõèìåäà � 2012.6) Çà êðóãëûì ñòîëîì ñèäÿò 38
ïîïóãàåâ è Ìàðòûøêà. Èçâåñòíî, ÷òî êàæäûé èç íèõ ëèáî âñåãäà ëæ¼ò (òàêèõ
áóäåì íàçûâàòü ¾ëæåöàìè¿), ëèáî âñåãäà ãîâîðèò ïðàâäó (òàêèõ áóäåì íà-
çûâàòü ¾ïðàâäèâûìè¿). Ìàðòûøêà çàäàëà êàæäîìó ïîïóãàþ îäèí è òîò æå
âîïðîñ: ¾Êåì ÿâëÿåòñÿ Âàø ñîñåä ñïðàâà � ïðàâäèâûì èëè ëæåöîì?¿ (îïðîñ
ø¼ë ïîñëåäîâàòåëüíî ïî êðóãó). Ïåðâûå äâà ïîïóãàÿ (ñïðàâà îò Ìàðòûøêè)
îòâåòèëè: ¾ìîé ñîñåä ñïðàâà � ëæåö¿. Ñëåäóþùèå äâà: ¾ìîé ñîñåä ñïðàâà
� ïðàâäèâûé¿, ñëåäóþùèå äâà: ¾ìîé ñîñåä ñïðàâà � ëæåö¿, è òàê äàëåå. Ïî
îêîí÷àíèè îïðîñà Ìàðòûøêà ñêàçàëà: ¾Ñðåäè íàñ íå ìåíåå 9 ïðàâäèâûõ¿.
Ñêîëüêî ïðàâäèâûõ áûëî íà ñàìîì äåëå?

Ðåøåíèå. Ïåðâûé ñëó÷àé. Åñëè îïðîñ ø¼ë ñïðàâà íàëåâî, ñ÷èòàÿ îò Ìàð-
òûøêè (ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè), òî âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ.

1. Ïóñòü ñèäÿùèé ñïðàâà îò Ìàðòûøêè ïîïóãàé � ëæåö. Òîãäà ïîïóãàè
ñèäÿò â ñëåäóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (îáðàçóþò öèêë):

(ËÏËË)(ËÏËË). . .
Çíà÷èò, 38 ïîïóãàé, ñèäÿùèé ñëåâà îò Ìàðòûøêè, � ïðàâäèâûé, à ñàìà
Ìàðòûøêà � ëæåö. Â ýòîì ñëó÷àå 10 ïðàâäèâûõ ïîïóãàåâ è 29 ëæåöîâ,
ñ÷èòàÿ Ìàðòûøêó.
Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî Ìàðòûøêà ñêàçàëà ïðàâäó, à ýòîãî íå ìîæåò áûòü.

2. Ïóñòü ñïðàâà îò Ìàðòûøêè ñèäèò ïðàâäèâûé ïîïóãàé. Òîãäà ïîïóãàè
ñèäÿò â ñëåäóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (îáðàçóþò öèêë):

(ÏËÏÏ)(ÏËÏÏ). . .
Çíà÷èò, ñèäÿùèé ñëåâà îò Ìàðòûøêè ïîïóãàé � ëæåö, à ñàìà Ìàðòûøêà
� ïðàâäèâà. Âñåãî â ýòîì ñëó÷àå 29 ïðàâäèâûõ, âêëþ÷àÿ Ìàðòûøêó, è
10 ëæåöîâ.
Ñëåäîâàòåëüíî, Ìàðòûøêà ñêàçàëà ïðàâäó. Ïðîòèâîðå÷èÿ íåò.

Âòîðîé ñëó÷àé. Åñëè îïðîñ ø¼ë ñëåâà íàïðàâî, ñ÷èòàÿ îò Ìàðòûøêè (ïî
÷àñîâîé ñòðåëêå), òî òàêæå íàäî ðàññìîòðåòü 2 âàðèàíòà.

1. Ìàðòûøêà ïðàâäèâà (èëè ñîîòâåòñòâåííî ïåðâûé ñëåâà ïîïóãàé ëæåö).
Òîãäà ïîïóãàè ñèäÿò â ñëåäóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (ñëåâà íàïðàâî),
îáðàçóÿ öèêë:

(ËÏÏÏ)(ËÏÏÏ). . .
Â ýòîì ñëó÷àå 29 ïðàâäèâûõ, âêëþ÷àÿ Ìàðòûøêó, è 10 ëæåöîâ.

2. Ìàðòûøêà � ëæåö (èëè ñîîòâåòñòâåííî ïåðâûé ñëåâà ïîïóãàé ïðàâäè-
âûé). Òîãäà ïîïóãàè ñèäÿò â ñëåäóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (ñëåâà íà-
ïðàâî), îáðàçóÿ öèêë:
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(ÏËËË)(ÏËËË). . .
Â ýòîì ñëó÷àå 10 ïðàâäèâûõ ïîïóãàåâ è 29 ëæåöîâ, ñ÷èòàÿ Ìàðòûøêó.
Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî Ìàðòûøêà ñêàçàëà ïðàâäó, à ýòîãî íå ìîæåò áûòü. Ïî-
ëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå.

Ñëåäîâàòåëüíî, áûëî 29 ïðàâäèâûõ.

Çàäà÷à 5.1.38. (Òóðíèð Àðõèìåäà � 2017.6) Ê îñòàíîâêå, ãäå îñòàíàâëèâàþò-
ñÿ àâòîáóñû ñ íîìåðàìè 164, 171, 258, 285, 365, 367, 377, 577, ïîäîøëè ó÷èòåëü
(îí çíàåò íîìåð íóæíîãî àâòîáóñà) è òðè åãî ó÷åíèêà (îíè åãî íå çíàþò).
Ó÷èòåëü ïðåäëîæèë ïîèãðàòü.

Îí ñîîáùèë êàæäîìó (ïî ñåêðåòó îò îñòàëüíûõ) îäíó èç öèôð íîìåðà: Ëåíå
� ïåðâóþ öèôðó, Âàñå � âòîðóþ, Êîëå � òðåòüþ, è ïîïðîñèë óãàäàòü íîìåð
íóæíîãî àâòîáóñà (äåòè çíàþò, êîìó ñîîáùåíà ïåðâàÿ öèôðà íîìåðà, êîìó �
âòîðàÿ, à êîìó � òðåòüÿ). Ïîñëå ýòîãî ìåæäó ðåáÿòàìè ñîñòîÿëñÿ ðàçãîâîð:

Ëåíà: ÿ íå çíàþ íîìåðà, íî ïîíèìàþ, ÷òî è îñòàëüíûå åãî íå çíàþò.

Âàñÿ: ÿ íå çíàþ íîìåðà, íî Êîëÿ òåïåðü äîëæåí åãî çíàòü.

Êîëÿ: äà, ÿ çíàþ íîìåð, è âû äâîå ïîìîãëè ìíå åãî îïðåäåëèòü.

Óêàæèòå è Âû íîìåð íóæíîãî àâòîáóñà.

Ðåøåíèå. Åñëè áû ïåðâîé öèôðîé áûëà 5, Ëåíà áû ñðàçó çíàëà îòâåò. À îíà
íå çíàåò, ïîýòîìó 5 íå ïîäõîäèò. Çíà÷èò, ïåðâîé öèôðîé ìîæåò áûòü 1, 2 èëè
3.

Åñëè áû ïåðâîé öèôðîé áûëà 2, òî ó òàêèõ êîìáèíàöèé áûëà áû óíèêàëüíàÿ
âòîðàÿ öèôðà � 5 èëè 8. Ïîñêîëüêó Âàñÿ çíàåò âòîðóþ öèôðó, òî ëþáîé áû èç
ýòèõ âàðèàíòîâ îäíîçíà÷íî äàë áû åìó îòâåò. Íî âåäü Ëåíà óâåðÿåò, ÷òî Âàñÿ
òîæå íå çíàåò îòâåòà. Çíà÷èò, ïåðâîé öèôðîé 2 íå ìîæåò áûòü. Íà ïåðâîì
ìåñòå ìîãóò áûòü öèôðû 1 è 3.

Åñëè áû ïåðâîé öèôðîé áûëà áû 1, òî óíèêàëüíûå öèôðû 4 è 1 íà òðåòüåì
ìåñòå äàëè áû îòâåò Êîëå. Íî Ëåíà óâåðåíà, ÷òî Êîëÿ îòâåòà íå çíàåò. Çíà÷èò,
Ëåíå íàçâàíà íå 1. Îñòà¼òñÿ òîëüêî 3.

Âàñÿ è Êîëÿ ïî ôðàçå Ëåíû ìîãóò îïðåäåëèòü ïåðâóþ öèôðó.

Åñëè áû Âàñå áûëà áû íàçâàíà 7, îí áû âûáðàë íóæíûé âàðèàíò. Íî îí íå
ñìîã, çíà÷èò, åìó íàçâàëè 6, è îí íå ìîæåò îïðåäåëèòü òðåòüþ öèôðó.

Êîëÿ çíàåò, ÷òî ðå÷ü èä¼ò î ïåðâîé öèôðå 3 ïîñëå ñëîâ Ëåíû. Åñëè áû åìó
ñîîáùèëè áû öèôðó 5, îí áû çíàë îòâåò ïîñëå ñëîâ Ëåíû. Íî îí åãî óçíàë
òîëüêî ïîñëå ñëîâ Âàñè. Çíà÷èò, äî ýòîãî îí íå ìîã âûáðàòü ìåæäó äâóìÿ
âàðèàíòàìè ñ 7.
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Ïîñëå ñëîâ Âàñè îí çíàåò, ÷òî ðå÷ü ìîæåò èäòè òîëüêî î 6 íà âòîðîé ïîçèöèè.
Ñëåäîâàòåëüíî, íîìåð àâòîáóñà � 367.

Çàäà÷à 5.1.39. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2014.6.7) Âðóí âñåãäà ëæ¼ò, Õèòðåö ãîâîðèò ïðàâäó èëè ëîæü, êîãäà
çàõî÷åò, à Ïåðåìåí÷èê ãîâîðèò òî ïðàâäó, òî ëîæü ïîïåðåìåííî. Ïóòåøåñòâåí-
íèê âñòðåòèë Âðóíà, Õèòðåöà è Ïåðåìåí÷èêà, êîòîðûå çíàþò äðóã äðóãà. Ñìî-
æåò ëè îí, çàäàâàÿ èì âîïðîñû, âûÿñíèòü, êòî åñòü êòî?

Ðåøåíèå. Ñïðîñèì êàæäîãî èç íèõ ïî äâà ðàçà: ¾Òû Âðóí?¿. Âðóí îòâåòèò:
¾íåò, íåò¿, à Ïåðåìåí÷èê îòâåòèò: ëèáî ¾äà, íåò¿, ëèáî ¾íåò, äà¿. Åñòü òðè
âîçìîæíûõ îòâåòà Õèòðåöà.

¾Äà, äà¿. Òîãäà ìû ñðàçó óçíà¼ì, êòî åñòü êòî.

¾Íåò, íåò¿. Òîãäà ìû çíàåì, êòî Ïåðåìåí÷èê è êàêîé èç äâóõ åãî îòâåòîâ
ïðàâäèâ. Çàäàäèì Ïåðåìåí÷èêó âîïðîñ: ¾Îí Âðóí?¿, óêàçàâ íà îäíîãî èç äâóõ
îñòàâøèõñÿ. Òàê êàê ìû óæå çíàåì, îòâåòèò ëè Ïåðåìåí÷èê ïðàâäó íà òðåòèé
âîïðîñ, òî ìû ïîéì¼ì, êòî èç äâîèõ Âðóí, à, çíà÷èò, è êòî èç íèõ Õèòðåö.

¾Äà, íåò¿ èëè ¾íåò, äà¿. Òîãäà ìû çíàåì, êòî Âðóí. Çàäàäèì Âðóíó âîïðîñ:
¾Îí Õèòðåö?¿, óêàçàâ íà îäíîãî èç äâóõ îñòàâøèõñÿ. Ïî åãî îòâåòó ìû óçíàåì,
êòî èç äâîèõ Õèòðåö, à, çíà÷èò, è êòî èç íèõ Ïåðåìåí÷èê.

Òàêèì îáðàçîì, ïóòåøåñòâåííèê ñìîæåò âûÿñíèòü, êòî åñòü êòî.

Çàäà÷à 5.1.40. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2010.6.9) Â íåêîòîðîì ãîñóäàðñòâå æèâóò ãðàæäàíå òð¼õ òèïîâ:

à) äóðàê ñ÷èòàåò âñåõ äóðàêàìè, à ñåáÿ óìíûì;

á) ñêðîìíûé óìíûé ïðî âñåõ çíàåò ïðàâèëüíî, à ñåáÿ ñ÷èòàåò äóðàêîì;

â) óâåðåííûé óìíûé ïðî âñåõ çíàåò ïðàâèëüíî, à ñåáÿ ñ÷èòàåò óìíûì.

Â äóìå � 200 äåïóòàòîâ. Ïðåìüåð�ìèíèñòð ïðîâ¼ë àíîíèìíûé îïðîñ äóìöåâ:
ñêîëüêî óìíûõ â ýòîì çàëå ñåé÷àñ íàõîäèòñÿ? Ïî äàííûì àíêåò îí íå ñìîã
óçíàòü êîëè÷åñòâî óìíûõ. Íî òóò èç ïîåçäêè âåðíóëñÿ åäèíñòâåííûé äåïóòàò,
íå ó÷àñòâîâàâøèé â îïðîñå. Îí çàïîëíèë àíêåòó ïðî âñþ äóìó, âêëþ÷àÿ ñåáÿ,
è ïðî÷èòàâ å¼, ïðåìüåð�ìèíèñòð âñ¼ ïîíÿë. Ñêîëüêî óìíûõ ìîãëî áûòü â äóìå
(âêëþ÷àÿ ïóòåøåñòâåííèêà)?

Ðåøåíèå. Âñå äóðàêè äàäóò îòâåò ¾Îäèí¿. Åñëè áû óìíûõ â äóìå áûëî òðè
èëè áîëüøå, òî âñå îíè íàçâàëè áû ÷èñëà, íå ìåíüøèå 2, è ïðåìüåð-ìèíèñòð âñ¼
áû ïîíÿë. Çíà÷èò, óìíûõ ìîãëî áûòü 0, 1 èëè 2. Ðàññìîòðèì âñå ýòè ñëó÷àè.

Åñëè óìíûõ íå áûëî, òî âñå ñêàçàëè: ¾Îäèí¿.
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Åñëè áûë îäèí óâåðåííûé óìíûé, òî îí òîæå íàïèñàë ¾Îäèí¿, è ñèòóàöèÿ
íå îòëè÷èìà îò ïðåäûäóùåé. Åñëè åäèíñòâåííûé óìíûé � ñêðîìíûé, òî îí
îòâåòèë: ¾Íè îäíîãî¿, è ýòà ñèòóàöèÿ îòëè÷èìà.

Åñëè áûëî äâà ñêðîìíûõ óìíûõ, îíè îòâåòèëè: ¾Îäèí¿, è ñèòóàöèÿ íå îòëè-
÷èìà îò ïåðâîé. Åñëè áû áûëî äâà óâåðåííûõ óìíûõ, îíè îòâåòèëè áû ¾Äâà¿,
è ñèòóàöèÿ áûëà áû îòëè÷èìà. Íàêîíåö, åñëè áû áûëè îäèí óâåðåííûé è îäèí
ñêðîìíûé óìíûé, òî óâåðåííûé îòâåòèë áû ¾Äâà¿, è ñèòóàöèÿ òàêæå áûëà
áû îòëè÷èìà.

Òàêèì îáðàçîì, âîçìîæíû òðè íåðàçëè÷èìûõ âàðèàíòà: íåò óìíûõ, îäèí óâå-
ðåííûé óìíûé è äâà ñêðîìíûõ óìíûõ. Âî âñåõ ýòèõ ñëó÷àÿõ âî âñåõ àíêåòàõ
îòâåò ¾Îäèí¿.

Ïîñìîòðèì, êàêèå îòâåòû äàñò îïîçäàâøèé äóìåö â êàæäîé èç ýòèõ ñèòóàöèé
â çàâèñèìîñòè îò åãî óìà è ñêðîìíîñòè.

äóðàê
óâåðåííûé
óìíûé

ñêðîìíûé
óìíûé

0 óâåðåííûõ óìíûõ
0 ñêðîìíûõ óìíûõ

1 1 0

1 óâåðåííûé óìíûé
0 ñêðîìíûõ óìíûõ

1 2 1

0 óâåðåííûõ óìíûõ
2 ñêðîìíûõ óìíûõ

1 3 2

Âèäíî, ÷òî îòâåòû 1 è 2 âñòðå÷àþòñÿ â íåñêîëüêèõ êëåòêàõ, òî åñòü îíè íå
ïîìîãëè áû ðàçëè÷èòü ñèòóàöèè.

Çàòî îòâåòû 0 è 3 âñòðå÷àþòñÿ â òàáëèöå ïî îäíîìó ðàçó è ïîçâîëÿþò ñäåëàòü
îäíîçíà÷íûé âûâîä. Çíà÷èò, îïîçäàâøèé äàë îäèí èç ýòèõ îòâåòîâ. Â ïåðâîì
ñëó÷àå â äóìå îäèí óìíûé, âî âòîðîì � òðè.

Çàäà÷à 5.1.41. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2007.7.6) Áóðàòèíî õîäèò ïî
óëèöàì ãîðîäà, íà îäíîì èç ïåðåêð¼ñòêîâ êîòîðîãî çàðûò êëàä. Íà êàæäîì
ïåðåêð¼ñòêå åìó ïî ðàäèî ñîîáùàþò, ïðèáëèçèëñÿ îí ê êëàäó èëè óäàëèëñÿ
(ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðåäûäóùèì ïåðåêð¼ñòêîì). Ðàäèî ëèáî âñåãäà ãîâîðèò ïðàâ-
äó, ëèáî âñåãäà ëæ¼ò (íî Áóðàòèíî íå çíàåò, ëæ¼ò îíî èëè íåò). Ñìîæåò ëè
Áóðàòèíî òî÷íî óçíàòü, ãäå çàêîïàí êëàä, åñëè ïëàí ãîðîäà èìååò âèä, êàê íà
ðèñóíêå íèæå. (Ïåðåêð¼ñòêè îòìå÷åíû òî÷êàìè.)

à) á)
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Ðåøåíèå. à) Âñåãäà, êîãäà Áóðàòèíî ïðèáëèæàåòñÿ ê ïåðåêð¼ñòêó A, îí óäàëÿ-
åòñÿ îò ïåðåêðåñòêà C (ðèñóíîê à)). Ïîýòîìó, Áóðàòèíî íå ñìîæåò ðàçëè÷èòü
ñëåäóþùèå äâå ñèòóàöèè:

1. Êëàä çàêîïàí íà ïåðåêðåñòêå A, è ðàäèî ãîâîðèò ïðàâäó.
2. Êëàä çàêîïàí íà ïåðåêðåñòêå C, è ðàäèî ëæ¼ò.

á) Çàìåòèì, ÷òî åñëè Áóðàòèíî çíàåò, ÷òî ðàäèî ãîâîðèò ïðàâäó, òî îí ñìîæåò
íàéòè êëàä. Äåéñòâèòåëüíî, äâèãàÿñü ïî óëèöå BD ñâåðõó âíèç (ðèñóíîê á)),
îí íàéä¼ò ãîðèçîíòàëüíóþ óëèöó, íà êîòîðîé ëåæèò êëàä. Çàòåì, äâèãàÿñü ïî
ýòîé ãîðèçîíòàëüíîé óëèöå ñëåâà íàïðàâî, îí íàéä¼ò òî÷íîå ìåñòîïîëîæåíèå
êëàäà.

Åñëè æå Áóðàòèíî çíàåò, ÷òî ðàäèî ëæ¼ò, òî îí âñ¼ ðàâíî ñìîæåò íàéòè êëàä
(äåéñòâóÿ òåì æå ñïîñîáîì, íî çàìåíÿÿ óêàçàíèÿ ðàäèî íà ïðîòèâîïîëîæíûå).

A

C

à)
D

B

á) â) ã)

Òåïåðü Áóðàòèíî îñòà¼òñÿ âûÿñíèòü, ëæ¼ò ëè ðàäèî.

Ïóñòü âíà÷àëå Áóðàòèíî ïðåäïîëîæèò, ÷òî ðàäèî ãîâîðèò ïðàâäó, è ïîïûòà-
åòñÿ íàéòè êëàä. Äåéñòâóÿ, êàê îïèñàíî âûøå, îí íàéä¼ò òî÷êó T , â êîòîðîé
ìîæåò áûòü çàðûò êëàä, ëèáî (åñëè ñîîáùåíèÿ ðàäèî áóäóò ïðîòèâîðå÷èâû)
ïîéì¼ò, ÷òî ðàäèî ëæåò.

Àíàëîãè÷íî, ïðåäïîëîæèâ, ÷òî ðàäèî ëæ¼ò, Áóðàòèíî íàéä¼ò òî÷êó L, â êî-
òîðîé ïðåäïîëîæèòåëüíî ëåæèò êëàä, ëèáî ñìîæåò óñòàíîâèòü, ÷òî ðàäèî ãî-
âîðèò ïðàâäó.

Èòàê, ïðîäåëàâ ýòî, Áóðàòèíî ëèáî óæå óñòàíîâèë, ãîâîðèò ëè ðàäèî ïðàâäó,
ëèáî íàø¼ë äâå òî÷êè T è L, â îäíîé èç êîòîðûõ òî÷íî íàõîäèòñÿ êëàä.

Ðàññìîòðèì íà ïëàíå ãîðîäà òðè îòðåçêà (ðèñóíîê â)). Õîòÿ áû íà îäíîì èç
íèõ íå ëåæèò íè T , íè L. Ïîýòîìó Áóðàòèíî ìîæåò âñòàòü â îäèí èç êîíöîâ
ýòîãî îòðåçêà è ñîâåðøèòü ïåðåõîä â ñîñåäíþþ òî÷êó, íå ëåæàùóþ íà ýòîì
îòðåçêå (ðèñóíîê ã)). Ïðè ýòîì îí ïðèáëèçèòñÿ êàê ê T , òàê è ê L.

Òàêèì îáðàçîì Áóðàòèíî îïðåäåëèò, ëæ¼ò ëè ðàäèî, è óçíàåò, ãäå íàõîäèòñÿ
êëàä.

Çàäà÷à 5.1.42. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1999.7.6) Êâàäðàò ðàçáèëè
íà 100 ïðÿìîóãîëüíèêîâ äåâÿòüþ âåðòèêàëüíûìè è äåâÿòüþ ãîðèçîíòàëüíû-
ìè ïðÿìûìè (ïàðàëëåëüíûìè åãî ñòîðîíàì). Ñðåäè ýòèõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ
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îêàçàëîñü ðîâíî 9 êâàäðàòîâ. Äîêàæèòå, ÷òî äâà èç ýòèõ êâàäðàòîâ èìåþò
îäèíàêîâûé ðàçìåð.

Ïîäñêàçêà. Åñëè äâà êâàäðàòà ñòîÿò â îäíîé ñòðîêå, òî îíè îäèíàêîâû.

Ðåøåíèå. Åñëè äâà êâàäðàòà èç äåâÿòè íàõîäÿòñÿ â îäíîé ãîðèçîíòàëüíîé
ñòðîêå, òî îíè èìåþò îäèíàêîâóþ âûñîòó, à áóäó÷è êâàäðàòàìè � è îäèíà-
êîâóþ øèðèíó, òàê ÷òî â ýòîì ñëó÷àå âñ¼ äîêàçàíî. Òî÷íî òàê æå ìîæíî
ðàññóæäàòü, åñëè äâà êâàäðàòà îêàæóòñÿ â îäíîì âåðòèêàëüíîì ñòîëáöå.

Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü òðåòèé ñëó÷àé, êîãäà âñå êâàäðàòû íàõîäÿòñÿ â ðàçíûõ
ñòðîêàõ è ñòîëáöàõ. Òîãäà îíè ïîïàäàþò â äåâÿòü ñòîëáöîâ èç äåñÿòè è â
äåâÿòü ñòðîê èç äåñÿòè, è îñòà¼òñÿ îäíà ñâîáîäíàÿ ñòðîêà è îäèí ñâîáîäíûé
ñòîëáåö.

Äîêàæåì, ÷òî ïðÿìîóãîëüíèê, ñòîÿùèé íà ïåðåñå÷åíèè ¾ñâîáîäíîé¿ ñòðîêè
è ¾ñâîáîäíîãî¿ ñòîëáöà áóäåò åù¼ îäíèì, äåñÿòûì êâàäðàòîì. Â ñàìîì äåëå,
øèðèíó ñâîáîäíîãî ñòîëáöà ìîæíî íàéòè, âû÷òÿ ñóììàðíóþ øèðèíó äåâÿ-
òè êâàäðàòîâ èç øèðèíû áîëüøîãî êâàäðàòà. Òî÷íî òàê æå âûñîòà ñâîáîä-
íîé ñòðîêè ðàâíà ðàçíîñòè âûñîòû áîëüøîãî êâàäðàòà è ñóììû âûñîò äåâÿòè
êâàäðàòîâ, à âûñîòà ëþáîãî êâàäðàòà ðàâíà åãî øèðèíå. Íî ïî óñëîâèþ äåñÿ-
òîãî êâàäðàòà íåò, òàê ÷òî òðåòèé ñëó÷àé íåâîçìîæåí.

2 Äîêàçàòåëüñòâî îò ïðîòèâíîãî

Çàäà÷à 5.2.5. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàññîâ
� 2012.6.8) Ìîæíî ëè 100 ãèðü ìàññàìè

1, 2, 3, . . . , 99, 100

ðàçëîæèòü íà 10 êó÷åê ðàçíîé ìàññû òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå: ÷åì
òÿæåëåå êó÷êà, òåì ìåíüøå â íåé ãèðü?

Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìîæíî ðàçëîæèòü ãèðüêè â ñîîòâåòñòâèè ñ óñëî-
âèåì çàäà÷è. Ñóììà ìàññ âñåõ ãèðåê ðàâíà 5050. Çíà÷èò, ìàññà ñàìîé òÿæ¼ëîé
êó÷êè íå ìåíüøå 5050 : 10 = 505. Òàê êàê â íàáîðå íåò ãèðåê ìàññû áîëüøå
100, òî â ýòîé êó÷êå íå ìåíüøå 6 ãèðåê. Çíà÷èò, îáùåå êîëè÷åñòâî ãèðåê íå
ìåíüøå, ÷åì

6 + 7 + 8 + . . .+ 15 = 105 > 100.

Ïðîòèâîðå÷èå.

Çàäà÷à 5.2.6. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2005.6.8) Íà Âñåìèðíîì êîíãðåññå ìóäðåöîâ çâåçäî÷¼òû ñèäÿò â ðÿä
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íàïðîòèâ àëõèìèêîâ çà áîëüøèì äëèííûì ñòîëîì, à âî ãëàâå ñòîëà ñèäèò Ñà-
ìûé Ïî÷òåííûé Ìóäðåö. Â ïåðâûé äåíü êîíãðåññà îêàçàëîñü, ÷òî íàïðîòèâ
êàæäîãî àëõèìèêà ñèäèò çâåçäî÷¼ò ñ áîëåå äëèííîé áîðîäîé, ÷åì ó íåãî. Íà
âòîðîé äåíü àëõèìèêè äîãîâîðèëèñü ñåñòü çà ñòîëîì â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ
äëèíû áîðîäû îò êîíöà ñòîëà äî Ñàìîãî Ïî÷òåííîãî Ìóäðåöà. Íî è çâåçäî÷¼-
òû äîãîâîðèëèñü ìåæäó ñîáîé ñåñòü â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ äëèííîáîðîäîñòè
îò êîíöà ñòîëà äî Ñàìîãî Ïî÷òåííîãî Ìóäðåöà. Äîêàæèòå, ÷òî è âî âòîðîé
äåíü íàïðîòèâ êàæäîãî àëõèìèêà áóäåò ñèäåòü çâåçäî÷¼ò ñ áîëåå äëèííîé áî-
ðîäîé, ÷åì ó íåãî.

Ðåøåíèå. Ïåðåíóìåðóåì çâåçäî÷¼òîâ è àëõèìèêîâ (îòäåëüíî äðóã îò äðóãà)
â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ äëèíû áîðîäû. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî àëõèìèê ñ íîìåðîì n
áîëåå äëèííîáîðîäûé, ÷åì ñèäÿùèé íàïðîòèâ çâåçäî÷¼ò.

Ïîñêîëüêó ìóäðåöû ñèäÿò â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ äëèíû áîðîäû, òî âñå àëõè-
ìèêè ñ íîìåðàìè îò 1 äî n áîëåå äëèííîáîðîäûå, ÷åì ëþáîé èç çâåçäî÷¼òîâ ñ
íîìåðîì, íå ìåíüøèì n.

Â ïåðâûé äåíü êîíãðåññà êàæäûé èç àëõèìèêîâ ñèäåë íàïðîòèâ áîëåå äëèí-
íîáîðîäîãî çâåçäî÷¼òà. Çíà÷èò, êàæäûé èç àëõèìèêîâ ñ íîìåðîì îò 1 äî n ìîã
ñèäåòü òîëüêî íàïðîòèâ çâåçäî÷¼òà ñ íîìåðîì îò 1 äî n− 1. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî
êîëè÷åñòâî çâåçäî÷¼òîâ, íàïðîòèâ êîòîðûõ ìîãëè ñèäåòü â ïåðâûé äåíü ïåð-
âûå n àëõèìèêîâ, ìåíüøå n. Íî ýòî íåâîçìîæíî, çíà÷èò, íàøå ïðåäïîëîæåíèå
íåâåðíî.

Ñëåäîâàòåëüíî, è âî âòîðîé äåíü íàïðîòèâ êàæäîãî àëõèìèêà áóäåò ñèäåòü
çâåçäî÷¼ò ñ áîëåå äëèííîé áîðîäîé, ÷åì ó íåãî.

Çàäà÷à 5.2.7. (Ìîñêîâñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà � 1977.10.4) Êàæäàÿ
òî÷êà ÷èñëîâîé îñè, êîîðäèíàòà êîòîðîé � öåëîå ÷èñëî, ïîêðàøåíà ëèáî â
êðàñíûé, ëèáî â ñèíèé öâåò. Äîêàçàòü, ÷òî íàéä¼òñÿ öâåò ñî ñëåäóþùèì ñâîé-
ñòâîì: äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k èìååòñÿ áåñêîíå÷íî ìíîãî òî÷åê
ýòîãî öâåòà, êîîðäèíàòû êîòîðûõ äåëÿòñÿ íà k.

Ðåøåíèå. Ïóñòü A è B � ìíîæåñòâà ñîîòâåòñòâåííî ñèíèõ è êðàñíûõ òî÷åê.
Ïðåäïîëîæèì, óòâåðæäåíèå çàäà÷è íåâåðíî.

Òîãäà íàéä¼òñÿ òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî a, ÷òî A ñîäåðæèò ëèøü êîíå÷íîå
÷èñëî òî÷åê ñ êîîðäèíàòàìè, êðàòíûìè a. Òàêæå íàéä¼òñÿ òàêîå íàòóðàëüíîå
÷èñëî b, ÷òî B ñîäåðæèò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê ñ êîîðäèíàòàìè, êðàò-
íûìè b.

Íî òîãäà A ∪ B ñîäåðæèò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê ñ êîîðäèíàòàìè, êðàò-
íûìè ab. Ïðîòèâîðå÷èå, òàê êàê ÷èñëî òàêèõ òî÷åê áåñêîíå÷íî.
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Çàäà÷à 5.2.8. (Òóðíèð èì. Ëîìîíîñîâà � 2014.6.3) Ëåñíèê ñ÷èòàë ñîñíû â
ëåñó. Îí îáîø¼ë 5 êðóãîâ, èçîáðàæ¼ííûõ íà ðèñóíêå, è âíóòðè êàæäîãî êðóãà
íàñ÷èòàë ðîâíî 3 ñîñíû. Ìîæåò ëè áûòü, ÷òî ëåñíèê íè ðàçó íå îøèáñÿ?

Ðåøåíèå. Äîïóñòèì, ÷òî ëåñíèê ïðàâ.

Ïåðâûé ñïîñîá. Ïîñìîòðèì íà ëåâûé è ïðàâûé ìàëåíüêèå êðóãè. Â êàæäîì
èç íèõ ëåñíèê íàñ÷èòàë ïî òðè ñîñíû. Çíà÷èò, äðóãèõ ñîñåí â áîëüøèõ êðóãàõ
íå äîëæíî áûòü. Íî òîãäà â ìàëåíüêîì öåíòðàëüíîì êðóãå íå äîëæíî áûòü
âîîáùå íè îäíîé ñîñíû.

Âòîðîé ñïîñîá. Ñóäÿ ïî òð¼ì ìàëåíüêèì êðóãàì, ñîñåí íå ìåíüøå 9. Íî ñóäÿ
ïî áîëüøèì êðóãàì, ñîñåí íå áîëüøå øåñòè. Ïðîòèâîðå÷èå.

3 Ïðèíöèï Äèðèõëå

Çàäà÷à 5.3.5. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàññîâ
� 2017.7.2) Íà êðóæîê ïðèøëè ÷åòûðå ìàëü÷èêà èç 7À è ÷åòûðå � èç 7Á: òðè
Ë¼øè, òðè Âàíè è äâà Àðò¼ìà. Ìîãëî ëè îêàçàòüñÿ òàê, ÷òî ó êàæäîãî èç íèõ
åñòü õîòÿ áû îäèí ò¼çêà�îäíîêëàññíèê, ïðèøåäøèé íà êðóæîê?

Ðåøåíèå. Ïóñòü ýòî òàê. Òîãäà âñå Ë¼øè ó÷àòñÿ â îäíîì êëàññå (èíà÷å äëÿ
îäíîãî èç íèõ íå íàéä¼òñÿ ò¼çêè èç òîãî æå êëàññà). Àíàëîãè÷íî âñå Âàíè
ó÷àòñÿ â îäíîì êëàññå.

Òàê êàê èç êàæäîãî êëàññà íà êðóæîê ïðèøëî òîëüêî ÷åòâåðî, òî Ë¼øè è Âàíè
ó÷àòñÿ â ðàçíûõ êëàññàõ. Çíà÷èò, îäèí èç Àðò¼ìîâ ó÷èòñÿ â 7À, à äðóãîé � â
7Á. Ïðîòèâîðå÷èå.

Çàäà÷à 5.3.6. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàññîâ
� 2011.7.3) Óáèðàÿ äåòñêóþ êîìíàòó ê ïðèõîäó ãîñòåé, ìàìà íàøëà 9 íîñêîâ.
Ñðåäè ëþáûõ ÷åòûð¼õ íîñêîâ õîòÿ áû äâà ïðèíàäëåæàëè îäíîìó ðåá¼íêó, à
ñðåäè ëþáûõ ïÿòè íîñêîâ íå áîëåå òð¼õ èìåëè îäíîãî õîçÿèíà. Ñêîëüêî ìîãëî
áûòü äåòåé è ñêîëüêî íîñêîâ ìîãëî ïðèíàäëåæàòü êàæäîìó ðåá¼íêó?

Ðåøåíèå. Òàê êàê ñðåäè êàæäûõ ÷åòûð¼õ íîñêîâ õîòÿ áû äâà ïðèíàäëåæàëè
îäíîìó ðåá¼íêó, òî äåòåé � íå áîëåå òð¼õ. Íèêîìó èç äåòåé íå ìîæåò ïðè-
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íàäëåæàòü áîëåå òð¼õ íîñêîâ (èíà÷å íàøëèñü áû ïÿòü íîñêîâ, ñðåäè êîòîðûõ
áîëåå òð¼õ ïðèíàäëåæàò îäíîìó õîçÿèíó).

Âñåãî ìàìà íàøëà äåâÿòü íîñêîâ, ïîýòîìó äåòåé íå ìîæåò áûòü ìåíüøå òð¼õ.
À çíà÷èò, â êîìíàòå æèâóò òðîå äåòåé, è êàæäîìó ïðèíàäëåæàò ðîâíî ïî òðè
íàéäåííûõ íîñêà.

Çàäà÷à 5.3.7. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1994.6.7) Ñðåäè ëþáûõ äåñÿ-
òè èç øåñòèäåñÿòè øêîëüíèêîâ íàéä¼òñÿ òðè îäíîêëàññíèêà. Îáÿçàòåëüíî ëè
ñðåäè âñåõ øåñòèäåñÿòè øêîëüíèêîâ íàéä¼òñÿ: à) 15; á) 16 îäíîêëàññíèêîâ?

Ðåøåíèå. à) Ðàçîáü¼ì âñåõ øêîëüíèêîâ íà ãðóïïû îäíîêëàññíèêîâ. Åñëè ñðå-
äè øêîëüíèêîâ íåò 15 îäíîêëàññíèêîâ, òî â êàæäîé ãðóïïå íå áîëåå 14 øêîëü-
íèêîâ.

Ïóñòü k � ÷èñëî ãðóïï, ñîñòîÿùèõ èç äâóõ è áîëåå øêîëüíèêîâ. Òàêèå ãðóïïû
íàçîâ¼ì áîëüøèìè. Èç óñëîâèÿ âûòåêàåò, ÷òî k 6 4 (èíà÷å, âçÿâ ïî äâîå èç
ïÿòè áîëüøèõ ãðóïï, ìû ïîëó÷èì 10 øêîëüíèêîâ, ñðåäè êîòîðûõ íå áóäåò
òð¼õ îäíîêëàññíèêîâ). Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ:

� k 6 3. Òîãäà îáùåå ÷èñëî øêîëüíèêîâ â áîëüøèõ ãðóïïàõ íå ïðåâûøàåò
14 · 3 = 42. Ñëåäîâàòåëüíî, íàéäóòñÿ 18 øêîëüíèêîâ, êîòîðûå íå âõî-
äÿò â áîëüøèå ãðóïïû, à çíà÷èò, íå èìåþò íè îäíîãî îäíîêëàññíèêà!
Ïðîòèâîðå÷èå.

� k = 4. Òîãäà îáùåå ÷èñëî øêîëüíèêîâ â áîëüøèõ ãðóïïàõ íå ïðåâûøàåò
56. Ñëåäîâàòåëüíî, íàéäóòñÿ 4 øêîëüíèêà, êàæäûé èç êîòîðûõ íå èìååò
îäíîêëàññíèêîâ. Âçÿâ ýòèõ ÷åòâåðûõ è äîáàâèâ ê íèì ïî äâà èç âñåõ ÷å-
òûð¼õ áîëüøèõ ãðóïï, ìû ïîëó÷èì äàæå 12 øêîëüíèêîâ, ñðåäè êîòîðûõ
íå íàéä¼òñÿ òð¼õ îäíîêëàññíèêîâ. Ïðîòèâîðå÷èå.

á) Íå îáÿçàòåëüíî. Ïðèìåð: ïî 15 øêîëüíèêîâ èç ÷åòûð¼õ êëàññîâ.

Çàäà÷à 5.3.8. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1994.7.6) Â îäíîé èç øêîë 20
ðàç ïðîâîäèëñÿ êðóæîê ïî àñòðîíîìèè. Íà êàæäîì çàíÿòèè ïðèñóòñòâîâàëî
ðîâíî ïÿòü øêîëüíèêîâ, ïðè÷¼ì íèêàêèå äâà øêîëüíèêà íå âñòðå÷àëèñü íà
êðóæêå áîëåå îäíîãî ðàçà. Äîêàæèòå, ÷òî âñåãî íà êðóæêå ïîáûâàëî íå ìåíåå
20 øêîëüíèêîâ.

Ïîäñêàçêà. Ïîñìîòðèòå íà ñàìîãî ¾àêòèâíîãî¿ øêîëüíèêà.

Ðåøåíèå. Ïåðâûé ñïîñîá. Âñåãî áûëî 20 · 5 = 100 ïîñåùåíèé êðóæêà. Åñëè
êàæäûé øêîëüíèê ïîñåòèë êðóæîê íå áîëåå ÷åòûð¼õ ðàç, òî âñåãî øêîëüíèêîâ
áûëî íå ìåíåå ÷åì 100 : 4 = 25.
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Ïóñòü òåïåðü õîòÿ áû îäèí øêîëüíèê ïîñåòèë êðóæîê ïÿòü ðàç. Ñëåäîâàòåëü-
íî, íà êàæäîì èç ýòèõ ïÿòè çàíÿòèé âñå îñòàëüíûå øêîëüíèêè ðàçíûå. Èõ
óæå 5 · 4 = 20.

Âòîðîé ñïîñîá. Èç ïÿòè øêîëüíèêîâ ìîæíî ñîñòàâèòü ðîâíî 10 ïàð. Òàê êàê
ïàðû íå ïîâòîðÿëèñü, òî âñåãî êðóæîê ïîñåòèëè 10 · 20 = 200 ðàçëè÷íûõ ïàð.
Íî èç 19 øêîëüíèêîâ ìîæíî ñîñòàâèòü òîëüêî C2

19 = 171 ðàçëè÷íóþ ïàðó.

Çàäà÷à 5.3.9. (Òóðãîð. Îñåííèé òóð. Îñíîâíîé âàðèàíò � 1988/1989.7.3) Äî-
êàæèòå, ÷òî èç ëþáûõ ñåìè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (íå îáÿçàòåëüíî èäóùèõ ïîä-
ðÿä) ìîæíî âûáðàòü òðè ÷èñëà, ñóììà êîòîðûõ äåëèòñÿ íà òðè.

Ðåøåíèå. Ïî ïðèíöèïó Äèðèõëå èç ñåìè ÷èñåë ìîæíî âûáðàòü òðè, äàþùèå
îäèíàêîâûå îñòàòêè ïðè äåëåíèè íà 3. Èõ ñóììà äåëèòñÿ íà 3.

Çàìå÷àíèå. Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî äàæå èç ëþáûõ ïÿòè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë
ìîæíî âûáðàòü òðè, ñóììà êîòîðûõ äåëèòñÿ íà òðè.

Çàäà÷à 5.3.10. (Ìóíèöèïàëüíûé ýòàï Âñåðîññèéñêîé îëèìïèàäû øêîëüíè-
êîâ (Ìîñêâà) � 2009.7.3) Â êëàññå 25 ó÷åíèêîâ. Èçâåñòíî, ÷òî ó ëþáûõ äâóõ
äåâî÷åê êëàññà êîëè÷åñòâî äðóçåé�ìàëü÷èêîâ èç ýòîãî êëàññà íå ñîâïàäàåò.
Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî äåâî÷åê ìîæåò áûòü â ýòîì êëàññå?

Ðåøåíèå. Åñëè â êëàññå 13 äåâî÷åê, òî êîëè÷åñòâî èõ äðóçåé�ìàëü÷èêîâ èç
ýòîãî êëàññà ìîæåò áûòü ëþáûì öåëûì ÷èñëîì îò 0 äî 12 (13 ðàçëè÷íûõ
âàðèàíòîâ), ÷òî ñîîòâåòñòâóåò óñëîâèþ.

Åñëè æå äåâî÷åê áóäåò áîëüøå 13 (õîòÿ áû 14), òî ìàëü÷èêîâ â êëàññå áóäåò
íå áîëüøå 11, à çíà÷èò, ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ êîëè÷åñòâà äðóçåé�ìàëü÷èêîâ
áóäåò íå áîëüøå, ÷åì 12 (îò 0 äî 11). Ïîýòîìó, õîòÿ áû ó äâóõ äåâî÷åê îêàæåòñÿ
îäíî è òî æå êîëè÷åñòâî äðóçåé�ìàëü÷èêîâ, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.

Çàäà÷à 5.3.11. (Òóðíèð èì. Ëîìîíîñîâà � 2007.7.2) Ó Ïåòè â êàðìàíå
íåñêîëüêî ìîíåò. Åñëè Ïåòÿ íàóãàä âûòàùèò èç êàðìàíà 3 ìîíåòû, ñðåäè íèõ
îáÿçàòåëüíî íàéä¼òñÿ ìîíåòà ¾1 ðóáëü¿. Åñëè Ïåòÿ íàóãàä âûòàùèò 4 ìîíåòû
èç êàðìàíà, ñðåäè íèõ îáÿçàòåëüíî íàéä¼òñÿ ìîíåòà ¾2 ðóáëÿ¿. Ïåòÿ âûòàùèë
èç êàðìàíà 5 ìîíåò. Íàçîâèòå ýòè ìîíåòû.

Ðåøåíèå. Ðàç ñðåäè ëþáûõ òð¼õ ìîíåò îáÿçàòåëüíî íàéä¼òñÿ ìîíåòà ¾1 ðóáëü¿,
çíà÷èò ìîíåò äðóãîãî äîñòîèíñòâà íå áîëüøå äâóõ. Òî åñòü âñå Ïåòèíû ìîíå-
òû, êðîìå âîçìîæíî äâóõ, � ìîíåòû ¾1 ðóáëü¿.

Ðàç ñðåäè ëþáûõ ÷åòûð¼õ ìîíåò îáÿçàòåëüíî íàéä¼òñÿ ìîíåòà ¾2 ðóáëÿ¿, çíà-
÷èò ìîíåò, îòëè÷íûõ îò ¾2 ðóáëåé¿, íå áîëüøå òð¼õ. Òî åñòü âñå Ïåòèíû ìî-
íåòû, êðîìå âîçìîæíî òð¼õ, � ýòî ìîíåòû ¾2 ðóáëÿ¿.
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Ñëåäîâàòåëüíî, ñðåäè âûòàùåííûõ 5 ìîíåò îáÿçàòåëüíî åñòü 3 ìîíåòû
¾1 ðóáëü¿ (äðóãèõ ìîíåò ìîæåò áûòü íå áîëüøå äâóõ) è 2 ìîíåòû ¾2 ðóá-
ëÿ¿ (äðóãèõ ìîíåò ìîæåò áûòü íå áîëüøå òð¼õ). Íî 2 + 3 = 5, òî åñòü, íà
ñàìîì äåëå, âñå ìîíåòû íàçâàíû: òðè ðóáë¼âûå è äâå äâóõðóáë¼âûå.

Çàìåòèì, ÷òî ìû îïðåäåëèëè (â óñëîâèè çàäà÷è ýòîãî íå òðåáîâàëîñü), ñêîëüêî
êàêèõ ìîíåò âñåãî ëåæàëî â êàðìàíå ó Ïåòè: ýòî êàê ðàç è åñòü 5 íàçâàííûõ
ìîíåò. Äåéñòâèòåëüíî, òàêîé íàáîð ìîíåò â êàðìàíå îáÿçàòåëüíî äîëæåí ïðè-
ñóòñòâîâàòü (ðàç Ïåòÿ ýòîò íàáîð âûòàùèë). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äîáàâëåíèå
ê ýòîìó íàáîðó ëþáîé äðóãîé ìîíåòû (¾1 ðóáëü¿, ¾2 ðóáëÿ¿ èëè åù¼ êàêîé-
íèáóäü) äà¼ò âîçìîæíîñòü âûòàùèòü èç êàðìàíà íàáîð èç 5 ìîíåò íå òàêîé,
êàê áûëî íàéäåíî (çàìåíèâ ¾äîïîëíèòåëüíîé¿ ìîíåòîé îäíó èç íå ñîâïàäà-
þùèõ ñ íåé ìîíåò ¾ïðàâèëüíîãî¿ íàáîðà). Ïîýòîìó íèêàêèõ äðóãèõ ìîíåò,
êðîìå ïÿòè íàçâàííûõ, ó Ïåòè â êàðìàíå ïî óñëîâèÿì çàäà÷è áûòü íå ìî-
æåò.

Çàäà÷à 5.3.12. (Òóðíèð èì. Ëîìîíîñîâà � 1985.7.6) Äàíî 25 ÷èñåë. Ñóììà
ëþáûõ ÷åòûð¼õ èç íèõ ïîëîæèòåëüíà. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà èõ âñåõ òîæå
ïîëîæèòåëüíà.

Ðåøåíèå. Ïåðâûé ñïîñîá. Ðàñïîëîæèì ÷èñëà â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ:

a1 6 a2 6 . . . 6 a25.

Òàê êàê ñóììà ëþáûõ ÷åòûð¼õ ÷èñåë ïîëîæèòåëüíà, òî è ñóììà ïåðâûõ ÷å-
òûð¼õ ÷èñåë ïîëîæèòåëüíà. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷åòâ¼ðòîå ÷èñëî ïîëîæèòåëüíî,
íî òîãäà è ÷èñëà ñ áîëüøèìè íîìåðàìè ïîëîæèòåëüíû. Äîáàâëÿÿ èõ ê ñóììå
ïåðâîé ÷åòâ¼ðêè, ïîëó÷èì ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî.

Âòîðîé ñïîñîá. Îáÿçàòåëüíî åñòü õîòÿ áû îäíî ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Îñòàâ-
øèåñÿ 24 ÷èñëà ìîæíî ðàçáèòü ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì íà ÷åòâ¼ðêè, ñóììà
÷èñåë êîòîðûõ ïî óñëîâèþ ïîëîæèòåëüíà. Çíà÷èò, è ñóììà âñåõ ÷èñåë ïîëî-
æèòåëüíà.

Çàìå÷àíèå. Óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ ëþáîãî êîëè÷åñòâà ÷èñåë, áîëüøåãî 4.

Çàäà÷à 5.3.13. (Òóðíèð èì. Ëîìîíîñîâà � 1985.7.8) Â êëàññå 25 ÷åëîâåê.
Èçâåñòíî, ÷òî ñðåäè ëþáûõ òðåõ èç íèõ åñòü äâîå äðóçåé. Äîêàæèòå, ÷òî åñòü
ó÷åíèê, ó êîòîðîãî íå ìåíåå 12 äðóçåé.

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì äâîèõ ó÷åíèêîâ êëàññà, êîòîðûå íå äðóæàò ìåæäó ñî-
áîé. (Åñëè òàêèõ íåò, òî âñå ó÷åíèêè êëàññà äðóæàò ìåæäó ñîáîé, çíà÷èò, ó
êàæäîãî ó÷åíèêà èìååòñÿ 24 äðóãà, è çàäà÷à ðåøåíà.)
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Ïóñòü ýòèìè äâóìÿ áóäóò Âàñÿ è Ïåòÿ. Òîãäà èç îñòàâøèõñÿ 23 ó÷åíèêîâ êàæ-
äûé äðóæèò ëèáî ñ Âàñåé, ëèáî ñ Ïåòåé. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè áû êòî-òî (ñêà-
æåì, Êîëÿ) íå äðóæèë áû íè ñ Âàñåé, íè ñ Ïåòåé, òî ìû èìåëè áû òðîèõ
ó÷åíèêîâ, ñðåäè êîòîðûõ íå áûëî áû äðóçåé.

Òåïåðü åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî è Âàñÿ, è Ïåòÿ èìåþò íå áîëåå 11 äðóçåé, òî
âñåãî â êëàññå, êðîìå ýòèõ äâîèõ áûëî áû íå áîëüøå 22 ÷åëîâåê. Ïîëó÷åííîå
ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî îäèí èç øêîëüíèêîâ èìååò íå ìåíåå 12 äðóçåé.

Çàäà÷à 5.3.14. (Áåëîðóññêàÿ ðåñïóáëèêàíñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà �
1966.8.5) Òðèäöàòü êîìàíä ó÷àñòâóþò â ðîçûãðûøå ïåðâåíñòâà ïî ôóòáîëó.
Äîêàçàòü, ÷òî â ëþáîé ìîìåíò ñîñòÿçàíèé èìåþòñÿ äâå êîìàíäû, ñûãðàâøèå
ê ýòîìó ìîìåíòó îäèíàêîâîå ÷èñëî ìàò÷åé.

Ïîäñêàçêà. Íå ìîæåò áûòü îäíîâðåìåííî êîìàíäû, ñûãðàâøåé ñî âñåìè, è
êîìàíäû, íå ñûãðàâøåé íè ñ êåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì îò ïðîòèâíîãî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
ê íåêîòîðîìó ìîìåíòó âðåìåíè âñå êîìàíäû ñûãðàëè ðàçíîå ÷èñëî ìàò÷åé.

Êîëè÷åñòâî ìàò÷åé, ñûãðàííûõ íåêîòîðîé êîìàíäîé, ìîæåò ïðèíèìàòü îäíî
èç 30 çíà÷åíèé: 0, 1, 2, . . . , 29. Âñå ýòè çíà÷åíèÿ ðàçíûå, ïîýòîìó, ñîãëàñíî
ïðåäïîëîæåíèþ, âñå îíè äîëæíû âñòðåòèòüñÿ. Íî ýòîãî íå ìîæåò áûòü, ïîòîìó
÷òî òîãäà åñòü êîìàíäà, êîòîðàÿ íå ñûãðàëà íè îäíîãî ìàò÷à, è åñòü êîìàíäà,
ñûãðàâøàÿ ñî âñåìè îñòàëüíûìè êîìàíäàìè. Ïðåäïîëîæåíèå íå âåðíî.

4 Ìàòåìàòè÷åñêèå èãðû

Çàäà÷à 5.4.3. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàññîâ
� 2005.7.2) Àíÿ è Êàòÿ èãðàþò â èãðó ¾Áûêè è êîðîâû¿. Àíÿ çàãàäàëà ÷åòû-
ð¼õçíà÷íîå ÷èñëî ñ íåïîâòîðÿþùèìèñÿ öèôðàìè, à Êàòÿ ïûòàåòñÿ ýòî ÷èñëî
óãàäàòü. Äëÿ ýòîãî îíà ïðåäëàãàåò ñâîè ÷åòûð¼õçíà÷íûå ÷èñëà (òîæå ñ íåïî-
âòîðÿþùèìèñÿ öèôðàìè), à Àíÿ ïðî êàæäîå èç íèõ ñîîáùàåò, ñêîëüêî â í¼ì
¾áûêîâ¿ (ò. å. öèôð, êîòîðûå íå òîëüêî ïðèñóòñòâóþò è â Êàòèíîì ÷èñëå, è â
Àíèíîì, íî äàæå ñòîÿò íà îäíèõ è òåõ æå ìåñòàõ) è ¾êîðîâ¿ (öèôð, êîòîðûå
ïðèñóòñòâóþò â îáîèõ ÷èñëàõ, íî ñòîÿò íà ðàçíûõ ìåñòàõ). Êàòÿ ïðåäëîæèëà
÷èñëà 5860, 1674, 9432 è 3017 è íà êàæäîå ÷èñëî ïîëó÷èëà îòâåò ¾2 êîðîâû¿.
Êàêîå ÷èñëî çàãàäàëà Àíÿ?

Ðåøåíèå. Â çàïèñè ÷èñåë 5860 è 9432 âñå öèôðû ðàçëè÷íû, ïîýòîìó ñðåäè
öèôð 5, 8, 6, 0 è 9, 4, 3, 2 åñòü âñå öèôðû èñêîìîãî ÷èñëà. Çíà÷èò, öèôð 1 è 7
â Àíèíîì ÷èñëå íåò.
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Ðàññìàòðèâàÿ ÷èñëà 1674 è 3017, äåëàåì âûâîä, ÷òî öèôðû Àíèíîãî ÷èñëà
ðàâíû 6, 4 è 3, 0.

Öèôðà 0 íå ìîæåò çàíèìàòü âòîðóþ è ÷åòâ¼ðòóþ ïîçèöèþ, òàêæå 0 íå ìîæåò
áûòü ïåðâîé öèôðîé ÷èñëà. Çíà÷èò, 0 � òðåòüÿ öèôðà.

Öèôðà 4 íå ìîæåò çàíèìàòü âòîðóþ è ÷åòâ¼ðòóþ ïîçèöèè, òðåòüþ ïîçèöèþ
çàíèìàåò öèôðà 0, ïîýòîìó öèôðà 4 ñòîèò íà ïåðâîì ìåñòå.

Öèôðà 6 íå ìîæåò íàõîäèòüñÿ íà âòîðîì ìåñòå, ïåðâàÿ è òðåòüÿ ïîçèöèè
çàíÿòû öèôðàìè 0 è 4, çíà÷èò, öèôðà 6 � ïîñëåäíÿÿ, à îñòàâøàÿñÿ öèôðà
3 � âòîðàÿ.

Òàêèì îáðàçîì, Àíÿ çàãàäàëà ÷èñëî 4306.

Çàäà÷à 5.4.4. (Òóðíèð Àðõèìåäà � 2014.3) Ìàøà è Êàòÿ èãðàþò â òàêóþ
èãðó: ïî î÷åðåäè îáðûâàþò ëåïåñòêè ó ðîìàøêè ñ 64 ëåïåñòêàìè. Çà îäèí
õîä ðàçðåøàåòñÿ ñîðâàòü ëþáîå íå÷¼òíîå êîëè÷åñòâî ëåïåñòêîâ, ìåíüøåå 16,
ïðè÷¼ì çàïðåùàåòñÿ ïîâòîðÿòü óæå ñäåëàííûå õîäû. (Íàïðèìåð, åñëè Êàòÿ

ïðè ñâî¼ì õîäå ñîðâ¼ò 3 ëåïåñòêà, òî â äàëüíåéøåì íè Ìàøà, íè Êàòÿ

ñîðâàòü 3 ëåïåñòêà íå èìåþò ïðàâà.) Âûèãðûâàåò òîò, êòî ñîðâ¼ò ïîñëåäíèé
ëåïåñòîê. Íà÷èíàåò Ìàøà. Êòî èç íèõ âûèãðàåò, êàê áû íè èãðàë ñîïåðíèê?

Ðåøåíèå. Ïî óñëîâèþ â èãðå åñòü ðîâíî 8 ðàçðåø¼ííûõ õîäîâ: 1, 3, 5, 7, 9, 11,
13, 15. Çàìåòèì, ÷òî 1 + 3 + 5 + 7 + 9 + 11 + 13 + 15 = 64.

Ïîýòîìó, íåçàâèñèìî îò òîãî, êàê ñëîæèòñÿ èãðà, îíà çàêîí÷èòñÿ òîãäà, êîãäà
áóäóò ñäåëàíû ïî ðàçó âñå 8 ðàçðåøåííûõ õîäîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, âûèãðàåò
Êàòÿ.

Çàäà÷à 5.4.5. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2003.6.4) Âàñÿ è Ìèòÿ èãðàþò â ¾ìîðñêîé áîé¿ íà ïîëå ðàçìåðîì 8× 8
ïî ñëåäóþùèì ïðàâèëàì. Ìèòÿ ðàññòàâëÿåò 16 îäíîêëåòî÷íûõ êîðàáëåé òàê,
÷òîáû îíè íå ñîïðèêàñàëèñü (äàæå óãëàìè). Êàæäûì õîäîì Âàñÿ íàçûâàåò
îäíó èç êëåòîê ïîëÿ è, åñëè íà ýòîé êëåòêå ñòîèò êîðàáëü, òî êîðàáëü ñ÷è-
òàåòñÿ óíè÷òîæåííûì. Äîêàæèòå, ÷òî íåçàâèñèìî îò ðàññòàíîâêè êîðàáëåé
Âàñÿ çà 4 õîäà ñìîæåò óíè÷òîæèòü õîòÿ áû îäèí êîðàáëü.

Ðåøåíèå. Ðàçðåæåì ïîëå äëÿ èãðû íà 16 êâàäðàòîâ ðàçìåðîì 2× 2. Çàìåòèì,
÷òî â êàæäîì òàêîì êâàäðàòå íå ìîæåò ñòîÿòü áîëåå îäíîãî êîðàáëÿ (èíà÷å
êîðàáëè áóäóò ñîïðèêàñàòüñÿ).

Òàê êàê âñåãî êîðàáëåé 16, òî â êàæäîì êâàäðàòå äîëæåí ñòîÿòü êîðàáëü. Òà-
êèì îáðàçîì, Âàñå äîñòàòî÷íî ïîëíîñòüþ ¾ðàññòðåëÿòü¿ îäèí èç ýòèõ êâàä-
ðàòîâ.
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Çàäà÷à 5.4.6. (Ñèììåòðè÷íàÿ ñòðàòåãèÿ) Êòî èç èãðîêîâ âûèãðûâàåò ïðè
ïðàâèëüíîé èãðå â ñëåäóþùèõ ñèòóàöèÿõ?

1. Íà ñòîëå ëåæàò äâå ñòîïêè ìîíåò: â îäíîé èç íèõ 30 ìîíåò, à â äðóãîé �
20. Çà õîä ðàçðåøàåòñÿ âçÿòü ëþáîå êîëè÷åñòâî ìîíåò èç îäíîé ñòîïêè.
Ïðîèãðûâàåò òîò, êòî íå ñìîæåò ñäåëàòü õîä.

2. Íà äîñêå íàïèñàíî ÷èñëî 1. Äâîå ïî î÷åðåäè ïðèáàâëÿþò ëþáîå ÷èñëî
îò 1 äî 5 ê ÷èñëó íà äîñêå è çàïèñûâàþò âìåñòî íåãî ñóììó. Âûèãðûâàåò
òîò, êòî ïåðâûé çàïèøåò íà äîñêå ÷èñëî 30.

3. Äâîå ïî î÷åðåäè ñòàâÿò ëàäüè íà øàõìàòíóþ äîñêó íà ñâîáîäíûå îò
óæå ïîñòàâëåííûõ ëàäåé êëåòêè. Âûèãðûâàåò òîò, ïðè õîäå êîòîðîãî âñå
êëåòêè äîñêè îêàçûâàþòñÿ áèòûìè ïîñòàâëåííûìè ôèãóðàìè.

Ïîäñêàçêà. Ñâåäèòå ê âîçìîæíîñòè äåëàòü ñèììåòðè÷íûå õîäû.

Ðåøåíèå. Â ñèòóàöèè 1 âûèãðûâàåò ïåðâûé èãðîê. Ïåðâûì õîäîì îí äåëàåò
ñòîïêè ðàâíûìè, ïî 20 ìîíåò, à çàòåì êàê áû íè ø¼ë âòîðîé èãðîê, ó ïåðâîãî
åñòü âîçìîæíîñòü èç äðóãîé êó÷êè âçÿòü ñòîëüêî æå ìîíåò (åñòü âîçìîæíîñòü
äåëàòü ñèììåòðè÷íûå õîäû).

Â ñèòóàöèè 2 âûèãðûøíàÿ ñèòóàöèÿ åñòü ó ïåðâîãî èãðîêà. Ïåðâûì õîäîì îí
ìîæåò äîïèñàòü ïÿòü, ò. å. çàïèñàòü ñóììó øåñòü. Êàêîå áû ÷èñëî íå äîïèñàë
âòîðîé, ó ïåðâîãî âñåãäà åñòü âîçìîæíîñòü äîâåñòè ñóììó äî ÷èñëà êðàòíî-
ãî øåñòè, ò. å. ïîñëå õîäîâ ïåðâîãî ñóììà áóäåò ðàâíà 6, 12, 18, 24, à çàòåì,
ñêîëüêî áû íè äîïèñàë âòîðîé, ïåðâûé ìîæåò âçÿòü âñ¼ îñòàâøååñÿ, òàê êàê
îñòàíåòñÿ íå áîëüøå ïÿòè è ïåðâûì çàïèøåò 30.

Â ñèòóàöèè 3 âòîðîé èãðîê âûèãðàåò, åñëè îí áóäåò ñòàâèòü ëàäüè ñèììåòðè÷-
íî ëàäüÿì ïåðâîãî îòíîñèòåëüíî öåíòðà äîñêè.

Çàäà÷à 5.4.7. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàññîâ
� 2015.6.7) Ïðèäÿ â øêîëó, Êîëÿ è Àëèñà îáíàðóæèëè íà äîñêå íàäïèñü

ÃÎÐÎÄÑÊÀß ÓÑÒÍÀß ÎËÈÌÏÈÀÄÀ.

Îíè äîãîâîðèëèñü ñûãðàòü â ñëåäóþùóþ èãðó: çà îäèí õîä â ýòîé íàäïèñè
ðàçðåøàåòñÿ ñòåðåòü ïðîèçâîëüíîå êîëè÷åñòâî îäèíàêîâûõ áóêâ, à âûèãðûâà-
åò òîò, êòî ñòèðàåò ïîñëåäíþþ áóêâó. Ïåðâûì õîäèë Êîëÿ è ñò¼ð ïîñëåäíþþ
áóêâó À. Êàê íàäî èãðàòü Àëèñå, ÷òîáû îáåñïå÷èòü ñåáå âûèãðûø?

Ðåøåíèå. Íàçîâ¼ì êðàòíîñòüþ áóêâû òî êîëè÷åñòâî ðàç, êîòîðîå ýòà áóêâà
âñòðå÷àåòñÿ â íàäïèñè. Ïîñëå õîäà Êîëè áóêâû À è Î èìåþò êðàòíîñòü 3,
áóêâû Ä, È, Ñ è ß � êðàòíîñòü 2, à áóêâû Ã, Ê, Ë, Ì, Í, Ï, Ð, Ò è Ó �
êðàòíîñòü 1.
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Äëÿ òîãî, ÷òîáû âûèãðàòü, Àëèñå íàäî ñíà÷àëà ñòåðåòü ëþáóþ áóêâó êðàòíî-
ñòè 1, ÷òîáû êîëè÷åñòâî áóêâ êàæäîé êðàòíîñòè ñòàëî ÷¼òíûì. Äàëåå Àëè-
ñå íàäî èãðàòü òàê, ÷òîáû ïîñëå êàæäîãî å¼ õîäà êîëè÷åñòâî áóêâ êàæäîé
êðàòíîñòè áûëî ÷¼òíûì. Äëÿ ýòîãî åé ñëåäóåò â îòâåò íà êàæäûé Êîëèí õîä
ñòèðàòü òàêîå æå êîëè÷åñòâî áóêâ òîé æå êðàòíîñòè.

Íàïðèìåð, åñëè Êîëÿ ñîòð¼ò òðè áóêâûÀ, òî Àëèñà äîëæíà ñòåðåòü òðè áóêâû
Î, à åñëè Êîëÿ ñîòð¼ò îäíó áóêâó Ä, òî Àëèñà ìîæåò ñòåðåòü òàêæå îäíó
áóêâó È. Òîãäà íà êàæäûé õîä Êîëè ó Àëèñû áóäåò îòâåòíûé õîä, ïîýòîìó
èìåííî îíà ñäåëàåò ïîñëåäíèé õîä è âûèãðàåò.

Çàìå÷àíèÿ. Íàãëÿäíî ýòó ñòðàòåãèþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü, íàïðèìåð, òàê.
Ïóñòü Àëèñà ìûñëåííî óïîðÿäî÷èò áóêâû ïî-äðóãîìó:

ÀÀÀÄÄÈÈÊËÌÍÃÏÐÒÓÑÑßßÎÎÎ.

Òîãäà ïåðâûì ñâîèì õîäîì îíà ñòèðàåò áóêâó Ã, à äàëåå äåëàåò õîäû, ñèììåò-
ðè÷íûå õîäàì Êîëè îòíîñèòåëüíî ñåðåäèíû ýòîãî ¾ñëîâà¿.

Çàäà÷à 5.4.8. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàññîâ
� 2017.6.7) Äâà ïèðàòà, Áèëë è Äæîí, èìåÿ êàæäûé ïî 74 çîëîòûå ìîíåòû,
ðåøèëè ñûãðàòü â òàêóþ èãðó: îíè ïî î÷åðåäè áóäóò âûêëàäûâàòü íà ñòîë
ìîíåòû, çà îäèí õîä � îäíó, äâå èëè òðè, à âûèãðàåò òîò, êòî ïîëîæèò íà
ñòîë ñîòóþ ïî ñ÷¼òó ìîíåòó. Íà÷èíàåò Áèëë. Êòî ìîæåò âûèãðàòü â òàêîé
èãðå, íåçàâèñèìî îò òîãî, êàê áóäåò äåéñòâîâàòü ñîïåðíèê?

Ðåøåíèå. Åñëè áû ïèðàòû èìåëè íåîãðàíè÷åííîå êîëè÷åñòâî ìîíåò, òî âû-
èãðûøíàÿ ñòðàòåãèÿ Äæîíà áûëà áû ïðîñòîé: íà ëþáîé õîä Áèëëà åìó äî-
ñòàòî÷íî äîïîëíÿòü êîëè÷åñòâî ìîíåò, êîòîðîå ïîëîæèë Áèëë, äî ÷åòûð¼õ.
Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå, êîëè÷åñòâî ìîíåò ïîñëå êàæäîãî õîäà Äæîíà
áóäåò êðàòíî ÷åòûð¼ì, à 100 äåëèòñÿ íà 4, ïîýòîìó ñîòóþ ìîíåòó Äæîí ñìîã
áû ïîëîæèòü ñâîèì äâàäöàòü ïÿòûì õîäîì.

Íî ó ïèðàòîâ ïî 74 ìîíåòû, ïîýòîìó, åñëè Áèëë êàæäûé ðàç áóäåò êëàñòü ïî
îäíîé ìîíåòå, òî Äæîíó ïðèä¼òñÿ êàæäûì õîäîì êëàñòü ïî òðè ìîíåòû, è íà
äâàäöàòü ïÿòûé õîä Äæîíó ìîíåò íå õâàòèò. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷òîáû ñîõðàíèòü
òàêóþ âûèãðûøíóþ ñòðàòåãèþ, Äæîí äîëæåí â êàêîé-òî ìîìåíò ïîëîæèòü
îäíó èëè äâå ìîíåòû. Ïîêàæåì, ÷òî ýòî âîçìîæíî.

Åñëè ïåðâûì õîäîì Áèëë ïîëîæèò äâå èëè òðè ìîíåòû, òî Äæîí ñýêîíîìèò
ìîíåòû óæå íà ïåðâîì õîäó è âûèãðàåò. Ïóñòü Áèëë ïåðâûì õîäîì ïîëîæèë
îäíó ìîíåòó. Òîãäà Äæîí â îòâåò òàêæå êëàä¼ò îäíó ìîíåòó. Äàëåå âîçìîæíû
òðè ñëó÷àÿ âòîðîãî õîäà Áèëëà.

239



1. Áèëë ïîëîæèò îäíó ìîíåòó. Òîãäà Äæîí òàêæå ïîëîæèò îäíó ìîíåòó.
Íà ñòîëå áóäåò ÷åòûðå ìîíåòû, à äàëüøå Äæîí ñìîæåò ïðèìåíÿòü îïè-
ñàííóþ âûøå ñòðàòåãèþ � åìó õâàòèò ìîíåò äëÿ âûèãðûøà.

2. Áèëë ïîëîæèò òðè ìîíåòû. Òîãäà Äæîí òàêæå ïîëîæèò òðè ìîíåòû. Íà
ñòîëå áóäåò 8 ìîíåò, à Äæîí óæå îäèí ðàç ïîëîæèë ìåíåå òð¼õ ìîíåò,
ïîýòîìó îí ñìîæåò ïðèìåíèòü ñòðàòåãèþ, îïèñàííóþ âûøå, è âûèãðàòü.

3. Áèëë ïîëîæèò äâå ìîíåòû. Òîãäà íà ñòîëå îêàæóòñÿ ÷åòûðå ìîíåòû.
Äæîí ïîëîæèò îäíó ìîíåòó. Áèëë íå äîëæåí äîïóñòèòü, ÷òîáû ïîñëå
õîäà Äæîíà êîëè÷åñòâî ìîíåò äåëèëîñü íà 4, ïîýòîìó äîëæåí ïîëîæèòü
òðè ìîíåòû. Êàæäûì ñëåäóþùèì õîäîì Äæîí áóäåò êëàñòü îäíó ìîíåòó,
âûíóæäàÿ Áèëëà ïîëîæèòü òðè. Íî ñîòóþ ìîíåòó Áèëë ïîëîæèòü íå
ñìîæåò, òàê êàê äëÿ ýòîãî åìó ïîòðåáîâàëîñü áû 75 ìîíåò. Çíà÷èò, ñîòóþ
ìîíåòó ïîëîæèò Äæîí.

Çàäà÷à 5.4.9. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1994.7.5) Íà
äîñêå 4 × 6 êëåòîê ñòîÿò äâå ÷¼ðíûå ôèøêè (Âàíè) è äâå áå-
ëûå ôèøêè (Ñåð¼æè, ñì. ðèñóíîê). Âàíÿ è Ñåð¼æà ïî î÷åðåäè
äâèãàþò ëþáóþ èç ñâîèõ ôèøåê íà îäíó êëåòêó âïåð¼ä (ïî âåð-
òèêàëè). Íà÷èíàåò Âàíÿ. Åñëè ïîñëå õîäà ëþáîãî èç ðåáÿò ÷¼ð-
íàÿ ôèøêà îêàæåòñÿ ìåæäó äâóìÿ áåëûìè ïî ãîðèçîíòàëè èëè
ïî äèàãîíàëè (êàê íà íèæíèõ ðèñóíêàõ), îíà ñ÷èòàåòñÿ ¾óáè-
òîé¿ è ñíèìàåòñÿ ñ äîñêè. Âàíÿ õî÷åò ïðîâåñòè îáå ñâîè ôèøêè
ñ âåðõíåé ãîðèçîíòàëè äîñêè íà íèæíþþ. Ìîæåò ëè Ñåð¼æà åìó
ïîìåøàòü?

Ïîäñêàçêà. Ïðîâåäèòå ñíà÷àëà ñðåäíþþ ôèøêó.

Ðåøåíèå. Áóäåì äâèãàòü ñðåäíþþ Âàíèíó ôèøêó âïåð¼ä, íå îáðàùàÿ âíèìà-
íèÿ íà õîäû Ñåð¼æè. Íàçîâ¼ì íîìåð ãîðèçîíòàëè, íà êîòîðîé ôèøêà ñòîèò
(ñ÷èòàÿ ñíèçó), å¼ âûñîòîé. Åñëè Âàíèíà ôèøêà îêàæåòñÿ ìåæäó Ñåðåæèíû-
ìè, òî å¼ âûñîòà h áóäåò ðàâíà ïîëóñóììå âûñîò Ñåð¼æèíûõ ôèøåê.

Ïóñòü ýòî ïðîèçîøëî ïîñëå õîäà Ñåð¼æè. Çíà÷èò, ðåáÿòà ñäåëàëè ðàâíîå ÷èñëî
õîäîâ � ïî n, è ñóììà âûñîò Ñåð¼æèíûõ ôèøåê ðàâíà n+2, à âûñîòà Âàíèíîé
ðàâíà 6− n. Ïîëó÷àåì n+ 2 = 12− 2n, òî åñòü 3n = 10, ÷òî íåâåðíî, òàê êàê
10 íå äåëèòñÿ íà 3.

Ïóñòü Âàíèíó ôèøêó ¾çàæàëè¿ ïîñëå åãî õîäà. Çíà÷èò, Âàíÿ ñäåëàë íà îäèí
õîä áîëüøå: Ñåð¼æà ñäåëàë n õîäîâ, à Âàíÿ � n+1. Òîãäà ñóììà âûñîò Ñåð¼-
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æèíûõ ôèøåê ðàâíà n+2, à âûñîòà Âàíèíîé ðàâíà 6−n−1 = 5−n. Ïîëó÷àåì
n+ 2 = 10− 2n, èëè 3n = 8, ÷òî òîæå íåâåðíî.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñðåäíÿÿ ôèøêà ïðîéä¼ò íà íèæíþþ ãîðèçîíòàëü. Òåïåðü äâè-
ãàåì êðàéíþþ ôèøêó, êîòîðóþ çàæàòü âîîáùå íåëüçÿ. Òàêèì îáðàçîì, Ñåð¼-
æà íå ñìîæåò ïîìåøàòü Âàíå.

Çàäà÷à 5.4.10. (Òóðíèð Àðõèìåäà � 2013.6) Âàñÿ è Êîëÿ èãðàþò â èãðó:
çàêðàøèâàþò êëåòêè êâàäðàòíîé äîñêè 4×4. Ïåðâûì õîäèò Âàñÿ, çàòåì Êîëÿ,
çàòåì ñíîâà Âàñÿ è òàê äàëåå, äî òåõ ïîð, ïîêà íå îêàæåòñÿ îêðàøåííûì êàêîé-
íèáóäü êâàäðàò 2× 2. Êòî çàêðàñèë ïîñëåäíþþ êëåòêó â òàêîì êâàäðàòå, òîò
è ïðîèãðàë. Êòî èç ìàëü÷èêîâ ñìîæåò âûèãðàòü, êàê áû íè èãðàë ñîïåðíèê?

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì êëåòêè äîñêè áóêâàìè, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå. Ñòðà-
òåãèÿ Êîëè áóäåò çàêëþ÷àòüñÿ â ñëåäóþùåì. Ïîñëå õîäà Âàñè (íàïðèìåð, â
êëåòêó, îáîçíà÷åííóþ áóêâîé A) Êîëÿ äåëàåò õîä â êëåòêó, îáîçíà÷åííóþ òîé
æå áóêâîé.

E F G H

A B C D

E F G H

A B C D

Êîëÿ âûèãðàåò, ò. ê. åñëè îí ñâîèì õîäîì çàêðàñèò êàêîé-íèáóäü êâàäðàò 2×2,
òî ýòî áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî Âàñÿ ïðåäûäóùèì õîäîì çàêðàñèë êàêîé-íèáóäü
êâàäðàò 2× 2.

Çàäà÷à 5.4.11. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2014.7.6) Íà äîñêå çàïèñàíû
äâà ÷èñëà: 2014 è 2015. Ïåòÿ è Âàñÿ õîäÿò ïî î÷åðåäè, íà÷èíàåò Ïåòÿ. Çà îäèí
õîä ìîæíî ëèáî:

� óìåíüøèòü îäíî èç ÷èñåë íà åãî íåíóëåâóþ öèôðó èëè íà íåíóëåâóþ
öèôðó äðóãîãî ÷èñëà;

� ðàçäåëèòü îäíî èç ÷èñåë ïîïîëàì, åñëè îíî ÷¼òíîå.

Âûèãðûâàåò òîò, êòî ïåðâûì íàïèøåò îäíîçíà÷íîå ÷èñëî. Êòî èç íèõ ìîæåò
âûèãðàòü, êàê áû íè èãðàë ñîïåðíèê?

Ðåøåíèå. Ïóñòü Ïåòÿ ïåðâûì õîäîì çàìåíèò 2015 íà 2014, à êàæäûì ñëåäó-
þùèì õîäîì áóäåò óðàâíèâàòü ÷èñëà (îí âñåãäà ìîæåò ýòî ñäåëàòü, ïîâòîðèâ
õîä Âàñè ñ òåì ÷èñëîì, êîòîðîå Âàñÿ íå ìåíÿë).
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Åñëè Ïåòÿ áóäåò äåéñòâîâàòü òàê âñþ èãðó, òî, êîíå÷íî, â íåêîòîðûé ìîìåíò
Âàñÿ ñäåëàåò èç îäíîãî èç äâóõ îäèíàêîâûõ ÷èñåë îäíîçíà÷íîå è âûèãðàåò.
Íî ïîñìîòðèì íà ýòîò ìîìåíò âíèìàòåëüíåå. Åñëè Âàñÿ âûèãðàë, çàìåíèâ â
ïàðå (X,X) îäíî èç äâóõ ÷èñåë X íà îäíîçíà÷íîå, òî ïåðåä ýòèì, íà õîäó
Ïåòè, ÷èñëî X íà äîñêå óæå áûëî. Â ýòîò ìîìåíò Ïåòÿ ìîæåò çàìåíèòü X íà
îäíîçíà÷íîå ÷èñëî è âûèãðàòü.

(Ïåòÿ ìîæåò òàê ïîéòè, ïîòîìó ÷òî ó íåãî åñòü âñå âîçìîæíîñòè, êîòîðûå
áûëè ó Âàñè íà ïîñëåäíåì, âûèãðûøíîì õîäå: äåëèòü ÷èñëî X ïîïîëàì, åñëè
îíî ÷¼òíîå, è âû÷èòàòü èç íåãî åãî æå öèôðó.)

Èòàê, ñôîðìóëèðóåì âûèãðûøíóþ ñòðàòåãèþ Ïåòè ïîëíîñòüþ: ¾åñëè îäíî èç
÷èñåë ìîæíî çàìåíèòü íà îäíîçíà÷íîå � ñäåëàòü ýòî; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
óðàâíÿòü äâà ÷èñëà¿.

Çàäà÷à 5.4.12. (Òóðíèð Àðõèìåäà � 2015.6) Èâàí�Öàðåâè÷ è Êîùåé íàøëè
êîøåë¼ê ñ 12 ìîíåòàìè íîìèíàëîì 1, 2, 3, 4, . . . , 12 òóãðèêîâ. Îíè ðåøèëè ðàç-
äåëèòü íàéäåííûå äåíüãè ïî ñëåäóþùèì ïðàâèëàì.

1. Êîùåé äîñòà¼ò èç êîøåëüêà äâå ìîíåòû (êàêèå ïîæåëàåò) è ïîêàçûâàåò
èõ Èâàíó�Öàðåâè÷ó.

2. Èâàí ðåøàåò, ñêîëüêî è êàêèõ ìîíåò îòäàòü Êîùåþ (îäíó, äâå èëè íè
îäíîé). Âñå ìîíåòû, íå äîñòàâøèåñÿ Êîùåþ, âîçâðàùàþò â êîøåë¼ê.

Åñëè ñóììà â êîøåëüêå íå êðàòíà 3, òî äåë¼æ çàêàí÷èâàåòñÿ, è Èâàí çàáèðàåò
âñå ìîíåòû, êîòîðûå îñòàëèñü â êîøåëüêå. Åñëè ñóììà êðàòíà 3, òî ïðîöåññ
ïîâòîðÿåòñÿ.

à) Ìîæåò ëè Èâàí äåéñòâîâàòü òàê, ÷òîáû íàâåðíÿêà ïîëó÷èòü áîëüøå äåíåã,
÷åì Êîùåé?

á) Íà êàêóþ íàèáîëüøóþ ñóììó îí ìîæåò ðàññ÷èòûâàòü íåçàâèñèìî îò èãðû
Êîùåÿ?

Ðåøåíèå. Â êîøåëüêå 78 òóãðèêîâ è ýòî ÷èñëî êðàòíî 3.

à) Åñëè Êîùåé ïîêàçûâàåò Èâàíó ìîíåòó, íå êðàòíóþ 3, òî Èâàí îòäàåò å¼
Êîùåþ, à äðóãóþ ìîíåòó âîçâðàùàåò â êîøåë¼ê. Ñóììà îñòàâøèõñÿ ìîíåò
áóäåò íå êðàòíà 3, è âñå îñòàâøèåñÿ ìîíåòû çàáèðàåò Èâàí (ïðè ýòîì îí âû-
èãðûâàåò).
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Êîùåþ òðåáóåòñÿ êàê ìîæíî äîëüøå äîñòàâàòü òîëüêî ìîíåòû, êðàòíûå 3,
ïîýòîìó ïåðâûå äâà õîäà Êîùåé ïîêàçûâàåò Èâàíó ïàðû ìîíåò, êðàòíûõ 3.

Çà ýòè äâà õîäà Èâàíó íóæíî òðè ìîíåòû îòäàòü Êîùåþ, à îäíó âåðíóòü â
êîøåë¼ê, ÷òîáû íà òðåòüåì õîäó Êîùåé ìîã ïîêàçàòü ëèáî ïî îäíîé ìîíåòå,
êðàòíîé òð¼ì, è îäíîé, íå êðàòíîé òð¼ì, ëèáî äâå ìîíåòû, íå êðàòíûå 3.

Â õóäøåì ñëó÷àå (äëÿ Èâàíà), Êîùåé ïîëó÷èò ìîíåòû â 6, 9 è 12 òóãðèêîâ è
ìîíåòó â 11 òóãðèêîâ, èòîãî: 38 òóãðèêîâ. Ïðè ýòîì Èâàí ïîëó÷èò áîëüøå �
íå ìåíåå 40 òóãðèêîâ.

á) Åñëè ñðåäè ïåðâûõ äâóõ ìîíåò õîòÿ áû îäíà íå êðàòíà 3, òî Èâàí îòäàåò
å¼ Êîùåþ è ïîëó÷àåò íå ìåíåå 78 − 11 = 67 òóãðèêîâ Åñëè ñðåäè ïåðâûõ
äâóõ ìîíåò îáå êðàòíû 3, òî Èâàí Öàðåâè÷ îòäà¼ò Êîùåþ ìîíåòó ìåíüøåãî
íîìèíàëà. Íàïðèìåð.

Åñëè Êîùåé ïîêàæåò 12 + 9 òóãðèêîâ, òî ïîëó÷èò 9 òóãðèêîâ, à 12 òóãðèêîâ
Èâàí âåðí¼ò â êîøåë¼ê.

Åñëè âòîðîé ðàç Êîùåé ïîêàæåò 12+6 òóãðèêîâ, òî ïîëó÷èò 6 òóãðèêîâ, à 12
òóãðèêîâ Èâàí âåðí¼ò â êîøåë¼ê.

Åñëè òðåòèé ðàç Êîùåé äàñò 12 + 3 òóãðèêîâ, òî ïîëó÷èò 3 òóãðèêà, à 12 òóã-
ðèêîâ Èâàí âåðí¼ò â êîøåë¼ê. Òàêèì îáðàçîì ó Èâàíà�Öàðåâè÷à ñîõðàíÿåòñÿ
ìîíåòà 12 òóãðèêîâ.

Â ÷åòâ¼ðòûé ðàç Êîùåþ âûãîäíî äàòü 12+11 (íàèáîëüøàÿ ìîíåòà, íå êðàòíàÿ
òð¼ì) òóãðèêîâ, è ïîëó÷èò 11 òóãðèêîâ.

Èòîãî 29 òóãðèêîâ äîñòàíåòñÿ Êîùåþ. Èâàíó äîñòàíåòñÿ 49 òóãðèêîâ.

Çàäà÷à 5.4.13. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2014.7.6) Ïåòÿ è Âàñÿ èãðàþò íà äîñêå ðàçìåðîì 7× 7. Îíè ïî î÷åðåäè
ñòàâÿò â êëåòêè äîñêè öèôðû îò 1 äî 7 òàê, ÷òîáû íè â îäíîé ñòðîêå è íè
â îäíîì ñòîëáöå íå îêàçàëîñü îäèíàêîâûõ öèôð. Ïåðâûì õîäèò Ïåòÿ. Ïðîèã-
ðûâàåò òîò, êòî íå ñìîæåò ñäåëàòü õîä. Êòî èç íèõ ñìîæåò âûèãðàòü, êàê áû
íè èãðàë ñîïåðíèê?

Ðåøåíèå. Íàçîâ¼ì ðàññòàíîâêó ÷èñåë â êëåòêàõ äàííîé äîñêè ¾àíòèñèììåò-
ðè÷íîé¿, åñëè êëåòêè, ñèììåòðè÷íûå îòíîñèòåëüíî öåíòðàëüíîé êëåòêè äîñ-
êè, ëèáî îáå ïóñòûå, ëèáî â íèõ ñòîÿò ÷èñëà, ñóììà êîòîðûõ ðàâíà 8.

Ïåòÿ äîëæåí èãðàòü òàê: ïåðâûì õîäîì ïîñòàâèòü ÷èñëî 4 â öåíòðàëüíóþ
êëåòêó, à çàòåì, ïîñëå êàæäîãî õîäà Âàñè îñóùåñòâëÿòü ¾àíòèñèììåòðè÷íóþ¿
ðàññòàíîâêó ÷èñåë. Òî åñòü, åñëè Âàñÿ ïîñòàâèë â êàêóþ-òî êëåòêó ÷èñëî n, òî
Ïåòÿ äîëæåí ïîñòàâèòü â ñèììåòðè÷íóþ êëåòêó ÷èñëî 8−n. Èãðàÿ òàê, Ïåòÿ
âûèãðàåò. Äåéñòâèòåëüíî, êëåòêà, ñèììåòðè÷íàÿ òîëüêî ÷òî çàíÿòîé, ïåðåä
êàæäûì õîäîì Ïåòè áóäåò ïóñòîé.
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Äîêàæåì, ÷òî îí ñìîæåò ïîñòàâèòü â ýòó êëåòêó óêàçàííîå ÷èñëî. Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî ýòî íå òàê, òî åñòü Âàñÿ ïîñòàâèë â êàêóþ-òî êëåòêó A ÷èñëî n, à
â îäíîé èç êëåòîê B ëèíèè (ñòðîêè èëè ñòîëáöà), ñîäåðæàùåé ñèììåòðè÷íóþ
êëåòêó A′, óæå ñòîèò ÷èñëî 8− n.
Çàìåòèì, ÷òî B íå ñîâïàäàåò ñ A. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ýòè êëåòêè ñîâïàäóò,
òî 8−n = n, òî åñòü n = 4. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñèììåòðè÷íûå êëåòêè A = B è
A′ ëåæàò íà îäíîé ëèíèè A′B = A′A. Íà ýòîé æå ëèíèè ëåæèò è öåíòðàëüíàÿ
êëåòêà äîñêè O, ñëåäîâàòåëüíî, Âàñÿ íå èìåë ïðàâà ïîñòàâèòü 4 â A.

Èç ¾àíòèñèììåòðè÷íîñòè¿ ñëåäóåò, ÷òî â ñèììåòðè÷íîé B êëåòêå B′ óæå ñòî-
èò n. Ïîñêîëüêó êëåòêè A è B′ ëåæàò íà ëèíèè, ñèììåòðè÷íîé A′B, Âàñÿ íå
èìåë ïðàâà ïîñòàâèòü n â A. Ïðîòèâîðå÷èå.

Ïîÿñíèì ýòè ðàññóæäåíèÿ íà êîíêðåòíîì ïðèìåðå, ïðåäñòàâëåííîì íà ðè-
ñóíêå íèæå. Êðóæêîì îáâåä¼í î÷åðåäíîé õîä Âàñè (îí ïîñòàâèë ÷èñëî 1).
Ïåòÿ õî÷åò ïîñòàâèòü 7 â êëåòêó, îòìå÷åííóþ òî÷êîé. Ïðåäïîëîæèì, îí íå
ìîæåò ýòîãî ñäåëàòü èç-çà òîãî, ÷òî â çàêðàøåííîé êëåòêå óæå ñòîèò 7. Òîãäà
â êëåòêå, îòìå÷åííîé êðåñòèêîì, óæå ñòîèò 1, òî åñòü Âàñÿ íå ìîã ñäåëàòü
ïðåäûäóùèé õîä.

Çàäà÷à 5.4.14. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2009.7.6) Ëþäîåäîì íàçûâàåòñÿ ôàíòàñòè÷åñêàÿ øàõìàòíàÿ ôèãóðà,
êîòîðàÿ ìîæåò õîäèòü êàê øàõìàòíûé êîðîëü � íà ñîñåäíþþ êëåòêó ïî âåð-
òèêàëè èëè ãîðèçîíòàëè, íî íå ìîæåò õîäèòü ïî äèàãîíàëè. Äâà ëþäîåäà ñòîÿò
íà ïðîòèâîïîëîæíûõ óãëîâûõ ïîëÿõ øàõìàòíîé äîñêè è íà÷èíàþò õîäèòü ïî
î÷åðåäè. Ëþäîåäó, âñòàâøåìó íà êëåòêó, ãäå óæå ñòîèò äðóãîé ëþäîåä, ðàç-
ðåøàåòñÿ èì ïîîáåäàòü. Êòî êîãî ñúåñò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå è êàê åìó íàäî
äëÿ ýòîãî èãðàòü?

Ðåøåíèå. Ðàçîáü¼ì êëåòêè äîñêè íà äèàãîíàëè, ïàðàëëåëüíûå òîé, ãäå èç-
íà÷àëüíî ðàñïîëîæåíû ëþäîåäû. Âñåãî òàêèõ äèàãîíàëåé 15. Çàìåòèì, ÷òî
êàæäûì õîäîì ëþäîåä ïåðåìåùàåòñÿ íà ñîñåäíþþ äèàãîíàëü.

Óêàæåì ñòðàòåãèþ, ïîçâîëÿþùóþ âòîðîìó ëþäîåäó ïîîáåäàòü. Ïóñòü äëÿ
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îïðåäåë¼ííîñòè îí íà÷èíàåò èãðó èç ïðàâîãî âåðõíåãî óãëà. Òîãäà îí äîë-
æåí âñåãäà õîäèòü âëåâî èëè âíèç, è ïðè ýòîì âñòàâàòü íà òó æå äèàãîíàëü,
íà êîòîðóþ ïåðåä ýòèì âñòàë ïåðâûé ëþäîåä.

Ïðè ýòîì ïîñëå ëþáîãî ïàðíîãî õîäà ëþäîåäû îêàæóòñÿ â ïðîòèâîïîëîæíûõ
óãëàõ íåêîòîðîãî êâàäðàòà. Ðàçìåðû ýòîãî êâàäðàòà áóäóò ëèáî óìåíüøàòüñÿ
(åñëè ïåðâûé ëþäîåä áóäåò õîäèòü âïðàâî èëè ââåðõ), ëèáî íå áóäóò èçìå-
íÿòüñÿ.

Íî ïåðâûé ëþäîåä íå ñìîæåò ïîñòîÿííî õîäèòü âëåâî èëè âíèç � ñäåëàâ
íåñêîëüêî òàêèõ õîäîâ, îí îáÿçàòåëüíî ïîïàä¼ò â ïîëîæåíèå, êîãäà åìó ïðè-
äåòñÿ õîäèòü ââåðõ èëè âïðàâî. Òàêèì îáðàçîì, ðàçìåðû êâàäðàòà â õîäå èã-
ðû áóäóò óìåíüøàòüñÿ. Êîãäà îíè óìåíüøàòñÿ äî 2× 2, ïåðâûé ëþäîåä áóäåò
âûíóæäåí, ÷òîáû åãî íå ñúåëè, õîäèòü âëåâî èëè âíèç, íî ýòè õîäû âñêîðå
çàêîí÷àòñÿ, è îí ïðîèãðàåò.

Çàìå÷àíèÿ. Ïîñìîòðèì íà ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ ëþäîåäàìè � êîëè÷åñòâî
õîäîâ, êîòîðûå íåîáõîäèìî ñäåëàòü, ÷òîáû äîéòè îò îäíîãî ëþäîåäà äî äðóãî-
ãî. Èçíà÷àëüíî ýòî ðàññòîÿíèå ðàâíî 13. Ïîñëå êàæäîãî õîäà ëþáîãî ëþäîåäà
ýòî ðàññòîÿíèå ëèáî óâåëè÷èâàåòñÿ íà 1, ëèáî óìåíüøàåòñÿ íà 1, òî åñòü ìå-
íÿåò ÷¼òíîñòü.

Çàìåòèì, ÷òî ëþäîåä ìîæåò ïîîáåäàòü äàííûì õîäîì, åñëè ê ýòîìó ìîìåí-
òó ðàññòîÿíèå ìåæäó ëþäîåäàìè ñòàëî ðàâíî 0. Òàê êàê ïåðåä ëþáûì õîäîì
ïåðâîãî ëþäîåäà ðàññòîÿíèå ìåæäó ëþäîåäàìè íå÷¼òíî, òî ïåðâûé ëþäîåä
íèêîãäà íå ñìîæåò ïîîáåäàòü âòîðûì, äàæå åñëè áû âòîðîé ïûòàëñÿ ïîääàòü-
ñÿ.

Çàäà÷à 5.4.15. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2003.7.6) Äâîå èãðàþò â êðåñòèêè�íîëèêè íà áåñêîíå÷íîì ëèñòå êëåò-
÷àòîé áóìàãè. Ïîáåæäàåò òîò, êòî ïåðâûì ñóìååò ïîñòàâèòü ïÿòü îäèíàêîâûõ
çíà÷êîâ ïîäðÿä (ïî ãîðèçîíòàëè èëè âåðòèêàëè). Äîêàæèòå, ÷òî âòîðîé ìîæåò
èãðàòü òàê, ÷òîáû íå ïðîèãðàòü.

Ðåøåíèå. Çàìîñòèì ëèñò ïðÿìîóãîëüíèêàìè ðàçìåðîì 2×1 òàê, êàê ïîêàçàíî
íà ðèñóíêå.
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Çàìåòèì, ÷òî â ëþáîì ãîðèçîíòàëüíîì èëè âåðòèêàëüíîì ïðÿìîóãîëüíèêå
ðàçìåðîì 5× 1 îáÿçàòåëüíî ñîäåðæèòñÿ îäèí èç ïðÿìîóãîëüíèêîâ ðàçáèåíèÿ.
Ïîýòîìó, âòîðîìó äîñòàòî÷íî ñòàâèòü íîëèê â òîò æå ïðÿìîóãîëüíèê 2× 1, â
êîòîðûé ïåðâûé ïîñòàâèë êðåñòèê. Òîãäà ïÿòè êðåñòèêîâ ïîäðÿä íå ïîëó÷èò-
ñÿ.

Çàäà÷à 5.4.16. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2016.7.7) Áóðàòèíî âûëîæèë íà ñòîë 2016 ñïè÷åê è ïðåäëîæèë Àðëåêè-
íó è Ïüåðî ñûãðàòü â èãðó, áåðÿ ïî î÷åðåäè ñïè÷êè ñî ñòîëà: Àðëåêèí ìîæåò
ñâîèì õîäîì áðàòü ëèáî 5 ñïè÷åê, ëèáî 26, à Ïüåðî � ëèáî 9, ëèáî 23. Íå
äîæäàâøèñü íà÷àëà èãðû, Áóðàòèíî óø¼ë, à êîãäà îí âåðíóëñÿ, ïàðòèÿ óæå
çàêîí÷èëàñü. Íà ñòîëå îñòàëîñü äâå ñïè÷êè, à ïðîèãðàë òîò, êòî íå ñìîã ñäå-
ëàòü î÷åðåäíîé õîä. Õîðîøåíüêî ïîäóìàâ, Áóðàòèíî ïîíÿë, êòî õîäèë ïåðâûì,
è êòî âûèãðàë. Âûÿñíèòå ýòî è âû!

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî ïðè äåëåíèè íà 7 êîëè÷åñòâî ñïè÷åê, âçÿòûõ Àðëåêè-
íîì, äà¼ò îñòàòîê 5, à êîëè÷åñòâî ñïè÷åê, âçÿòûõ Ïüåðî, äà¼ò îñòàòîê 2.

×èñëî 2016 êðàòíî 7, ïîýòîìó ïîñëå êàæäîãî õîäà èãðîêà, õîäèâøåãî âòîðûì,
êîëè÷åñòâî îñòàâøèõñÿ ñïè÷åê òàêæå áóäåò êðàòíî 7.

Òàê êàê íà ñòîëå îñòàëîñü äâå ñïè÷êè, òî ïîñëåäíèì õîäîì áûëî âçÿòî ÷èñëî
ñïè÷åê, äàþùåå ïðè äåëåíèè íà 7 îñòàòîê 5. Çíà÷èò, ïîñëåäíèé õîä ñäåëàë
Àðëåêèí è âûèãðàë.

Âñå õîäû, êðîìå ïîñëåäíåãî, ðàçáèâàþòñÿ íà ïàðû, â êîòîðûõ îáùåå êîëè÷å-
ñòâî âçÿòûõ ñïè÷åê êðàòíî 7, ïîýòîìó ïåðâûé õîä òàêæå ñäåëàë Àðëåêèí.

Çàäà÷à 5.4.17. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2010.7.7) Ïî÷òàëüîí Ïå÷êèí íå õîòåë îòäàâàòü ïîñûëêó. Òîãäà Ìàòðîñ-
êèí ïðåäëîæèë åìó ñûãðàòü â ñëåäóþùóþ èãðó: êàæäûì õîäîì Ïå÷êèí ïèøåò
â ñòðîêó ñëåâà íàïðàâî áóêâû, ïðîèçâîëüíî ÷åðåäóÿÌ è Ï, ïîêà â ñòðîêå íå
áóäåò âñåãî 11 áóêâ. Ìàòðîñêèí ïîñëå êàæäîãî åãî õîäà, åñëè õî÷åò, ìåíÿåò
ìåñòàìè ëþáûå äâå áóêâû. Åñëè â èòîãå îêàæåòñÿ, ÷òî çàïèñàííîå ¾ñëîâî¿
ÿâëÿåòñÿ ïàëèíäðîìîì (òî åñòü îäèíàêîâî ÷èòàåòñÿ ñëåâà íàïðàâî è ñïðàâà
íàëåâî), òî Ïå÷êèí îòäà¼ò ïîñûëêó. Ñìîæåò ëè Ìàòðîñêèí èãðàòü òàê, ÷òîáû
îáÿçàòåëüíî ïîëó÷èòü ïîñûëêó?

Ðåøåíèå. Ðàçäåëèì 11 ïîçèöèé, íà êîòîðûõ áóäóò ñòîÿòü çàïèñàííûå Ïå÷êè-
íûì áóêâû íà òðè ÷àñòè: ïåðâûå ïÿòü, ïîñëåäíèå ïÿòü è öåíòðàëüíàÿ.

Ìàòðîñêèíó íóæíî äîáèòüñÿ, ÷òîáû íà öåíòðàëüíî�ñèììåòðè÷íûõ ïîçèöèÿõ
ñòîÿëè îäèíàêîâûå áóêâû (à êàêàÿ áóêâà ñòîèò â öåíòðå � çíà÷åíèÿ íå èìååò).
Ïîýòîìó îí äåéñòâóåò òàê: ïîêà Ïå÷êèí ñòàâèò ïåðâûå 6 áóêâ, Ìàòðîñêèí
íè÷åãî íå ìåíÿåò. Äàëåå, ïîñëå î÷åðåäíîãî õîäà Ïå÷êèíà, Ìàòðîñêèí ñìîòðèò,
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îäèíàêîâû ëè òîëüêî ÷òî ïîñòàâëåííàÿ áóêâà è åé ñèììåòðè÷íàÿ. Åñëè ýòè
áóêâû îäèíàêîâû, òî Ìàòðîñêèí íè÷åãî íå ìåíÿåò, à åñëè îíè ðàçëè÷íû, òî îí
ìåíÿåò ìåñòàìè îäíó èç íèõ è öåíòðàëüíóþ òàê, ÷òîáû ñèììåòðè÷íûå áóêâû
ñòàëè îäèíàêîâûìè. Íàïðèìåð, ñìîòðèòå ðèñóíîê íèæå.

Äåéñòâóÿ òàêèì îáðàçîì, Ìàòðîñêèí äîáü¼òñÿ òîãî, ÷òîáû íà ñèììåòðè÷íûõ
îòíîñèòåëüíî öåíòðàëüíîé áóêâû ïîçèöèÿõ ñòîÿëè îäèíàêîâûå áóêâû, òî åñòü
èòîãîâîå ñëîâî áóäåò ÷èòàòüñÿ îäèíàêîâî ñëåâà íàïðàâî è ñïðàâà íàëåâî. Ñëå-
äîâàòåëüíî, îí ïîëó÷èò ïîñûëêó.

5 Ïðèíöèï êðàéíåãî

Çàäà÷à 5.5.9. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2008.6.3) Äàâíûì�äàâíî ñòðàíîé Òàðíèåé ïðàâèë öàðü ßòèàíð. ×òîáû
òàðíèéöû ïîìåíüøå ðàññóæäàëè, îí ïðèäóìàë äëÿ íèõ ïðîñòîé ÿçûê. Åãî àë-
ôàâèò ñîñòîÿë âñåãî èç øåñòè áóêâ:À,È,Í,Ð,Ò,ß, íî ïîðÿäîê èõ îòëè÷àëñÿ
îò ïðèíÿòîãî â ðóññêîì ÿçûêå. Ñëîâàìè ýòîãî ÿçûêà áûëè âñå ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè, èñïîëüçóþùèå êàæäóþ èç ýòèõ áóêâ ïî îäíîìó ðàçó.

ßòèàíð èçäàë ïîëíûé ñëîâàðü íîâîãî ÿçûêà. Â ñîîòâåòñòâèè ñ àëôàâèòîì
ïåðâûì ñëîâîì ñëîâàðÿ îêàçàëîñü ¾Òàðíèÿ¿. Êàêîå ñëîâî ñëåäîâàëî â ñëîâàðå
çà èìåíåì ßòèàíð?

Ðåøåíèå. Â ïåðâîì ñëîâå áóêâû ðàñïîëîæåíû â àëôàâèòíîì ïîðÿäêå: Ò, À,
Ð, Í, È, ß. Äëÿ óäîáñòâà çàíóìåðóåì áóêâû â àëôàâèòíîì ïîðÿäêå: Ò = 1,
À = 2, Ð = 3, Í = 4, È = 5, ß = 6.

Çàìåíèì êàæäîå ñëîâî ñîîòâåòñòâóþùèì øåñòèçíà÷íûì ÷èñëîì. Åñëè ñëîâà
ðàñïîëîæåíû ïî àëôàâèòó, òî ÷èñëà � â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ. Ñëîâî ßòèàíð
çàïèøåòñÿ ÷èñëîì 615243. Çà íèì ñëåäóåò 615324, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ñëîâó
¾ßòèðàí¿.

Çàäà÷à 5.5.10. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2000.7.5) Â âåðøèíàõ êó-
áà ABCDEFGH ðàññòàâëåíû íàòóðàëüíûå ÷èñëà òàê, ÷òî ÷èñëà â ñîñåäíèõ
(ïî ðåáðó) âåðøèíàõ îòëè÷àþòñÿ íå áîëåå ÷åì íà åäèíèöó. Äîêàæèòå, ÷òî
îáÿçàòåëüíî íàéäóòñÿ äâå äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûå âåðøèíû, ÷èñëà â
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êîòîðûõ îòëè÷àþòñÿ íå áîëåå ÷åì íà åäèíèöó. (Ïàðû äèàìåòðàëüíî ïðîòèâî-
ïîëîæíûõ âåðøèí êóáà: A è G, B è H, C è E, D è F .)

Ïîäñêàçêà. Âîçüìèòå âåðøèíó, â êîòîðîé ñòîèò íàèìåíüøåå èç ýòèõ ÷èñåë, è
ïîñìîòðèòå íà ñîñåäíèå âåðøèíû.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì ÷èñëà, ñòîÿùèå â âåðøèíàõ A, B, C, D, E, F è H êóáà,
ñîîòâåòñòâóþùèìè ìàëåíüêèìè ëàòèíñêèìè áóêâàìè: a, b, c, d, e, f , g è h.

Âîçüì¼ì îäíó èç âåðøèí, â êîòîðîé ñòîèò íàèìåíüøåå ÷èñëî. Áåç îãðàíè÷åíèÿ
îáùíîñòè ýòî âåðøèíà A è â íåé ñòîèò ÷èñëî a (îíî íàõîäèòñÿ â âåðøèíå A).
Òîãäà äëÿ çíà÷åíèé ÷èñåë b, d è e, ñòîÿùèõ â ñîñåäíèõ ñ A âåðøèíàõ B, D è
E, îñòà¼òñÿ òîëüêî äâå âîçìîæíîñòè a è a + 1. Çíà÷èò, êàêèå-íèáóäü äâà èç
÷èñåë b, d è e ðàâíû.

Ïóñòü ðàâíûå ÷èñëà ñòîÿò â âåðøèíàõ B è E (îñòàëüíûå ñëó÷àè ðàññìàòðè-
âàþòñÿ àíàëîãè÷íî). Â ýòîì ñëó÷àå èñêîìûìè áóäóò äèàìåòðàëüíî ïðîòèâî-
ïîëîæíûå âåðøèíû E è C: e = b, à ÷èñëà c è b îòëè÷àþòñÿ íå áîëåå ÷åì íà 1,
ïîýòîìó ÷èñëà e è c îòëè÷àþòñÿ íå áîëåå ÷åì íà 1.

Çàäà÷à 5.5.11. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2008.7.7) Àðò¼ì êîëëåêöèîíèðóåò ìîíåòû. Â åãî êîëëåêöèè 27 ìîíåò,
ïðè÷¼ì âñå îíè èìåþò ðàçëè÷íûé äèàìåòð, ðàçëè÷íóþ ìàññó è áûëè âûïóùå-
íû â ðàçíûå ãîäû. Êàæäàÿ ìîíåòà õðàíèòñÿ â îòäåëüíîì ñïè÷å÷íîì êîðîáêå.
Ìîæåò ëè Àðò¼ì ñëîæèòü èç ýòèõ êîðîáêîâ ïàðàëëåëåïèïåä 3×3×3 òàê, ÷òî-
áû ëþáàÿ ìîíåòà áûëà ëåã÷å ìîíåòû, íàõîäÿùåéñÿ ïîä íåé, ìåíüøå ìîíåòû
ñïðàâà îò íå¼ è äðåâíåå òîé, êîòîðàÿ íàõîäèòñÿ ïåðåä íåé?

Ðåøåíèå. Óïîðÿäî÷èì ìîíåòû ïî ìàññå. Äåâÿòü ñàìûõ ë¼ãêèõ ìîíåò ðàñïîëî-
æèì ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì â âåðõíåì ñëîå, äåâÿòü ñðåäíèõ ìîíåò � â ñðåäíåì
ñëîå, äåâÿòü ñàìûõ òÿæ¼ëûõ � â íèæíåì. Çàìåòèì, ÷òî ëþáàÿ ìîíåòà ëåã÷å
ìîíåòû, íàõîäÿùåéñÿ ïîä íåé. Òàêèì îáðàçîì, íàì îñòàëîñü óïîðÿäî÷èòü ìî-
íåòû ïî äâóì ïàðàìåòðàì â êàæäîì ñëîå.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ñëîé è äåâÿòü íàõîäÿùèõñÿ òàì ìîíåò. Óïîðÿäî÷èì
èõ ïî ðàçìåðó. Ïîñëå ýòîãî òðè ñàìûå ìàëåíüêèå ìîíåòû ïîëîæèì â ëåâûé
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ðÿä ñëîÿ (ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì), òðè ìîíåòû ñðåäíåãî ðàçìåðà � â ñðåäíèé
ðÿä, òðè ñàìûå áîëüøèå ìîíåòû � â ïðàâûé ðÿä. Ïîñòóïèì òàê ñ êàæäûì
ñëîåì. Òåïåðü ëþáàÿ ìîíåòà ìåíüøå ìîíåòû, íàõîäÿùåéñÿ ñïðàâà îò íå¼ è
ëåã÷å ìîíåòû, íàõîäÿùåéñÿ ïîä íåé.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ñëîé è ïðîèçâîëüíûé ðÿä â ýòîì ñëîå. Óïîðÿäî÷èì
òðè íàõîäÿùèåñÿ òàì ìîíåòû ïî âîçðàñòó è ïîëîæèì èõ òàê, ÷òîáû ñàìàÿ
íîâàÿ íàõîäèëàñü áëèæå âñåõ ê íàì, à ñàìàÿ äðåâíÿÿ � äàëüøå âñåõ. Ïîñòóïèì
òàê ñ êàæäûì ðÿäîì êàæäîãî ñëîÿ. Çàìåòèì, ÷òî òåïåðü âñå ìîíåòû ëåæàò
òàê, êàê ýòî òðåáóåòñÿ â óñëîâèè.

Çàäà÷à 5.5.12. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2013.6.9) Â êëàññå 27 ó÷åíèêîâ. Êàæäûé èç íèõ çàíèìàåòñÿ íå áîëåå
÷åì â äâóõ êðóæêàõ, ïðè÷¼ì äëÿ ëþáûõ äâóõ ó÷åíèêîâ ñóùåñòâóåò êðóæîê, â
êîòîðîì îíè çàíèìàþòñÿ âìåñòå. Äîêàæèòå, ÷òî íàéä¼òñÿ êðóæîê, â êîòîðîì
çàíèìàþòñÿ íå ìåíåå 18 ó÷åíèêîâ.

Ðåøåíèå. Ñìîòðèòå ðåøåíèå çàäà÷è 5.5.13.

Çàäà÷à 5.5.13. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2013.7.9) Êàæäûé èç ó÷åíèêîâ êëàññà çàíèìàåòñÿ íå áîëåå ÷åì â äâóõ
êðóæêàõ, ïðè÷¼ì äëÿ ëþáîé ïàðû ó÷åíèêîâ ñóùåñòâóåò êðóæîê, â êîòîðîì
îíè çàíèìàþòñÿ âìåñòå. Äîêàæèòå, ÷òî íàéä¼òñÿ êðóæîê, â êîòîðîì çàíèìà-
åòñÿ íå ìåíåå äâóõ òðåòåé âñåãî êëàññà.

Ðåøåíèå. Åñëè â íåêîòîðûé êðóæîê õîäèò âåñü êëàññ, òî âñ¼ â ïîðÿäêå. Äàëåå
ìû ñ÷èòàåì, ÷òî òàêîãî êðóæêà íåò. Ïóñòü ñàìûé ìíîãî÷èñëåííûé êðóæîê �
ìàòåìàòè÷åñêèé; åãî ó÷àñòíèêîâ ìû áóäåì íàçûâàòü ìàòåìàòèêàìè.

Åñòü ó÷åíèê Âàñÿ, êîòîðûé â íåãî íå õîäèò. Ðàññìîòðèì åãî è îäíîãî èç ìàòå-
ìàòèêîâ. Îíè âìåñòå õîäÿò â äðóãîé êðóæîê, äîïóñòèì, â ôîòî. Âàñÿ íå ìîæåò
õîäèòü â ýòîò êðóæîê âìåñòå ñî âñåìè ìàòåìàòèêàìè, èíà÷å ìàòåìàòè÷åñêèé
êðóæîê íå áóäåò ñàìûì ìíîãî÷èñëåííûì. Çíà÷èò, ñ êåì-òî èç ìàòåìàòèêîâ îí
õîäèò åù¼ â îäèí êðóæîê, íàïðèìåð, â òàíöåâàëüíûé.

Èòàê, êàæäûé ìàòåìàòèê åù¼ ÿâëÿåòñÿ ëèáî ôîòîãðàôîì, ëèáî òàíöîðîì (è
íèêåì äðóãèì).

Òî, ÷òî áûëî âûøå ñêàçàíî ïðî Âàñþ, ìîæíî ñêàçàòü è ïðî ëþáîãî ó÷åíèêà,
êîòîðûé íå ÿâëÿåòñÿ ìàòåìàòèêîì: êàæäûé èç òàêèõ ó÷åíèêîâ � ôîòîãðàô è
òàíöîð îäíîâðåìåííî (è áîëüøå íè â êàêèå êðóæêè íå õîäèò).

Òàêèì îáðàçîì, êðóæêîâ âñåãî òðè, è êàæäûé ó÷åíèê õîäèò ðîâíî â äâà êðóæ-
êà. Ïóñòü â êëàññå n ó÷åíèêîâ, òîãäà íà òðè êðóæêà â îáùåé ñëîæíîñòè ïðè-
õîäèòñÿ 2n èõ ó÷àñòíèêîâ. Ïîýòîìó â ìàòåìàòè÷åñêèé êðóæîê (ñàìûé ìíîãî-
÷èñëåííûé) õîäèò íå ìåíåå ÷åì 2n/3 ó÷åíèêîâ.
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Çàäà÷à 5.5.14. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2011.7.9) Êîìïüþòåðû �1, �2, �3, . . . , �100 ñîåäèíåíû â êîëüöî (ïåð-
âûé ñî âòîðûì, âòîðîé ñ òðåòüèì, . . . , ñîòûé ñ ïåðâûì). Õàêåðû ïîäãîòîâèëè
100 âèðóñîâ, çàíóìåðîâàëè èõ, è â ðàçëè÷íîå âðåìÿ â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå
çàïóñêàþò êàæäûé âèðóñ íà êîìïüþòåð, èìåþùèé òîò æå íîìåð. Åñëè âèðóñ
ïîïàäàåò íà íåçàðàæ¼ííûé êîìïüþòåð, òî îí çàðàæàåò åãî è ïåðåõîäèò íà ñëå-
äóþùèé â öåïè êîìïüþòåð ñ á�îëüøèì íîìåðîì äî òåõ ïîð, ïîêà íå ïîïàä¼ò íà
óæå çàðàæ¼ííûé êîìïüþòåð (ñ êîìïüþòåðà �100 âèðóñ ïåðåõîäèò íà êîìïüþ-
òåð �1). Òîãäà âèðóñ ïîãèáàåò, à ýòîò êîìïüþòåð âîññòàíàâëèâàåòñÿ. Íè íà
îäèí êîìïüþòåð äâà âèðóñà îäíîâðåìåííî íå ïîïàäàþò. Ñêîëüêî êîìïüþòåðîâ
áóäåò çàðàæåíî ïîñëå òîãî êàê âñå 100 âèðóñîâ ñîâåðøàò àòàêó?

Ðåøåíèå. Äîêàæåì íåñêîëüêî óòâåðæäåíèé.

1. Íà êàæäûé êîìïüþòåð âèðóñû ïîïàäàþò õîòÿ áû äâàæäû. Ðàññìîòðèì,
íàïðèìåð, êîìïüþòåð �1. Åñëè íà íåãî ïåðâûì ïîïàë âèðóñ ñ êîìïüþòå-
ðà �100, òî íà íåãî ïîïàäåò åù¼ è âèðóñ 1. Åñëè æå ïåðâûì íà êîìïüþòåð
�1 ïîïàë âèðóñ 1, òî âèðóñ, ïîïàâøèé íà êîìïüþòåð �100 ïåðâûì (âîç-
ìîæíî, ýòî òîò æå âèðóñ 1, îáîøåäøèé âåñü êðóã), îáÿçàòåëüíî ïåðåéä¼ò
íà êîìïüþòåð �1.

2. Âñå âèðóñû ïîãèáíóò. Äåéñòâèòåëüíî, íà êàæäûé êîìïüþòåð ïîïàäàåò
õîòÿ áû äâà âèðóñà, ïðè ýòîì âòîðîé âèðóñ ïî óñëîâèþ ïîãèáàåò. Çíà÷èò,
íà êàæäîì êîìïüþòåðå ïîãèáíåò õîòÿ áû îäèí âèðóñ. Íî âèðóñîâ ñòîëüêî
æå, ñêîëüêî êîìïüþòåðîâ, çíà÷èò, âñå âèðóñû ïîãèáíóò.

3. Íè íà îäèí êîìïüþòåð íå ìîãóò ïîïàñòü òðè âèðóñà. Ðàññìîòðèì êîì-
ïüþòåð, íà êîòîðîì ïîãèá ïîñëåäíèé èç âñåõ 100 âèðóñîâ (ïóñòü ýòî êîì-
ïüþòåð �1; åñëè íåñêîëüêî ïîñëåäíèõ ïîãèáëè îäíîâðåìåííî, ðàññìîò-
ðèì ëþáîé èç íèõ). Òîãäà ýòîò âèðóñ ïîïàë íà íà íåãî âòîðûì (èíà÷å
íà í¼ì ïîãèáëî áû áîëüøå îäíîãî âèðóñà), è ïîçæå âèðóñû íà íåãî óæå
íå ïîïàäàëè. Òàêèì îáðàçîì, íà êîìïüþòåð �1 ïîïàëè ðîâíî äâà âèðó-
ñà. Íî òîãäà è íà êîìïüþòåð �2 ïîïàëè ðîâíî äâà âèðóñà: îäèí ¾ñâîé¿
è îäèí ñ êîìïüþòåðà �1. Òîãäà è íà êîìïüþòåð �3 ïîïàëî ðîâíî äâà
âèðóñà. È òàê äàëåå.

Èòàê, íà êàæäûé êîìïüþòåð âèðóñû ïîïàäàþò ðîâíî äâà ðàçà, à ïîñëå ýòîãî
êîìïüþòåð âîññòàíàâëèâàåòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå ãèáåëè âñåõ âèðóñîâ âñå
êîìïüþòåðû áóäóò ðàáîòàòü íîðìàëüíî!

6 Ïîëíûé ïåðåáîð

Çàäà÷à 5.6.8. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2004.6.1) Êóçíå÷èê ïðûãàåò
âäîëü ïðÿìîé âïåð¼ä íà 80 ñì èëè íàçàä íà 50 ñì. Ìîæåò ëè îí ìåíåå ÷åì çà
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7 ïðûæêîâ óäàëèòüñÿ îò íà÷àëüíîé òî÷êè ðîâíî íà 1 ì 70 ñì?

Ïîäñêàçêà. Ïî óñëîâèþ íå îáÿçàòåëüíî äâèãàòüñÿ âïåð¼ä!

Ðåøåíèå. Ïîñëå íåñêîëüêèõ íåóäà÷íûõ ïîïûòîê óäàëèòüñÿ íà 1 ì 70 ñì âïå-
ð¼ä ìîæåò ïîêàçàòüñÿ, ÷òî îòâåò � ¾íåò¿. Çàìåòèì, ÷òî óäàëèòüñÿ íà 1 ì 70
ñì íå îçíà÷àåò îáÿçàòåëüíî óäàëèòüñÿ âïåð¼ä. Ïîïðîáóåì óäàëèòüñÿ íàçàä:
170 = 50 · 5− 80.

Òàêèì îáðàçîì, êóçíå÷èê ìîæåò óäàëèòüñÿ îò íà÷àëüíîé òî÷êè íà 1 ì 70 ñì,
ñäåëàâ, íàïðèìåð, 5 ïðûæêîâ íàçàä è 1 âïåð¼ä.

Çàäà÷à 5.6.9. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2003.6.6) Íà ãðàíÿõ êóáèêà
ðàññòàâëåíû ÷èñëà îò 1 äî 6. Êóáèê áðîñèëè äâà ðàçà. Â ïåðâûé ðàç ñóììà
÷èñåë íà ÷åòûð¼õ áîêîâûõ ãðàíÿõ îêàçàëàñü ðàâíà 12, âî âòîðîé � 15. Êàêîå
÷èñëî íàïèñàíî íà ãðàíè, ïðîòèâîïîëîæíîé òîé, ãäå íàïèñàíà öèôðà 3?

Ïîäñêàçêà. Ñóììà ÷èñåë íà âñåõ ãðàíÿõ êóáèêà ðàâíà 21.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî ñóììà âñåõ ÷èñåë, íàïèñàííûõ íà êóáèêå, ðàâíà 21.
Ñóììà ÷èñåë íà âåðõíåé è íèæíåé ãðàíè â ïåðâîì è âòîðîì ñëó÷àÿõ ðàâíà 9
è 6 ñîîòâåòñòâåííî.

Ïîñëå ïåðâîãî áðîñêà ïîíÿòíî, ÷òî ëèáî 3 íàïðîòèâ 6, ëèáî 4 íàïðîòèâ 5.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî 4 íàïðîòèâ 5. Íî ïîñëå âòîðîãî áðîñêà ÿñíî, ÷òî ëèáî
1 íàïðîòèâ 5, ëèáî 2 íàïðîòèâ 4. Ïðîòèâîðå÷èå, ñëåäîâàòåëüíî, 3 íàïðîòèâ
6.

Çàäà÷à 5.6.10. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2002.6.6) Àéðàò âûïèñàë
ïîäðÿä âñå ÷èñëà ìåñÿöà:

123456789101112 . . .

è ïîêðàñèë òðè äíÿ (äíè ðîæäåíèÿ ñâîèõ äðóçåé), íèêàêèå äâà èç êîòîðûõ íå
èäóò ïîäðÿä. Îêàçàëîñü, ÷òî âñå íåïîêðàøåííûå ó÷àñòêè ñîñòîÿò èç îäèíàêî-
âîãî êîëè÷åñòâà öèôð. Äîêàæèòå, ÷òî ïåðâîå ÷èñëî ìåñÿöà ïîêðàøåíî.

Ïîäñêàçêà. Åñëè íàèìåíüøåå èç ïîêðàøåííûõ ÷èñåë äâóçíà÷íîå, òî ïåðâûé
èç íåïîêðàøåííûõ ó÷àñòêîâ ñîñòîèò èç 9+ 2n, ò. å. èç íå÷¼òíîãî, ÷èñëà öèôð.

Ðåøåíèå. Âñåãî âûïèñàíî 47, 49, 51 èëè 53 ÷èñëà. Äîïóñòèì, ÷èñëî 1 íå ïî-
êðàøåíî.
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Åñëè íàèìåíüøåå èç ïîêðàøåííûõ ÷èñåë äâóçíà÷íîå, òî ïåðâûé èç íåïîêðà-
øåííûõ ó÷àñòêîâ ñîñòîèò èç íå÷¼òíîãî ÷èñëà öèôð (9 è êàêîå-òî êîëè÷åñòâî
äâóçíà÷íûõ), à âñå îñòàëüíûå � èç ÷¼òíîãî ÷èñëà öèôð.

Åñëè æå íàèìåíüøåå èç ïîêðàøåííûõ ÷èñåë îäíîçíà÷íîå, òî ïåðâûé èç íåïî-
êðàøåííûõ ó÷àñòêîâ ñîñòîèò íå áîëåå ÷åì èç 8 öèôð. Íî ýòî ñëèøêîì ìàëî:
ïîêðàøåííûõ öèôð â ýòîì ñëó÷àå íå áîëåå 5, íåïîêðàøåííûõ � íå áîëåå
8 · 4 = 32, èòîãî � íå áîëåå 37 öèôð, à äàæå ñàìûé êîðîòêèé ìåñÿö (ôåâðàëü
íåâèñîêîñíîãî ãîäà) äà¼ò 47 öèôð.

Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, ÷èñëî 1 äîëæíî áûòü ïî-
êðàøåíî.

Çàäà÷à 5.6.11. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2005.6.7) Ïî äîðîãå íà íîâîãîäíèé ïðàçäíèê íåñêîëüêî ìàëü÷èêîâ ïîìî-
ãàëè Äåäó Ìîðîçó íåñòè ïîäàðêè. Êàæäûé èç ìàëü÷èêîâ í¼ñ ïî òðè ïîäàðêà,
à îñòàëüíûå 142 ïîäàðêà Äåä Ìîðîç â¼ç íà ñàíÿõ. Âñå ïîäàðêè Äåä Ìîðîç
ðàçäåëèë ïîðîâíó ìåæäó âñåìè ýòèìè ìàëü÷èêàìè è 14 äåâî÷êàìè. Ñêîëüêî
ìîãëî áûòü ìàëü÷èêîâ?

Ðåøåíèå. Ïóñòü Äåä Ìîðîç ñíà÷àëà êàæäîìó ðåá¼íêó âûäàë ïî òðè ïîäàðêà,
à ïîòîì ðàçäàë îñòàëüíûå. Òîãäà ïîñëå òîãî, êàê äåòè ïîëó÷èëè ïî òðè ïî-
äàðêà, ó Äåäà Ìîðîçà îñòàëîñü 142 − 3 · 14 = 100 ïîäàðêîâ. Ýòè îñòàâøèåñÿ
100 ïîäàðêîâ îí ðàçäåëèë ïîðîâíó ìåæäó âñåìè äåòüìè.

Òàê êàê äåòåé áîëüøå 14, òî âûäàòü èì ïî 10 èëè áîëåå äîïîëíèòåëüíûõ
ïîäàðêîâ îí íå ìîã. Çíà÷èò, êàæäûé èç äåòåé ìîã ïîëó÷èòü äîïîëíèòåëüíî ïî
îäíîìó, ïî äâà, ïî ÷åòûðå èëè ïî ïÿòü ïîäàðêîâ (ýòî âñå ÷èñëà, ìåíüøèå 10,
íà êîòîðûå íàöåëî äåëèòñÿ ÷èñëî 100).

Åñëè êàæäûé ïîëó÷èë ïî îäíîìó äîïîëíèòåëüíîìó ïîäàðêó, òî ÷èñëî ìàëü-
÷èêîâ ðàâíî 100− 14 = 86. Åñëè êàæäûé ïîëó÷èë ïî äâà äîïîëíèòåëüíûõ ïî-
äàðêà, òî ÷èñëî ìàëü÷èêîâ ðàâíî (100−2 ·14) : 2 = 36. Â ñëó÷àå, åñëè êàæäûé
ïîëó÷èë ïî ÷åòûðå äîïîëíèòåëüíûõ ïîäàðêà, ìàëü÷èêîâ (100− 4 · 14) : 4 = 11.
Íàêîíåö, åñëè ïî ïÿòü, òî ìàëü÷èêîâ (100− 5 · 14) : 5 = 6.

Çàäà÷à 5.6.12. (Òóðíèð Àðõèìåäà � 2012.1) Ïåòÿ îáðàòèë âíèìàíèå, ÷òî äà-
òà ïðîâåäåíèÿ Òóðíèðà Àðõèìåäà, çàïèñàííàÿ âîñåìüþ öèôðàìè (22.01.2012)
îáëàäàåò èíòåðåñíîé îñîáåííîñòüþ: ïåðåñòàâèâ ïåðâûå ÷åòûðå öèôðû, ìîæíî
ïîëó÷èòü íîìåð ãîäà. À êàêèå åù¼ äàòû â ýòîì ãîäó èìåþò òàêîå æå ñâîéñòâî?

Ðåøåíèå. Íà ìåñòå öèôð ìåñÿöà ìîãóò ñòîÿòü òîëüêî 01, 02, 10, 12.

Åñëè 01, òîãäà 22.01.2012. Åñëè 02, òîãäà 12.02.2012 èëè 21.02.2012. Åñëè 10,
òîãäà 22.10.2012. Åñëè 12, òîãäà 02.12.2012 èëè 20.12.2012.
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Çàäà÷à 5.6.13. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2013.7.4) Äèìà óâèäåë â ìó-
çåå ñòðàííûå ÷àñû (íà ðèñóíêå íèæå).

Îíè îòëè÷àþòñÿ îò îáû÷íûõ ÷àñîâ òåì, ÷òî íà èõ öèôåðáëàòå íåò öèôð è
âîîáùå íåïîíÿòíî, ãäå ó ÷àñîâ âåðõ; äà åù¼ ñåêóíäíàÿ, ìèíóòíàÿ è ÷àñîâàÿ
ñòðåëêè èìåþò îäèíàêîâóþ äëèíó. Êàêîå âðåìÿ ïîêàçûâàëè ÷àñû? (Ñòðåëêè
À è Á íà ðèñóíêå ñìîòðÿò ðîâíî íà ÷àñîâûå îòìåòêè, à ñòðåëêà Â ÷óòü-÷óòü
íå äîøëà äî ÷àñîâîé îòìåòêè.)

Ðåøåíèå. Åñëè áû ÷àñîâàÿ ñòðåëêà ñìîòðåëà ðîâíî íà ÷àñîâóþ îòìåòêó, ìè-
íóòíàÿ è ñåêóíäíàÿ ñòðåëêà ñìîòðåëè áû ðîâíî íà îòìåòêó ¾12¿. Íî íà êàð-
òèíêå íåò ñîâïàäàþùèõ ñòðåëîê. Çíà÷èò, ÷àñîâàÿ ñòðåëêà � ñòðåëêà Â.

Îñòàâøèåñÿ äâå ñòðåëêè óêàçûâàþò ðîâíî íà ÷àñîâûå îòìåòêè, ïîýòîìó ñåé-
÷àñ ñêîëüêî-òî ÷àñîâ è öåëîå ÷èñëî ìèíóò � â ÷àñòíîñòè, ñåêóíäíàÿ ñòðåëêà
óêàçûâàåò íà 12.

Åñëè ñåêóíäíàÿ ñòðåëêà � ñòðåëêà À, òî íà ÷àñàõ íåìíîãî ìåíüøå ñåìè ÷àñîâ
(ñóäÿ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå), à ñ äðóãîé ñòîðîíû � ñåé÷àñ íà 10 ìèíóò áîëüøå,
÷åì ñêîëüêî-òî ÷àñîâ (ñóäÿ ïî ìèíóòíîé). Òàê áûòü íå ìîæåò.

Åñëè æå ñåêóíäíàÿ ñòðåëêà � ñòðåëêà Á, òî íà ÷àñàõ îêîëî ïÿòè ÷àñîâ (ñóäÿ
ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå), à ñóäÿ ïî ìèíóòíîé ñòðåëêå � íà 10 ìèíóò ìåíüøå, ÷åì
ñêîëüêî-òî ÷àñîâ. Çíà÷èò, íà ÷àñàõ áåç äåñÿòè ïÿòü, òî åñòü 4 : 50.

Çàäà÷à 5.6.14. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2006.7.4) Íà ïëîùàäè ðåïåòèðîâàë âîåííûé îðêåñòð. Äëÿ èñïîëíåíèÿ
ãèìíà ìóçûêàíòû âûñòðîèëèñü êâàäðàòîì, à äëÿ èñïîëíåíèÿ ëèðè÷åñêîé ïåñ-
íè � ïåðåñòðîèëèñü â ïðÿìîóãîëüíèê. Ïðè ýòîì êîëè÷åñòâî øåðåíã óâåëè÷è-
ëîñü íà ïÿòü. Ñêîëüêî ìóçûêàíòîâ â îðêåñòðå?

Ðåøåíèå. Ïóñòü x ìóçûêàíòîâ � â îäíîì ðÿäó êâàäðàòà, òîãäà x · x � âñåãî
ìóçûêàíòîâ, êîòîðûå âûñòðîèëèñü â êâàäðàò.

Ïóñòü (x−a) ìóçûêàíòîâ � â îäíîì ðÿäó ïðÿìîóãîëüíèêà (øèðèíà), (x+5) �
â äðóãîì ðÿäó ïðÿìîóãîëüíèêà (äëèíà). Òîãäà ìóçûêàíòîâ, âûñòðîèâøèõñÿ â
ïðÿìîóãîëüíèê: (x − a) · (x + 5). Òàê êàê ýòî îäíî è òî æå êîëè÷åñòâî ìóçû-
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êàíòîâ, ñîñòàâèì óðàâíåíèå:

x · x = (x− a) · (x+ 5),

x · (5− a) = 5a.

Ïðè a = 1, 2, 3 ïîëó÷èì, ÷òî x íå ÿâëÿåòñÿ öåëûì, à êîëè÷åñòâî ìóçûêàíòîâ
äîëæíî áûòü öåëûì ÷èñëîì.

Ïðè a = 4 ïîëó÷èì x = 20 ìóçûêàíòîâ â îäíîì ðÿäó êâàäðàòà, òîãäà âñåãî
20 · 20 = 400 ìóçûêàíòîâ.

Çàäà÷à 5.6.15. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2016.7.6) Íà êîíêóðñå ¾À
íó-êà, ÷óäèùà!¿ ñòîÿò â ðÿä 15 äðàêîíîâ. Ó ñîñåäåé ÷èñëî ãîëîâ îòëè÷àåòñÿ
íà 1. Åñëè ó äðàêîíà áîëüøå ãîëîâ, ÷åì ó îáîèõ åãî ñîñåäåé, åãî ñ÷èòàþò
õèòðûì, åñëè ìåíüøå, ÷åì ó îáîèõ ñîñåäåé, � ñèëüíûì, îñòàëüíûõ (â òîì
÷èñëå ñòîÿùèõ ñ êðàþ) ñ÷èòàþò îáû÷íûìè. Â ðÿäó åñòü ðîâíî ÷åòûðå õèòðûõ
äðàêîíà � ñ 4, 6, 7 è 7 ãîëîâàìè è ðîâíî òðè ñèëüíûõ � ñ 3, 3 è 6 ãîëîâàìè. Ó
ïåðâîãî è ïîñëåäíåãî äðàêîíîâ ãîëîâ ïîðîâíó.

à) Ïðèâåäèòå ïðèìåð òîãî, êàê òàêîå ìîãëî áûòü.
á) Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî ãîëîâ ó ïåðâîãî äðàêîíà âî âñåõ ïðèìåðàõ îäíî è

òî æå.

Ðåøåíèå. Óäîáíî èçîáðàæàòü ðÿä äðàêîíîâ â âèäå ãðàôèêà: âìåñòî êàæäîãî
äðàêîíà íàðèñóåì òî÷êó íà âûñîòå, ñîîòâåòñòâóþùåé ÷èñëó ãîëîâ äðàêîíà, è
ñîåäèíèì ýòè òî÷êè.

à) Ïðèìåð, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ çàäà÷è, ïðèâåä¼í íà ðèñóíêå.

á) Çàìåòèì, âî-ïåðâûõ, ÷òî ãäå-òî â ïðîìåæóòêå ìåæäó êàæäûìè äâóìÿ õèò-
ðûìè äðàêîíàìè ñòîèò ñèëüíûé. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ìû áóäåì èäòè âäîëü
ðÿäà äðàêîíîâ, òî ïîñëå òîãî, êàê ìû ìèíîâàëè õèòðîãî äðàêîíà, êîëè÷åñòâî
ãîëîâ íà÷èíàåò óìåíüøàòüñÿ. Â íåêîòîðûé ìîìåíò îíî äîëæíî íà÷àòü óâåëè-
÷èâàòüñÿ � ýòî è åñòü ïîçèöèÿ, ãäå ñòîèò ñèëüíûé äðàêîí. Àíàëîãè÷íî, äàëåå
óâåëè÷åíèå êîãäà-òî çàêîí÷èòñÿ íà õèòðîì äðàêîíå.

Ïåðâûé ñïîñîá. Ïîñìîòðèì, â êàêîì ïîðÿäêå ìîãóò ñòîÿòü ñèëüíûå è õèò-
ðûå äðàêîíû. Ñèëüíûé äðàêîí ñ øåñòüþ ãîëîâàìè ìîæåò ñòîÿòü òîëüêî ìåæ-
äó äâóìÿ õèòðûìè äðàêîíàìè ñ ñåìüþ ãîëîâàìè. Âîçíèêàþò òðè ñëó÷àÿ: äâà
îñòàâøèõñÿ ñèëüíûõ äðàêîíà ñòîÿò ëèáî ïî îäíó ñòîðîíó îò ýòîé òðîèöû â
îäíîì èç äâóõ ïîðÿäêîâ, ëèáî ïî ðàçíûå ñòîðîíû.

Â ïåðâîì ñëó÷àå 14 äðàêîíîâ óæå îïðåäåëåíû îäíîçíà÷íî, è åäèíñòâåííûé
ñïîñîá äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû ó ïåðâîãî è ïîñëåäíåãî äðàêîíà ãîëîâ áûëî ïî-
ðîâíó, � äîáàâèòü ñïðàâà ñ êðàþ åù¼ îäíîãî äðàêîíà ñ ïÿòüþ ãîëîâàìè.
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Âòîðîé è òðåòèé âàðèàíò íåâîçìîæíû, òàê êàê äëÿ íèõ òðåáóåòñÿ áîëåå 15
äðàêîíîâ (äàæå áåç ó÷¼òà óñëîâèÿ îäèíàêîâîãî êîëè÷åñòâà ãîëîâ ó êðàéíèõ
äðàêîíîâ).

Âòîðîé ñïîñîá (íàáðîñîê). Ìîæíî îáîéòèñü è áåç ïåðåáîðà. Âûáåðåì ó÷à-
ñòîê ãðàôèêà ìåæäó êàêèì-íèáóäü ñèëüíûì äðàêîíîì è áëèæàéøèìè ê íåìó
õèòðûìè äðàêîíàìè è ¾ðàñïðÿìèì¿ åãî, çàìåíèâ ¾âïàäèíó¿ íà ¾ãîðêó¿ (íà
ðèñóíêå íèæå).

Êîëè÷åñòâî ãîëîâ ó äðàêîíîâ ïðè ýòîì èçìåíèòñÿ, è âìåñòî äâóõ õèòðûõ äðà-
êîíîâ è îäíîãî ñèëüíîãî íà ýòîì ó÷àñòêå òåïåðü áóäåò òîëüêî îäèí õèòðûé
äðàêîí. Çàìåòèì, ÷òî êîëè÷åñòâî ãîëîâ ó íîâîãî õèòðîãî äðàêîíà áóäåò ðàâ-
íî ñóììå êîëè÷åñòâ ãîëîâ ó èñõîäíûõ äâóõ õèòðûõ ìèíóñ êîëè÷åñòâî ãîëîâ ó
áûâøåãî ñèëüíîãî. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè òàêîé ïðîöåäóðå âåëè÷èíà ¾ñóììà
êîëè÷åñòâ ãîëîâ âñåõ õèòðûõ ìèíóñ ñóììà êîëè÷åñòâ ãîëîâ âñåõ ñèëüíûõ¿ íå
ìåíÿåòñÿ.

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî êîëè÷åñòâî ãîëîâ ó êðàéíèõ äðàêîíîâ â ðÿäó îò òàêîé
îïåðàöèè çàâåäîìî íå ïîìåíÿëîñü. Ïîâòîðèì òåïåðü ýòó îïåðàöèþ, ïîêà âñå
ñèëüíûå äðàêîíû íå èñ÷åçíóò. Ó íàñ îñòàíåòñÿ îäèí õèòðûé äðàêîí, êîòî-
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ðûé ïî ñîîáðàæåíèÿì ñèììåòðèè áóäåò ðîâíî ïîñåðåäèíå ðÿäà. Ïîäñ÷èòàåì,
ñêîëüêî ó íåãî áóäåò ãîëîâ. Ìû çíàåì, ÷òî èçíà÷àëüíî ñóììà êîëè÷åñòâ ãîëîâ
õèòðûõ äðàêîíîâ ìèíóñ ñóììà êîëè÷åñòâ ãîëîâ ñèëüíûõ äðàêîíîâ ðàâíà

4 + 6 + 7 + 7− 3− 3− 6 = 12.

Íî òåïåðü ýòà ñóììà ðàâíà ïðîñòî êîëè÷åñòâó ãîëîâ åäèíñòâåííîãî õèòðîãî
äðàêîíà!

Çíàÿ, ÷òî ó íåãî 12 ãîëîâ, ìû äàëåå áåç òðóäà âîññòàíàâëèâàåì, ÷òî ó êðàéíèõ
äðàêîíîâ (îòñòîÿùèõ îò íåãî íà ñåìü ïîçèöèé â ðÿäó) ïî ïÿòü ãîëîâ.

7 Ðàçáèåíèÿ íà ïàðû è ãðóïïû

Çàäà÷à 5.7.7. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1998.6.3) Ðàñïîëîæèòå â êðó-
æî÷êàõ (âåðøèíàõ ïðàâèëüíîãî äåñÿòèóãîëüíèêà) ÷èñëà îò 1 äî 10 òàê, ÷òîáû
äëÿ ëþáûõ äâóõ ñîñåäíèõ ÷èñåë èõ ñóììà áûëà ðàâíà ñóììå äâóõ ÷èñåë, èì
ïðîòèâîïîëîæíûõ (ñèììåòðè÷íûõ îòíîñèòåëüíî öåíòðà îêðóæíîñòè).

Ðåøåíèå. ×èñëà ìîæíî ðàñïîëîæèòü ïî êðóãó, íàïðèìåð, â ñëåäóþùåì ïî-
ðÿäêå: 1, 4, 5, 8, 9, 2, 3, 6, 7, 10.

Çàäà÷à 5.7.8. (Òóðíèð Àðõèìåäà � 2015.4) Â îäèí ïðåêðàñíûé äåíü êàæäûé
èç 2015 ãíîìîâ îáèäåëñÿ íà êàêîãî-òî äðóãîãî ãíîìà (îäíîãî), è íà êàæäîãî
ãíîìà îáèäåëñÿ êàêîé-òî äðóãîé ãíîì (îäèí). Áåëîñíåæêå òðåáóåòñÿ ðàñïðå-
äåëèòü ãíîìîâ íà òðè ãðóïïû òàê, ÷òîáû â êàæäîé èç ãðóïï íå áûëî ãíîìîâ,
îáèæåííûõ íà êîãî-íèáóäü èç äàííîé ãðóïïû. Âñåãäà ëè ýòî âîçìîæíî? Îòâåò
îáîñíóéòå.

Ðåøåíèå. Ïåðâûé ñïîñîá. Ïåðâûõ òð¼õ ãíîìîâ ðàñïðåäåëèì ïî òð¼ì ãðóï-
ïàì ïðîèçâîëüíî. Ñëåäóþùåãî (ëþáîãî) ïîìåñòèì â ãðóïïó, ãäå íåò ãíîìà,
ñâÿçàííîãî ñ íèì îòíîøåíèåì îáèäû. Òàêàÿ ãðóïïà åñòü (ïðèíöèï Äèðèõëå).
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Ñî ñëåäóþùèì ìîæåì ïîñòóïèòü àíàëîãè÷íî. È òàê äàëåå, âñå ãíîìû áóäóò
ðàñïðåäåëåíû ïî òð¼ì ãðóïïàì.

Âòîðîé ñïîñîá. Âîçìîæíû ðåøåíèÿ ñ ïðåäñòàâëåíèåì âñåõ ãíîìîâ â âèäå
îäíîé èëè íåñêîëüêèõ çàìêíóòûõ öåïî÷åê. Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê âñå ãíî-
ìû ñâÿçàíû îáèäîé òîëüêî ñ êàêèì-òî îäíèì èç îñòàëüíûõ, òî íåò ãíîìà, íå
ñâÿçàííîãî îáèäîé ñ êåì áû òî íè áûëî.

Ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàæäîãî ãíîìà â âèäå òî÷êè, â êîòîðóþ ïðèõîäèò îäèí
íàïðàâëåííûé îòðåçîê îò äðóãîé òî÷êè (îò òîãî, êòî íà íåãî îáèäåëñÿ) è èñ-
õîäèò íàïðàâëåííûé îòðåçîê ê äðóãîé òî÷êå (ê òîìó ãíîìó, íà êîãî îáèäåëñÿ
äàííûé ãíîì).

Ïðè ýòîì ìîæåò ñóùåñòâîâàòü îäíà öåïî÷êà, ëèáî íåñêîëüêî íå ñâÿçàííûõ
ìåæäó ñîáîé öåïî÷åê, ïðè÷¼ì â êàæäîé öåïî÷êå íå ìåíåå äâóõ ãíîìîâ Åñëè
â öåïî÷êå áîëüøå äâóõ ãíîìîâ, òî ïðîíóìåðóåì âñåõ ãíîìîâ, â ïåðâóþ ãðóï-
ïó âêëþ÷èì îäíîãî ãíîìà ñ íàèáîëüøèì íîìåðîì, èç îñòàâøèõñÿ âî âòîðóþ
ãðóïïó âêëþ÷èì ãíîìîâ ñ íå÷¼òíûìè íîìåðàìè, â òðåòüþ ãíîìîâ ñ ÷¼òíûìè
íîìåðàìè.

Ïîñòóïèì àíàëîãè÷íî ñî âñåìè òàêèìè öåïî÷êàìè. Ãíîìû èç ðàçíûõ öåïî÷åê
äðóã ñ äðóãîì íå ñâÿçàíû. Äëÿ öåïî÷åê, ñîñòîÿùèõ èç äâóõ ãíîìîâ, êàæäîãî
ãíîìà ðàçìåñòèì â ãðóïïû ïðîèçâîëüíî. Âîçìîæíû è äðóãèå ñïîñîáû îáîñíî-
âàíèÿ ðàçáèåíèÿ ïî ãðóïïàì.

Çàäà÷à 5.7.9. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2013.7.4) Äâà ôîêóñíèêà ïîêàçûâàþò çðèòåëþ òàêîé ôîêóñ. Ó çðèòåëÿ
åñòü 24 êàðòî÷êè, ïðîíóìåðîâàííûå ÷èñëàìè îò 1 äî 24. Îí âûáèðàåò èç íèõ
13 êàðòî÷åê è ïåðåäà¼ò ïåðâîìó ôîêóñíèêó. Òîò âîçâðàùàåò çðèòåëþ äâå èç
íèõ. Çðèòåëü äîáàâëÿåò ê ýòèì äâóì îäíó èç îñòàâøèõñÿ ó íåãî 11 êàðòî÷åê
è, ïåðåìåøàâ, ïåðåäà¼ò ýòè òðè êàðòî÷êè âòîðîìó ôîêóñíèêó. Êàêèì îáðà-
çîì ôîêóñíèêè ìîãóò äîãîâîðèòüñÿ òàê, ÷òîáû âòîðîé âñåãäà ñ ãàðàíòèåé ìîã
îïðåäåëèòü, êàêóþ èç òð¼õ êàðòî÷åê äîáàâèë çðèòåëü?

Ðåøåíèå. Ðàçîáü¼ì íàòóðàëüíûå ÷èñëà îò 1 äî 24 íà 12 ïàð. Ôîêóñíèêè ìî-
ãóò çàðàíåå äîãîâîðèòüñÿ, êàê èìåííî ýòî ñäåëàòü. Íàïðèìåð, {1, 24}, {2, 23},
{3, 22}, è òàê äàëåå.
Ñðåäè òðèíàäöàòè êàðòî÷åê, âûáðàííûõ çðèòåëåì, íàéäóòñÿ äâå, íà êîòîðûõ
çàïèñàíû ÷èñëà èç îäíîé è òîé æå ïàðû. Èìåííî èõ è äîëæåí âåðíóòü çðèòåëþ
ïåðâûé ôîêóñíèê. Â ýòîì ñëó÷àå çðèòåëþ ïðèä¼òñÿ äîáàâèòü ê íèì ¾íåïàð-
íóþ¿ êàðòî÷êó, êîòîðóþ ñìîæåò îïîçíàòü âòîðîé ôîêóñíèê.

Çàäà÷à 5.7.10. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2009.7.4) Ñêóïîé ðûöàðü
õðàíèò çîëîòûå ìîíåòû â 77 ñóíäóêàõ. Îäíàæäû, ïåðåñ÷èòûâàÿ èõ, îí çà-
ìåòèë, ÷òî åñëè îòêðûòü ëþáûå äâà ñóíäóêà, òî ìîæíî ðàçëîæèòü ëåæàùèå
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â íèõ ìîíåòû ïîðîâíó ïî ýòèì äâóì ñóíäóêàì. Ïîòîì îí çàìåòèë, ÷òî åñëè
îòêðûòü ëþáûå 3, èëè ëþáûå 4, . . . , èëè ëþáûå 76 ñóíäóêîâ, òî òîæå ìîæíî
òàê ïåðåëîæèòü ëåæàùèå â íèõ ìîíåòû, ÷òî âî âñåõ îòêðûòûõ ñóíäóêàõ ñòà-
íåò ïîðîâíó ìîíåò. Òóò åìó ïî÷óäèëñÿ ñòóê â äâåðü, è ñòàðûé ñêðÿãà íå óñïåë
ïðîâåðèòü, ìîæíî ëè ðàçëîæèòü âñå ìîíåòû ïîðîâíó ïî âñåì 77 ñóíäóêàì.
Ìîæíî ëè, íå çàãëÿäûâàÿ â ñóíäóêè, äàòü òî÷íûé îòâåò íà ýòîò âîïðîñ?

Ðåøåíèå. Ðàçäåëèì ñóíäóêè íà 11 ãðóïï ïî 7 ñóíäóêîâ â êàæäîé. Îáùåå êî-
ëè÷åñòâî ìîíåò â êàæäîé ãðóïïå ñóíäóêîâ äîëæíî äåëèòüñÿ íà 7, çíà÷èò, íà
7 äåëèòñÿ è îáùåå ÷èñëî ìîíåò âî âñåõ 77 ñóíäóêàõ.

Ðàçäåëèì ñóíäóêè íà 7 ãðóïï ïî 11 ñóíäóêîâ. Òåïåðü ÷èñëî ìîíåò â êàæäîé
ãðóïïå äåëèòñÿ íà 11, çíà÷èò, îáùåå ÷èñëî ìîíåò äåëèòñÿ íà 11.

Èòàê, îáùåå ÷èñëî ìîíåò äåëèòñÿ íà ïðîñòûå ÷èñëà 7 è 11, à çíà÷èò, äåëèòñÿ è
íà èõ ïðîèçâåäåíèå 77. Ñëåäîâàòåëüíî, âñå ìîíåòû ìîæíî ðàçëîæèòü ïîðîâíó
ïî 77 ñóíäóêàì.

Çàäà÷à 5.7.11. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2009.6.6) à) Ñêóïîé ðûöàðü
õðàíèò çîëîòûå ìîíåòû â øåñòè ñóíäóêàõ. Îäíàæäû, ïåðåñ÷èòûâàÿ èõ, îí
çàìåòèë, ÷òî åñëè îòêðûòü ëþáûå äâà ñóíäóêà, òî ìîæíî ðàçëîæèòü ëåæàùèå
â íèõ ìîíåòû ïîðîâíó â ýòè äâà ñóíäóêà. Åù¼ îí çàìåòèë, ÷òî åñëè îòêðûòü
ëþáûå 3, 4 èëè 5 ñóíäóêîâ, òî òîæå ìîæíî ïåðåëîæèòü ëåæàùèå â íèõ ìîíåòû
òàêèì îáðàçîì, ÷òî âî âñåõ îòêðûòûõ ñóíäóêàõ ñòàíåò ïîðîâíó ìîíåò. Òóò åìó
ïî÷óäèëñÿ ñòóê â äâåðü, è ñòàðûé ñêðÿãà òàê è íå óçíàë, ìîæíî ëè ðàçëîæèòü
âñå ìîíåòû ïîðîâíó ïî âñåì øåñòè ñóíäóêàì. Ìîæíî ëè, íå çàãëÿäûâàÿ â
çàâåòíûå ñóíäóêè, äàòü òî÷íûé îòâåò íà ýòîò âîïðîñ?

á) À åñëè ñóíäóêîâ áûëî âîñåìü, à Ñêóïîé ðûöàðü ìîã ðàçëîæèòü ïîðîâíó
ìîíåòû, ëåæàùèå â ëþáûõ 2, 3, 4, 5, 6 èëè 7 ñóíäóêàõ?

Ðåøåíèå. à) Ïåðâûé ñïîñîá. Ðàçäåëèì ñóíäóêè íà òðè ïàðû. Îáùåå êîëè-
÷åñòâî ìîíåò â êàæäîé ïàðå ñóíäóêîâ ÷¼òíî, ïîýòîìó ÷¼òíî è ÷èñëî ìîíåò âî
âñåõ øåñòè ñóíäóêàõ.

Òåïåðü ðàçäåëèì ñóíäóêè íà äâå òðîéêè. ×èñëî ìîíåò â êàæäîé òðîéêå êðàòíî
3, ïîýòîìó êðàòíî 3 è îáùåå ÷èñëî ìîíåò âî âñåõ ñóíäóêàõ. Èòàê, ýòî îáùåå
÷èñëî ìîíåò äåëèòñÿ íà 2 è 3, à çíà÷èò, è íà 6. Ñëåäîâàòåëüíî, âñå ìîíåòû
ìîæíî ðàçëîæèòü ïîðîâíó ïî øåñòè ñóíäóêàì.

Âòîðîé ñïîñîá. Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëî ìîíåò âî âñåõ ñóíäóêàõ èìååò îäèíà-
êîâóþ ÷¼òíîñòü. Âåäü ïîäåëèòü ïîðîâíó ñîäåðæèìîå äâóõ ñóíäóêîâ ñ ðàçíîé
÷¼òíîñòüþ ìîíåò íåëüçÿ.

Îáùåå êîëè÷åñòâî ìîíåò â ïåðâûõ òð¼õ ñóíäóêàõ êðàòíî 3. Åñëè çàìåíèòü
ñóíäóê 3 íà ñóíäóê 4, òî äåëèìîñòü íà 3 íå íàðóøèòñÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
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÷èñëî ìîíåò â ÷åòâ¼ðòîì ñóíäóêå äà¼ò òîò æå îñòàòîê ïðè äåëåíèè íà 3, ÷òî
è â òðåòüåì. Òàêèì æå îáðàçîì ïðî ëþáûå äâà ñóíäóêà ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî
÷èñëî ìîíåò â îäíîì äà¼ò òîò æå îñòàòîê ïðè äåëåíèè íà 3, ÷òî è â äðóãîì.
Ïîýòîìó îñòàòêè îò äåëåíèÿ âñåõ ýòèõ ÷èñåë íà 3 îäèíàêîâû.

Åñëè ÷èñëà äàþò îäèíàêîâûå îñòàòêè ïðè äåëåíèè êàê íà 2, òàê è íà 3, òî
èõ ðàçíîñòü äåëèòñÿ íà 2 è íà 3, òî åñòü íà 6. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ó ëþáûõ
äâóõ (à çíà÷èò, è ó âñåõ øåñòè) ÷èñåë îñòàòêè ïðè äåëåíèè íà 6 ðàâíû ìåæäó
ñîáîé. Ñóììà øåñòè òàêèõ ÷èñåë áóäåò êðàòíà 6. Ïîýòîìó âñå ìîíåòû ìîæíî
ðàçëîæèòü ïîðîâíó ïî âñåì ñóíäóêàì.

á) Ðàññóæäàÿ òàê æå, êàê â à), ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî âñå âîñåìü ÷èñåë, ñîîò-
âåòñòâóþùèå êîëè÷åñòâàì ìîíåò â ñóíäóêàõ, äàþò îäèíàêîâûå îñòàòêè ïðè
äåëåíèè íà 2, 3, 4, 5, 6 è 7. Çíà÷èò, ýòè ÷èñëà äàþò îäèíàêîâûå îñòàòêè ïðè
äåëåíèè íà 420 (íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå ÷èñåë 2, 3, 4, 5, 6 è 7). Íî ïîñêîëü-
êó 420 íå êðàòíî 8, ýòè ÷èñëà ìîãóò èìåòü ðàçëè÷íûå îñòàòêè ïðè äåëåíèè íà
8, ÷òî ïîìåøàåò ïîðîâíó ðàçëîæèòü ìîíåòû ïî âîñüìè ñóíäóêàì.

Íàïðèìåð, â ïåðâîì ñóíäóêå ìîãëà áûòü 421 ìîíåòà, à â îñòàëüíûõ ñåìè �
ïî îäíîé. Òîãäà â äâóõ ñóíäóêàõ â ñóììå ëèáî 2, ëèáî 422 ìîíåòû, îáà ÷èñëà
÷¼òíûå. Â òð¼õ ñóíäóêàõ â ñóììå ëèáî 3, ëèáî 423 ìîíåòû, êàæäîå èç ýòèõ
÷èñåë äåëèòñÿ íà 3 è ò. ä. Â ñåìè ñóíäóêàõ â ñóììå 7 èëè 427 ìîíåò. Îáà ÷èñëà
äåëÿòñÿ íà 7. Îäíàêî îáùåå ÷èñëî ìîíåò 428 íà 8 íå äåëèòñÿ. Òî åñòü â ýòîì
ñëó÷àå íà âîñåìü ñóíäóêîâ ðàçëîæèòü ìîíåòû ïîðîâíó íå ïîëó÷èòñÿ.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âî âñåõ ñóíäóêàõ èçíà÷àëüíî ìîãëî õðàíèòüñÿ, íàïðèìåð,
ïîðîâíó ìîíåò. Ïîýòîìó òî÷íî îòâåòèòü íà âîïðîñ, íå çíàÿ, ÷òî ëåæèò â ñóí-
äóêàõ, íåëüçÿ.

8 Ïîäñ÷¼ò äâóìÿ ñïîñîáàìè

Çàäà÷à 5.8.6. (Êðóæîê ìàëîãî ìåõìàòà � 2015/2016.7ÁÁ.3) Ìîæíî ëè â
êëåòêè êâàäðàòà 10×10 ïîñòàâèòü íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî çâ¼çäî÷åê òàê, ÷òîáû
â êàæäîì êâàäðàòå 2× 2 áûëî ðîâíî äâå çâ¼çäî÷êè, à â êàæäîì ïðÿìîóãîëü-
íèêå 3× 1 � ðîâíî îäíà çâ¼çäî÷êà?

Ðåøåíèå. Ïåðâûé ñïîñîá. Ïóñòü òàê ðàññòàâèòü çâ¼çäî÷êè óäàëîñü. Êâàä-
ðàò 10× 10 ìîæíî ðàçáèòü íà 25 íåïåðåñåêàþùèõñÿ êâàäðàòîâ 2× 2. Òàê êàê
â êàæäîì èç íèõ ïî äâå çâ¼çäî÷êè, òî âñåãî çâ¼çäî÷åê 50. Ñ äðóãîé ñòîðî-
íû, 99 êëåòîê èñõîäíîãî êâàäðàòà ìîæíî ðàçáèòü íà 33 íåïåðåñåêàþùèõñÿ
ïðÿìîóãîëüíèêà 3× 1. Â êàæäîì èç íèõ ïî îäíîé çâ¼çäî÷êå, ïîýòîìó âñåãî â
êâàäðàòå íå áîëüøå 34 çâ¼çäî÷åê. Ïðîòèâîðå÷èå.

Âòîðîé ñïîñîá. Äîêàæåì, ÷òî òðåáóåìûì îáðàçîì íåëüçÿ çàïîëíèòü äàæå
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êâàäðàò 3×3. Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê â êàæäîì ïðÿìîóãîëüíèêå 3×1 äîëæíà
ñòîÿòü òîëüêî îäíà çâ¼çäî÷êà, òî â êàæäîé ñòðîêå è â êàæäîì ñòîëáöå êâàäðà-
òà 3×3 äîëæíî ñòîÿòü òîëüêî ïî îäíîé çâ¼çäî÷êå. Ðàññìîòðèì ëåâûé âåðõíèé
êâàäðàò 2× 2. Â í¼ì äîëæíî áûòü äâå çâ¼çäî÷êè. Íî òîãäà â òðåòüåì ñòîëáöå
ïåðâîé è âòîðîé ñòðîêè íå äîëæíî áûòü çâ¼çäî÷åê, çíà÷èò, â ïðàâîì âåðõíåì
êâàäðàòå 2× 2 áóäåò ñòîÿòü òîëüêî îäíà çâ¼çäî÷êà, à íå äâå.

Çàäà÷à 5.8.7. (Êðóæîê ìàëîãî ìåõìàòà � 2015/2016.7ÁÁ.4) Àðêàøà âûðåçàë
ìíîãî îäèíàêîâûõ êâàäðàòîâ è â âåðøèíàõ êàæäîãî èç íèõ â ïðîèçâîëüíîì
ïîðÿäêå íàïèñàë ÷èñëà 1, 2, 3 è 4. Çàòåì Ñòåïàí ñëîæèë êâàäðàòû â ñòîïêó è
íàïèñàë ñóììó ÷èñåë, ïîïàâøèõ â êàæäûé èç ÷åòûð¼õ óãëîâ ñòîïêè. Ìîæåò
ëè îêàçàòüñÿ òàê, ÷òî â êàæäîì óãëó ñòîïêè ñóììà ðàâíà à) 2015; á) 2016?

Ðåøåíèå. à) Ìîæåò, åñëè âçÿòü 403 ïàðû êâàäðàòîâ ñ ðàñïîëîæåíèåì ÷èñåë
(1, 2, 3, 4) è (4, 3, 2, 1).

á) Íå ìîæåò, òàê êàê 2016 · 4 = 8064 íå äåëèòñÿ íà 10 = 1 + 2 + 3 + 4.

Çàäà÷à 5.8.8. (Òóðíèð èì. Ëîìîíîñîâà � 1978.1) à) Ìîæíî ëè çàíóìåðîâàòü
ð¼áðà êóáà ÷èñëàìè −6, −5, −4, −3, −2, −1, 1, 2, 3, 4, 5, 6 òàê, ÷òîáû äëÿ
êàæäîé âåðøèíû êóáà ñóììà íîìåðîâ ð¼áåð, êîòîðûå â íåé ñõîäÿòñÿ, áûëà
îäèíàêîâîé? á) À ìîæíî ëè òàê æå çàíóìåðîâàòü ð¼áðà êóáà íàòóðàëüíûìè
÷èñëàìè îò 1 äî 12?

Ðåøåíèå. à) Ïðèìåð èñêîìîé íóìåðàöèè ïðåäñòàâëåí íà ðèñóíêå íèæå.

á) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî âîçìîæíî, è ñóììà íîìåðîâ ð¼áåð, ñõîäÿùèõñÿ â
êàæäîé èç âîñüìè âåðøèí, ðàâíà x. Ñëîæèâ ýòè ñóììû äëÿ âñåõ âåðøèí,
ïîëó÷èì 8x.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýòà ñóììà ðàâíà óäâîåííîé ñóììå íîìåðîâ âñåõ ð¼áåð, òàê
êàê íîìåð êàæäîãî ðåáðà âõîäèò â íå¼ äâàæäû. Âû÷èñëèì ýòó ñóììó:

2 · (1 + 2 + . . .+ 12) = 156.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî 8x = 156, òî åñòü x � íå öåëîå. Ïðîòèâîðå÷èå.
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Çàäà÷à 5.8.9. (Êðóæîê ìàëîãî ìåõìàòà � 2015/2016.7ÁÁ.6) Ìîæíî ëè ðàñ-
ñòàâèòü ïî êðóãó ñåìü öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë òàê, ÷òîáû ñóììà êàêèõ-
òî òð¼õ ðàñïîëîæåííûõ ïîäðÿä ÷èñåë áûëà ðàâíà 1, êàêèõ-òî òð¼õ ïîäðÿä
ðàñïîëîæåííûõ � 2, . . . , êàêèõ-òî òð¼õ ïîäðÿä ðàñïîëîæåííûõ � 7?

Ïîäñêàçêà. Åñëè áû ýòî áûëî âîçìîæíî, òî â ñóììå 1 + 2 + . . .+ 7 êàæäîå èç
ñåìè ÷èñåë, ðàññòàâëåííûõ ïî êðóãó, âñòðå÷àëîñü áû òðè ðàçà.

Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî âîçìîæíî. Èìååòñÿ âñåãî ñåìü ðàçëè÷íûõ
ñóìì èç òð¼õ ñòîÿùèõ ïîäðÿä ÷èñåë. Òîãäà ñðåäè ýòèõ ñåìè ñóìì êàæäîå èç
÷èñåë 1, 2, . . . , 7 äîëæíî âñòðåòèòüñÿ ïî ðàçó.

Ñëîæèì âñå ýòè ñåìü ñóìì. Ñ îäíîé ñòîðîíû, ðåçóëüòàò ðàâåí 1+2+. . .+7 = 28,
à ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðåçóëüòàò äîëæåí äåëèòüñÿ íà 3, òàê êàê êàæäîå èç ÷èñåë
íà îêðóæíîñòè âõîäèò ðîâíî â òðè òðîéêè èäóùèõ ïîäðÿä ÷èñåë. Íî 28 íå
äåëèòñÿ íà 3. Ïðîòèâîðå÷èå.

Çàäà÷à 5.8.10. (Êðóæîê ÂÌØ 57 øêîëû � 2005/2006.7.2) Êîâðîâàÿ äîðîæêà
ïîêðûâàåò ëåñòíèöó èç 9 ñòóïåíåê. Äëèíà è âûñîòà ëåñòíèöû ðàâíû 2 ìåòðàì.
Õâàòèò ëè ýòîé êîâðîâîé äîðîæêè, ÷òîáû ïîêðûòü ëåñòíèöó èç 10 ñòóïåíåê
äëèíîé è âûñîòîé 2 ìåòðà?

Ïîäñêàçêà. Äëèíà ãîðèçîíòàëüíûõ ó÷àñòêîâ äîðîæêè ðàâíà 2 ìåòðàì, è äëèíà
âåðòèêàëüíûõ ó÷àñòêîâ äîðîæêè òàêæå ðàâíà 2 ìåòðàì.

Ðåøåíèå. Ïóñòü äîðîæêà ïîêðûâàåò ëåñòíèöó ñ íåêîòîðûì êîëè÷åñòâîì ñòó-
ïåíåê, äëèíà è âûñîòà êîòîðîé ðàâíà 2 ìåòðàì. Ìûñëåííî ñïðîåêòèðóåì äî-
ðîæêó íà ãîðèçîíòàëü è âåðòèêàëü.

Ñóììàðíàÿ äëèíà ãîðèçîíòàëüíûõ ó÷àñòêîâ äîðîæêè ðàâíà äëèíå ëåñòíèöû,
ò. å. 2 ìåòðàì, à äëèíà âåðòèêàëüíûõ ó÷àñòêîâ äîðîæêè ðàâíà âûñîòå ëåñòíè-
öû, ò. å. òàêæå ðàâíà 2 ìåòðàì. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîêðûòü äàí-
íóþ ëåñòíèöó âíå çàâèñèìîñòè îò ÷èñëà å¼ ñòóïåíåê, äîðîæêà äîëæíà èìåòü
äëèíó íå ìåíüøå 2 + 2 = 4 ìåòðîâ.

Ñëåäîâàòåëüíî, óêàçàííîé â óñëîâèè çàäà÷è äðîæêè õâàòèò, ÷òîáû ïîêðûòü
ëåñòíèöó èç 10 ñòóïåíåê äëèíîé è âûñîòîé 2 ìåòðà.

Çàäà÷à 5.8.11. (Êðóæîê ÌÖÍÌÎ � 2005/2006.7.1) Èãîðü çàêðàñèë â êâàä-
ðàòå 6× 6 íåñêîëüêî êëåòîê. Ïîñëå ýòîãî îêàçàëîñü, ÷òî âî âñåõ êâàäðàòèêàõ
2×2 îäèíàêîâîå ÷èñëî çàêðàøåííûõ êëåòîê è âî âñåõ ïîëîñêàõ 1×3 îäèíàêî-
âîå ÷èñëî çàêðàøåííûõ êëåòîê. Äîêàæèòå, ÷òî ñòàðàòåëüíûé Èãîðü çàêðàñèë
âñå êëåòêè.
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Ðåøåíèå. Ïóñòü â êàæäîì êâàäðàòèêå 2× 2 çàêðàøåíî m êëåòîê, à â êàæäîé
ïîëîñêå 1× 3 � n êëåòîê.

Ïîñêîëüêó êâàäðàò 6 × 6 ðàçáèâàåòñÿ íà 9 êâàäðàòèêîâ, òî âñåãî çàêðàøåíî
9m êëåòîê. Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì, ÷òî âñåãî çàêðàøåíî 12n êëåòîê.

Çíà÷èò, 9m = 12n, òî åñòü 3m = 4n. Íî 0 < m 6 4, 0 < n 6 3, ïîýòîìó m = 4,
n = 3, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Çàäà÷à 5.8.12. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1996.7.1) Ïî êðóãó ðàññòàâ-
ëåíû öèôðû 1, 2, 3, . . . , 9 â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå. Êàæäûå òðè öèôðû, ñòîÿ-
ùèå ïîäðÿä ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, îáðàçóþò òð¼õçíà÷íîå ÷èñëî. Íàéäèòå ñóììó
âñåõ äåâÿòè òàêèõ ÷èñåë. Çàâèñèò ëè îíà îò ïîðÿäêà, â êîòîðîì çàïèñàíû
öèôðû?

Ïîäñêàçêà. Â íàøèõ ÷èñëàõ êàæäàÿ öèôðà ïîÿâëÿåòñÿ ðîâíî ïî îäíîìó ðàçó
â êàæäîì èç ðàçðÿäîâ � ñîòåí, äåñÿòêîâ è åäèíèö.

Ðåøåíèå. Òð¼õçíà÷íîå ÷èñëî, ó êîòîðîãî â ðàçðÿäå ñîòåí � öèôðà a, â ðàçðÿäå
äåñÿòêîâ � öèôðà b, à â ðàçðÿäå åäèíèö � öèôðà c, ðàâíî 100a + 10b + c.
Íàïðèìåð, 394 = 3 · 100 + 9 · 10 + 4.

Ïðîñìàòðèâàÿ ïî êðóãó íàøè äåâÿòü òð¼õçíà÷íûõ ÷èñåë, çàìå÷àåì, ÷òî êàæ-
äàÿ öèôðà âñòðå÷àåòñÿ ðîâíî ïî îäíîìó ðàçó â êàæäîì èç ðàçðÿäîâ � ñîòåí,
äåñÿòêîâ è åäèíèö. Òî åñòü êàæäàÿ öèôðà îäèí ðàç âîéä¼ò â íàøó ñóììó ñ
êîýôôèöèåíòîì 100, îäèí ðàç � ñ êîýôôèöèåíòîì 10 è îäèí ðàç � ñ êîýôôè-
öèåíòîì 1. Çíà÷èò, èñêîìàÿ ñóììà íå çàâèñèò îò ïîðÿäêà, â êîòîðîì çàïèñàíû
öèôðû, è ðàâíà:

(100 + 10 + 1) · (1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7 + 8 + 9) = 111 · 45 = 4995.

Çàäà÷à 5.8.13. (Ìîñêîâñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà � 1992.8.3) Êàæäûé
ó÷àñòíèê äâóõäíåâíîé îëèìïèàäû â ïåðâûé äåíü ðåøèë ñòîëüêî æå çàäà÷,
ñêîëüêî âñå îñòàëüíûå â ñóììå � âî âòîðîé äåíü. Äîêàæèòå, ÷òî âñå ó÷àñòíèêè
ðåøèëè ïîðîâíó çàäà÷.

Ðåøåíèå. Ïóñòü âî âòîðîé äåíü âñå ó÷àñòíèêè â ñóììå ðåøèëè N çàäà÷. Ðàñ-
ñìîòðèì êàêîãî-íèáóäü ó÷àñòíèêà, ïóñòü îí âî âòîðîé äåíü ðåøèë m çàäà÷.

Òîãäà âî âòîðîé äåíü âñå îñòàëüíûå â ñóììå ðåøèëè N −m çàäà÷. Ñëåäîâà-
òåëüíî, â ïåðâûé äåíü ýòîò ó÷àñòíèê ðåøèë N −m çàäà÷, à çíà÷èò, âñåãî îí
ðåøèë m+ (N −m) = N çàäà÷.

Èòàê, êàæäûé ó÷àñòíèê ðåøèë âñåãî çàäà÷ ñòîëüêî æå, ñêîëüêî è âñå ó÷àñò-
íèêè âî âòîðîé äåíü, òî åñòü âñå ó÷àñòíèêè ðåøèëè ïîðîâíó çàäà÷.
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Çàäà÷à 5.8.14. (Ìóíèöèïàëüíûé ýòàï Âñåðîññèéñêîé îëèìïèàäû øêîëüíè-
êîâ (Ìîñêâà) � 2008.7.1) Ìîæíî ëè â êðóæî÷êè íà ïÿòèêîíå÷íîé çâåçäå (íà
ðèñóíêå íèæå) ðàññòàâèòü 4 åäèíèöû, 3 äâîéêè è 3 òðîéêè òàê, ÷òîáû ñóììû
÷åòûð¼õ ÷èñåë, ñòîÿùèõ íà êàæäîé èç ïÿòè ïðÿìûõ, áûëè ðàâíû?

Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÷èñëà óäàëîñü ðàññòàâèòü òðåáóåìûì îáðàçîì.
Ïóñòü S � ñóììà ÷èñåë, ñòîÿùèõ íà êàæäîé ïðÿìîé, òîãäà ñóììà ÷èñåë íà
âñåõ ïÿòè ïðÿìûõ ðàâíà 5S.

Òàê êàê êàæäûé êðóæîê ëåæèò íà ïåðåñå÷åíèè äâóõ ïðÿìûõ, òî ïðè òàêîì
ïîäñ÷¼òå ÷èñëî, çàïèñàííîå â êàæäîì èç êðóæî÷êîâ, ó÷òåíî äâàæäû. Ñëåäî-
âàòåëüíî, íàéäåííàÿ ñóììà ðàâíà óäâîåííîé ñóììå âñåõ ðàññòàâëåííûõ ÷èñåë,
òî åñòü,

5S = 2 · (4 · 1 + 3 · 2 + 3 · 3).

Ïîëó÷èì, ÷òî 5S = 38, ÷òî íåâîçìîæíî, òàê êàê íà êàæäîé ïðÿìîé ñòîÿò 4
öåëûõ ÷èñëà, è èõ ñóììà äîëæíà áûòü öåëîé.

9 Îöåíêà + ïðèìåð

Çàäà÷à 5.9.7. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2008.6.2) Çàé÷èõà êóïèëà äëÿ
ñâîèõ ñåìåðûõ çàé÷àò ñåìü áàðàáàíîâ ðàçíûõ ðàçìåðîâ è ñåìü ïàð ïàëî÷åê
ðàçíîé äëèíû. Åñëè çàé÷îíîê âèäèò, ÷òî ó íåãî è áàðàáàí áîëüøå, è ïàëî÷êè
äëèííåå, ÷åì ó êîãî-òî èç áðàòüåâ, îí íà÷èíàåò ãðîìêî áàðàáàíèòü. Êàêîå
íàèáîëüøåå ÷èñëî çàé÷àò ñìîæåò íà÷àòü áàðàáàíèòü?

Ðåøåíèå. Âñå çàé÷àòà áàðàáàíèòü íå ìîãóò, òàê êàê çàâåäîìî íå áóäåò áàðà-
áàíèòü çàé÷îíîê, êîòîðîìó äîñòàíåòñÿ ñàìûé ìàëåíüêèé áàðàáàí. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, åñëè äàòü ýòîìó æå çàé÷îíêó è ñàìûå êîðîòêèå ïàëî÷êè, òî îñòàëü-
íûå øåñòü çàé÷àò áóäóò áàðàáàíèòü.
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Çàäà÷à 5.9.8. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1997.7.2) Â Ìåêñèêå ýêîëîãè
äîáèëèñü ïðèíÿòèÿ çàêîíà, ïî êîòîðîìó êàæäûé àâòîìîáèëü õîòÿ áû îäèí
äåíü â íåäåëþ íå äîëæåí åçäèòü (âëàäåëåö ñîîáùàåò ïîëèöèè íîìåð àâòîìî-
áèëÿ è ¾âûõîäíîé¿ äåíü íåäåëè ýòîãî àâòîìîáèëÿ). Â íåêîòîðîé ñåìüå âñå
âçðîñëûå æåëàþò åçäèòü åæåäíåâíî (êàæäûé � ïî ñâîèì äåëàì!). Ñêîëüêî
àâòîìîáèëåé (êàê ìèíèìóì) äîëæíî áûòü â ñåìüå, åñëè âçðîñëûõ â íåé à) 5 ÷å-
ëîâåê; á) 8 ÷åëîâåê?

Ïîäñêàçêà. á) Åñëè êàæäûé äåíü ¾îòäûõàåò¿ íå áîëåå îäíîãî àâòîìîáèëÿ, òî
âñåãî àâòîìîáèëåé íå áîëåå 7.

Ðåøåíèå. à) Ïÿòè àâòîìîáèëåé íå õâàòèò, òàê êàê â äåíü, êîãäà îäèí èç àâòî-
ìîáèëåé ¾îòäûõàåò¿, êîìó-òî íå íà ÷åì áóäåò åõàòü. Øåñòè, î÷åâèäíî, õâàòàåò.

á) Åñëè êàæäûé äåíü ¾îòäûõàåò¿ íå áîëåå îäíîãî àâòîìîáèëÿ, òî âñåãî àâ-
òîìîáèëåé íå áîëüøå, ÷åì äíåé íåäåëè, òî åñòü ñåìè. Íî ýòîãî, î÷åâèäíî,
íåäîñòàòî÷íî.

Çíà÷èò, â êàêîé-òî äåíü îòäûõàåò äâà àâòîìîáèëÿ, è â ýòîò äåíü íóæíî åù¼
êàê ìèíèìóì 8 àâòîìîáèëåé. Èòîãî 10.

Ìû äîêàçàëè, ÷òî ìåíüøå, ÷åì äåñÿòüþ àâòîìîáèëÿìè îáîéòèñü íåëüçÿ. Äå-
ñÿòè àâòîìîáèëåé äîñòàòî÷íî: íàïðèìåð, êàæäûé ðàáî÷èé äåíü îòäûõàþò ïî
äâà àâòîìîáèëÿ.

Çàäà÷à 5.9.9. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2016.6.3) Ðàâíîñòîðîííèé òðå-
óãîëüíèê ñî ñòîðîíîé 8 ðàçäåëèëè íà ðàâíîñòîðîííèå òðåóãîëüíè÷êè ñî ñòî-
ðîíîé 1 (íà ðèñóíêå íèæå). Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî òðåóãîëüíè÷êîâ
íàäî çàêðàñèòü, ÷òîáû âñå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ëèíèé (â òîì ÷èñëå è òå, ÷òî ïî
êðàÿì) áûëè âåðøèíàìè õîòÿ áû îäíîãî çàêðàøåííîãî òðåóãîëüíè÷êà?

Ðåøåíèå. Âñåãî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ëèíèé 1+2+3+ . . .+9 = 45, à ó òðåóãîëü-
íè÷êà òðè âåðøèíû, òàê ÷òî ïî êðàéíåé ìåðå 45 : 3 = 15 òðåóãîëüíè÷êîâ
ïðèä¼òñÿ çàêðàñèòü.
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Ïðèìåð ñ 15 òðåóãîëüíè÷êàìè ïîêàçàí íà ðèñóíêå âûøå.

Çàäà÷à 5.9.10. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1990.5.3) Ñîðîê âîñåìü êóç-
íåöîâ äîëæíû ïîäêîâàòü 60 ëîøàäåé. Êàêîå íàèìåíüøåå âðåìÿ îíè çàòðàòÿò
íà ðàáîòó, åñëè êàæäûé êóçíåö òðàòèò íà îäíó ïîäêîâó ïÿòü ìèíóò? (Ëîøàäü
íå ìîæåò ñòîÿòü íà äâóõ íîãàõ.)

Ïîäñêàçêà. Ñíà÷àëà ðåøèòå çàäà÷ó äëÿ ÷åòûð¼õ êóçíåöîâ è ïÿòè ëîøàäåé.

Ðåøåíèå. Çàäà÷à ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé: äîêàçàòü, ÷òî çà 25 ìèíóò óïðà-
âèòüñÿ ìîæíî, è äîêàçàòü, ÷òî áûñòðåå âûïîëíèòü ðàáîòó íåëüçÿ. Íà÷í¼ì ñî
âòîðîé ÷àñòè.

Âñåãî ó 60 ëîøàäåé 240 êîïûò. Åñëè áû âñþ ðàáîòó äåëàë îäèí êóçíåö, òî åìó
áû ïîòðåáîâàëîñü 240 · 5 = 1200 ìèíóò. Çíà÷èò, 48 êóçíåöîâ íèêàê íå ñìîãóò
âûïîëíèòü âñþ ðàáîòó áûñòðåå, ÷åì çà 1200 : 48 = 25 ìèíóò.

Ïîêàæåì òåïåðü, êàê ìîæíî ïîäêîâàòü âñåõ ëîøàäåé çà 25 ìèíóò. Ðàçîáü¼ì
êóçíåöîâ íà 12 áðèãàä ïî 4 êóçíåöà â êàæäîé è âûäåëèì êàæäîé áðèãàäå ïî
5 ëîøàäåé. Êàæäàÿ áðèãàäà ñìîæåò ïîäêîâàòü ¾ñâîèõ¿ ëîøàäåé çà 25 ìèíóò
ñëåäóþùèì îáðàçîì. Îðãàíèçóåì êîíâåéåð, íàçíà÷èâ êàæäîãî êóçíåöà ¾îò-
âåòñòâåííûì¿ çà îïðåäåë¼ííóþ íîãó ëîøàäè.

Ïåðâûå ïÿòü ìèíóò ïåðâûé êóçíåö ïîäêîâûâàåò ïåðåäíþþ ïðàâóþ íîãó ïåð-
âîé ëîøàäè, âòîðîé � ïåðåäíþþ ëåâóþ âòîðîé ëîøàäè, òðåòèé � çàäíþþ
ïðàâóþ òðåòüåé, ÷åòâ¼ðòûé � çàäíþþ ëåâóþ ÷åòâ¼ðòîé, à ïÿòàÿ ëîøàäü îò-
äûõàåò.

Çàòåì ñäâèãàåì ëîøàäåé ¾ïî êðóãó¿. Âòîðûå ïÿòü ìèíóò ïåðâûé êóçíåö ïîä-
êîâûâàåò ïåðåäíþþ ïðàâóþ íîãó ïÿòîé ëîøàäè, âòîðîé � ïåðåäíþþ ëåâóþ
ïåðâîé ëîøàäè, òðåòèé � çàäíþþ ïðàâóþ âòîðîé, ÷åòâ¼ðòûé � çàäíþþ ëåâóþ
òðåòüåé, à ÷åòâ¼ðòàÿ ëîøàäü îòäûõàåò.

Òðåòüè ïÿòü ìèíóò ïåðâûé êóçíåö ïîäêîâûâàåò ïåðåäíþþ ïðàâóþ íîãó ÷åò-
â¼ðòîé ëîøàäè, âòîðîé � ïåðåäíþþ ëåâóþ ïÿòîé ëîøàäè, òðåòèé � çàäíþþ
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ïðàâóþ ïåðâîé, ÷åòâ¼ðòûé � çàäíþþ ëåâóþ âòîðîé, à òðåòüÿ ëîøàäü îòäûõà-
åò.

Ïðîäîëæèâ ðàáîòó ïî ýòîé ñõåìå, êàæäàÿ áðèãàäà ïîäêó¼ò ¾ñâîèõ¿ ëîøàäåé
çà 25 ìèíóò, à, çíà÷èò, 48 êóçíåöîâ ïîäêóþò 60 ëîøàäåé çà 25 ìèíóò.

Çàäà÷à 5.9.11. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2005.7.4) Êàðêàñ êóáà ñ ð¼áðàìè äëèíû 1 íàìàçàí ì¼äîì. Â âåðøèíå
êóáà íàõîäèòñÿ æóê. Êàêîé ìèíèìàëüíûé ïóòü îí äîëæåí ïðîïîëçòè, ÷òîáû
ñúåñòü âåñü ì¼ä?

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì íåêîòîðûé ïóòü æóêà. Ïîêàæåì, ÷òî äëèíà ýòîãî ïóòè
íå ìåíüøå 15.

Ðàññìîòðèì ñèòóàöèþ, êîãäà æóê ðàçâîðà÷èâàåòñÿ íà ðåáðå. Ïóñòü æóê íà÷è-
íàåò ïîëçòè îò âåðøèíû A, ïîëç¼ò ïî ðåáðó AB äî òî÷êè O, ðàçâîðà÷èâàåòñÿ è
âîçâðàùàåòñÿ â âåðøèíó A. Î÷åâèäíî, ÷òî æóêó íå âûãîäíî ðàçâîðà÷èâàòüñÿ
íà ðåáðå AB íåñêîëüêî ðàç.

Âûêèíåì êóñîê AOA èç ïóòè æóêà. Åñëè îñòàâøèéñÿ ïóòü âêëþ÷àåò â ñåáÿ
îòðåçîê AO, çíà÷èò, âûêèíóâ ýòîò êóñîê, ìû òîëüêî ñîêðàòèì ïóòü, íå óìåíü-
øàÿ êîëè÷åñòâî ñúåäåííîãî ì¼äà. Åñëè æå îñòàâøèéñÿ ïóòü íå âêëþ÷àåò â
ñåáÿ îòðåçîê AO, çíà÷èò, ÷òîáû ñúåñòü ì¼ä íà îòðåçêå OB, æóê äîëæåí áûë
ïðîïîëçòè îò âåðøèíû B ê òî÷êå O (èëè äàæå äàëüøå, íî íå äî òî÷êè A), à
ïîòîì âåðíóòüñÿ îáðàòíî â B. Åñëè ìû çàñòàâèì æóêà âìåñòî BOB ïðîïîëçòè
BAB, à êóñîê AOA âûêèíåì, äëèíà ïóòè æóêà íå óâåëè÷èòñÿ.

Ñ ïîìîùüþ òàêèõ îïåðàöèé ìîæíî ïîëó÷èòü íîâûé ïóòü, êîòîðûé íå äëèííåå
èñõîäíîãî, íî ïðè ýòîì âñå ð¼áðà æóê ïðîïîëçàåò öåëèêîì. Äîêàæåì, ÷òî ýòîò
íîâûé ïóòü (à, çíà÷èò, è èñõîäíûé) íå êîðî÷å 15.

Åñëè æóê ïðèïîëç ïî ðåáðó â êàêóþ-òî âåðøèíó êóáà, è îíà íå ÿâëÿåòñÿ
êîíå÷íîé òî÷êîé åãî ïóòè, îí äîëæåí èç ýòîé âåðøèíû óïîëçòè. Ïðè ýòîì,
òàê êàê èç âåðøèíû âûõîäèò òðè ðåáðà, â êàæäóþ âåðøèíó, êðîìå íà÷àëüíîé
è êîíå÷íîé òî÷åê ïóòè, îí äîëæåí ïðèéòè êàê ìèíèìóì äâàæäû. Çíà÷èò,
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ìèíèìóì â øåñòü âåðøèí æóê ïî êðàéíåé ìåðå äâàæäû ïðèïîëç è ïî êðàéíåé
ìåðå äâàæäû èç íèõ óïîëç. Ò. å. èç êàæäîé èç ýòèõ âåðøèí âûõîäèò ïî êðàéíåé
ìåðå îäíî ðåáðî, ïðîéäåííîå äâàæäû. Òàê êàê êàæäîå ðåáðî ñîåäèíÿåò äâå
âåðøèíû, âñåãî òàêèõ ð¼áåð íå ìåíüøå òð¼õ, à çíà÷èò, îáùàÿ äëèíà ïóòè íå
ìåíüøå, ÷åì 12 + 3 = 15.

Òàêèì îáðàçîì, äëèíà ìèíèìàëüíîãî ïóòè ðàâíà 15. Îäèí èç âàðèàíòîâ ïóòè
æóêà: AA′D′C ′B′BCDABB′A′D′DCC ′.

Çàäà÷à 5.9.12. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2015.6.5) Îáåçüÿíà ñòàíîâèò-
ñÿ ñ÷àñòëèâîé, êîãäà ñúåäàåò òðè ðàçíûõ ôðóêòà. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷å-
ñòâî îáåçüÿí ìîæíî îñ÷àñòëèâèòü, èìåÿ 20 ãðóø, 30 áàíàíîâ, 40 ïåðñèêîâ è
50 ìàíäàðèíîâ? Îáîñíóéòå ñâîé îòâåò.

Ðåøåíèå. Îòëîæèì ïîêà ìàíäàðèíû â ñòîðîíó. Îñòàëîñü

20 + 30 + 40 = 90

ôðóêòîâ. Ïîñêîëüêó îáåçüÿíå ìû ñêàðìëèâàåì íå áîëåå îäíîãî ìàíäàðèíà,
êàæäàÿ îáåçüÿíà ñúåñò èç ýòèõ 90 ôðóêòîâ ïî êðàéíåé ìåðå äâà. Çíà÷èò, îáå-
çüÿí íå áîëåå ÷åì 90 : 2 = 45.

Ïîêàæåì, êàê ìîæíî îñ÷àñòëèâèòü 45 îáåçüÿí: 5 îáåçüÿí ñúåäàþò ãðóøó, áà-
íàí, ìàíäàðèí; 15 îáåçüÿí � ãðóøó, ïåðñèê, ìàíäàðèí; 25 îáåçüÿí � ïåðñèê,
áàíàí, ìàíäàðèí.

Çàäà÷à 5.9.13. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2014.6.5) Ìàìà èñïåêëà ïè-
ðîæêè � òðè ñ ðèñîì, òðè ñ êàïóñòîé è îäèí ñ âèøíåé � è âûëîæèëà èõ íà
áëþäî ïî êðóãó (íà ðèñóíêå íèæå). Ïîòîì ïîñòàâèëà áëþäî â ìèêðîâîëíîâêó
ïîäîãðåòü. Íà âèä âñå ïèðîæêè îäèíàêîâûå. Ìàøà çíàåò, êàê îíè ëåæàëè,
íî íå çíàåò, êàê ïîâåðíóëîñü áëþäî. Îíà õî÷åò ñúåñòü ïèðîæîê ñ âèøíåé, à
îñòàëüíûå ñ÷èòàåò íåâêóñíûìè. Êàê Ìàøå íàâåðíÿêà äîáèòüñÿ ýòîãî, íàäêó-
ñèâ êàê ìîæíî ìåíüøå íåâêóñíûõ ïèðîæêîâ?

Ðåøåíèå. Ïîíÿòíî, ÷òî çà îäíî íàäêóñûâàíèå Ìàøà ñïðàâèòüñÿ ñ çàäà÷åé íå
ñìîæåò. Åñëè Ìàøà, íàïðèìåð, ïîïðîáîâàëà ïèðîæîê ñ êàïóñòîé, òî îíà íå â
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ñîñòîÿíèè îïðåäåëèòü, êàêîé èìåííî èç òð¼õ åé äîñòàëñÿ, à ïîýòîìó íå ñìîæåò
ñ óâåðåííîñòüþ íàéòè ïèðîæîê ñ âèøíåé. Ïîêàæåì, êàê Ìàøà ñïðàâèòñÿ ñ
çàäà÷åé çà äâà íàäêóñûâàíèÿ.

Ïóñòü Ìàøà íàäêóñèëà ïèðîæîê, à îí îêàçàëñÿ íå ñ âèøíåé, à ñ êàïóñòîé. Òî-
ãäà îíà ìîæåò ïîïðîáîâàòü ïèðîæîê, ëåæàùèé ÷åðåç îäèí îò íåãî ïî ÷àñîâîé
ñòðåëêå. Åñëè ýòî ïèðîæîê ñ âèøíåé, òî Ìàøà äîáèëàñü ñâîåãî, åñëè ñ ðèñîì,
òî èñêîìûé ïèðîæîê ìåæäó íàäêóñàííûìè, à åñëè ñíîâà ñ êàïóñòîé, òî íàäî
áðàòü ñëåäóþùèé ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, è ýòî òî÷íî áóäåò ïèðîæîê ñ âèøíåé.

Åñëè ïåðâûé ïèðîæîê áóäåò ñ ðèñîì, Ìàøà ìîæåò äåéñòâîâàòü àíàëîãè÷íî,
íî äâèãàòüñÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè.

Çàìå÷àíèÿ. Ïîäîáíûì îáðàçîì Ìàøà ìîæåò äåéñòâîâàòü è ïðè áîëüøîì ÷èñ-
ëå ¾íåâêóñíûõ¿ ïèðîæêîâ. Ïóñòü íà áëþäå ëåæèò N õîëîäíûõ ïèðîæêîâ ñ
êàïóñòîé, ïîòîì ïèðîæîê ñ âèøíåé è ñíîâà N ïèðîæêîâ ñ ðèñîì.

Ìàøà ìîæåò çàìåòèòü ñðåäíèé ïèðîæîê ñ êàïóñòîé (à åñëè N ÷¼òíî, òî ëþáîé
èç äâóõ ñðåäíèõ) è çàïîìíèòü, ñêîëüêî ïèðîæêîâ îò íåãî íàäî îòñ÷èòàòü ïî
÷àñîâîé ñòðåëêå, ÷òîáû âçÿòü ïèðîæîê ñ âèøíåé.

Êîãäà ïèðîæêè ñîãðåþòñÿ, Ìàøà ïðîáóåò îäèí ïèðîæîê. Ïóñòü åé íå ïîâåç-
ëî, è îí îêàçàëñÿ ñ êàïóñòîé. Ìàøà òîãäà ìîæåò ïðåäñòàâèòü ñåáå, ÷òî îíà
ïîïðîáîâàëà òîò ñàìûé ñðåäíèé ïèðîæîê, è îòñ÷èòàòü îò íåãî, ñêîëüêî íóæíî.

Åñëè îíà è âïðÿìü óãàäàëà, åé äîñòàíåòñÿ âèøíÿ, åñëè æå íåò, òî îíà ïîé-
ì¼ò, îêàçàëàñü ëè îíà áëèæå ê æåëàííîìó ïèðîæêó, ÷åì âûáðàííûé ñðåäíèé,
èëè äàëüøå îò íåãî. Â ëþáîì ñëó÷àå íåîïðåäåë¼ííîñòü óìåíüøèëàñü âäâîå:
ïîñëå îäíîé ïðîáû ó Ìàøè ¾ïîä ïîäîçðåíèåì¿ îñòàëîñü íå áîëüøå ïîëîâèíû
ïèðîæêîâ ñ êàïóñòîé.

Çàäà÷à 5.9.14. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2006.6.5) Äåä çâàë âíóêà ê
ñåáå â äåðåâíþ: ¾Âîò ïîñìîòðèøü, êàêîé ÿ íåîáûêíîâåííûé ñàä ïîñàäèë! Ó
ìåíÿ òàì ðàñò¼ò ÷åòûðå ãðóøè, à åù¼ åñòü ÿáëîíè, ïðè÷¼ì îíè ïîñàæåíû òàê,
÷òî íà ðàññòîÿíèè 10 ìåòðîâ îò êàæäîé ÿáëîíè ðàñò¼ò ðîâíî äâå ãðóøè¿. ¾Íó
è ÷òî òóò èíòåðåñíîãî, � îòâåòèë âíóê. � Ó òåáÿ âñåãî äâå ÿáëîíè¿. ¾À âîò
è íå óãàäàë, � óëûáíóëñÿ äåä. � ßáëîíü ó ìåíÿ â ñàäó áîëüøå, ÷åì ãðóø¿.
Íàðèñóéòå, êàê ìîãëè ðàñòè ÿáëîíè è ãðóøè â ñàäó ó äåäà. Ïîñòàðàéòåñü ðàç-
ìåñòèòü íà ðèñóíêå êàê ìîæíî áîëüøå ÿáëîíü, íå íàðóøàÿ óñëîâèé. Åñëè Âû
äóìàåòå, ÷òî ðàçìåñòèëè ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå ÷èñëî ÿáëîíü, ïîïðîáóéòå
îáúÿñíèòü, ïî÷åìó ýòî òàê.

Ðåøåíèå. Âîçìîæíû ðàçëè÷íûå ðàññòàíîâêè ÿáëîíü è ãðóø, íàïðèìåð, òàêàÿ,
êàê ïîêàçàíà íà ðèñóíêå ñëåâà.

Íàèáîëüøåå ÷èñëî ÿáëîíü ìîæíî ïîìåñòèòü, åñëè ãðóøè ðàñòóò äîñòàòî÷íî
ãóñòî. Íàïðèìåð, åñëè ïîñàäèòü ãðóøè â ðÿä ÷åðåç 5 ì, òî íàéä¼òñÿ ìåñòî äëÿ
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12 ÿáëîíü (ðèñóíîê â öåíòðå).

Äîêàæåì, ÷òî áîëüøå äâåíàäöàòè ÿáëîíü áûòü íå ìîæåò. Ðàññìîòðèì äâå
êàêèå-òî ãðóøè. Íà ðàññòîÿíèè 10 ì îò íèõ ìîæåò áûòü òîëüêî äâå ÿáëîíè
� îäíà ïî îäíó ñòîðîíó îò ëèíèè ãðóø, äðóãàÿ � ïî ïðîòèâîïîëîæíóþ (ðèñ.
ñïðàâà). Ïîýòîìó êàæäàÿ ïàðà ãðóø ¾îáñëóæèâàåò¿ íå áîëåå ÷åì äâå ÿáëîíè.
Òàê êàê ïàð ãðóø øåñòü, òî ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ÿáëîíü ðàâíî 12.

Çàäà÷à 5.9.15. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2009.6.5) Ëþáîçíàòåëüíûé
òóðèñò õî÷åò ïðîãóëÿòüñÿ ïî óëèöàì Ñòàðîãî ãîðîäà îò âîêçàëà (òî÷êà A íà
ïëàíå) äî ñâîåãî îòåëÿ (òî÷êà B). Òóðèñò õî÷åò, ÷òîáû åãî ìàðøðóò áûë êàê
ìîæíî äëèííåå, íî äâàæäû îêàçûâàòüñÿ íà îäíîì è òîì æå ïåðåêðåñòêå åìó
íåèíòåðåñíî, è îí òàê íå äåëàåò. Íàðèñóéòå íà ïëàíå ñàìûé äëèííûé âîçìîæ-
íûé ìàðøðóò è äîêàæèòå, ÷òî áîëåå äëèííîãî íåò.

A

B

Ðåøåíèå. Ïðèìåð. Îäèí èç âîçìîæíûõ ìàðøðóòîâ òóðèñòà èçîáðàæ¼í íà
ðèñóíêå ñëåâà. Äâèãàÿñü ïî ýòîìó ïóòè, òóðèñò ïðîéä¼ò 34 óëèöû (óëèöåé ìû
íàçûâàåì îòðåçîê ìåæäó äâóìÿ ñîñåäíèìè ïåðåêð¼ñòêàìè).

Îöåíêà. Âñåãî â Ñòàðîì ãîðîäå 36 ïåðåêð¼ñòêîâ. Âñÿêèé ðàç, êîãäà òóðèñò
ïðîõîäèò î÷åðåäíóþ óëèöó, îí ïîïàäàåò íà íîâûé ïåðåêð¼ñòîê. Òàêèì îáðà-
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çîì, áîëüøå 35 óëèö òóðèñò ïðîéòè íå ñìîæåò (íà÷àëüíûé ïåðåêð¼ñòîê A íå
ñ÷èòàåòñÿ).

Ïîêàæåì, ÷òî ïîñåòèòü 35 ïåðåêð¼ñòêîâ (è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðîéòè 35 óëèö)
òóðèñò òîæå íå ñìîæåò. Äëÿ ýòîãî ðàñêðàñèì ïåðåêð¼ñòêè â ÷¼ðíûé è áåëûé
öâåòà â øàõìàòíîì ïîðÿäêå (ðèñóíîê ñïðàâà). Âñÿêèé ðàç, ïðîõîäÿ óëèöó, òó-
ðèñò ïîïàäàåò íà ïåðåêð¼ñòîê äðóãîãî öâåòà. È îòåëü, è âîêçàë ðàñïîëîæåíû
íà áåëûõ ïåðåêð¼ñòêàõ. Ïîýòîìó ëþáîé ìàðøðóò ñîäåðæèò ÷¼òíîå ÷èñëî óëèö,
à ÷èñëî 35 íå÷¼òíî.

Çàäà÷à 5.9.16. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2012.6.5) Çàìåíèòå â ðàâåí-
ñòâå

ÏÈÐÎÃ = ÊÓÑÎÊ+ÊÓÑÎÊ+ÊÓÑÎÊ+ . . .+ÊÓÑÎÊ

îäèíàêîâûå áóêâû îäèíàêîâûìè öèôðàìè, à ðàçíûå � ðàçíûìè òàê, ÷òîáû
ðàâåíñòâî áûëî âåðíûì, à êîëè÷åñòâî ¾êóñêîâ ïèðîãà¿ áûëî áû íàèáîëüøèì
èç âîçìîæíûõ.

Ðåøåíèå. Ïóñòü ¾êóñêîâ¿ 8 èëè 9. Òîãäà ÏÈÐÎÃ 6 98765, ñëåäîâàòåëüíî,

ÊÓÑÎÊ 6 98765 : 8 < 12346.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ÊÓÑÎÊ > 12341. Îñòà¼òñÿ åäèíñòâåííûé ñëó÷àé
ÊÓÑÎÊ = 12341, à ¾êóñêîâ¿ 8. Íî 12341 · 8 = 98728 � íå ïîäõîäèò. Îò-
ñþäà âèäíî, ÷òî ¾êóñêîâ¿ íå áîëüøå ñåìè.

Îäèí èç âîçìîæíûõ ïðèìåðîâ äëÿ ñåìè ¾êóñêîâ¿ íåòðóäíî íàéòè ïîäáîðîì.
Ïîêàæåì, êàê íàéòè âñå âîçìîæíûå îòâåòû.

ßñíî, ÷òî Ê = 1, òîãäà Ã = 7. Çíà÷èò, Ï = 8 èëè 9, à Î = 0 èëè 5.

Ïóñòü Ï = 8. Òîãäà
80234 6 ÏÈÐÎÃ 6 86547,

çíà÷èò, 11462 < 80234 : 7 6 ÊÓÑÎÊ 6 86547 : 7 < 12363. Ó÷èòûâàÿ âîçìîæ-
íûå çíà÷åíèÿ áóêâ,

12051 6 ÊÓÑÎÊ 6 12351.

Èòàê, åñòü òðè âàðèàíòà: 12051, 12301 è 12351. Èç íèõ ïîäõîäÿò òîëüêî ïåðâûé
è ïîñëåäíèé.

Ïóñòü Ï = 9. Àíàëîãè÷íûå îöåíêè ïîêàçûâàþò, ÷òî

13051 6 ÊÓÑÎÊ 6 14051.

Èìåþòñÿ 11 âàðèàíòîâ: 13051, 13201, 13251, 13401, 13451, 13501, 13601, 13651,
13801, 13851, 14051. Èç íèõ ïîäõîäÿò äâà: 13601 è 14051.
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Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì 4 âàðèàíòà: 84357 = 7 · 12051, 86457 = 7 · 12351,
95207 = 7 · 13601, 98357 = 7 · 14051.

Çàäà÷à 5.9.17. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2014.6.5) Íà êëåò÷àòîé äîñêå ðàçìåðîì 4×4 Ïåòÿ çàêðàøèâàåò íåñêîëü-
êî êëåòîê. Âàñÿ âûèãðàåò, åñëè ñìîæåò íàêðûòü âñå ýòè êëåòêè íå ïåðåñåêà-
þùèìèñÿ è íå âûëåçàþùèìè çà ãðàíèöó êâàäðàòà óãîëêàìè èç òð¼õ êëåòîê.
Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî êëåòîê äîëæåí çàêðàñèòü Ïåòÿ, ÷òîáû Âàñÿ íå
âûèãðàë?

Ðåøåíèå. Òàê êàê 16 íå äåëèòñÿ íà 3, òî âñþ äîñêó (16 êëåòîê) íåëüçÿ ïîêðûòü
íå ïåðåñåêàþùèìèñÿ è íå âûëåçàþùèìè çà ãðàíèöó êâàäðàòà óãîëêàìè èç òð¼õ
êëåòîê.

Ïîêàæåì, ÷òî ëþáûå 15 ïîêðàøåííûõ êëåòîê ìîæíî ïîêðûòü òàêèìè óãîë-
êàìè. Ðàçîáü¼ì êâàäðàò 4× 4 íà ÷åòûðå êâàäðàòà ðàçìåðîì 2× 2, òîãäà åäèí-
ñòâåííàÿ íå ïîêðàøåííàÿ êëåòêà ïîïàëà â êàêîé-òî îäèí èç íèõ. Ëþáûå òðè
ïîëíîñòüþ ïîêðàøåííûõ êâàäðàòà ìîæíî ïîêðûòü óãîëêàìè èç òð¼õ êëåòîê
(ðèñóíîê íèæå), à â ÷åòâ¼ðòîì êâàäðàòå ëþáûå òðè ïîêðàøåííûå êëåòêè âñå-
ãäà ìîæíî ïîêðûòü îäíèì óãîëêîì.

Çíà÷èò, Ïåòÿ äîëæåí çàêðàñèòü êàê ìèíèìóì 16 êëåòîê.

Çàäà÷à 5.9.18. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2013.6.6) Äëÿ èãðû â øëÿïó Íàäÿ õî÷åò ðàçðåçàòü ëèñò áóìàãè íà 48
îäèíàêîâûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ. Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî ðàçðåçîâ åé ïðè-
ä¼òñÿ ñäåëàòü, åñëè ëþáûå êóñêè áóìàãè ìîæíî ïåðåêëàäûâàòü, íî íåëüçÿ
ñãèáàòü, à Íàäÿ ñïîñîáíà ðåçàòü îäíîâðåìåííî ñêîëüêî óãîäíî ñëî¼â áóìàãè?
(Êàæäûé ðàçðåç � ïðÿìàÿ ëèíèÿ îò êðàÿ äî êðàÿ êóñêà.)

Ðåøåíèå. Ïðè êàæäîì ðàçðåçå êîëè÷åñòâî êóñêîâ áóìàãè ìîæåò óâåëè÷èòüñÿ
íå áîëåå ÷åì â äâà ðàçà. Çíà÷èò, çà ïÿòü ðàçðåçîâ ìîæíî ïîëó÷èòü íå áîëüøå,
÷åì 32 êóñêà, à ýòîãî íåäîñòàòî÷íî.

Øåñòè ðàçðåçîâ õâàòèò. Íàïðèìåð, ìîæíî ðàçðåçàòü ëèñò ïîïîëàì, ñîâìå-
ñòèòü äâà ïðÿìîóãîëüíûõ êóñêà è îïÿòü ðàçðåçàòü ïîïîëàì (ïîëó÷èòñÿ ÷åòûðå
ðàâíûõ ïðÿìîóãîëüíèêà). Ïðîäîëæàÿ ñîâìåùàòü ïîëó÷åííûå ÷àñòè è ðåçàòü
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èõ ïîïîëàì, ïîëó÷èì 16 ðàâíûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ ÷åòûðüìÿ ðàçðåçàìè. Çà-
òåì âñþ ñòîïêó äåëèì äâóìÿ ðàçðåçàìè íà òðè ðàâíûå ÷àñòè è ïîëó÷àåì 48
ðàâíûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ.

Çàäà÷à 5.9.19. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2015.6.6) Èç îäèíàêîâîãî êîëè÷åñòâà êâàäðàòîâ ñî ñòîðîíàìè 1, 2 è 3
ñîñòàâüòå êâàäðàò íàèìåíüøåãî âîçìîæíîãî ðàçìåðà.

Ðåøåíèå. Îöåíêà.Ïóñòü èñêîìûé êâàäðàò ñîñòàâëåí èç n êâàäðàòîâ êàæäîãî
âèäà. Òîãäà åãî ïëîùàäü ðàâíà

n · (12 + 22 + 32) = 14n = 2 · 7 · n.

Òàê êàê äëèíà ñòîðîíû èñêîìîãî êâàäðàòà äîëæíà áûòü öåëîé, òî ïîëó÷åííîå
÷èñëî äîëæíî ÿâëÿòüñÿ òî÷íûì êâàäðàòîì. Çíà÷èò, ÷èñëî n äîëæíî ñîäåð-
æàòü ìíîæèòåëè 2 è 7, òî åñòü n > 14.

Ïðèìåð. Íèæå ïðåäñòàâëåí ðèñóíîê, íà êîòîðîì èñïîëüçîâàíî ïî 14 êâàä-
ðàòîâ êàæäîãî âèäà.

Çàäà÷à 5.9.20. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2008.6.6) Íàéäèòå íàèáîëüøåå ÷èñëî öâåòîâ, â êîòîðûå ìîæíî ïîêðàñèòü
ð¼áðà êóáà (êàæäîå ðåáðî îäíèì öâåòîì) òàê, ÷òîáû äëÿ êàæäîé ïàðû öâåòîâ
íàøëèñü äâà ñîñåäíèõ ðåáðà, ïîêðàøåííûå â ýòè öâåòà. (Ñîñåäíèìè ñ÷èòàþòñÿ
ð¼áðà, èìåþùèå îáùóþ âåðøèíó.)

Ðåøåíèå. Åñòü íåñêîëüêî ñïîñîáîâ ðàñêðàñèòü ð¼áðà êóáà â øåñòü öâåòîâ ñ
ñîáëþäåíèåì óñëîâèÿ çàäà÷è. Íà ðèñóíêå ïðèâåä¼í îäèí èç íèõ.

Ïîêàæåì, ÷òî áîëüøå øåñòè öâåòîâ áûòü íå ìîæåò.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû ïîêðàñèëè ð¼áðà êóáà â ñåìü èëè áîëåå öâåòîâ. Ïî-
ñêîëüêó âñåãî ó êóáà 12 ð¼áåð, òî äîëæåí áûòü öâåò, íàïðèìåð, áåëûé, â êîòî-
ðûé ïîêðàøåíî òîëüêî îäíî ðåáðî. Äëÿ êàæäîãî ðåáðà êóáà åñòü ðîâíî ÷åòûðå
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ðåáðà, ñîñåäíèõ ñ íèì. Çíà÷èò, ñ áåëûì öâåòîì â ïàðå ìîæåò áûòü íå áîëü-
øå ÷åòûð¼õ öâåòîâ, à çíà÷èò, âñåãî ðàçëè÷íûõ öâåòîâ íå ìîæåò áûòü áîëüøå
ïÿòè. Ïðîòèâîðå÷èå.

Çàäà÷à 5.9.21. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2006.6.6) Âûñòóïàÿ íà àðåíå ñ 10 ëüâàìè è 15 òèãðàìè, äðåññèðîâùèê
Ïàøà ïîòåðÿë íàä íèìè êîíòðîëü, è çâåðè íà÷àëè ïîæèðàòü äðóã äðóãà. Ëåâ
íàñûòèòñÿ, åñëè ñúåñò òð¼õ òèãðîâ, à òèãð � åñëè ñúåñò äâóõ ëüâîâ. Îïðåäåëè-
òå, êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî õèùíèêîâ ìîãëî íàñûòèòñÿ è êàê ýòî ìîãëî
ïðîèçîéòè.

Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó íà àðåíå áûëî 10 ëüâîâ, íàñûòèòüñÿ ìîãëè íå áîëåå ÷åì
10 : 2 = 5 òèãðîâ. Àíàëîãè÷íî, ìîãëè íàåñòüñÿ íå áîëåå ÷åì 15 : 3 = 5 ëüâîâ.
Èòîãî, íå áîëåå 10 õèùíèêîâ. Íî òîãäà âñå æèâîòíûå îêàçàëèñü áû ñúåäåíû.
Òàêîãî áûòü íå ìîãëî: íà àðåíå äîëæåí áûë îñòàòüñÿ òîò, êòî åë ïîñëåäíèì.
Ñëåäîâàòåëüíî, êîëè÷åñòâî íàñûòèâøèõñÿ õèùíèêîâ íå ïðåâîñõîäèò 9.

Ïîêàæåì, êàê òàêîå ìîãëî ïðîèçîéòè. Ñíà÷àëà òðè òèãðà ñúåäàþò øåñòü
ëüâîâ. Çàòåì îñòàâøèåñÿ ÷åòûðå ëüâà ñúåäàþò 12 òèãðîâ (âêëþ÷àÿ òð¼õ íà-
ñûòèâøèõñÿ). Èòàê, íà àðåíå îñòàëèñü ÷åòâåðî ñûòûõ ëüâîâ è òðè ãîëîäíûõ
òèãðà. Äâà òèãðà ñúåäàþò ÷åòûð¼õ ëüâîâ. Òàêèì îáðàçîì, íàñûòèëèñü ÷åòûðå
ëüâà è ïÿòü òèãðîâ, òî åñòü äåâÿòü õèùíèêîâ.

Çàäà÷à 5.9.22. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2013.6.6) Òðèäöàòü òðè áî-
ãàòûðÿ íàíÿëèñü îõðàíÿòü Ëóêîìîðüå çà 240 ìîíåò. Õèòðûé äÿäüêà ×åðíîìîð
ìîæåò ðàçäåëèòü áîãàòûðåé íà îòðÿäû ïðîèçâîëüíîé ÷èñëåííîñòè (èëè çàïè-
ñàòü âñåõ â îäèí îòðÿä), à çàòåì ðàñïðåäåëèòü âñ¼ æàëîâàíüå ìåæäó îòðÿäàìè.
Êàæäûé îòðÿä äåëèò ñâîè ìîíåòû ïîðîâíó, à îñòàòîê îòäà¼ò ×åðíîìîðó. Êà-
êîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ìîíåò ìîæåò äîñòàòüñÿ ×åðíîìîðó, åñëè æàëîâà-
íüå ìåæäó îòðÿäàìè ×åðíîìîð ðàñïðåäåëÿåò: à) êàê åìó óãîäíî; á) ïîðîâíó?
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Ðåøåíèå. Ñ îòðÿäà â N áîãàòûðåé ×åðíîìîð ïîëó÷èò â ëó÷øåì ñëó÷àå N − 1
ìîíåòó, òàê êàê îñòàòîê ìåíüøå äåëèòåëÿ. Çíà÷èò, âñåãî îí ïîëó÷èò íå áîëåå
÷åì 33 − K ìîíåò, ãäå K � ÷èñëî îòðÿäîâ. Íî åñëè îòðÿä âñåãî îäèí, òî,
ïîñêîëüêó 240 = 33 · 7 + 9, ×åðíîìîðó äîñòàíåòñÿ ëèøü 9 ìîíåò. Çíà÷èò, 32
ìîíåòû ×åðíîìîðó ïîëó÷èòü íå óäàñòñÿ.

à) Ïîêàæåì, êàê ïîëó÷èòü 31 ìîíåòó. Íàïðèìåð, ×åðíîìîð äåëèò áîãàòûðåé
íà äâà îòðÿäà: â ïåðâîì � 32 áîãàòûðÿ, à âî âòîðîì � âñåãî îäèí. Îí ìîæåò
äàòü ïåðâîìó îòðÿäó 63 ìîíåòû (èç êîòîðûõ ïîëó÷èò 31), à îñòàëüíûå 177
ìîíåò îòäàòü åäèíñòâåííîìó áîãàòûðþ èç âòîðîãî îòðÿäà.

á) ×òîáû ïîëó÷èòü 31 ìîíåòó, ×åðíîìîð äîëæåí ðàçäåëèòü áîãàòûðåé íà äâà
îòðÿäà è âûäàòü êàæäîìó îòðÿäó ïî 120 ìîíåò. Ïðè ýòîì ñ îòðÿäà â N ÷åëîâåê
îí äîëæåí ïîëó÷èòü N−1 ìîíåòó. Ýòî çíà÷èò, ÷òî 121 äîëæíî äåëèòüñÿ íà N .
Îäíàêî 121 äåëèòñÿ òîëüêî íà 1, 11 è 121, à èç äâóõ òàêèõ ÷èñåë íåâîçìîæíî
ñëîæèòü 33. Ïîýòîìó 31 ìîíåòó ×åðíîìîðó ïîëó÷èòü íå óäàñòñÿ.

À âîò ïîëó÷èòü 30 ìîíåò ìîæíî. Îáðàçóåì, íàïðèìåð, îäèí îòðÿä èç 27 áî-
ãàòûðåé è äâà îòðÿäà ïî 3 áîãàòûðÿ. Êàæäûé îòðÿä ïîëó÷àåò ïî 80 ìîíåò,
è, ïîñêîëüêó 81 äåëèòñÿ íà ÷èñëåííîñòü êàæäîãî îòðÿäà, ¾îòêàò¿ ñîñòàâèò
26 + 2 + 2 = 30 ìîíåò.

Çàäà÷à 5.9.23. (Òóðíèð Àðõèìåäà � 2012.5) Â ìåøêå ëåæàò çîëîòûå ìîíåòû
� äóáëîíû, äóêàòû è ïèàñòðû, îäèíàêîâûå íà îùóïü. Åñëè èç ìåøêà âûíóòü
10 ìîíåò, òî ñðåäè íèõ îáÿçàòåëüíî îêàæåòñÿ õîòÿ áû îäèí äóáëîí; åñëè âû-
íóòü 9 ìîíåò, òî ñðåäè íèõ îáÿçàòåëüíî îêàæåòñÿ õîòÿ áû îäèí äóêàò; åñëè
æå âûíóòü 8 ìîíåò, òî ñðåäè íèõ îáÿçàòåëüíî îêàæåòñÿ õîòÿ áû îäèí ïèàñòð.
Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ìîíåò ìîãëî áûòü â ìåøêå?

Ðåøåíèå. Îöåíêà. Â ìåøêå íå áîëåå 9 äóêàòîâ è ïèàñòðîâ (âìåñòå âçÿòûõ),
èíà÷å ñðåäè âûáðàííûõ 10 ìîíåò ìîãëî íå îêàçàòüñÿ íè îäíîãî äóáëîíà.

Â ìåøêå íå áîëåå 8 äóáëîíîâ è ïèàñòðîâ (âìåñòå âçÿòûõ), èíà÷å ñðåäè âû-
áðàííûõ 9 ìîíåò ìîãëî íå îêàçàòüñÿ íè îäíîãî äóêàòà.

Â ìåøêå íå áîëåå 7 äóáëîíîâ è äóêàòîâ (âìåñòå âçÿòûõ), èíà÷å ñðåäè âûáðàí-
íûõ 8 ìîíåò ìîãëî íå îêàçàòüñÿ íè îäíîãî ïèàñòðà.

Èòîãî íå áîëåå 24 ìîíåò ïðè óñëîâèè, ÷òî ìû êàæäóþ ìîíåòó ñ÷èòàëè äâàæäû.
Ñëåäîâàòåëüíî, â ìåøêå íå áîëåå 12 çîëîòûõ ìîíåò.

Ïðèìåð. Â ìåøêå ìîãëî áûòü 3 äóáëîíà, 4 äóêàòà, 5 ïèàñòðîâ.

Çàìå÷àíèÿ. Ìîæíî ðåøèòü çàäà÷ó ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû íåðàâåíñòâ.

Îòìåòèì, ÷òî ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî ïîïàðíàÿ ñóììà ìîíåò ñòðîãî ðàâíà 9, 8
è 7 ñîîòâåòñòâåííî, íå ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâîì, ÷òî íåò äðóãèõ âàðèàíòîâ
ðåøåíèÿ çàäà÷è.
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Îòñóòñòâèå ïðèìåðà íå äîêàçûâàåò, ÷òî ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ìîíåò âîçìîæíî
â ðåàëüíîñòè.

Çàäà÷à 5.9.24. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2003.7.5) Â ÷åñòü ïðàçäíèêà
1% ñîëäàò â ïîëêó ïîëó÷èë íîâîå îáìóíäèðîâàíèå. Ñîëäàòû ðàññòàâëåíû â
âèäå ïðÿìîóãîëüíèêà òàê, ÷òî ñîëäàòû â íîâîì îáìóíäèðîâàíèè îêàçàëèñü
íå ìåíåå ÷åì â 30% êîëîíí è íå ìåíåå ÷åì â 40% øåðåíã. Êàêîå íàèìåíüøåå
÷èñëî ñîëäàò ìîãëî áûòü â ïîëêó?

Ðåøåíèå. Îöåíêà. Ïóñòü m � ÷èñëî êîëîíí, à n � ÷èñëî øåðåíã. Òîãäà â
ïîëêó mn ñîëäàò è 1/100mn ñîëäàò ïîëó÷èëè íîâîå îáìóíäèðîâàíèå. Ñîãëàñ-
íî óñëîâèþ, íå ìåíåå ÷åì â 40/100n øåðåíã åñòü õîòÿ áû ïî îäíîìó ñîëäàòó â
íîâîì îáìóíäèðîâàíèè, çíà÷èò, mn/100 > 40n/100. Îòñþäà m > 40.

Àíàëîãè÷íî mn/100 > 30m/100, îòêóäà n > 30. Çíà÷èò, â ïîëêó íå ìåíåå ÷åì
40 · 30 = 1200 ñîëäàò.

Ïðèìåð. Ïîñòðîèì 1200 ñîëäàò â âèäå ïðÿìîóãîëüíèêà 30 × 40 Ïîñòàâèì
ïî äèàãîíàëè 12 ñîëäàò â íîâîì îáìóíäèðîâàíèè (ðèñóíîê íèæå). ßñíî, ÷òî
ñîëäàòû â íîâîì îáìóíäèðîâàíèè ñòîÿò ðîâíî â 30% êîëîíí è â 40% øåðåíã.

Çàäà÷à 5.9.25. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2013.6.7) Â ïÿòü ãîðøî÷êîâ, ñòîÿùèõ â ðÿä, Êðîëèê íàëèë òðè êèëî-
ãðàììà ì¼äà (íå îáÿçàòåëüíî â êàæäûé è íå îáÿçàòåëüíî ïîðîâíó). Âèííè�Ïóõ
ìîæåò âçÿòü ëþáûå äâà ãîðøî÷êà, ñòîÿùèå ðÿäîì. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè-
÷åñòâî ì¼äà ñìîæåò ãàðàíòèðîâàííî ñúåñòü Âèííè�Ïóõ?

Ðåøåíèå. Îöåíêà. Ïóñòü Âèííè�Ïóõ íå ñìîæåò âçÿòü õîòÿ áû êèëîãðàìì
ì¼äà. Çíà÷èò, â ëþáîé ïàðå ãîðøî÷êîâ, ñòîÿùèõ ðÿäîì, ìåíüøå êèëîãðàì-
ìà ì¼äà. Ýòî ñïðàâåäëèâî êàê äëÿ äâóõ êðàéíèõ ãîðøî÷êîâ ñïðàâà, òàê è
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äëÿ äâóõ êðàéíèõ ãîðøî÷êîâ ñëåâà. Íî òîãäà â ñðåäíåì ãîðøî÷êå áîëüøå êè-
ëîãðàììà ì¼äà (èíà÷å âñåãî ì¼äà áûëî áû ìåíüøå, ÷åì 3 êã). Ïðîòèâîðå÷èå.
Òàêèì îáðàçîì, Âèííè�Ïóõ âñåãäà ñìîæåò âçÿòü íå ìåíüøå êèëîãðàììà ì¼äà.

Ïðèìåð. Åñëè â ïåðâîì, òðåòüåì è ïÿòîì ãîðøî÷êå � ïî 1 êã ì¼äà, à âòîðîé è
÷åòâ¼ðòûé ãîðøî÷êè ïóñòûå, òî áîëüøå êèëîãðàììà ì¼äà Âèííè�Ïóõ ñúåñòü
íå ñìîæåò.

Çàäà÷à 5.9.26. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2012.6.7) Ïÿòèçíà÷íîå ÷èñëî íàçûâàåòñÿ íåðàçëîæèìûì, åñëè îíî íå
ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå äâóõ òð¼õçíà÷íûõ ÷èñåë. Êàêîå íàèáîëüøåå
êîëè÷åñòâî íåðàçëîæèìûõ ïÿòèçíà÷íûõ ÷èñåë ìîæåò èäòè ïîäðÿä?

Ðåøåíèå. Ñàìîå ìàëåíüêîå ÷èñëî, ïðåäñòàâèìîå â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ
òð¼õçíà÷íûõ ÷èñåë, ýòî 100 · 100 = 10000. Ñëåäóþùåå òàêîå ÷èñëî:

100 · 101 = 10100,

ïîýòîìó ÷èñëà 10001, 10002, . . . , 10099 � íåðàçëîæèìûå. Òàêèì îáðàçîì, óêà-
çàíî 99 èäóùèõ ïîäðÿä íåðàçëîæèìûõ ïÿòèçíà÷íûõ ÷èñåë.

Áîëüøå 99 íåðàçëîæèìûõ ÷èñåë èäòè ïîäðÿä íå ìîæåò: êàæäîå ñîòîå ïÿòè-
çíà÷íîå ÷èñëî îêàí÷èâàåòñÿ íà äâà íóëÿ, çíà÷èò, åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â
âèäå ïðîèçâåäåíèÿ òð¼õçíà÷íîãî ÷èñëà íà 100.

Çàäà÷à 5.9.27. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2002.6.7) Êàæäîå èç 50 èçäåëèé íóæíî ñíà÷àëà ïîêðàñèòü, à ïîòîì
óïàêîâàòü. Âðåìÿ îêðàñêè � 10 ìèíóò, óïàêîâêè � 20 ìèíóò. Ïîñëå îêðàñêè
äåòàëü äîëæíà 5 ìèíóò ñîõíóòü. Ñêîëüêî íåîáõîäèìî íàíÿòü ìàëÿðîâ è ñêîëü-
êî óïàêîâùèêîâ, ÷òîáû âûïîëíèòü ðàáîòó â êðàò÷àéøåå âðåìÿ, åñëè íåëüçÿ
íàíèìàòü áîëåå 10 ÷åëîâåê?

Ðåøåíèå. Íåîáõîäèìî íàíÿòü òð¼õ ìàëÿðîâ è øåñòåðûõ óïàêîâùèêîâ. Ïðè
ýòîì ðàáîòó ìîæíî âûïîëíèòü çà 195 ìèíóò (ýòî ëåãêî ïîêàçàòü).

Åñëè ìàëÿðîâ ìåíüøå òð¼õ, òî âðåìåíè íà îêðàñêó òðàòèòñÿ íå ìåíåå 250
ìèíóò; à åñëè óïàêîâùèêîâ ìåíüøå øåñòè, òî âðåìåíè íà óïàêîâêó òðàòèòñÿ
íå ìåíåå 200 ìèíóò. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè óïàêîâùèêîâ èëè ìàëÿðîâ
áóäåò íà îäíîãî áîëüøå, òî âûèãðûøà âî âðåìåíè ìû íå ïîëó÷èì.

Çàäà÷à 5.9.28. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2017.6.8;7.8) Â êàæäîé êëåòêå äîñêè ðàçìåðîì 5× 5 ñòîèò êðåñòèê èëè
íîëèê, ïðè÷¼ì íèêàêèå òðè êðåñòèêà íå ñòîÿò ïîäðÿä íè ïî ãîðèçîíòàëè, íè ïî
âåðòèêàëè, íè ïî äèàãîíàëè. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî êðåñòèêîâ ìîæåò
áûòü íà äîñêå?
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Ðåøåíèå. Ïðèìåð. Ðàññòàíîâêà 16 êðåñòèêîâ â ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâèåì ïðè-
âåäåíà íà ðèñóíêå ñëåâà.

Îöåíêà. Ðàçîáü¼ì äîñêó íà öåíòðàëüíóþ êëåòêó è 8 ïðÿìîóãîëüíèêîâ ðàç-
ìåðîì 3× 1 (ðèñóíîê ñïðàâà). Â êàæäîì ïðÿìîóãîëüíèêå äîëæåí ñòîÿòü õîòÿ
áû îäèí íîëèê. Ñëåäîâàòåëüíî, íîëèêîâ íà äîñêå íå ìåíåå âîñüìè. Åñëè è
â öåíòðàëüíîé êëåòêå ñòîèò íîëèê, òî êðåñòèêîâ íå áîëüøå, ÷åì 16, è çàäà-
÷à ðåøåíà. Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà â öåíòðàëüíîé êëåòêå ñòîèò
êðåñòèê.

Ïåðâûé ñïîñîá. Ðàññìîòðèì âñå êëåòêè áîëüøèõ äèàãîíàëåé (ðèñóíîê íè-
æå).

Êàæäàÿ ïàðà ñîñåäíèõ çàêðàøåííûõ êëåòîê âìåñòå ñ öåíòðàëüíîé êëåòêîé
îáðàçóåò òðîéêó, â êîòîðîé äîëæåí ñòîÿòü õîòÿ áû îäèí íîëèê. Çíà÷èò, â
âîñüìè çàêðàøåííûõ êëåòêàõ ñòîÿò õîòÿ áû ÷åòûðå íîëèêà. Ñëåäîâàòåëüíî, â
êàæäîì èç ïðÿìîóãîëüíèêîâ ðàçìåðîì 3× 1, ðàñïîëîæåííûõ íà êðàþ äîñêè,
äîëæíî ñòîÿòü õîòÿ áû ïî îäíîìó íîëèêó. Èòîãî, óæå íå ìåíüøå, ÷åì 8 íî-
ëèêîâ. Íî åñëè â îñòàëüíûõ êëåòêàõ ñòîÿò êðåñòèêè, òî òðè êðåñòèêà ¾â ðÿä¿
îáðàçóþò êðåñòèêè, ñîñåäíèå ñ öåíòðàëüíûì ïî ãîðèçîíòàëè è ïî âåðòèêàëè,
÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ. Çíà÷èò, íîëèêîâ íå ìåíüøå äåâÿòè.

Âòîðîé ñïîñîá. Ðàññìîòðèì 8 ïàð êëåòîê, âûäåëåííûõ íà ðèñóíêå ñëåâà. Â
îäíîé èç êëåòîê êàæäîé ïàðû äîëæåí ñòîÿòü õîòÿ áû îäèí íîëèê, ïîýòîìó
íîëèêîâ íå ìåíüøå âîñüìè.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â êàæäîé âûäåëåííîé ïàðå êëåòîê ðîâíî îäèí íîëèê è âíå
ýòèõ ïàð íîëèêîâ íåò. Òîãäà â îñòàëüíûõ êëåòêàõ ñòîÿò êðåñòèêè (ðèñóíîê â
öåíòðå). Ðàññìîòðèì ÷åòûðå òðîéêè êëåòîê, âûäåëåííûå íà ýòîì ðèñóíêå. Â
êàæäîé èç íèõ óæå ñòîèò ïî äâà êðåñòèêà, çíà÷èò, ìåæäó íèìè ñòîÿò íîëèêè.
Ñíîâà ðàññìîòðèì ÷åòûðå èç âîñüìè ðàíåå âûäåëåííûõ ïàð êëåòîê (ðèñóíîê
ñïðàâà). Ìû óæå âûÿñíèëè, ÷òî â êàæäîé ïàðå ðîâíî îäíà êëåòêà ñ íîëèêîì,
çíà÷èò, â äðóãîé êëåòêå � êðåñòèê. Åñëè ïîñòàâèòü ýòè êðåñòèêè, òî â öåí-
òðå äîñêè îêàæóòñÿ òðîéêè êðåñòèêîâ, èäóùèõ ïîäðÿä. Ñëåäîâàòåëüíî, è ýòà
ðàññòàíîâêà íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ.

Çàäà÷à 5.9.29. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2016.6.9) Â ìàãàçèíå ïðîäàþò êîðîáêè êîíôåò. Ñðåäè íèõ åñòü íå ìåíåå
ïÿòè êîðîáîê ðàçíîé öåíû (íèêàêèå äâå èç íèõ íå ñòîÿò îäèíàêîâî). Êàêèå
áû äâå êîðîáêè íè êóïèë Âàñÿ, Ïåòÿ âñåãäà ñìîæåò òàêæå êóïèòü äâå êîðîá-
êè, ïîòðàòèâ ñòîëüêî æå äåíåã. Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî êîðîáîê êîíôåò
äîëæíî áûòü â ïðîäàæå?

Ðåøåíèå. Ïóñòü êîðîáêè êîíôåò ðàçëîæåíû â ñîîòâåòñòâèè ñ èõ ñòîèìîñòüþ:
ñàìûå äåø¼âûå ëåæàò íà íèæíåé ïîëêå, ñëåäóþùèå ïî öåíå � íà âòîðîé ïîëêå
è òàê äàëåå äî ñàìûõ äîðîãèõ, ëåæàùèõ íà âåðõíåé ïîëêå.

Åñëè Âàñÿ êóïèë ïî îäíîé êîðîáêå ñ äâóõ íèæíèõ ïîëîê, òî Ïåòÿ âûíóæäåí
êóïèòü òàêèå æå êîðîáêè, çíà÷èò, íà êàæäîé èç ýòèõ ïîëîê äîëæíî áûòü êàê
ìèíèìóì ïî äâå êîðîáêè. Åñëè æå Âàñÿ êóïèë äâå êîðîáêè ñ íèæíåé ïîëêè,
òî Ïåòÿ äîëæåí áóäåò êóïèòü òàêèå æå, òî åñòü íà íèæíåé ïîëêå äîëæíî áûòü
ïî êðàéíåé ìåðå ÷åòûðå êîðîáêè.

Àíàëîãè÷íûìè ðàññóæäåíèÿìè äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî íà âåðõíåé ïîëêå äîëæíî
áûòü íå ìåíåå ÷åòûð¼õ êîðîáîê, à íà âòîðîé ïîëêå ñâåðõó � íå ìåíåå äâóõ.
Òàê êàê ïîëîê íå ìåíåå ïÿòè, òî â ïðîäàæå äîëæíî áûòü íå ìåíåå ÷åì

4 + 2 + 1 + 2 + 4 = 13

êîðîáîê.

Ïîêàæåì, ÷òî òàêîãî êîëè÷åñòâà êîðîáîê õâàòèò. Ïóñòü â ìàãàçèíå ÷åòûðå
êîðîáêè ïî 10 ðóáëåé çà êàæäóþ, äâå êîðîáêè � ïî 20 ðóáëåé, îäíà � çà 30,
äâå � çà 40 è ÷åòûðå � çà 50. Íåêîòîðûå âîçìîæíûå ïîêóïêè Âàñè è îòâåòíûå
ïîêóïêè Ïåòè ñîîòâåòñòâóþò ñòîëáèêàì òàáëèöû.

Âàñÿ 10 + 30 20 + 20 20 + 30 30 + 40 40 + 40 30 + 50
Ïåòÿ 20 + 20 10 + 30 10 + 40 20 + 50 30 + 50 40 + 40

Åñëè æå Âàñÿ êóïèë íàáîð, íå óêàçàííûé â òàáëèöå, òî Ïåòÿ ìîæåò êóïèòü
òî÷íî òàêîé æå.
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Çàäà÷à 5.9.30. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2012.6.9) Ïëàí äâîðöà øàõà � ýòî êâàäðàò ðàçìåðîì 6 × 6, ðàçáèòûé
íà êîìíàòû ðàçìåðîì 1× 1. Â ñåðåäèíå êàæäîé ñòåíû ìåæäó êîìíàòàìè åñòü
äâåðü. Øàõ ñêàçàë ñâîåìó àðõèòåêòîðó: ¾Cëîìàé ÷àñòü ñòåí òàê, ÷òîáû âñå
êîìíàòû ñòàëè ðàçìåðîì 2 × 1, íîâûõ äâåðåé íå ïîÿâèëîñü, à ïóòü ìåæäó
ëþáûìè äâóìÿ êîìíàòàìè ïðîõîäèë íå áîëåå, ÷åì ÷åðåç N äâåðåé¿. Êàêîå
íàèìåíüøåå çíà÷åíèå N äîëæåí íàçâàòü øàõ, ÷òîáû ïðèêàç ìîæíî áûëî âû-
ïîëíèòü?

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ìàðøðóò èç ëåâîãî íèæíåãî óãëà äâîðöà
â ïðàâûé âåðõíèé. Òàê êàê íàäî ¾ïîäíÿòüñÿ¿ íà 5 ãîðèçîíòàëåé è ¾ñìåñòèòüñÿ
âïðàâî¿ íà 5 âåðòèêàëåé, òî ïðèä¼òñÿ ïðîéòè, êàê ìèíèìóì, ÷åðåç 10 äâåðåé,
ïîñåòèâ ïðè ýòîì íå ìåíüøå, ÷åì 11 êîìíàò (âêëþ÷àÿ íà÷àëüíóþ è êîíå÷íóþ).

Îäèííàäöàòü êîìíàò ðàçìåðîì 1 × 1 íå ìîãëè ïðåâðàòèòüñÿ â 5 êîìíàò ðàç-
ìåðîì 2×1. Ñëåäîâàòåëüíî, òîò æå ìàðøðóò â ïåðåñòðîåííîì äâîðöå äîëæåí
ïðîõîäèòü, êàê ìèíèìóì ÷åðåç 6 êîìíàò, à çíà÷èò, íå ìåíåå ÷åì ÷åðåç 5 äâåðåé.

Òàêàÿ ïåðåñòðîéêà äâîðöà äåéñòâèòåëüíî âîçìîæíà (ðèñóíîê íèæå).

Â ýòîì ñëó÷àå äåéñòâèòåëüíî ìîæíî ïîïàñòü èç êàæäîé êîìíàòû â ëþáóþ
äðóãóþ, ïðîéäÿ íå áîëåå ÷åì ÷åðåç 5 äâåðåé. Îáîçíà÷èì öåíòðàëüíûå êîìíà-
òû öèôðîé 0, ñâÿçàííûå ñ íèìè äâåðüþ � öèôðîé 1, à ñâÿçàííûå äâåðüþ ñ
êîìíàòàìè ¾òèïà¿ 1 � öèôðîé 2. Ïîñêîëüêó îêàçàëèñü îáîçíà÷åíû âñå êîì-
íàòû, òî èç êàæäîé êîìíàòû ìîæíî ïîïàñòü â îäíó èç öåíòðàëüíûõ, ïðîéäÿ
íå áîëåå äâóõ äâåðåé. Çíà÷èò, èç êàæäîé êîìíàòû ìîæíî ïîïàñòü â ëþáóþ
äðóãóþ, ïîñòðîèâ ìàðøðóò ÷åðåç öåíòðàëüíûå êîìíàòû è ïðîéäÿ òåì ñàìûì
íå áîëåå ÷åì ÷åðåç 5 äâåðåé (ïÿòàÿ äâåðü ïîòðåáóåòñÿ â ñëó÷àå, åñëè ïðèä¼òñÿ
ïåðåéòè èç îäíîé öåíòðàëüíîé êîìíàòû â äðóãóþ).

Çàìå÷àíèÿ. Ñóùåñòâóþò è äðóãèå ïðèìåðû.

Çàäà÷à 5.9.31. (Òóðíèð Àðõèìåäà � 2014.6) Íåçíàéêà ïåðåñòàâèë öèôðû â
íåêîòîðîì ÷èñëå A è ïîëó÷èë ÷èñëî B. Çàòåì îí âû÷èñëèë ðàçíîñòü A−B è
ïîëó÷èë ïðè ýòîì ÷èñëî, çàïèñàííîå ñ ïîìîùüþ îäíèõ åäèíèö (äðóãèå öèôðû
íå èñïîëüçîâàëèñü). Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî ìîãëî ó íåãî ïîëó÷èòüñÿ?

Ðåøåíèå. Ó ÷èñåë ñ îäèíàêîâîé ñóììîé öèôð îäèíàêîâûå îñòàòêè ïðè äå-
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ëåíèè íà 9. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàçíîñòü äâóõ ÷èñåë, ïîëó÷àåìûõ äðóã èç äðóãà
ïåðåñòàíîâêîé öèôð êðàòíà 9. Çíà÷èò, ÷èñëî A−B ñîäåðæèò íå ìåíåå äåâÿòè
åäèíèö. Ïðèìåð: 987654320− 876543209 = 111111111.

Çàäà÷à 5.9.32. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2005.7.6) Íà îñòðîâå Íåâå-
çåíèÿ ñ íàñåëåíèåì 96 ÷åëîâåê ïðàâèòåëüñòâî ðåøèëî ïðîâåñòè ïÿòü ðåôîðì.
Êàæäîé ðåôîðìîé íåäîâîëüíà ðîâíî ïîëîâèíà âñåõ ãðàæäàí. Ãðàæäàíèí âû-
õîäèò íà ìèòèíã, åñëè îí íåäîâîëåí áîëåå ÷åì ïîëîâèíîé âñåõ ðåôîðì. Êàêîå
ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ëþäåé ïðàâèòåëüñòâî ìîæåò îæèäàòü íà ìèòèíãå? (Ïðè-
âåäèòå ïðèìåð è äîêàæèòå, ÷òî áîëüøå íåëüçÿ.)

Ðåøåíèå. Ïóñòü x � ÷èñëî ëþäåé, âûøåäøèõ íà ìèòèíã. Ðàññìîòðèì îáùåå
÷èñëî ¾íåäîâîëüñòâ¿. Ñ îäíîé ñòîðîíû, êàæäîé ðåôîðìîé íåäîâîëüíû ðîâíî
48 æèòåëåé, à çíà÷èò, îáùåå ÷èñëî íåäîâîëüñòâ ðàâíî 48 · 5 = 240. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, êàæäûé âûøåäøèé íà ìèòèíã íåäîâîëåí õîòÿ áû òðåìÿ ðåôîðìàìè.
Ñëåäîâàòåëüíî, îáùåå ÷èñëî íåäîâîëüñòâ íå ìåíüøå 3x. Òàêèì îáðàçîì, 240 >
3x, îòêóäà x 6 80.

Ïðèâåä¼ì ïðèìåð, êîãäà íà ïëîùàäü âûéäåò ðîâíî 80 ÷åëîâåê. Âûáåðåì ñðåäè
æèòåëåé îñòðîâà 80 ÷åëîâåê è ðàçîáü¼ì èõ íà ïÿòü ãðóïï ïî 16 ÷åëîâåê (îñòàâ-
øèåñÿ 16 ÷åëîâåê ñîñòàâëÿþò ïðàâèòåëüñòâî). Ïóñòü ïðîòèâ ïåðâîé ðåôîðìû
âîçðàæàþò ëþäè èç ïåðâûõ òð¼õ ãðóïï, ïðîòèâ âòîðîé � ëþäè èç âòîðîé,
òðåòüåé è ÷åòâ¼ðòîé ãðóïï, ïðîòèâ òðåòüåé � ëþäè èç òðåòüåé, ÷åòâ¼ðòîé è
ïÿòîé ãðóïï, ïðîòèâ ÷åòâ¼ðòîé � ëþäè èç ÷åòâ¼ðòîé, ïÿòîé è ïåðâîé ãðóïï, à
ïðîòèâ ïÿòîé � ëþäè èç ïÿòîé, ïåðâîé è âòîðîé ãðóïï. Òîãäà ïðîòèâ êàæäîé
ðåôîðìû âîçðàæàþò ðîâíî 3·16 = 48 ÷åëîâåê, è íà ìèòèíã âûéäóò âûáðàííûå
80 ÷åëîâåê.

Çàäà÷à 5.9.33. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2008.7.6) Âàñÿ ïîñòîÿë íåêî-
òîðîå âðåìÿ íà îñòàíîâêå. Çà ýòî âðåìÿ ïðîåõàë îäèí àâòîáóñ è äâà òðàìâàÿ.
×åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ íà ýòó æå îñòàíîâêó ïðèø¼ë Øïèîí. Ïîêà îí òàì
ñèäåë, ïðîåõàëî 10 àâòîáóñîâ. Êàêîå ìèíèìàëüíîå ÷èñëî òðàìâàåâ ìîãëî ïðî-
åõàòü çà ýòî âðåìÿ? È àâòîáóñû, è òðàìâàè õîäÿò ñ ðàâíûìè èíòåðâàëàìè,
ïðè÷¼ì àâòîáóñû õîäÿò ñ èíòåðâàëîì 1 ÷àñ.

Ðåøåíèå. Ïðèâåä¼ì ñíà÷àëà ïðèìåð, êîãäà çà âðåìÿ íàáëþäåíèé Øïèîíà
ïðîåõàëî ÷åòûðå òðàìâàÿ: ïóñòü àâòîáóñû õîäÿò â 9:00, 10:00, . . . , à òðàì-
âàè õîäÿò ñ èíòåðâàëîì 1 ÷àñ 58 ìèíóò � â 10:01, 11:59, 13:57, 15:55, 17:53,
19:51, 21:49, . . . Òîãäà Âàñÿ ìîã ñòîÿòü ñ 10:01 äî 11:59, à Øïèîí íàáëþäàòü ñ
12:00 äî 21:00.

Îöåíêà. Âàñÿ ñòîÿë íà îñòàíîâêå ìåíåå äâóõ ÷àñîâ (òàê êàê ïðîø¼ë òîëüêî
îäèí àâòîáóñ). Çíà÷èò, èíòåðâàë äâèæåíèÿ òðàìâàÿ ìåíüøå äâóõ ÷àñîâ.
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Øïèîí íàáëþäàë íå ìåíåå 9 ÷àñîâ. Çíà÷èò, ïîñëå ïîÿâëåíèÿ ïåðâîãî òðàìâàÿ
ïðîøëî áîëüøå 7 ÷àñîâ, çà êîòîðûå ïðîåõàëè åù¼ íå ìåíåå òð¼õ òðàìâàåâ.
Ñëåäîâàòåëüíî, Øïèîí óâèäåë ïî êðàéíåé ìåðå ÷åòûðå òðàìâàÿ.

Çàäà÷à 5.9.34. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2012.7.6) Ïîáåäèâ Êîùåÿ,
ïîòðåáîâàë Èâàí çîëîòà, ÷òîáû âûêóïèòü Âàñèëèñó ó ðàçáîéíèêîâ. Ïðèâ¼ë
åãî Êîùåé â ïåùåðó è ñêàçàë:

¾Â ñóíäóêå ëåæàò çîëîòûå ñëèòêè. Íî ïðîñòî òàê èõ óíåñòè íåëüçÿ: îíè çà-
êîëäîâàíû. Ïåðåëîæè ñåáå â ñóìó îäèí èëè íåñêîëüêî. Ïîòîì ÿ ïåðåëîæó èç
ñóìû â ñóíäóê îäèí èëè íåñêîëüêî, íî îáÿçàòåëüíî äðóãîå ÷èñëî. Òàê ìû áó-
äåì ïî î÷åðåäè ïåðåêëàäûâàòü èõ: òû â ñóìó, ÿ â ñóíäóê, êàæäûé ðàç íîâîå
÷èñëî. Êîãäà íîâîå ïåðåêëàäûâàíèå ñòàíåò íåâîçìîæíûì, ñìîæåøü óíåñòè
ñâîþ ñóìó ñî ñëèòêàìè¿.

Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî ñëèòêîâ ìîæåò óíåñòè Èâàí, êàê áû íè äåéñòâîâàë
Êîùåé, åñëè â ñóíäóêå èñõîäíî ëåæèò à) 13; á) 14 çîëîòûõ ñëèòêîâ? Êàê åìó
ýòî ñäåëàòü?

Ðåøåíèå. Èâàí áóäåò äåéñòâîâàòü òàê, ÷òî êàæäûé ðàç õîä Êàùåÿ áóäåò åäèí-
ñòâåííûì: âñå îñòàëüíûå ÷èñëà ëèáî âñòðå÷àëèñü íà ïðåäûäóùèõ õîäàõ, ëèáî
ñëèøêîì âåëèêè � ó Èâàíà â ýòîò ìîìåíò íåò òàêîãî êîëè÷åñòâà ñëèòêîâ.
Áóäåì çàïèñûâàòü õîäû èãðû ñëåäóþùèì îáðàçîì: êîëè÷åñòâî ïåðåëîæåííûõ
ñëèòêîâ (÷èñëî ñëèòêîâ ó Èâàíà ïîñëå õîäà).

à) 2(2), 1(1), 3(4), 4(0), 6(6), 5(1), 7(8), 8(0), 10(10), 9(1), 11(12), 12(0), 13(13).
Âñå âîçìîæíûå õîäû ñäåëàíû, ó Èâàíà âñå 13 ñëèòêîâ, çíà÷èò, èõ îí ìîæåò
çàáðàòü.

á) Áóäåì äåéñòâîâàòü òàê æå, êàê â ïðåäûäóùåì ïóíêòå. Ïîñëå õîäà ¾13(13)¿
íå ñäåëàí òîëüêî õîä 14, íî îí íåâîçìîæåí, ïîýòîìó Èâàí ìîæåò óíåñòè 13
ñëèòêîâ.

Äîêàæåì, ÷òî 14 ñëèòêîâ Èâàí óíåñòè íå ìîæåò. Äîïóñòèì, â êàêîé-òî ìî-
ìåíò â ñóìêå îêàçàëîñü 14 ñëèòêîâ. Çíà÷èò, â ñóíäóêå ñëèòêîâ íåò, òî åñòü
ïîñëåäíèì õîäèë Èâàí. Íî òîãäà âñåãî ñäåëàíî íå÷¼òíîå ÷èñëî õîäîâ, è ïî-
ýòîìó êàêîå-òî èç ÷èñåë îò 1 äî 14 íå âñòðåòèëîñü. Êîùåé ìîæåò ñäåëàòü õîä
ñ ýòèì ÷èñëîì, çíà÷èò, óíîñèòü ñëèòêè ïîêà íåëüçÿ.

Çàäà÷à 5.9.35. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2010.7.6) Ëåãêî ðàçìåñòèòü
êîìïëåêò êîðàáëåé äëÿ èãðû â ¾Ìîðñêîé áîé¿ íà äîñêå 10× 10 (íà ðèñóíêå).
À íà êàêîé íàèìåíüøåé êâàäðàòíîé äîñêå ìîæíî ðàçìåñòèòü ýòîò êîìïëåêò?
(Íàïîìíèì, ÷òî ñîãëàñíî ïðàâèëàì êîðàáëè íå äîëæíû ñîïðèêàñàòüñÿ äàæå
óãëàìè.)
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Ðåøåíèå. Ïðèìåð ðàññòàíîâêè êîðàáëåé íà äîñêå 7× 7 èçîáðàæåí íà ðèñóíêå
íèæå. Îñòà¼òñÿ äîêàçàòü, ÷òî íà äîñêå 6× 6 êîðàáëè ðàññòàâèòü íåëüçÿ.

Ïåðâûé ñïîñîá. Áóäåì ñ÷èòàòü íå êëåòêè, à óçëû äîñêè, çàíèìàåìûå êî-
ðàáëÿìè. Êîðàáëü 1 × 4 çàíèìàåò 2 · 5 = 10 óçëîâ, êîðàáëü 1 × 3 çàíèìàåò 8
óçëîâ, êîðàáëü 1× 2 � 6 óçëîâ, êîðàáëü 1× 1 � 4 óçëà; ïðè÷¼ì ïî ïðàâèëàì
ðàññòàíîâêè îäèí óçåë íå ìîæåò ïðèíàäëåæàòü áîëåå ÷åì îäíîìó êîðàáëþ.
Çíà÷èò, âñå êîðàáëè çàíèìàþò

10 + 2 · 8 + 3 · 6 + 4 · 4 = 60

óçëîâ, è âûñòàâèòü èõ âñå íà äîñêó ñ ìåíüøèì ÷èñëîì óçëîâ íåâîçìîæíî. Íî
âñåãî íà äîñêå 6× 6 èìååòñÿ ëèøü (6 + 1)2 = 49 < 60 óçëîâ.

Òó æå èäåþ ìîæíî îôîðìèòü èíà÷å. À èìåííî, çàêëþ÷èì êàæäûé êîðàáëü â
ïðÿìîóãîëüíèê, óâåëè÷èâ åãî íà ïîëêëåòêè â êàæäóþ ñòîðîíó. Òàêèå ïðÿìî-
óãîëüíèêè íå ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ è çàíèìàþò âñåãî 10+ 2 · 8+ 3 · 6+ 4 · 4 = 60
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êëåòîê. À åñëè áû âñå êîðàáëè ìîæíî áûëî ðàçìåñòèòü íà äîñêå 6× 6, òî âñå
ñîîòâåòñòâóþùèå ïðÿìîóãîëüíèêè ðàñïîëàãàëèñü áû íà äîñêå 7 × 7, íà êîòî-
ðîé èìååòñÿ ëèøü 49 < 60 êëåòîê. (Îòìåòèì, ÷òî êàæäàÿ êëåòêà ýòîé íîâîé
äîñêè ñîäåðæèò ðîâíî îäèí óçåë ñòàðîé � ïîýòîìó âû÷èñëåíèå è ïîëó÷àåòñÿ
òî÷íî òàêèì æå, êàê â äîêàçàòåëüñòâå âûøå.)

Âòîðîé ñïîñîá. Ðàçðåæåì äîñêó 6× 6 íà 9 êâàäðàòîâ 2× 2. Êàæäûé òàêîé
êâàäðàò ïðè ðàññòàíîâêå ïî ïðàâèëàì ìîæåò ñîäåðæàòü êëåòêè òîëüêî îäíîãî
êîðàáëÿ. Íî âñåãî êîðàáëåé 10, ïîýòîìó èõ íà òàêîé äîñêå ðàçìåñòèòü íåëüçÿ.
(Îòìåòèì, ÷òî ýòî ðàññóæäåíèå äîêàçûâàåò, ÷òî íà äîñêó 6×6 âñå 10 êîðàáëåé
íåëüçÿ áûëî áû ïîñòàâèòü, äàæå åñëè âñå îíè èìåëè áû ðàçìåðû 1× 1.)

Çàäà÷à 5.9.36. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2013.7.6) Ëèñà Àëèñà è êîò
Áàçèëèî âûðàñòèëè íà äåðåâå 20 ôàëüøèâûõ êóïþð è òåïåðü âïèñûâàþò â
íèõ ñåìèçíà÷íûå íîìåðà. Íà êàæäîé êóïþðå åñòü 7 ïóñòûõ êëåòîê äëÿ öèôð.
Áàçèëèî íàçûâàåò ïî îäíîé öèôðå: ¾1¿ èëè ¾2¿ (äðóãèõ îí íå çíàåò), à Àëèñà
âïèñûâàåò íàçâàííóþ öèôðó â ëþáóþ ñâîáîäíóþ êëåòêó ëþáîé êóïþðû è ïî-
êàçûâàåò ðåçóëüòàò Áàçèëèî. Êîãäà âñå êëåòêè çàïîëíåíû, Áàçèëèî áåð¼ò ñåáå
êàê ìîæíî áîëüøå êóïþð ñ ðàçíûìè íîìåðàìè (èç íåñêîëüêèõ ñ îäèíàêîâûì
íîìåðîì îí áåð¼ò ëèøü îäíó), à îñòàòîê çàáèðàåò Àëèñà. Êàêîå íàèáîëüøåå
êîëè÷åñòâî êóïþð ìîæåò ïîëó÷èòü Áàçèëèî, êàê áû íè äåéñòâîâàëà Àëèñà?

Ðåøåíèå. Äâå êóïþðû Áàçèëèî âñåãäà ìîæåò ïîëó÷èòü: îí çíàåò ìåñòî, êóäà
äîëæíà áûòü âïèñàíà ñàìàÿ ïîñëåäíÿÿ öèôðà, è íàçûâàåò å¼ òàê, ÷òîáû îíà
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îòëè÷àëàñü îò öèôðû íà òàêîì æå ìåñòå ó êàêîé-íèáóäü äðóãîé êóïþðû. Òîãäà
ó ýòèõ äâóõ êóïþð íîìåðà áóäóò ðàçíûå, è êîò ñìîæåò èõ âçÿòü.

Ïîêàæåì, êàê Àëèñà ìîæåò äîáèòüñÿ, ÷òîáû ðàçíûõ íîìåðîâ áûëî íå áîëü-
øå äâóõ. Îíà ðàñïîëàãàåò êóïþðû îäíó íàä äðóãîé, ÷òîáû êëåòêè äëÿ öèôð
îáðàçîâàëè òàáëèöó.

Êîãäà êîò íàçûâàåò åäèíèöó, Àëèñà âïèñûâàåò å¼ â ñàìûé ëåâûé ñòîëáåö, ãäå
åñòü ñâîáîäíàÿ êëåòêà (â ëþáóþ èç êëåòîê), à êîãäà êîò íàçûâàåò äâîéêó � â
ñàìûé ïðàâûé.

Åñëè â êàêîé-òî ñòîëáåö íà÷àëè ïîïàäàòü è åäèíèöû, è äâîéêè, òî âñå îñòàëü-
íûå ñòîëáöû óæå çàïîëíåíû: ñëåâà � åäèíèöàìè, ñïðàâà � äâîéêàìè. Çíà÷èò,
áóäåò ìàêñèìóì îäèí ñòîëáåö, êóäà ïîïàäóò è åäèíèöû, è äâîéêè. Ïîýòîìó
åñëè íîìåðà è îòëè÷àþòñÿ, òî òîëüêî öèôðîé â ýòîì ñòîëáöå. Íî òàê êàê öèôð
òîëüêî äâå, òî è ðàçíûõ íîìåðîâ íå áîëüøå äâóõ.

Çàäà÷à 5.9.37. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2014.7.9) Íà îêðóæíîñòè îòìå÷åíû 2014 òî÷åê. Â îäíîé èç íèõ ñèäèò
êóçíå÷èê, êîòîðûé äåëàåò ïðûæêè ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå ëèáî íà 57 äåëåíèé, ëè-
áî íà 10. Èçâåñòíî, ÷òî îí ïîñåòèë âñå îòìå÷åííûå òî÷êè, ñäåëàâ íàèìåíüøåå
êîëè÷åñòâî ïðûæêîâ äëèíû 10. Êàêîå?

Ðåøåíèå. Ïîéì¼ì, â êàêèå òî÷êè êóçíå÷èê ñìîæåò ïîïàñòü, åñëè áóäåò äâè-
ãàòüñÿ òîëüêî ïðûæêàìè äëèíû 57. Ïóñòü èçíà÷àëüíî îí íàõîäèòñÿ â íåêîòî-
ðîé òî÷êå A è ïðûãàåò ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå.
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Ïîñêîëüêó 2014 = 35 · 57 + 19, òî ïîñëåäíåé òî÷êîé, â êîòîðóþ îí ïîïàä¼ò
ïåðåä òåì, êàê ïåðåïðûãíóòü ÷åðåç A, áóäåò òî÷êà B, îòñòîÿùàÿ îò A íà 19
äåëåíèé (ðèñóíîê).

Òåïåðü ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî êóçíå÷èê ïðûãàåò ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå (ïðûæ-
êàìè äëèíû 57), íà÷èíàÿ ñ òî÷êè B, òî åñòü ïîñëåäíÿÿ òî÷êà, â êîòîðóþ îí
ïîïàä¼ò ïåðåä òåì, êàê ïåðåïðûãíóòü ÷åðåç B, áóäåò òî÷êà C, îòñòîÿùàÿ îò
B íà 19 äåëåíèé. Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî, ïîëó÷èì, ÷òî êóçíå÷èê áóäåò ïîïà-
äàòü âî âñå òî÷êè, îòñòîÿùèå îò A íà êîëè÷åñòâî äåëåíèé, êðàòíîå 19 (÷èñëî
57 òàêæå äåëèòñÿ íà 19, ïîýòîìó â ÷àñòü òî÷åê îí ïîïàä¼ò ðàíüøå). Ïîñêîëüêó
2014 äåëèòñÿ íà 19, òî â êàêîé-òî ìîìåíò îí ïîïàä¼ò â òî÷êó A, ïîñëå ÷åãî
ïðîöåññ çàöèêëèòñÿ.

Èòàê, äâèãàÿñü òîëüêî ïðûæêàìè äëèíû 57, êóçíå÷èê ñìîæåò ïîïàñòü â òå è
òîëüêî â òå òî÷êè, êîòîðûå îòñòîÿò îò ñòàðòîâîé íà ÷èñëî äåëåíèé, êðàòíîå
19.

Ïðîíóìåðóåì âñå òî÷êè ÷èñëàìè îò 1 äî 2014 ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå. Òîãäà, åñëè
íîìåð ñòàðòîâîé òî÷êè äà¼ò îñòàòîê d îò äåëåíèÿ íà 19, òî ïðûæêàìè äëèíû
57 êóçíå÷èê ñìîæåò ïîáûâàòü âî âñåõ òî÷êàõ ñ íîìåðàìè, äàþùèìè òîò æå
îñòàòîê d (è òîëüêî â íèõ).

×òîáû ïîïàñòü â òî÷êè ñ íîìåðàìè, äàþùèìè èíîé îñòàòîê, íàäî ñäåëàòü
ïðûæîê äëèíû 10. Òàê êàê ñóùåñòâóåò ðîâíî 19 îñòàòêîâ îò äåëåíèÿ íà 19,
òî íåîáõîäèìî ñäåëàòü íå ìåíåå âîñåìíàäöàòè ïðûæêîâ äëèíû 10.

Ïîêàæåì, ÷òî âîñåìíàäöàòè ïðûæêîâ äëèíû 10 õâàòèò. Îáîçíà÷èì ÷åðåç (N)
ãðóïïó ÷èñåë îò 1 äî 2014, äàþùèõ ïðè äåëåíèè íà 19 îñòàòîê N . Êóçíå÷èê
ìîæåò îáõîäèòü ãðóïïû, ïåðåñêàêèâàÿ ñ îäíîé íà äðóãóþ ïðûæêàìè äëèíû
10 ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(0)→ (10)→ (1)→ (11)→ (2)→ (12)→ (3)→ (13)→ (4)→ (14)→ (5)→

→ (15)→ (6)→ (16)→ (7)→ (17)→ (8)→ (18)→ (9).

Çàìå÷àíèÿ. Ïóñòü íà îêðóæíîñòè îòìå÷åíû x òî÷åê, à êóçíå÷èê ïðûãàåò
ïðûæêàìè äëèíû y. Òîãäà îí ñìîæåò ïîáûâàòü â òåõ è òîëüêî â òåõ òî÷êàõ,
êîòîðûå îòñòîÿò îò ñòàðòîâîé íà ÷èñëî, êðàòíîå d = ÍÎÄ(x, y). Äîêàçàòü ýòî
ìîæíî ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Îáîçíà÷èì ñòàðòîâóþ òî÷êó ÷åðåç A. Êðîìå òîãî, îêðàñèì âñå òî÷êè, êîòîðûå
îòñòîÿò îò A íà ÷èñëî, êðàòíîå d. Òàêèõ òî÷åê áóäåò x : d = u.

Ïóñòü êóçíå÷èê ïîïàë â êëåòêó A âòîðè÷íî, ñäåëàâ ïî ïóòè èç A â A ðîâíî k
ïðûæêîâ. Òîãäà îí ïðåîäîëåë ïóòü yk, êîòîðûé êðàòåí x. Çíà÷èò, k äåëèòñÿ
íà u. ßñíî, ÷òî çà ýòî ¾âðåìÿ¿ êóçíå÷èê íå ìîã äâàæäû ¾ïîñåòèòü¿ îäíó
òî÷êó. Ñëåäîâàòåëüíî, k = u, à êóçíå÷èê ïî ïóòè èç A â A ïîáûâàë âî âñåõ
îêðàøåííûõ òî÷êàõ, îòëè÷íûõ îò A, ïî îäíîìó ðàçó.
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Ãëàâà 6

Øàõìàòíûå äîñêè è ôèãóðû

2 Îáîéäèòå õîäîì øàõìàòíîãî êîíÿ. . .

Çàäà÷à 6.2.3. (Ëåíèíãðàäñêèå ìàòåìàòè÷åñêèå êðóæêè � 6.003) Äîñêà èìååò
ôîðìó êðåñòà, êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ, åñëè èç êâàäðàòíîé äîñêè 4× 4 âûêèíóòü
óãëîâûå êëåòêè. Ìîæíî ëè îáîéòè å¼ õîäîì øàõìàòíîãî êîíÿ è âåðíóòüñÿ íà
èñõîäíîå ïîëå, ïîáûâàâ íà âñåõ ïîëÿõ ðîâíî ïî ðàçó?

Ðåøåíèå. Çàíóìåðóåì ïîëÿ äîñêè (ðèñóíîê ñëåâà) è íàðèñóåì ãðàô (ðèñóíîê
â öåíòðå), ãäå âåðøèíû ñîîòâåòñòâóþò ïîëÿì, à ðåáðî ïðîâîäèòñÿ, åñëè ñîîò-
âåòñòâóþùèå ïîëÿ îòñòîÿò íà õîä êîíÿ. Íà ãðàôå ëåãêî ïîñòðîèòü òðåáóåìûé
îáõîä (æèðíàÿ ëèíèÿ). Íà ðèñóíêå ñïðàâà ïîëÿ çàíóìåðîâàíû óæå â ïîðÿäêå
îáõîäà.

Çàìå÷àíèÿ. Ïðèâåä¼ííûé ìàðøðóò îáõîäà, êîíå÷íî, íå åäèíñòâåííûé.

Çàäà÷à 6.2.4. (Ëåíèíãðàäñêèå ìàòåìàòè÷åñêèå êðóæêè � 2.003) Ìîæåò ëè
êîíü ïðîéòè ñ ïîëÿ a1 íà ïîëå h8, ïîáûâàâ ïî äîðîãå íà êàæäîì èç îñòàëüíûõ
ïîëåé ðîâíî îäèí ðàç?

Ïîäñêàçêà. Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî øàõìàòíûé êîíü õîäèò ñ áåëîé êëåòêè íà
÷¼ðíóþ, à ñ ÷¼ðíîé � íà áåëóþ.

Ðåøåíèå. ×òîáû îáîéòè âñå êëåòêè øàõìàòíîé äîñêè, íàäî ñäåëàòü 63 õîäà.
Êëåòêà a1 � ÷¼ðíàÿ. Ïîýòîìó ïîñëå êàæäîãî íå÷¼òíîãî õîäà (â òîì ÷èñëå
ïîñëå 63-ãî) êîíü íàõîäèòñÿ íà áåëîé êëåòêå. À êëåòêà h8 � ÷¼ðíàÿ. Çíà÷èò,
óêàçàííûì îáðàçîì êîíü ïðîéòè íå ìîæåò.

Çàäà÷à 6.2.5. (Ìîñêîâñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà � 1959.8.5) Äîêàçàòü,
÷òî øàõìàòíóþ äîñêó ðàçìåðîì 4× 4 íåëüçÿ îáîéòè õîäîì øàõìàòíîãî êîíÿ,
ïîáûâàâ íà êàæäîì ïîëå ðîâíî îäèí ðàç.
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Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî â äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûå óãëîâûå êëåòêè õî-
äîì êîíÿ ìîæíî ïîïàñòü òîëüêî èç äâóõ êëåòîê. Ïîýòîìó, åñëè îáõîä è ñóùå-
ñòâóåò, òî íà÷àëüíîé è êîíå÷íîé êëåòêîé òàêîãî îáõîäà äîëæíû áûòü ñîñåäíèå
ïî ñòîðîíå óãëîâûå êëåòêè, ïðè÷¼ì òðåòüèìè ñ íà÷àëà è ñ êîíöà ïóòè äîëæíû
áûòü îñòàâøèåñÿ óãëîâûå êëåòêè, äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûå íà÷àëó è
êîíöó ñîîòâåòñòâåííî.

Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî, íà÷àâ èç ëþáîé êëåòêè âíóòðåííåãî êâàäðàòèêà 2 × 2,
íåëüçÿ îêàçàòüñÿ â ñîñåäíåé ñ íåé êëåòêå òîãî æå êâàäðàòèêà, ïîáûâàâ âî âñåõ
êëåòêàõ äîñêè, êðîìå óãëîâûõ è êëåòîê âíóòðåííåãî êâàäðàòèêà. À çíà÷èò,
èñêîìîãî îáõîäà íå ñóùåñòâóåò.

3 Îöåíêà + ïðèìåð íà øàõìàòíîé äîñêå

Çàäà÷à 6.3.4. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàññîâ
� 2002.7.5) Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ëàäåé ìîæåò ñòîÿòü íà øàõìàòíîé
äîñêå, åñëè ïîëîâèíà èç íèõ áåëûå, ïîëîâèíà � ÷¼ðíûå, è ïðè ýòîì íèêàêàÿ
áåëàÿ ëàäüÿ íå áü¼ò íèêàêóþ ÷¼ðíóþ?

Ðåøåíèå. Ìîæíî ðàññòàâèòü 16 áåëûõ ëàäåé â ïåðâûå ÷åòûðå âåðòèêàëè è
íèæíèå ÷åòûðå ãîðèçîíòàëè, à 16 ÷¼ðíûõ � â ïîñëåäíèå ÷åòûðå âåðòèêàëè è
âåðõíèå ÷åòûðå ãîðèçîíòàëè.

Îöåíêà äîêàçûâàåòñÿ, íàïðèìåð, òàê: ïîñ÷èòàåì ÷èñëî ãîðèçîíòàëåé è âåð-
òèêàëåé, êîòîðûå çàíèìàþò áåëûå ëàäüè. Åñëè èõ (â ñóììå) íå áîëüøå 8, òî
ëàäåé íå áîëüøå 16 (1× 7, 2× 6, 3× 5, 4× 4). À åñëè áîëüøå, òî ÷¼ðíûå ëàäüè
çàíèìàþò ìåíüøå ãîðèçîíòàëåé è âåðòèêàëåé.

Çàäà÷à 6.3.5. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàññîâ
� 2012.7.9) Êëåòêè äîñêè ðàçìåðîì 5 × 5 ðàñêðàøåíû â øàõìàòíîì ïîðÿäêå
(óãëîâûå êëåòêè � ÷¼ðíûå). Ïî ÷¼ðíûì êëåòêàì ýòîé äîñêè äâèãàåòñÿ ôèãó-
ðà � ìèíè�ñëîí, îñòàâëÿÿ ñëåä íà êàæäîé êëåòêå, ãäå îí ïîáûâàë, è áîëüøå
â ýòó êëåòêó íå âîçâðàùàÿñü. Ìèíè�ñëîí ìîæåò õîäèòü ëèáî â ñâîáîäíûå îò
ñëåäîâ ñîñåäíèå (ïî äèàãîíàëè) êëåòêè, ëèáî ïðûãàòü (òàêæå ïî äèàãîíàëè)
÷åðåç îäíó êëåòêó, â êîòîðîé îñòàâëåí ñëåä, íà ñâîáîäíóþ êëåòêó çà íåé. Êà-
êîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî êëåòîê ñìîæåò ïîñåòèòü ìèíè�ñëîí?

Ðåøåíèå. Ïðèâåä¼ì âíà÷àëå ïðèìåð ìàðøðóòà ìèíè�ñëîíà, êîòîðûé îáåñïå-
÷èò ïîñåùåíèå èì äâåíàäöàòè êëåòîê (íà ðèñóíêå ÷èñëà îò 1 äî 12 ïîêàçûâàþò
ïîðÿäîê îáõîäà êëåòîê).

Äîêàæåì, ÷òî âñå ÷¼ðíûå êëåòêè ìèíè�ñëîí îáîéòè íå ñìîæåò. Ðàññìîòðèì
÷åòûðå óãëîâûå êëåòêè. Âûéòè èç òàêîé êëåòêè ìèíè�ñëîí ìîæåò ëèáî â ñî-
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ñåäíþþ êëåòêó, ëèáî â öåíòðàëüíóþ. Â ñîñåäíþþ êëåòêó èç óãëîâîé îí ìîæåò
ïîéòè òîëüêî ïåðâûì õîäîì.

Äåéñòâèòåëüíî, ïîïàñòü â óãëîâóþ êëåòêó ìîæíî ëèáî èç ñîñåäíåé, ëèáî èç
öåíòðàëüíîé, ïåðåïðûãíóâ ÷åðåç óæå ïðîéäåííóþ ñîñåäíþþ. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ,
ñíîâà ïîéòè â ñîñåäíþþ êëåòêó ìèíè�ñëîí íå ñìîæåò. Â öåíòðàëüíóþ êëåòêó
èç óãëîâîé ìèíè�ñëîí ìîæåò ïîéòè òàêæå íå áîëåå îäíîãî ðàçà. Òàêèì îáðà-
çîì, ìèíè�ñëîí ïîêèíåò óãëîâûå êëåòêè íå áîëåå äâóõ ðàç, çíà÷èò, îí ïîñåòèò
íå áîëåå òð¼õ óãëîâûõ êëåòîê.

Çàäà÷à 6.3.6. (Êðóæîê ÂÌØ 57 øêîëû � 2002.7.2) à) Êàêîå ìàêñèìàëüíîå
êîëè÷åñòâî ñëîíîâ ìîæíî ðàññòàâèòü íà äîñêå 1000× 1000 òàê, ÷òîáû îíè íå
áèëè äðóã äðóãà? á) Êàêîå ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî êîíåé ìîæíî ðàññòàâèòü
íà äîñêå 8× 8 òàê, ÷òîáû îíè íå áèëè äðóã äðóãà?

Ðåøåíèå. à) Ïîñêîëüêó íà îäíîé äèàãîíàëè íå ìîæåò ñòîÿòü áîëüøå îäíîãî
ñëîíà, à âñåãî äèàãîíàëåé, èäóùèõ ñíèçó ñëåâà íàïðàâî ââåðõ, ðîâíî 1999,
ïðè÷¼ì íà äâóõ êðàéíèõ (ñîñòîÿùèõ èç îäíîé êëåòêè) ìîæåò ñòîÿòü íå áîëüøå
îäíîãî ñëîíà (îíè ðàñïîëîæåíû íà îäíîé ïåðïåíäèêóëÿðíîé äèàãîíàëè), òî
íà äîñêó íåëüçÿ ïîñòàâèòü áîëüøå 1998 íå áüþùèõ äðóã äðóãà ñëîíîâ.

Ýòî ÷èñëî äîñòèãàåòñÿ: íàïðèìåð, ìîæíî ïîñòàâèòü 1000 ñëîíîâ íà âåðõíèé
ðÿä äîñêè è 998 ñëîíîâ � íà íèæíèé ðÿä, êðîìå óãëîâûõ êëåòîê.

á) Íà âñå áåëûå êëåòêè ìîæíî ïîñòàâèòü 32 êîíÿ. Ðàçîáü¼ì äîñêó íà 8 ïðÿ-
ìîóãîëüíèêîâ 4× 2, à êàæäûé èç íèõ � íà ÷åòûðå ïàðû êëåòîê, ñîåäèí¼ííûõ
õîäîì êîíÿ. Âñåãî ïîëó÷èëîñü 32 ïàðû, è â êàæäîé èç íèõ ìîæåò ñòîÿòü íå
áîëåå îäíîãî êîíÿ.

Çàäà÷à 6.3.7. (Òóðãîð. Âåñåííèé òóð. Òðåíèðîâî÷íûé âàðèàíò � 2007.9.3)
Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî ëàäåé íóæíî ïîñòàâèòü íà øàõìàòíóþ äîñêó 8× 8,
÷òîáû âñå áåëûå êëåòêè áûëè ïîä áîåì ýòèõ ëàäåé? (Ïîä áîåì ëàäüè ñ÷èòàþòñÿ
âñå êëåòêè ñòðîêè è ñòîëáöà, â êîòîðûõ íàõîäèòñÿ ëàäüÿ.)

Ðåøåíèå. Äîñòàòî÷íî ïîñòàâèòü ÷åòûðå ëàäüè íà ïîëÿ a1, c3, e5 è g7.

Íàõîäÿñü íà áåëîé êëåòêå, ëàäüÿ áü¼ò 7 áåëûõ êëåòîê, à íàõîäÿñü íà ÷¼ðíîé
êëåòêå, � 8. Ïîýòîìó òð¼õ ëàäåé íåäîñòàòî÷íî.
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Çàìå÷àíèÿ. Çàíóìåðóåì âåðòèêàëè (êàê è ãîðèçîíòàëè) ñëåâà íàïðàâî öèô-
ðàìè îò 1 äî 8. Ó áåëûõ êëåòîê ðîâíî îäíà èç ¾êîîðäèíàò¿ íå÷¼òíà. Ëàäüè
íà êëåòêàõ (1, 1), (3, 3), (5, 5), (7, 7) áüþò âñå òàêèå êëåòêè.

Çàäà÷à 6.3.8. (Òóðãîð. Âåñåííèé òóð. Òðåíèðîâî÷íûé âàðèàíò � 2007.9.1)
Êëåòêè äîñêè 9×9 ðàñêðàñèëè â øàõìàòíîì ïîðÿäêå â ÷¼ðíûé è áåëûé öâåòà
(óãëîâûå êëåòêè áåëûå). Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî ëàäåé íóæíî ïîñòàâèòü íà
ýòó äîñêó, ÷òîáû âñå áåëûå êëåòêè îêàçàëèñü ïîä áîåì ýòèõ ëàäåé? (Ïîä áîåì
ëàäüè ñ÷èòàþòñÿ âñå êëåòêè ñòðîêè è ñòîëáöà, â êîòîðûõ íàõîäèòñÿ ëàäüÿ.)

Ðåøåíèå. Äîñòàòî÷íî ïîñòàâèòü ïÿòü ëàäåé íà ïîëÿ, óêàçàííûå íà ðèñóíêå.

Íàõîäÿñü íà áåëîé êëåòêå, ëàäüÿ áü¼ò 7 èëè 9 áåëûõ êëåòîê, à íàõîäÿñü íà
÷¼ðíîé êëåòêå � 9. Âñåãî áåëûõ êëåòîê 41, ïîýòîìó ÷åòûð¼õ ëàäåé íåäîñòà-
òî÷íî.

Çàìå÷àíèÿ. Çàíóìåðóåì âåðòèêàëè è ãîðèçîíòàëè öèôðàìè îò 1 äî 9. Ó áåëûõ
êëåòîê îáå ¾êîîðäèíàòû¿ îäíîé ÷¼òíîñòè, òî åñòü îíà íàõîäèòñÿ ëèáî â íå÷¼ò-
íîì ñòîëáöå, ëèáî â ÷¼òíîé ñòðîêå. Ëàäüè ñòàâèì òàê, ÷òîáû îíè çàêðûëè âñå
íå÷¼òíûå ñòîëáöû è âñå ÷¼òíûå ñòðîêè.

Çàäà÷à 6.3.9. (Ìóíèöèïàëüíûé ýòàï Âñåðîññèéñêîé îëèìïèàäû øêîëüíèêîâ
(Ìîñêâà) � 2011.9.6) Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî êëåòîê ìîæíî îòìåòèòü
íà øàõìàòíîé äîñêå òàê, ÷òîáû ñ êàæäîé èç íèõ íà ëþáóþ äðóãóþ îòìå÷åííóþ
êëåòêó ìîæíî áûëî ïðîéòè ðîâíî äâóìÿ õîäàìè øàõìàòíîãî êîíÿ?

Ðåøåíèå. Ïóñòü êîíü íàõîäèòñÿ íà êëåòêå êàêîãî-òî öâåòà, òîãäà ÷åðåç äâà
õîäà îí îêàæåòñÿ íà êëåòêå òîãî æå öâåòà. Çíà÷èò, îòìå÷åíû äîëæíû áûòü
êëåòêè îäíîãî öâåòà (ïóñòü ÷¼ðíîãî). Ðàçîáü¼ì âñå ÷¼ðíûå êëåòêè äîñêè íà
âîñåìü ÷åòûð¼õêëåòî÷íûõ ôèãóð äâóõ âèäîâ (ïîëîñàòàÿ è ñåðàÿ), èçîáðàæ¼í-
íûõ íà ðèñóíêå.
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Ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ êëåòêàìè êàæäîé òàêîé ôèãóðû � íå ìåíåå ÷åòûð¼õ
õîäîâ êîíÿ. Ïîýòîìó êàæäàÿ èç ýòèõ ôèãóð ìîæåò ñîäåðæàòü íå áîëåå îäíîé
îòìå÷åííîé êëåòêè. Ñëåäîâàòåëüíî, îòìå÷åíî íå áîëåå âîñüìè êëåòîê. Ïðèìåð
äëÿ âîñüìè îòìå÷åííûõ êëåòîê ïîêàçàí íà ðèñóíêå íèæå.

Çàäà÷à 6.3.10. (Òóðãîð. Îñåííèé òóð. Îñíîâíîé âàðèàíò � 2001.8-9.5) Ñà-
øà âûñòàâëÿåò íà ïóñòóþ øàõìàòíóþ äîñêó ëàäüè: ïåðâóþ � êóäà çàõî÷åò, à
êàæäóþ ñëåäóþùóþ ñòàâèò òàê, ÷òîáû îíà ïîáèëà íå÷¼òíîå ÷èñëî ðàíåå âû-
ñòàâëåííûõ ëàäåé. Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî ëàäåé îí ñìîæåò òàê âûñòàâèòü?

Ðåøåíèå. Ïîêàæåì, êàê ìîæíî ïîñòàâèòü 63 ëàäüè. Ñíà÷àëà ïîñòàâèì ëàäüè
íà êëåòêè a1, a8 è h8. Çàòåì çàïîëíèì ïåðâóþ ãîðèçîíòàëü (îò b1 äî g1)
è ïîñëåäíþþ âåðòèêàëü (îò h8 äî h2), êðîìå êëåòêè h1. Çàòåì çàïîëíÿåì
âåðòèêàëè: ñíà÷àëà ñàìóþ ëåâóþ îò a2 äî a7, ïîòîì ñëåäóþùóþ îò b2 äî b8 è
ò. ä.

Ïîñòàâèòü 64 ëàäüè íåâîçìîæíî. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñëå òîãî êàê çàïîëíåíû
òðè óãëîâûå êëåòêè äîñêè, ìû íå èìååì ïðàâà ïîñòàâèòü ëàäüþ â ÷åòâ¼ðòûé
óãîë (òàê êàê îòòóäà îíà, íåçàâèñèìî îò ðàñïîëîæåíèÿ äðóãèõ ëàäåé, áóäåò
áèòü ðîâíî äâå èç íèõ).
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4 Ðàçíîáîé íà øàõìàòíîé äîñêå

Çàäà÷à 6.4.1. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2002.6.2) Ïîñòàâüòå 5 ôèøåê íà äîñêó ðàçìåðîì 8 × 8, ÷òîáû ëþáîé
ñîñòîÿùèé èç äåâÿòè êëåòîê êâàäðàò ñîäåðæàë â òî÷íîñòè îäíó ôèøêó.

Ðåøåíèå. Óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ çàäà÷è ðàññòàíîâêà ïîêàçàíà íà ðèñóí-
êå íèæå.

Çàäà÷à 6.4.2. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1998.6.6) Ðàññòàâüòå íà øàõ-
ìàòíîé äîñêå 32 êîíÿ òàê, ÷òîáû êàæäûé èç íèõ áèë ðîâíî äâóõ äðóãèõ.

Ïîäñêàçêà. Â êâàäðàòå 3 × 3 ìîæíî îáîéòè õîäîì êîíÿ âñå êëåòêè, êðîìå
öåíòðàëüíîé, è âåðíóòüñÿ â èñõîäíóþ êëåòêó.

Ðåøåíèå. Åñëè â êâàäðàòå 3 × 3 ïîñòàâèòü êîíåé íà âñå êëåòêè, êðîìå öåí-
òðàëüíîé, òî êàæäûé êîíü áóäåò áèòü ðîâíî äâóõ äðóãèõ. Òåïåðü ðàñïîëîæèì
÷åòûðå òàêèõ ¾êàðå¿ íà äîñêå ïîäàëüøå äðóã îò äðóãà � òàê ÷òîáû êîíè èç
ðàçíûõ êàðå íå áèëè äðóã äðóãà, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå íèæå.

Çàäà÷à 6.4.3. (Òóðãîð. Âåñåííèé òóð. Òðåíèðîâî÷íûé âàðèàíò � 1998.8;9.2)
Øàõìàòíûé êîðîëü îáîø¼ë âñþ äîñêó 8 × 8, ïîáûâàâ íà êàæäîé êëåòêå ïî
îäíîìó ðàçó, âåðíóâøèñü ïîñëåäíèì õîäîì â èñõîäíóþ êëåòêó. Äîêàæèòå, ÷òî
îí ñäåëàë ÷¼òíîå ÷èñëî äèàãîíàëüíûõ õîäîâ.
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Ðåøåíèå. Ïðè êàæäîì íåäèàãîíàëüíîì õîäå ìåíÿåòñÿ öâåò ïîëÿ, íà êîòîðîì
ñòîèò êîðîëü, à ïðè äèàãîíàëüíîì � íå ìåíÿåòñÿ. Ïîñêîëüêó êîðîëü îáîø¼ë
âñþ äîñêó è âåðíóëñÿ îáðàòíî, òî öâåò ïîëÿ ìåíÿëñÿ ñ áåëîãî íà ÷¼ðíûé ñòîëü-
êî æå ðàç, ñêîëüêî ñ ÷¼ðíîãî íà áåëûé. Çíà÷èò, íåäèàãîíàëüíûõ õîäîâ êîðîëü
ñäåëàë ÷¼òíîå ÷èñëî. ×èñëî äèàãîíàëüíûõ õîäîâ ðàâíî 64 ìèíóñ ÷èñëî íåäèà-
ãîíàëüíûõ õîäîâ � òîæå ÷¼òíîå ÷èñëî.

Çàäà÷à 6.4.4. (Òóðíèð èì. Ëîìîíîñîâà � 1990.13) Äàí êóá 4 × 4 × 4. Ðàñ-
ñòàâüòå â í¼ì 16 ëàäåé òàê, ÷òîáû îíè íå áèëè äðóã äðóãà.

Ðåøåíèå. Ââåä¼ì ñèñòåìó êîîðäèíàò ñ îñÿìè, íàïðàâëåííûìè âäîëü ð¼áåð
êóáà òàê, ÷òîáû êàæäàÿ êëåòêà èìåëà êîîðäèíàòàìè òðîéêó (x, y, z) ÷èñåë îò
0 äî 3, è ïîñòàâèì ëàäüè â êëåòêè, ñóììà êîîðäèíàò êîòîðûõ äåëèòñÿ íà 4.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êàêèå-òî äâå ëàäüè áüþò äðóã äðóãà. Çíà÷èò, äâå èõ êîîð-
äèíàòû (ñêàæåì, x è y) ñîâïàäàþò, à òðåòüè � ðàçëè÷íû (îáîçíà÷èì èõ z1 è
z2). Ñóììû x + y + z1 è x + y + z2, à çíà÷èò, è èõ ðàçíîñòü z1 − z2, êðàòíû
4. Íî ýòî íåâîçìîæíî, òàê êàê z1 è z2 � ðàçëè÷íûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà,
ìåíüøèå 4.

Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî â êàæäîì âåðòèêàëüíîì ñòîëáèêå íàõîäèòñÿ ïî ëàäüå,
òî åñòü ÷òî ìû ïîñòàâèëè 16 ëàäåé. Äåéñòâèòåëüíî, êàæäûé òàêîé ñòîëáèê
îïðåäåëÿåòñÿ ñâîåé ïàðîé êîîðäèíàò x è y. Êîîðäèíàòà z äëÿ ëàäüè â ýòîì
ñòîëáèêå îäíîçíà÷íî çàäà¼òñÿ óñëîâèåì x + y + z ≡ 0 (mod 4). Òðåáóåìîå
ðàñïîëîæåíèå ëàäåé ïðèâåäåíî ÿâíî íà ðèñóíêå íèæå.

Çàäà÷à 6.4.5. (Òóðíèð èì. Ëîìîíîñîâà � 1991.14) Íà øàõìàòíîé äîñêå 4×4
ðàñïîëîæåíà ôèãóðà � ¾ëåòó÷àÿ ëàäüÿ¿, êîòîðàÿ õîäèò òàê æå, êàê îáû÷íàÿ
ëàäüÿ, íî íå ìîæåò çà îäèí õîä ñòàòü íà ïîëå, ñîñåäíåå ñ ïðåäûäóùèì. Ìîæåò
ëè îíà çà 16 õîäîâ îáîéòè âñþ äîñêó, ñòàíîâÿñü íà êàæäîå ïîëå ïî ðàçó, è
âåðíóòüñÿ íà èñõîäíîå ïîëå?

Ðåøåíèå. Ïåðâûé ñïîñîá. Çàìåòèì, ÷òî åñëè áû ëàäüÿ áûëà ¾õðîìîé¿, òî
åñòü ìîãëà áû õîäèòü òîëüêî íà ñîñåäíåå ïîëå, òî òðåáîâàëîñü áû íàðèñîâàòü
íà äîñêå 4 × 4 çàìêíóòûé ìàðøðóò, ÷òî íåñëîæíî. Òåïåðü ïåðåñòàâèì ãîðè-
çîíòàëè äîñêè â ïîðÿäêå 2− 4− 1− 3, çàòåì òàê æå ïåðåñòàâèì âåðòèêàëè, è
ìàðøðóò ¾õðîìîé¿ ëàäüè ïðåâðàòèòñÿ â ìàðøðóò ¾ëåòó÷åé¿.
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Âòîðîé ñïîñîá. Íà ðèñóíêå ïîëÿ äîñêè ïðîíóìåðîâàíû â ïîðÿäêå, â êîòîðîì
¾ëåòó÷àÿ ëàäüÿ¿ ìîæåò îáîéòè èõ, ñîáëþäàÿ óñëîâèÿ çàäà÷è.

Çàäà÷à 6.4.6. (Ìîñêîâñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà � 1992.8.2) Ìîæåò ëè
âî âðåìÿ øàõìàòíîé ïàðòèè íà êàæäîé èç 30 äèàãîíàëåé îêàçàòüñÿ íå÷¼òíîå
÷èñëî ôèãóð?

Ðåøåíèå. Äîïóñòèì, â êàêîé-òî ìîìåíò âîçíèêëà îïèñàííàÿ ñèòóàöèÿ. Ðàñ-
ñìîòðèì êîëè÷åñòâî ôèãóð, ñòîÿùèõ íà ÷¼ðíûõ êëåòêàõ. Ñ îäíîé ñòîðîíû,
ýòî ÷èñëî ðàâíî ñóììå êîëè÷åñòâ ôèãóð íà äèàãîíàëÿõ, ïàðàëëåëüíûõ äèàãî-
íàëè a1 − h8, òî åñòü íå÷¼òíîìó ÷èñëó. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îíî ðàâíî ñóììå
êîëè÷åñòâ ôèãóð â äèàãîíàëÿõ, ïàðàëëåëüíûõ äèàãîíàëè a8−h1, òî åñòü ÷¼ò-
íîìó ÷èñëó. Ñëåäîâàòåëüíî, îïèñàííàÿ â óñëîâèè ñèòóàöèÿ íåâîçìîæíà.

Çàäà÷à 6.4.7. (Òóðãîð. Îñåííèé òóð. Îñíîâíîé âàðèàíò � 2008.8;9.1) Íà øàõ-
ìàòíîé äîñêå 100× 100 ðàññòàâëåíî 100 íå áüþùèõ äðóã äðóãà ôåðçåé. Äîêà-
æèòå, ÷òî â êàæäîì óãëîâîì êâàäðàòå 50× 50 íàõîäèòñÿ õîòÿ áû îäèí ôåðçü.

Ðåøåíèå. Ïóñòü â ëåâîì âåðõíåì êâàäðàòå 50 × 50 ôåðçåé íåò. Òîãäà âñå 50
ôåðçåé íà 50 âåðõíèõ ãîðèçîíòàëÿõ íàõîäÿòñÿ â ïðàâîì âåðõíåì êâàäðàòå
50× 50, à âñå 50 ôåðçåé íà 50 ëåâûõ âåðòèêàëÿõ � â ëåâîì íèæíåì êâàäðàòå.
Íî îáà ýòèõ êâàäðàòà ïîêðûâàþòñÿ 99 äèàãîíàëÿìè, ïîýòîìó ôåðçåé òàì íå
áîëüøå 99. Ïðîòèâîðå÷èå.

Çàäà÷à 6.4.8. (Ìîñêîâñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ðåãàòà � 2013.11.3.3)Íà øàõìàò-
íóþ äîñêó ïîñòàâëåíû 11 êîíåé òàê, ÷òî íèêàêèå äâà íå áüþò äðóã äðóãà.
Äîêàæèòå, ÷òî íà òó æå äîñêó ìîæíî ïîñòàâèòü åù¼ îäíîãî êîíÿ ñ ñîõðàíå-
íèåì ýòîãî ñâîéñòâà.

Ðåøåíèå. Ïåðâûé ñïîñîá. ×òîáû ïîáèòü âûäåëåííûå íà ðèñóíêå ñåðûì 12
êëåòîê, íåîáõîäèìî, ïî êðàéíåé ìåðå, 12 êîíåé, òàê êàê íèêàêèå äâå êëåòêè
íå ìîãóò áûòü ïîáèòû îäíèì êîí¼ì. Çíà÷èò, ñðåäè íèõ åñòü õîòÿ áû îäíà
êëåòêà, êîòîðàÿ íå áü¼òñÿ íè îäíèì èç 11 ïîñòàâëåííûõ êîíåé. Íà íå¼ ìîæíî
ïîñòàâèòü åù¼ îäíîãî êîíÿ.
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Âòîðîé ñïîñîá. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî õîòÿ áû
øåñòü èç 11 êîíåé ñòîÿò íà áåëûõ êëåòêàõ, çíà÷èò, ¾÷¼ðíûõ¿ êîíåé � íå áî-
ëåå ïÿòè. Íà ðèñóíêå ñïðàâà îòìå÷åíî øåñòü áåëûõ êëåòîê, êîòîðûå íå ìîãóò
áûòü ïîáèòû ìåíåå, ÷åì øåñòüþ ¾÷¼ðíûìè êîíÿìè¿ (à ¾áåëûå¿ êîíè èõ áèòü
íå ìîãóò), çíà÷èò, íà îäíó èç íèõ ìîæíî ïîñòàâèòü åù¼ îäíîãî êîíÿ.

Çàäà÷à 6.4.9. (Òóðãîð. Îñåííèé òóð. Òðåíèðîâî÷íûé âàðèàíò � 2001.8-9.5)
Íà äîñêå ðàçìåðîì 15×15 êëåòîê ðàññòàâèëè 15 ëàäåé, íå áüþùèõ äðóã äðóãà.
Çàòåì êàæäóþ ëàäüþ ïåðåäâèíóëè õîäîì êîíÿ. Äîêàæèòå, ÷òî òåïåðü êàêèå-
òî äâå ëàäüè áóäóò áèòü äðóã äðóãà.

Ðåøåíèå. Ââåä¼ì íà äîñêå ¾ñèñòåìó êîîðäèíàò¿: çàíóìåðóåì ãîðèçîíòàëè è
âåðòèêàëè ÷èñëàìè îò 1 äî 15. Åñëè ëàäüè íå áüþò äðóã äðóãà, òî â êàæäîé ãî-
ðèçîíòàëè è â êàæäîé âåðòèêàëè íàõîäèòñÿ ðîâíî îäíà ëàäüÿ, ïîýòîìó ñóììà
êîîðäèíàò âñåõ ëàäåé ðàâíà 2 · (1 + 2 + . . .+ 15), òî åñòü ÷¼òíà.

Êîãäà ëàäüÿ ïåðåäâèíóòà õîäîì êîíÿ, ñóììà å¼ êîîðäèíàò èçìåíÿåòñÿ íà 1
èëè íà 3, òî åñòü ìåíÿåò ÷¼òíîñòü. Òàê êàê êîëè÷åñòâî ëàäåé íå÷¼òíî, ïîñëå
ïåðåñòàíîâêè ñóììà êîîðäèíàò âñåõ ëàäåé íå÷¼òíà. Ñëåäîâàòåëüíî, íåêîòîðûå
ëàäüè áüþò äðóã äðóãà.

Çàäà÷à 6.4.10. (Ìîñêîâñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ðåãàòà � 2013.7.4.3) Íà áåëûõ
è ÷¼ðíûõ êëåòêàõ äîñêè 10× 10 ñòîèò ïî îäèíàêîâîìó êîëè÷åñòâó ëàäåé òàê,
÷òî íèêàêèå äâå ëàäüè äðóã äðóãà íå áüþò. Äîêàæèòå, ÷òî íà ýòó äîñêó ìîæíî
ïîñòàâèòü åù¼ îäíó ëàäüþ òàê, ÷òîáû îíà íå áèëà íèêàêóþ èç óæå ñòîÿùèõ.

Ðåøåíèå. Òàê êàê ëàäüè äðóã äðóãà íå áüþò, òî íà êàæäîé ãîðèçîíòàëè è íà
êàæäîé âåðòèêàëè ðàñïîëîæåíî íå áîëåå, ÷åì ïî îäíîé ëàäüå. Åñëè áû ëàäåé
áûëî 10, òî íà ÷¼ðíûõ êëåòêàõ ñòîÿëî áû ÷¼òíîå ÷èñëî ëàäåé, ÷òî íå òàê.

Çíà÷èò, îáùåå ÷èñëî ëàäåé íå áîëüøå âîñüìè. Ñëåäîâàòåëüíî, íàéäóòñÿ, ïî
êðàéíåé ìåðå, äâå ñâîáîäíûå âåðòèêàëè è äâå ñâîáîäíûå ãîðèçîíòàëè, íà ïå-
ðåñå÷åíèè êîòîðûõ ìû ñìîæåì ïîñòàâèòü äàæå äâå ëàäüè.
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Ãëàâà 7

Ýòîãî âàì íå ðàññêàæóò íà

øêîëüíûõ óðîêàõ ìàòåìàòèêè

1 Ãðàôû. ×òî òàêîå ãðàô?

Çàäà÷à 7.1.3. (Êðóæîê ìàëîãî ìåõìàòà � 2013/2014.6.1) Â äåðåâíå Èãóìåíêà
9 äîìîâ. Èçâåñòíî, ÷òî ó Ïåòðà ñîñåäè Èâàí è Àíòîí, Ìàêñèì ñîñåä Èâàíó
è Ñåðãåþ, Âèêòîð � Äèìå è Íèêèòå, à òàêæå ïî ñîñåäñòâó æèâóò Åâãåíèé
ñ Íèêèòîé, Èâàí ñ Ñåðãååì, Åâãåíèé ñ Äèìîé, Ñåðãåé ñ Àíòîíîì, è áîëüøå
ñîñåäåé â îçíà÷åííîé äåðåâíå íåò (ñîñåäíèìè ñ÷èòàþòñÿ äâîðû, ó êîòîðûõ
åñòü îáùèé ó÷àñòîê çàáîðà). Ìîæåò ëè Ï¼òð îãîðîäàìè ïðîáðàòüñÿ ê Íèêèòå
çà ÿáëîêàìè?

Ðåøåíèå. Íàðèñóåì ñõåìó: òî÷êàìè îáîçíà÷èì äîìà è ñîåäèíèì íåïåðåñåêàþ-
ùèìèñÿ ìåæäó ñîáîé ëèíèÿìè òîëüêî òå èç íèõ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ñîñåäíèìè.
Ïîñëå òîãî, êàê âû ýòî íàðèñóåòå, âû óáåäèòåñü, ÷òî ïðîáðàòüñÿ îãîðîäàìè èç
äîìà Ïåòðà ê äîìó Íèêèòû íåëüçÿ.

Çàäà÷à 7.1.4. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1992.6.3) Êàê, íå îòðûâàÿ êà-
ðàíäàøà îò áóìàãè, ïðîâåñòè øåñòü îòðåçêîâ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îêàçàëèñü
çà÷¼ðêíóòûìè 16 òî÷åê, ðàñïîëîæåííûõ â âåðøèíàõ êâàäðàòíîé ñåòêè 3× 3?

Ðåøåíèå. Óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ ïîñòðîåíèå ïðåäñòàâëåíî íà ðèñóíêå íè-
æå.

Çàäà÷à 7.1.5. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1995.6.6) Â êâàäðàòå 6× 6 îò-
ìå÷àþò íåñêîëüêî êëåòîê òàê, ÷òî èç ëþáîé îòìå÷åííîé ìîæíî ïðîéòè â ëþ-
áóþ äðóãóþ îòìå÷åííóþ, ïåðåõîäÿ òîëüêî ÷åðåç îáùèå ñòîðîíû îòìå÷åííûõ
êëåòîê. Îòìå÷åííóþ êëåòêó íàçûâàþò êîíöåâîé, åñëè îíà ãðàíè÷èò ïî ñòîðîíå
ðîâíî ñ îäíîé îòìå÷åííîé. Îòìåòüòå íåñêîëüêî êëåòîê òàê, ÷òîáû ïîëó÷èëîñü:
à) 10; á) 11; â) 12 êîíöåâûõ êëåòîê.
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Ðåøåíèå. â) Òðåáóåìîå êîëè÷åñòâî êîíöåâûõ êëåòîê îòìå÷åíî íà ðèñóíêå íè-
æå. à), á) Íà òîì æå ðèñóíêå äîñòàòî÷íî ñíÿòü îòìåòêó ñ äâóõ èëè îäíîé
êîíöåâûõ êëåòîê.

Çàäà÷à 7.1.6. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1991.6.6) Ìåòðî ãîðîäà Óðþ-
ïèíñêà ñîñòîèò èç òð¼õ ëèíèé è èìååò ïî êðàéíåé ìåðå äâå êîíå÷íûå ñòàíöèè è
ïî êðàéíåé ìåðå äâà ïåðåñàäî÷íûõ óçëà, ïðè÷¼ì íè îäíà èç êîíå÷íûõ ñòàíöèé
íå ÿâëÿåòñÿ ïåðåñàäî÷íîé. Ñ êàæäîé ëèíèè íà êàæäóþ èç îñòàëüíûõ ìîæíî
ïåðåéòè ïî êðàéíåé ìåðå â äâóõ ìåñòàõ.

Íàðèñóéòå ïðèìåð òàêîé ñõåìû ìåòðî, åñëè èçâåñòíî, ÷òî ýòî ìîæíî ñäåëàòü,
íå îòðûâàÿ êàðàíäàøà îò áóìàãè è íå ïðîâîäÿ äâà ðàçà îäèí è òîò æå îòðåçîê.

Ïîäñêàçêà. Íå çàáóäüòå, ÷òî áûâàþò êîëüöåâûå ëèíèè.

Ðåøåíèå. Íà ðèñóíêå íèæå ïîêàçàíà ñõåìà ìåòðî ãîðîäà Óðþïèíñêà.

Çàäà÷à 7.1.7. (Ìàòåðèàëû îëèìïèàäíûõ øêîë ÌÔÒÈ) Â øêîëå ó÷èòñÿ 20
äåòåé, ïðè÷¼ì ó ëþáûõ äâóõ åñòü îáùàÿ áàáóøêà. Íàçîâ¼ì áàáóøêó ¾ìíîãî-
âíó÷íîé¿, åñëè ó íå¼ åñòü õîòÿ áû 13 âíóêîâ. Â øêîëå îáúÿâèëè áàáóøêîàï-
îêàëèïñèñ, êîòîðûé îáÿçàòåëåí äëÿ ïîñåùåíèÿ âñåìè áàáóøêàìè. Äîêàæèòå,
÷òî õîòÿ áû îäíà ìíîãîâíó÷íàÿ áàáóøêà óñòðîèò àïîêàëèïñèñ.

296



Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ëþáîãî øêîëüíèêà A è äâóõ åãî áàáóøåê X, Y . Åñëè íå
âñå øêîëüíèêè � âíóêè îäíîé èç íèõ (â ýòîì ñëó÷àå äîêàçûâàòü íå÷åãî), òî
ñóùåñòâóåò øêîëüíèê B, êîòîðûé íå ïðèõîäèòñÿ âíóêîì X (òîãäà îí íåïðå-
ìåííî âíóê Y ), è øêîëüíèê C, êîòîðûé íå âíóê Y (ñëåäîâàòåëüíî, âíóê X).
Ó øêîëüíèêîâ B è C åñòü îáùàÿ áàáóøêà Z.

Íèêàêèõ äðóãèõ áàáóøåê, êðîìå X, Y è Z ó øêîëüíèêîâ íåò: âíóê òàêîé
áàáóøêè íå èìåë áû îáùåé áàáóøêè ñ îäíèì èç òð¼õ øêîëüíèêîâ A, B, C.
Íà òð¼õ áàáóøåê ïðèõîäèòñÿ 20 âíóêîâ, ïîýòîìó (ñ÷èòàÿ ïî äâå áàáóøêè íà
âíóêà) õîòÿ áû ó îäíîé áûëî íå ìåíåå

2

3
· 20 = 13

1

3
,

òî åñòü íå ìåíåå 13 âíóêîâ.

Çàäà÷à 7.1.8. Â êîìïàíèè ó êàæäûõ äâóõ ëþäåé ðîâíî ïÿòü îáùèõ çíàêîìûõ.
Äîêàæèòå, ÷òî êîëè÷åñòâî ïàð çíàêîìûõ äåëèòñÿ íà 3.

Ïîäñêàçêà. Âûðàçèòå êîëè÷åñòâî òðîåê ïîïàðíî çíàêîìûõ ëþäåé ÷åðåç êîëè-
÷åñòâî ïàð çíàêîìûõ.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç P êîëè÷åñòâî ïàð çíàêîìûõ ëþäåé (òî åñòü ÷èñëî
ð¼áåð â ñîîòâåòñòâóþùåì ãðàôå), à ÷åðåç T � êîëè÷åñòâî òðåóãîëüíèêîâ â
ýòîì ãðàôå.

Ïî óñëîâèþ êàæäîå èç ð¼áåð âõîäèò ðîâíî â 5 òðåóãîëüíèêîâ.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êàæäûé èç T òðåóãîëüíèêîâ ñîäåðæèò ðîâíî 3 ðåáðà. Ñëå-
äîâàòåëüíî, 5P = 3T . Ïîñêîëüêó 3 è 5 � âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà, P äåëèòñÿ
íà 3.

Çàäà÷à 7.1.9. (Èâàíîâ, ¾Ìàòåìàòè÷åñêèé êðóæîê¿) à) Â ãðóïïå èç ÷åòûð¼õ
÷åëîâåê, ãîâîðÿùèõ íà ðàçíûõ ÿçûêàõ, ëþáûå òðîå ìîãóò îáùàòüñÿ (âîçìîæ-
íî, îäèí ïåðåâîäèò äâóì äðóãèì). Äîêàçàòü, ÷òî èõ ìîæíî ðàçáèòü íà ïàðû,
â êàæäîé èç êîòîðûõ èìååòñÿ îáùèé ÿçûê.

á) Òî æå äëÿ ãðóïïû èç 100 ÷åëîâåê.

â) Òî æå äëÿ ãðóïïû èç 102 ÷åëîâåê.

Ðåøåíèå. à) Ðàññìîòðèì ãðàô ñ ÷åòûðüìÿ âåðøèíàìè A, B, C, D, ñîîòâåò-
ñòâóþùèìè ëþäÿì, è ñîåäèíèì ð¼áðàìè ëþäåé, çíàþùèõ îáùèé ÿçûê. Óñëî-
âèå îçíà÷àåò, ÷òî êàæäàÿ òðîéêà âåðøèí ñîåäèíåíà õîòÿ áû äâóìÿ ð¼áðàìè.
À äîêàçàòü íóæíî, ÷òî åñòü äâà ðåáðà áåç îáùèõ âåðøèí. Ïóñòü ýòî íåâåðíî.

297



Ïåðâûé ñïîñîá. Åñëè â òðîéêå (A,B,C) ïðîâåäåíû ð¼áðà AB è AC, òî ð¼áåð
BD è CD íåò. Íî òîãäà â òðîéêå (B,C,D) íå áîëüøå îäíîãî ðåáðà. Ïðîòèâî-
ðå÷èå.

Âòîðîé ñïîñîá. Âñåãî åñòü 4 òðîéêè. Êàæäîå ðåáðî âõîäèò â äâå òðîéêè.
Ñëåäîâàòåëüíî, ð¼áåð íå ìåíåå 4 · 2 : 2 = 4. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êàæäîìó ðåá-
ðó ñîîòâåòñòâóåò îòñóòñòâóþùåå ¾ïðîòèâîïîëîæíîå¿ ðåáðî. Ñëåäîâàòåëüíî,
ð¼áåð íå áîëåå òð¼õ. Ïðîòèâîðå÷èå.

á) Ðàçîáü¼ì ãðóïïó èç 100 ÷åëîâåê íà 25 ãðóïï ïî 4 ÷åëîâåêà. Äëÿ êàæäîé èç
ýòèõ ãðóïï ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå ïóíêòà à).

â) Îòäåëèì äâóõ ÷åëîâåê, ãîâîðÿùèõ íà îäíîì ÿçûêå, à îñòàëüíûõ ðàçîáü¼ì íà
÷åòâ¼ðêè. Ñîãëàñíî à) êàæäóþ ÷åòâ¼ðêó ìîæíî ðàçáèòü íà äâå ïàðû ñ îáùèì
ÿçûêîì.

Çàäà÷à 7.1.10. (Èâàíîâ, ¾Ìàòåìàòè÷åñêèé êðóæîê¿) Êàæäîå èç ð¼áåð ïîë-
íîãî ãðàôà ñ 17 âåðøèíàìè ïîêðàøåíî â îäèí èç òð¼õ öâåòîâ. Äîêàæèòå, ÷òî
åñòü òðè âåðøèíû, âñå ð¼áðà ìåæäó êîòîðûìè � îäíîãî öâåòà.

Ðåøåíèå. Èç ïðîèçâîëüíîé âåðøèíû âûõîäèò ïî êðàéíåé ìåðå 6 ð¼áåð îäíîãî
öâåòà (ïóñòü êðàñíîãî). Ðàññìîòðèì ïîëíûé ãðàô íà 6 âåðøèíàõ, â êîòîðûå
âåäóò ýòè ð¼áðà. Åñëè õîòÿ áû îäíî èç ð¼áåð ýòîãî ãðàôà � êðàñíîå, òî ñóùå-
ñòâóåò êðàñíûé ¾òðåóãîëüíèê¿.

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ýòîò ãðàô � äâóõöâåòíûé, è ëåãêî äîêàçàòü, ÷òî â í¼ì
åñòü îäíîöâåòíûé ¾òðåóãîëüíèê¿.

Ïóñòü îñòàëüíûå äâà öâåòà � ñèíèé è æ¼ëòûé. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ âåð-
øèíó. Èç íå¼ âûõîäèò ëèáî íå ìåíåå òð¼õ ñèíèõ, ëèáî íå ìåíåå òð¼õ æ¼ëòûõ
ð¼áåð. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ïåðâûé ñëó÷àé. Ñðåäè òð¼õ âåðøèí, â êîòîðûå
ïðîâåäåíû ñèíèå ð¼áðà åñòü ëèáî äâå, ñîåäèí¼ííûå ñèíèì ðåáðîì (òîãäà ïî-
ëó÷àåì ñèíèé ¾òðåóãîëüíèê¿), ëèáî âñå òðè ñîåäèíåíû æ¼ëòûìè ð¼áðàìè (è
ïîëó÷àåì æ¼ëòûé ¾òðåóãîëüíèê¿).

Çàäà÷à 7.1.11. (Ëåíèíãðàäñêèå ìàòåìàòè÷åñêèå êðóæêè) Êàæäîå èç ð¼áåð
ïîëíîãî ãðàôà ñ 9 âåðøèíàìè ïîêðàøåíî â ñèíèé èëè êðàñíûé öâåò. Äîêàæè-
òå, ÷òî ëèáî åñòü ÷åòûðå âåðøèíû, âñå ð¼áðà ìåæäó êîòîðûìè � ñèíèå, ëèáî
åñòü òðè âåðøèíû, âñå ð¼áðà ìåæäó êîòîðûìè � êðàñíûå.

Ðåøåíèå. Ïóñòü åñòü âåðøèíà, èç êîòîðîé âûõîäèò øåñòü ñèíèõ ð¼áåð. Òîãäà
âñ¼ ñëåäóåò èç çàäà÷è 7.1.10.

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå åñòü âåðøèíà, èç êîòîðîé âûõîäèò íå áîëåå ÷åòûð¼õ ñèíèõ
ð¼áåð (èç âñåõ äåâÿòè âåðøèí íå ìîæåò âûõîäèòü ïî ïÿòü ñèíèõ ð¼áåð). Òîãäà
èç íå¼ âûõîäèò ïî êðàéíåé ìåðå ÷åòûðå êðàñíûõ ðåáðà.
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Åñëè õîòÿ áû îäíî èç ð¼áåð, ñîåäèíÿþùèõ èõ êîíöû, � êðàñíîå, òî åñòü êðàñ-
íûé ¾òðåóãîëüíèê¿. Åñëè æå âñå îíè ñèíèå, òî îáðàçîâàëñÿ ïîëíûé ñèíèé
ãðàô íà ÷åòûð¼õ âåðøèíàõ.

2 Ãðàôû. Ñòåïåíü âåðøèíû ãðàôà

Çàäà÷à 7.2.5. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1992.7.3) Ðåçèäåíò îäíîé èíî-
ñòðàííîé ðàçâåäêè ñîîáùèë â öåíòð î ãîòîâÿùåìñÿ ïîäïèñàíèè ðÿäà äâóñòî-
ðîííèõ ñîãëàøåíèé ìåæäó ïÿòíàäöàòüþ áûâøèìè ðåñïóáëèêàìè ÑÑÑÐ. Ñî-
ãëàñíî åãî äîíåñåíèþ, êàæäàÿ èç íèõ çàêëþ÷èò äîãîâîð ðîâíî ñ òðåìÿ äðóãè-
ìè. Çàñëóæèâàåò ëè ðåçèäåíò äîâåðèÿ?

Ðåøåíèå. Ïðè ñëîæåíèè ñòåïåíåé âåðøèí êàæäîå ðåáðî ó÷èòûâàåòñÿ äâàæäû:
ïî ðàçó äëÿ êàæäîé èç âåðøèí, êîòîðûå îíî ñîåäèíÿåò. Ñëåäîâàòåëüíî, â ëþ-
áîì ãðàôå ñóììà ñòåïåíåé âñåõ âåðøèí ðàâíà óäâîåííîìó ÷èñëó ð¼áåð (è ñëå-
äîâàòåëüíî, ÷¼òíà).

Òàê êàê ñóììà íå÷¼òíîãî ÷èñëà íå÷¼òíûõ ÷èñåë íå÷¼òíà, òî â ëþáîì ãðàôå
÷èñëî âåðøèí íå÷¼òíîé ñòåïåíè ÷¼òíî. À ðåçèäåíò ñîîáùåò î 15 ¾âåðøèíàõ¿
íå÷¼òíîé ñòåïåíè, çíà÷èò, îí íå çàñëóæèâàåò äîâåðèÿ.

Çàäà÷à 7.2.6. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2014.6.4) Êîìïàíèÿ èç íåñêîëüêèõ äðóçåé âåëà ïåðåïèñêó òàê, ÷òî êàæ-
äîå ïèñüìî ïîëó÷àëè âñå, êðîìå îòïðàâèòåëÿ. Êàæäûé íàïèñàë îäíî è òî æå
êîëè÷åñòâî ïèñåì, â ðåçóëüòàòå ÷åãî âñåìè âìåñòå áûëî ïîëó÷åíî 440 ïèñåì.
Ñêîëüêî ÷åëîâåê ìîãëî áûòü â ýòîé êîìïàíèè?

Ðåøåíèå. Ïóñòü â êîìïàíèè n ÷åëîâåê, è êàæäûé ïîñëàë ïî k ïèñåì. Òîãäà
îò îäíîãî ÷åëîâåêà ê îñòàëüíûì ïðèøëî k · (n− 1) ïèñåì, à îò âñåõ íàïèñàâ-
øèõ ïðèøëî k · (n − 1) · n ïèñåì. Çíà÷èò, ÷èñëî 440 åñòü ïðîèçâåäåíèå òð¼õ
ìíîæèòåëåé, äâà èç êîòîðûõ îòëè÷àþòñÿ íà 1.

Òàê êàê 440 = 23 · 5 · 11, òî äàëåå ìîæíî îñóùåñòâèòü ïåðåáîð ñî ñëåäóþùèìè
îãðàíè÷åíèÿìè:

� n < 22 (òàê êàê 22 · 21 > 440);
� ÷èñëà n è n− 1 íå ñîäåðæàò íèêàêèõ ïðîñòûõ ìíîæèòåëåé, êðîìå 2, 5 è
11.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì òðè âàðèàíòà: 440 = 22 · 10 · 11 = 22 · 4 · 5 = 220 · 1 · 2.
Òàêèì îáðàçîì, â êîìïàíèè ìîãëî áûòü 2, 5 èëè 11 ÷åëîâåê.

Çàäà÷à 7.2.7. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàññîâ
� 2013.6.8) Ìîæíî ëè íàðèñîâàòü 1006 ðàçëè÷íûõ 2012-óãîëüíèêîâ, ó êîòîðûõ
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âñå âåðøèíû îáùèå, íî ïðè ýòîì íè ó êàêèõ äâóõ íåò íè îäíîé îáùåé ñòîðîíû?

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì îäíó èç âåðøèí � A. Èç íå¼ ìîæíî âûïóñòèòü íå áîëåå
2011 îòðåçêîâ, ñîåäèíÿþùèõ å¼ ñ äðóãèìè âåðøèíàìè.

Íî â êàæäîì èç 2012-óãîëüíèêîâ èç A âûõîäèò äâå ñòîðîíû. Çíà÷èò, òàêèõ
ìíîãîóãîëüíèêîâ íå áîëüøå 1005.

Çàäà÷à 7.2.8. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 2017.7.6) Ñðåäè 49 øêîëüíè-
êîâ êàæäûé çíàêîì íå ìåíåå ÷åì ñ 25 äðóãèìè. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî èõ
ðàçáèòü íà ãðóïïû èç 2 èëè 3 ÷åëîâåê òàê, ÷òîáû êàæäûé áûë çíàêîì ñî
âñåìè â ñâîåé ãðóïïå.

Ðåøåíèå. Ïðåäñòàâèì, ÷òî ñíà÷àëà âñå 49 øêîëüíèêîâ ñòîÿò â êîðèäîðå, è
áóäåì ïîñòåïåííî çàïóñêàòü èõ â êëàññ. Ïðè ýòîì áóäåì äåëàòü ýòî òàê, ÷òîáû
â êëàññå â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè äåòè áûëè ðàçáèòû íà òðåáóåìûå ãðóïïû.

Ïóñòü â êîðèäîðå ñòîèò øêîëüíèê Ô¼äîð. Åñëè îí çíàêîì ñ êàêèì-òî äðóãèì
øêîëüíèêîì, ñòîÿùèì â êîðèäîðå, òî ïðîñòî çàïóñòèì èõ äâîèõ â êëàññ. Èíà÷å
âñå çíàêîìûå Ô¼äîðà óæå â êëàññå.

Òàê êàê â êëàññå ìåíåå 50 øêîëüíèêîâ, îíè ðàçáèòû ìåíåå, ÷åì íà 25 ãðóïï.
Çíà÷èò, ñðåäè çíàêîìûõ Ô¼äîðà êàêèå-òî äâîå íàõîäÿòñÿ â îäíîé ãðóïïå. Åñëè
ýòî ãðóïïà èç äâóõ øêîëüíèêîâ, òî âïóñòèì Ô¼äîðà â êëàññ, äîáàâèâ åãî ê
ýòîé ãðóïïå. Åñëè æå ýòî ãðóïïà èç òð¼õ øêîëüíèêîâ, òî ïîïðîñèì îäíîãî èç
çíàêîìûõ Ô¼äîðà îáðàçîâàòü ñ íèì ãðóïïó, à îñòàâøèõñÿ øêîëüíèêîâ îñòàâèì
âäâî¼ì.

Òàê, ïîñòåïåííî âïóñêàÿ øêîëüíèêîâ â êëàññ, ìû äîáü¼ìñÿ òîãî, ÷òî âñå
øêîëüíèêè áóäóò ðàçäåëåíû íà òðåáóåìûå ãðóïïû.

Çàäà÷à 7.2.9. (Ëåíèíãðàäñêèå ìàòåìàòè÷åñêèå êðóæêè) Ó êîðîëÿ 19 áàðîíîâ�
âàññàëîâ. Ìîæåò ëè îêàçàòüñÿ òàê, ÷òî ó êàæäîãî âàññàëüíîãî áàðîíñòâà îäíî,
ïÿòü èëè äåâÿòü ñîñåäíèõ áàðîíñòâ?

Ïîäñêàçêà. Â ãðàôå ñîñåäñòâà áàðîíñòâ áûëî áû 19 íå÷¼òíûõ âåðøèí.

Ðåøåíèå. Ïî ëåììå î ðóêîïîæàòèÿõ òàê îêàçàòüñÿ íå ìîæåò.

Çàäà÷à 7.2.10. (Èâàíîâ, ¾Ìàòåìàòè÷åñêèé êðóæîê¿) Â ãðàôå êàæäàÿ âåð-
øèíà � ñèíÿÿ èëè çåë¼íàÿ. Ïðè ýòîì êàæäàÿ ñèíÿÿ âåðøèíà ñâÿçàíà ñ ïÿòüþ
ñèíèìè è äåñÿòüþ çåë¼íûìè, à êàæäàÿ çåë¼íàÿ � ñ äåâÿòüþ ñèíèìè è øåñòüþ
çåë¼íûìè. Êàêèõ âåðøèí áîëüøå � ñèíèõ èëè çåë¼íûõ?
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Ðåøåíèå. Ìûñëåííî íàòÿíåì íèòè ìåæäó êàæäûìè ñâÿçàííûìè ñèíåé è çå-
ë¼íîé âåðøèíàìè. Òîãäà îò êàæäîé ñèíåé âåðøèíû âûõîäèò 10 íèòåé, à îò
êàæäîé çåë¼íîé � 9 íèòåé.

Çíà÷èò, ÷èñëî íèòåé îäíîâðåìåííî áóäåò â 9 ðàç áîëüøå ÷èñëà çåë¼íûõ âåðøèí
è â 10 ðàç áîëüøå ÷èñëà ñèíèõ âåðøèí. Ñëåäîâàòåëüíî, çåë¼íûõ âåðøèí â 10/9
ðàçà áîëüøå, ÷åì ñèíèõ.

Çàäà÷à 7.2.11. (Èâàíîâ, ¾Ìàòåìàòè÷åñêèé êðóæîê¿) Â ãðàôå èç êàæäîé âåð-
øèíû âûõîäèò ïî òðè ðåáðà. Ìîæåò ëè â í¼ì áûòü 1990 ð¼áåð?

Ðåøåíèå. Åñëè â äàííîì ãðàôå k âåðøèí, òî ð¼áåð â í¼ì � 3k/2. Íî òàêîå
÷èñëî íå ìîæåò áûòü ðàâíî 1990, òàê êàê 1990 íå äåëèòñÿ íàöåëî íà 3.

Çàäà÷à 7.2.12. (Ëåíèíãðàäñêèå ìàòåìàòè÷åñêèå êðóæêè) Íà êîíôåðåíöèè
ïðèñóòñòâóþò 50 ó÷¼íûõ, êàæäûé èç êîòîðûõ çíàêîì ïî êðàéíåé ìåðå ñ 25
ó÷àñòíèêàìè êîíôåðåíöèè. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäóòñÿ ÷åòâåðî èç íèõ, êîòîðûõ
ìîæíî óñàäèòü çà êðóãëûé ñòîë òàê, ÷òîáû êàæäûé ñèäåë ðÿäîì ñî çíàêîìûìè
åìó ëþäüìè.

Ïîäñêàçêà. Ðàññìîòðèòå äâóõ íåçíàêîìûõ ó÷¼íûõ è èõ çíàêîìûõ.

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì äâóõ íåçíàêîìûõ ó÷¼íûõ (åñëè òàêèõ íåò, òî âñ¼ â ïî-
ðÿäêå). Êàæäûé èç íèõ èìååò ïî 25 çíàêîìûõ ñðåäè îñòàâøèõñÿ 48, çíà÷èò,
ó íèõ åñòü ïî êðàéíåé ìåðå äâà îáùèõ çíàêîìûõ. Ýòèõ ÷åòâåðûõ è óñàäèì çà
ñòîë.

Çàäà÷à 7.2.13. (Èâàíîâ, ¾Ìàòåìàòè÷åñêèé êðóæîê¿) Â êðóæêå ó êàæäîãî
÷ëåíà èìååòñÿ îäèí äðóã è îäèí âðàã. Äîêàçàòü, ÷òî

à) ÷èñëî ÷ëåíîâ ÷¼òíî;
á) êðóæîê ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâà íåéòðàëüíûõ êðóæêà.

Ðåøåíèå. à) Âåñü êðóæîê ðàçáèâàåòñÿ íà ïàðû äðóçåé.

á) Ïîñêîëüêó ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû ñîîòâåòñòâóþùåãî ãðàôà ðàâíà 2, òî
îí ðàçáèâàåòñÿ íà öèêëû. Â êàæäîì öèêëå ð¼áðà ¾äðóæáû¿ è ¾âðàæäû¿ ÷å-
ðåäóþòñÿ, çíà÷èò, òåõ è äðóãèõ ïîðîâíó.

Ïîìåñòèâ â îäèí êðóæîê ÷ëåíîâ êàæäîãî öèêëà, âçÿòûõ ÷åðåç îäíîãî, ìû
ïîëó÷èì êðóæîê, ãäå íåò íè äðóçåé, íè âðàãîâ. Îñòàâøèåñÿ ÷ëåíû îáðàçóþò
âòîðîé íåéòðàëüíûé êðóæîê.

Çàäà÷à 7.2.14. (Ìóíèöèïàëüíûé ýòàï Âñåðîññèéñêîé îëèìïèàäû øêîëüíè-
êîâ (Ìîñêâà) � 2006.6.5) Â íîðêå æèâ¼ò ñåìüÿ èç 24 ìûøåé. Êàæäóþ íî÷ü
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ðîâíî ÷åòûðå èç íèõ îòïðàâëÿþòñÿ íà ñêëàä çà ñûðîì. Ìîæåò ëè òàê ïîëó-
÷èòüñÿ, ÷òî â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè êàæäàÿ ìûøêà ïîáûâàëà íà ñêëàäå
ñ êàæäîé ðîâíî ïî îäíîìó ðàçó?

Ðåøåíèå. Êàæäàÿ ìûøêà çà îäíó íî÷ü ìîæåò ïîáûâàòü íà ñêëàäå ñ òðåìÿ
äðóãèìè ìûøêàìè. ×òîáû ïîáûâàòü íà ñêëàäå ñ êàæäîé èç 23 äðóãèõ ìûøåê
ïî îäíîìó ðàçó, åé íåîáõîäèìî 23 : 3 íî÷åé. Íî ÷èñëî 23 íå äåëèòñÿ íà 3.
Ïîýòîìó òàêàÿ ñèòóàöèÿ íåâîçìîæíà.

3 Ýéëåðîâû ïóòè è ê¼íèãñáåðãñêèå ìîñòû. Ïå-

ðåâîä ðèñóíêà â ãðàô

Çàäà÷à 7.3.3. (Ëåíèíãðàäñêèå ìàòåìàòè÷åñêèå êðóæêè � 6.020) Èìååòñÿ
ãðóïïà îñòðîâîâ, ñîåäèí¼ííûõ ìîñòàìè òàê, ÷òî îò êàæäîãî îñòðîâà ìîæíî
äîáðàòüñÿ äî ëþáîãî äðóãîãî. Òóðèñò îáîø¼ë âñå îñòðîâà, ïðîéäÿ ïî êàæäîìó
ìîñòó ðîâíî îäèí ðàç. Íà îñòðîâå Òðîåêðàòíîì îí ïîáûâàë òðèæäû. Ñêîëüêî
ìîñòîâ âåä¼ò ñ Òðîåêðàòíîãî, åñëè òóðèñò:

à) íå ñ íåãî íà÷àë è íå íà í¼ì çàêîí÷èë;
á) ñ íåãî íà÷àë, íî íå íà í¼ì çàêîí÷èë;
â) ñ íåãî íà÷àë è íà í¼ì çàêîí÷èë?

Ðåøåíèå. à) Íà Òðîåêðàòíûé îñòðîâ òóðèñò 3 ðàçà çàø¼ë è 3 ðàçà ñ íåãî
âûøåë, òî åñòü èñïîëüçîâàë 6 ìîñòîâ.

á) Â ýòîì ñëó÷àå òóðèñò çàø¼ë íà îñòðîâ äâàæäû, à âûøåë òðèæäû, òî åñòü
èñïîëüçîâàë 5 ìîñòîâ.

â) Â ýòîì ñëó÷àå òóðèñò çàø¼ë íà îñòðîâ äâàæäû, à âûøåë äâàæäû, òî åñòü
èñïîëüçîâàë 4 ìîñòà.

Çàäà÷à 7.3.4. (Ëåíèíãðàäñêèå ìàòåìàòè÷åñêèå êðóæêè) à) Äàí êóñîê ïðîâî-
ëîêè äëèíîé 120 ñì. Ìîæíî ëè, íå ëîìàÿ ïðîâîëîêè, èçãîòîâèòü êàðêàñ êóáà
ñ ðåáðîì 10 ñì?

á) Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî ðàç ïðèä¼òñÿ ëîìàòü ïðîâîëîêó, ÷òîáû âñ¼ æå
èçãîòîâèòü òðåáóåìûé êàðêàñ?

Ðåøåíèå. à) Åñëè áû ýòî óäàëîñü, òî ïðîâîëîêà øëà áû ïî ð¼áðàì êóáà áåç
íàëîæåíèÿ, òî åñòü ìû êàê áû íàðèñîâàëè êàðêàñ êóáà, íå îòðûâàÿ êàðàíäàøà
îò áóìàãè. Íî ýòî íåâîçìîæíî, òàê êàê ó êóáà âîñåìü íå÷¼òíûõ âåðøèí.

á) Ïîñêîëüêó íå÷¼òíûõ âåðøèí âîñåìü, òî òàêèõ êóñêîâ íóæíî íå ìåíåå ÷å-
òûð¼õ.
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×åòûð¼õ êóñêîâ äîñòàòî÷íî: íàïðèìåð, â êóáå ABCDA′B′C ′D′ ïóñòèì ïðîâî-
ëîêó ïî ëîìàíîé ABCDAA′B′C ′D′A′. Îñòàâøèåñÿ òðè ðåáðà BB′, CC ′, DD′

ïîêðîåì òðåìÿ îòäåëüíûìè êóñêàìè ïðîâîëîêè. Òàêèì îáðàçîì, ïðîâîëîêó
ïðèä¼òñÿ ëîìàòü êàê ìèíèìóì 3 ðàçà.

Çàäà÷à 7.3.5. (Òóðãîð. Âåñåííèé òóð. Òðåíèðîâî÷íûé âàðèàíò � 1992/1993.
8-9.4) Ìóðàâåé ïîëçàåò ïî ïðîâîëî÷íîìó êàðêàñó êóáà, ïðè ýòîì îí íèêîãäà
íå ïîâîðà÷èâàåò íàçàä. Ìîæåò ëè ñëó÷èòüñÿ, ÷òî â îäíîé âåðøèíå îí ïîáûâàë
25 ðàç, à â êàæäîé èç îñòàëüíûõ � ïî 20 ðàç?

Ðåøåíèå. Ïîìåòèì âåðøèíû êóáà ÷èñëàìè 1 è −1 â ¾øàõìàòíîì¿ ïîðÿäêå.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìóðàâåé òàê ïðîïîëç ïî êàðêàñó êóáà, ÷òî â îäíîé âåðøèíå
îí ïîáûâàë 25 ðàç, à â îñòàëüíûõ � ïî 20 ðàç.

Âû÷èñëèì ñóììó ÷èñåë, ïðîéäåííûõ ìóðàâü¼ì (êàæäîå ÷èñëî âõîäèò â ýòó
ñóììó íåñêîëüêî ðàç). Ñ îäíîé ñòîðîíû, îíà ïî ìîäóëþ íå ïðåâîñõîäèò 1, ñ
äðóãîé ñòîðîíû, îíà äîëæíà áûòü ðàâíà ±5. Ïðîòèâîðå÷èå.

Çàäà÷à 7.3.6. (Ìîñêîâñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà � 1961.8.1.4) Äàíà
ëàäüÿ, êîòîðîé ðàçðåøàåòñÿ äåëàòü õîäû òîëüêî äëèíîé â îäíó êëåòêó. Äî-
êàçàòü, ÷òî îíà ìîæåò îáîéòè âñå êëåòêè ïðÿìîóãîëüíîé øàõìàòíîé äîñêè,
ïîáûâàâ íà êàæäîé êëåòêå ðîâíî îäèí ðàç, è âåðíóòüñÿ â íà÷àëüíóþ êëåòêó
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ÷èñëî êëåòîê íà äîñêå ÷¼òíî.

Ðåøåíèå. Åñëè îäíà èç ñòîðîí øàõìàòíîé äîñêè ðàâíà 2, îáõîä ïî ïåðèìåò-
ðó óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ. Êîãäà äëèíà îäíîé èç ñòîðîí ÷¼òíà, òî âîçìîæåí
îáõîä, ïîêàçàííûé íà ðèñóíêå.

Ïóñòü äëèíû îáåèõ ñòîðîí íå÷¼òíû. Êàæäûì õîäîì ëàäüÿ ìåíÿåò öâåò êëåòêè,
íà êîòîðîé ñòîèò. Ïîýòîìó, åñëè ëàäüÿ âîçâðàùàåòñÿ â èñõîäíóþ êëåòêó, òî
êîëè÷åñòâî å¼ õîäîâ (òî åñòü ïðîéäåííûõ êëåòîê) ÷¼òíî. Íî êîëè÷åñòâî êëåòîê
íà òàêîé äîñêå íå÷¼òíî. Çíà÷èò, îáîéòè âñå êëåòêè îíà íå ìîæåò.
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4 Ãðàôû. Ñâÿçíûå ãðàôû

Çàäà÷à 7.4.4. (¾Ïîêîðè Âîðîáü¼âû ãîðû¿ 2017.5-6.6;7-8.5;9.4) Â Èìïåðèè Âå-
ñòåðîñà áûëî 1000 ãîðîäîâ è 2017 äîðîã (êàæäàÿ äîðîãà ñîåäèíÿåò êàêèå-òî
äâà ãîðîäà). Èç êàæäîãî ãîðîäà ìîæíî áûëî ïðîåõàòü â êàæäûé. Îäíàæäû
çëîé âîëøåáíèê çàêîëäîâàë N äîðîã, è åçäèòü ïî íèì ñòàëî íåëüçÿ. Îáðàçîâà-
ëîñü 7 êîðîëåâñòâ, òàê, ÷òî â êàæäîì êîðîëåâñòâå ìîæíî äîáðàòüñÿ èç ëþáîãî
ãîðîäà â ëþáîé ïî äîðîãàì, à èç îäíîãî êîðîëåâñòâà â äðóãîå ïî äîðîãàì äî-
áðàòüñÿ íåëüçÿ. Ïðè êàêîì íàèáîëüøåì N ýòî âîçìîæíî?

Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çëîé âîëøåáíèê çàêîëäîâàë âñå 2017 äîðîã. Òî-
ãäà ïîëó÷àåòñÿ 1000 êîðîëåâñòâ (êàæäîå èç îäíîãî ãîðîäà). Ïðåäñòàâèì òå-
ïåðü, ÷òî äîáðûé âîëøåáíèê ðàñêîëäîâûâàåò äîðîãè òàê, ÷òîáû ïîëó÷èëîñü
7 êîðîëåâñòâ.

Îí äîëæåí ðàñêîëäîâàòü êàê ìèíèìóì 993 äîðîãè, ò. ê. êàæäàÿ äîðîãà óìåíü-
øàåò ÷èñëî êîðîëåâñòâ íå áîëåå, ÷åì íà 1. Çíà÷èò çëîé âîëøåáíèê íå ìîã
çàêîëäîâàòü áîëåå 2017− 993 = 1024 äîðîã.

5 Îðèåíòèðîâàííûå ãðàôû

Çàäà÷à 7.5.3. (Ëåíèíãðàäñêèå ìàòåìàòè÷åñêèå êðóæêè) Äèìà, ïðèåõàâ èç
Âðóíëÿíäèè, ðàññêàçàë, ÷òî òàì åñòü íåñêîëüêî îçåð, ñîåäèí¼ííûõ ìåæäó ñî-
áîé ðåêàìè. Èç êàæäîãî îçåðà âûòåêàþò òðè ðåêè, è â êàæäîå îçåðî âïàäàþò
÷åòûðå ðåêè. Äîêàæèòå, ÷òî îí îøèáàåòñÿ.

Ðåøåíèå. Îáùåå êîëè÷åñòâî ¾âòåêàþùèõ¿ ðåê äîëæíî áûòü ðàâíî îáùåìó
êîëè÷åñòâó ¾âûòåêàþùèõ¿ ðåê.

Çàäà÷à 7.5.4. (Êðóæîê ÌÖÍÌÎ � 35501) Íà ñòîðîíàõ íåêîòîðîãî ìíîãî-
óãîëüíèêà ðàññòàâëåíû ñòðåëêè. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî âåðøèí, â êîòîðûå âõî-
äÿò äâå ñòðåëêè, ðàâíî ÷èñëó âåðøèí, èç êîòîðûõ âûõîäÿò äâå ñòðåëêè.

Ïîäñêàçêà. ×èñëî âûõîäÿùèõ ñòðåëîê ðàâíî ÷èñëó âåðøèí ìíîãîóãîëüíèêà.

Ðåøåíèå. Ïóñòü n � ÷èñëî ñòîðîí äàííîãî ìíîãîóãîëüíèêà, à k � ÷èñëî âåð-
øèí, â êîòîðûå âõîäèò ïî äâå ñòðåëêè.

Âñåãî ñòðåëîê � n, èç íèõ 2k ñòðåëîê âõîäÿò â äàííûå k âåðøèí, îñòàëüíûå
n− 2k ñòðåëîê âõîäÿò åù¼ â n− 2k âåðøèí (â êàæäóþ � ïî îäíîé).

Îñòà¼òñÿ n− k− (n− 2k) = k âåðøèí, â êîòîðûå íå âõîäèò íè îäíîé ñòðåëêè,
òî åñòü èç êîòîðûõ âûõîäèò ïî äâå ñòðåëêè.
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Çàäà÷à 7.5.5. (Ëåíèíãðàäñêèå ìàòåìàòè÷åñêèå êðóæêè) Äîêàæèòå, ÷òî íà
ð¼áðàõ ñâÿçíîãî ãðàôà ìîæíî òàê ðàññòàâèòü ñòðåëêè, ÷òîáû èç íåêîòîðîé
âåðøèíû ìîæíî áûëî äîáðàòüñÿ ïî ñòðåëêàì äî ëþáîé äðóãîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì âåðøèíó A. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà âåðøèíû,
ñîåäèí¼ííûå ñ A, çàòåì � íîâûå âåðøèíû, ñîåäèí¼ííûå ñ íèìè, è ò. ä. Ïðè
ýòîì ð¼áðà, ñîåäèíÿþùèå äîáàâëÿåìûå âåðøèíû ñ óæå ðàññìîòðåííûìè, îðè-
åíòèðóåì â íàïðàâëåíèè ê íîâûì âåðøèíàì.

Çàäà÷à 7.5.6. (Ëåíèíãðàäñêèå ìàòåìàòè÷åñêèå êðóæêè) Â íåêîòîðîé ñòðàíå
åñòü ñòîëèöà è åù¼ 100 ãîðîäîâ. Íåêîòîðûå ãîðîäà (â òîì ÷èñëå è ñòîëèöà)
ñîåäèíåíû äîðîãàìè ñ îäíîñòîðîííèì äâèæåíèåì. Èç êàæäîãî íåñòîëè÷íîãî
ãîðîäà âûõîäèò 20 äîðîã, è â êàæäûé òàêîé ãîðîä âõîäèò 21 äîðîãà. Äîêàæèòå,
÷òî â ñòîëèöó íåëüçÿ ïðîåõàòü íè èç îäíîãî ãîðîäà.

Ðåøåíèå. Ïóñòü â ñòîëèöó âõîäèò a äîðîã. Òîãäà îáùåå ÷èñëî ¾âõîäÿùèõ¿
äîðîã ðàâíî 21 · 100 + a, à îáùåå êîëè÷åñòâî ¾âûõîäÿùèõ¿ äîðîã íå áîëüøå
20 · 100 + (100− a). Ïîýòîìó

21 · 100 + a 6 20 · 100 + (100− a),

òî åñòü 2a 6 0. Òàêèì îáðàçîì, a = 0.

Çàäà÷à 7.5.7. (Èâàíîâ, ¾Ìàòåìàòè÷åñêèé êðóæîê¿) Â ñòðàíå êàæäûå äâà
ãîðîäà ñîåäèíåíû äîðîãîé ñ îäíîñòîðîííèì äâèæåíèåì. Äîêàçàòü, ÷òî ñóùå-
ñòâóåò ãîðîä, èç êîòîðîãî ìîæíî ïðîåõàòü â ëþáîé äðóãîé íå áîëåå, ÷åì ïî
äâóì äîðîãàì.

Ïîäñêàçêà. Ýòî ãîðîä, èç êîòîðîãî âûõîäèò íàèáîëüøåå ÷èñëî äîðîã.

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ãîðîä A, èç êîòîðîãî âûõîäèò íàèáîëüøåå ÷èñëî äîðîã,
è ïðîèçâîëüíûé ãîðîä B. Åñëè äîðîãà âåä¼ò èç A â B, òî âñ¼ â ïîðÿäêå.

Åñëè æå äîðîãà âåä¼ò èç B â A, òî, ïîñêîëüêó èç B âûõîäèò íå áîëüøå äîðîã,
÷åì èç A, íàéä¼òñÿ ãîðîä C, â êîòîðûé âåä¼ò äîðîãà èç A, íî íå âåä¼ò äîðîãà
èç B. Òîãäà ìîæíî èç A ïîïàñòü â B ïî ìàðøðóòó A− C −B.

6 Êîìáèíàòîðèêà. Ïåðåáîð âàðèàíòîâ

Çàäà÷à 7.6.6 (Çàäà÷à Ëåîíàðäà Ýéëåðà). ×åòâåðî ãîñïîä ïðè âõîäå â
ðåñòîðàí îòäàëè øâåéöàðó ñâîè øëÿïû, à ïðè âûõîäå ïîëó÷èëè èõ îáðàòíî.
Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò âàðèàíòîâ, ïðè êîòîðûõ êàæäûé èç íèõ ïîëó÷èò ÷óæóþ
øëÿïó?
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Ðåøåíèå. Çàíóìåðóåì ãîñòåé öèôðàìè 1, 2, 3, 4 è òàê æå çàíóìåðóåì èõ øëÿ-
ïû. Ñ÷èòàåì, ÷òî øëÿïà ñ äàííûì íîìåðîì ïðèíàäëåæèò ãîñòþ ñ ýòèì æå
íîìåðîì (òî åñòü, íàïðèìåð, øëÿïà 2 ïðèíàäëåæèò ãîñòþ 2). Òîãäà êàæäûé
âàðèàíò ïîëó÷åíèÿ øëÿï îáîçíà÷àåòñÿ ÷åòûð¼õçíà÷íûì ÷èñëîì, ñîñòàâëåí-
íûì èç öèôð 1, 2, 3 è 4, â êîòîðîì íîìåð ïîçèöèè öèôðû åñòü íîìåð ãîñòÿ, à
ñàìà öèôðà åñòü íîìåð ïîëó÷åííîé èì øëÿïû (íîìåðà ïîçèöèé áóäåì ñ÷èòàòü
ñëåâà íàïðàâî).

Íàïðèìåð, êîìáèíàöèÿ 4132 îçíà÷àåò, ÷òî ïåðâûé ãîñòü ïîëó÷èë ÷åòâ¼ðòóþ
øëÿïó, âòîðîé � ïåðâóþ, òðåòèé � òðåòüþ, à ÷åòâ¼ðòûé � âòîðóþ. Òàêîé âà-
ðèàíò íå ãîäèòñÿ ïî óñëîâèþ, ïîñêîëüêó òðåòèé ïîëó÷èë ñâîþ øëÿïó. Òåïåðü
ïîíÿòíî, ÷òî íóæíî ñäåëàòü � âûïèñàòü ïî âîçðàñòàíèþ âñå ÷åòûð¼õçíà÷íûå
÷èñëà, ñîäåðæàùèå ïî îäíîé öèôðå 1, 2, 3 è 4, òàêèå, ÷òî íèêàêàÿ öèôðà íå
ñòîèò íà ïîçèöèè ñî ñâîèì íîìåðîì.

Ýòè ÷èñëà âûïèñàíû íèæå ïîä ÷åðòîé. Ïîëóæèðíûå öèôðû íàä ÷åðòîé �
íîìåð ïîçèöèè (íîìåð ãîñòÿ), ñ êîòîðûì íå äîëæíà ñîâïàäàòü öèôðà â ñîîò-
âåòñòâóþùåì ñòîëáöå (íîìåð øëÿïû). Êàê âèäèì, âñåãî èìååòñÿ 9 âàðèàíòîâ
íóæíîé ðàçäà÷è øëÿï.

1 2 3 4
2 1 4 3
2 3 4 1
2 4 1 3
3 1 4 2
3 4 1 2
3 4 2 1
4 1 2 3
4 3 1 2
4 3 2 1

Çàäà÷à 7.6.7. (Îëèìïèàäà ¾Ôèçòåõ¿ � 2014.7;8) Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ñïîñî-
áîâ ñîñòàâèòü êîìèññèþ èç ñåìè ÷åëîâåê, âûáèðàÿ å¼ ÷ëåíîâ èç âîñüìè ñó-
ïðóæåñêèõ ïàð, íî òàê, ÷òîáû ÷ëåíû îäíîé ñåìüè íå âõîäèëè â êîìèññèþ
îäíîâðåìåííî?

Ðåøåíèå. Â êîìèññèþ âîéäóò ïðåäñòàâèòåëè 7 ñóïðóæåñêèõ ïàð. Ïîýòîìó ñíà-
÷àëà ìîæíî âîñåìüþ ñïîñîáàìè âûáðàòü òó ïàðó, îò êîòîðîé íèêòî íå âîéä¼ò â
êîìèññèþ, à ïîòîì äëÿ êàæäîé èç ñåìè îñòàâøèõñÿ ïàð äâóìÿ ñïîñîáàìè óêà-
çàòü òîãî, êòî èç íå¼ âîéä¼ò â êîìèññèþ. Ïî ïðàâèëó ïðîèçâåäåíèÿ ïîëó÷èòñÿ
8 · 27 = 1024 ñïîñîáà.

Çàäà÷à 7.6.8. (Òóðíèð èì. Ëîìîíîñîâà � 2012.7) Ãîðîäà A, B, C è D ñîåäè-
íåíû äîðîãàìè òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå.
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Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ïðîäåëàòü ïóòü èç ãîðîäà A â ãîðîä D, ïîáûâàâ
â êàæäîì ãîðîäå ðîâíî ïî îäíîìó ðàçó?

Ðåøåíèå. Ïðè óêàçàííîì íà ðèñóíêå ñîåäèíåíèè ãîðîäîâ äîðîãàìè âîçìîæíû
ëèøü äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ãîðîäîâ íà ïóòè èç A â D ñ óñëîâèåì, ÷òî â
êàæäîì ãîðîäå íåîáõîäèìî ïîáûâàòü ðîâíî ïî îäíîìó ðàçó:

A
3−→ B

2−→ C
3−→ D è A

1−→ C
2−→ B

1−→ D,

ãäå íàä ñòðåëêàìè óêàçàíî êîëè÷åñòâî äîðîã, ñîåäèíÿþùèõ ñîîòâåòñòâóþùèå
ãîðîäà íàïðÿìóþ. Ñëåäîâàòåëüíî, îáùåå ÷èñëî ñïîñîáîâ ïðîäåëàòü òðåáóåìûé
ïóòü ðàâíî 3 · 2 · 3 + 1 · 2 · 1 = 20.

Çàäà÷à 7.6.9. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1997.7.1) Êàêèõ ïðÿìîóãîëü-
íèêîâ ñ öåëûìè ñòîðîíàìè áîëüøå: ñ ïåðèìåòðîì 1996 èëè ñ ïåðèìåòðîì 1998?
(Ïðÿìîóãîëüíèêè a× b è b× a ñ÷èòàþòñÿ îäèíàêîâûìè.)

Ïîäñêàçêà. Åñëè ïåðèìåòð ïðÿìîóãîëüíèêà ðàâåí 1996, òî ñóììà äëèí åãî
ñîñåäíèõ ñòîðîí ðàâíà 998.

Ðåøåíèå. Åñëè ïåðèìåòð ïðÿìîóãîëüíèêà ðàâåí 1996, òî ñóììà äëèí åãî ñî-
ñåäíèõ ñòîðîí ðàâíà 998. Çíà÷èò, äëèíà ìåíüøåé ñòîðîíû ìîæåò ïðèíèìàòü
çíà÷åíèÿ îò 1 äî 499.

Åñëè ïåðèìåòð ïðÿìîóãîëüíèêà ðàâåí 1998, òî ñóììà äëèí åãî ñîñåäíèõ ñòîðîí
ðàâíà 999, à äëèíà ìåíüøåé ñòîðîíû ìîæåò ïðèíèìàòü òå æå çíà÷åíèÿ: îò 1
äî 499.

Òî åñòü â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ ïîðîâíó, à èìåííî, 499.

Çàäà÷à 7.6.10. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ÷èñåë, áîëüøèõ, ÷åì 3528, êàæäîå èç
êîòîðûõ ìîæíî ïîëó÷èòü ïåðåñòàíîâêîé öèôð äàííîãî ÷èñëà?

Ðåøåíèå. Ñóùåñòâóåò 15 óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ ÷èñåë: 3582, 3825, 3852,
5238, 5283, 5328, 5382, 5823, 5832, 8235, 8253, 8325, 8352, 8523, 8532.

Çàäà÷à 7.6.11. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò òð¼õçíà÷íûõ ÷èñåë, ñóììà öèôð êîòîðûõ
íå ïðåâîñõîäèò 4?

Ðåøåíèå. Ñóùåñòâóåò 20 òàêèõ ÷èñåë: 101, 102, 103, 110, 111, 112, 113, 120,
121, 130, 200, 201, 202, 210, 211, 220, 300, 301, 310, 400.
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Çàäà÷à 7.6.12. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ÷åòûð¼õçíà÷íûõ ÷èñåë, ñóììà öèôð êî-
òîðûõ áîëüøå 33?

Ðåøåíèå. Ñóùåñòâóåò 15 óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ ÷åòûð¼õçíà÷íûõ ÷èñåë:
9999, 9998, 9989, 9899, 8999, 8899, 8989, 8998, 9889, 9898, 9988, 7999, 9799, 9979,
9997.

Çàäà÷à 7.6.13. Íà îêðóæíîñòè îòìåòèëè ÷åòûðå ðàçëè÷íûå òî÷êè. Ñêîëüêî
ïðè ýòîì ïîëó÷èëîñü äóã?

Ðåøåíèå. Îòìåòèì òî÷êè öèôðàìè 1, 2, 3 è 4. Ïåðå÷èñëèì ïîëó÷èâøèåñÿ
äóãè: 12, 21, 13, 31, 14, 41, 23, 32, 24, 42, 34, 43. Âñåãî èõ 12.

Çàäà÷à 7.6.14. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò äâóçíà÷íûõ ÷èñåë, ó êîòîðûõ ïåðâàÿ
öèôðà ìåíüøå âòîðîé?

Ðåøåíèå. Ñóùåñòâóåò 36 òàêèõ ÷èñåë: 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 23, 24, 25,
26, 27, 28, 29, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 45, 46, 47, 48, 49, 56, 57, 58, 59, 67, 68, 69,
78, 79, 89.

Çàäà÷à 7.6.15.Øåñòü çíàêîìûõ îáìåíÿëèñü ðóêîïîæàòèÿìè. Ñêîëüêî âñåãî
áûëî ñäåëàíî ðóêîïîæàòèé?

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì çíàêîìûõ öèôðàìè. Òîãäà èìååì 15 ðóêîïîæàòèé: 12,
13, 14, 15, 16, 23, 24, 25, 26, 34, 35, 36, 45, 46, 56.

Òàêæå ìîæíî íàéòè ÷èñëî ðóêîïîæàòèé êàê ÷èñëî ñî÷åòàíèé èç 6 ïî 2.

Çàäà÷à 7.6.16. Ñåìåðî øàõìàòèñòîâ ïðîâåëè äâóõêðóãîâîé òóðíèð, â êîòî-
ðîì êàæäûé ñûãðàë ñ êàæäûì ïî äâå ïàðòèè (îäíó ïàðòèþ áåëûìè ôèãóðàìè,
îäíó � ÷¼ðíûìè). Ñêîëüêî ïàðòèé áûëî ñûãðàíî íà òóðíèðå?

Ðåøåíèå. ×èñëî ïàðòèé ðàâíî ÷èñëó ðàçìåùåíèé èç 7 ïî 2, òî åñòü 42.

Çàäà÷à 7.6.17. Äåâÿòü øåñòèêëàññíèêîâ ïîëó÷èëè ïî ìàòåìàòèêå, ðóññêîìó
ÿçûêó è ãåîãðàôèè ÷åòâ¼ðêè è ïÿò¼ðêè â ÷åòâåðòè. Äîêàæèòå, ÷òî õîòÿ áû ó
äâóõ èç íèõ îöåíêè ïî ýòèì ïðåäìåòàì ïîëíîñòüþ ñîâïàäàþò.

Ðåøåíèå. ×èñëî âñåõ âàðèàíòîâ îöåíîê ðàâíî âîñüìè (444, 555, 455, 545, 554,
544, 454, 445), à øåñòèêëàññíèêîâ äåâÿòü. Ñîãëàñíî ïðèíöèïó Äèðèõëå õîòÿ
áû ó äâóõ øêîëüíèêîâ îöåíêè ïîëíîñòüþ ñîâïàäàþò.
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Çàäà÷à 7.6.18. Ïÿòíàäöàòü øåñòèêëàññíèêîâ ïîëó÷èëè ïî ìàòåìàòèêå, ðóñ-
ñêîìó, ãåîãðàôèè è ôèçêóëüòóðå ÷åòâ¼ðêè è ïÿò¼ðêè â ÷åòâåðòè. Ìîæíî ëè
òåïåðü óòâåðæäàòü, ÷òî õîòÿ áû ó äâóõ èç íèõ îöåíêè ïî ýòèì ïðåäìåòàì
ïîëíîñòüþ ñîâïàäàþò?

Ðåøåíèå. ×èñëî âñåõ âàðèàíòîâ îöåíîê ðàâíî øåñòíàäöàòè (4444, 5444, 4544,
4454, 4445, 5544, 5454, 5445, 4554, 4545, 4455, 4555, 5455, 5545, 5554, 5555), à
ó÷åíèêîâ âñåãî ïÿòíàäöàòü, ñëåäîâàòåëüíî, íåëüçÿ óòâåðæäàòü, ÷òî õîòÿ áû ó
äâóõ øêîëüíèêîâ îöåíêè ïî ýòèì ïðåäìåòàì ïîëíîñòüþ ñîâïàäàþò.

Çàäà÷à 7.6.19. Äâóì âðà÷àì íóæíî ïîñåòèòü ÷åòûð¼õ áîëüíûõ, ïðè÷¼ì êàæ-
äûé âðà÷ äîëæåí ïîáûâàòü ó êàêèõ-ëèáî äâóõ áîëüíûõ. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè
âðà÷è ìîãóò ðàñïðåäåëèòü ìåæäó ñîáîé ýòè ïîñåùåíèÿ?

Ðåøåíèå. ×èñëî ñïîñîáîâ ðàâíî ÷èñëó ðàçìåùåíèé èç 4 ïî 2, ò. å. øåñòè.

Çàäà÷à 7.6.20. Åñòü äâå áåëûå, äâå êðàñíûå è äâå ðîçîâûå ãâîçäèêè. Ñêîëü-
êèìè ñïîñîáàìè èõ ìîæíî ðàññòàâèòü â òðè âàçû òàê, ÷òîáû â êàæäîé âàçå
ñòîÿëè ïî äâå ãâîçäèêè ðàçíîãî öâåòà?

Ðåøåíèå. Òðè ïàðû ãâîçäèê: áåëàÿ � êðàñíàÿ, áåëàÿ � ðîçîâàÿ, êðàñíàÿ �
ðîçîâàÿ ìîæíî ïåðåñòàâèòü 3! = 6 ñïîñîáàìè.

Çàäà÷à 7.6.21. Ïåòÿ è Âàñÿ èãðàþò â ïèíã-ïîíã, ìàò÷ ïðîäîëæàåòñÿ äî òð¼õ
ïîáåä. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò âàðèàíòîâ ïðîòåêàíèÿ ìàò÷à?

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì 1 � ïîáåäó, 0 � ïîðàæåíèå. Òîãäà âñå âîçìîæíûå âà-
ðèàíòû, íàïðèìåð, ñî ñòîðîíû Ïåòè: 111, 000, 1000, 0100, 0010, 0111, 1011,
1101, 00111, 01011, 01101, 10011, 10101, 11001, 11000, 10100, 10010, 01100, 01010,
00110.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò 20 âàðèàíòîâ ïðîòåêàíèÿ ìàò÷à.

Çàäà÷à 7.6.22. Èç Æ¼ëòîé ñòðàíû â Ãîëóáóþ âåäóò äâå äîðîãè, èç Ãîëóáîé
ñòðàíû â Ðîçîâóþ � ÷åòûðå. Èç Æ¼ëòîé ñòðàíû â Ôèîëåòîâóþ âåäóò òðè äî-
ðîãè, èç Ôèîëåòîâîé ñòðàíû â Ðîçîâóþ � òîæå òðè. Ïðÿìûõ äîðîã èç Æ¼ëòîé
ñòðàíû â Ðîçîâóþ è èç Ãîëóáîé ñòðàíû â Ôèîëåòîâóþ íåò. Ñêîëüêèìè ïóòÿ-
ìè ìîæíî äîáðàòüñÿ èç Æ¼ëòîé ñòðàíû â Ðîçîâóþ? À èç Ãîëóáîé ñòðàíû â
Ôèîëåòîâóþ?

Ðåøåíèå. Èç Æ¼ëòîé ñòðàíû â Ðîçîâóþ âåäóò 2 · 4 + 3 · 3 = 17 äîðîã. Èç
Ãîëóáîé ñòðàíû â Ôèîëåòîâóþ âåäóò 2 · 3 + 4 · 3 = 18 äîðîã.
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Çàäà÷à 7.6.23. Àëôàâèò ïëåìåíè Íè�Áóì�Áóì ñîäåðæèò òîëüêî òðè áóêâû
� À, Á è Â. Ñëîâîì ÿâëÿåòñÿ ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñîñòîÿùàÿ íå áîëåå
÷åì èç òð¼õ áóêâ. Ñêîëüêî ñëîâ â ÿçûêå ýòîãî ïëåìåíè?

Ðåøåíèå. Â ÿçûêå ýòîãî ïëåìåíè 39 ñëîâ: À, Á, Â, ÀÀ, ÁÁ, ÂÂ, ÀÁ, ÁÀ, ÀÂ,
ÂÀ, ÁÂ, ÂÁ, ÀÀÀ, ÁÁÁ, ÂÂÂ, ÀÁÂ, ÀÂÁ, ÁÀÂ, ÁÂÀ, ÂÀÁ, ÂÁÀ, ÁÀÀ, ÀÁÀ,
ÀÀÁ, ÂÀÀ, ÀÂÀ, ÀÀÂ, ÀÁÁ, ÁÀÁ, ÁÁÀ, ÂÁÁ, ÁÂÁ, ÁÁÂ, ÀÂÂ, ÂÀÂ, ÂÂÀ,
ÁÂÂ, ÂÁÂ, ÂÂÁ.

7 Êîìáèíàòîðèêà. Ïðàâèëà ñëîæåíèÿ è óìíî-

æåíèÿ

Çàäà÷à 7.7.6. (¾Ïîêîðè Âîðîáü¼âû ãîðû¿ 2017.5-6.2;7-8.1) Ñêîëüêî íàòó-
ðàëüíûõ ÷èñåë îò 1 äî 2017 èìåþò ðîâíî òðè ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ äå-
ëèòåëÿ?

Ðåøåíèå. Òîëüêî êâàäðàòû ïðîñòûõ ÷èñåë èìåþò ðîâíî òðè äåëèòåëÿ. Çà-
ìåòèì, ÷òî 472 > 2017, ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü êâàäðàòû ïðîñòûõ
÷èñåë îò 2 äî 43. Èõ 14 øòóê.

Çàäà÷à 7.7.7. (¾Ïîêîðè Âîðîáü¼âû ãîðû¿ 2017.5-6.2) Ñêîëüêî òð¼õçíà÷íûõ
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë èìåþò ÷¼òíîå ÷èñëî ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ äåëèòåëåé?

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî òîëüêî òî÷íûå êâàäðàòû èìåþò íå÷¼òíîå ÷èñëî äåëè-
òåëåé. Âñåãî 900 òð¼õçíà÷íûõ ÷èñåë, èç íèõ òî÷íûìè êâàäðàòàìè ÿâëÿþòñÿ
22 ÷èñëà: 102, 112, . . . , 312.

Ñëåäîâàòåëüíî, òð¼õçíà÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, èìåþùèõ ÷¼òíîå ÷èñëî ðàç-
ëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ äåëèòåëåé, áóäåò 900− 22 = 878.

Çàäà÷à 7.7.8. (¾Ïîêîðè Âîðîáü¼âû ãîðû¿ 2017.5-8.6;9.5) Ñêîëüêèìè ñïîñîáà-
ìè ìîæíî ðàçëîæèòü ÷èñëî 10000 íà òðè íàòóðàëüíûõ ìíîæèòåëÿ, íè îäèí èç
êîòîðûõ íå äåëèòñÿ íà 10? Ñ÷èòàåì, ÷òî ðàçëîæåíèÿ, îòëè÷àþùèåñÿ òîëüêî
ïîðÿäêîì ñîìíîæèòåëåé, íå ðàçëè÷àþòñÿ.

Ðåøåíèå. Â êàæäûé èç ìíîæèòåëåé äîëæíû âõîäèòü òîëüêî ñòåïåíè 2 è 5
(îäíîâðåìåííî íå ìîãóò, ò. ê. ïîëó÷èòñÿ ÷èñëî, êðàòíîå 10).

Ìîæåò áûòü äâà ìíîæèòåëÿ, ðàâíûå ñòåïåíè äâîéêè, òîãäà òðåòèé ðàâåí 625.

Èëè íàîáîðîò, äâà ìíîæèòåëÿ � ñòåïåíè ïÿòåðêè, à òðåòèé ðàâåí 16. Â êàæäîì
ñëó÷àå ïî 3 âàðèàíòà.
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Òàêèì îáðàçîì, óêàçàííîå ÷èñëî ìîæíî ðàçëîæèòü íà ìíîæèòåëè øåñòüþ
ñïîñîáàìè.

Çàäà÷à 7.7.9. (¾Ïîêîðè Âîðîáü¼âû ãîðû¿ 2017.5-6.6) Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè
ìîæíî ðàçëîæèòü ÷èñëî 1024 íà òðè íàòóðàëüíûõ ìíîæèòåëÿ òàê, ÷òîáû ïåð-
âûé ìíîæèòåëü áûë êðàòåí âòîðîìó, à âòîðîé � òðåòüåìó?

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî ìíîæèòåëè èìåþò âèä

2a · 2b · 2c,

ãäå a+ b+ c = 10 è a > b > c. Î÷åâèäíî, ÷òî c < 4, òàê êàê èíà÷å ñóììà áûëà
áû áîëüøå 10. Ðàññìîòðèì ñëó÷àè:

� c = 0, b = 0, . . . , 5, a = 10− b, 6 ñïîñîáîâ;
� c = 1, b = 1, . . . , 4, a = 9− b, 4 ñïîñîáà;
� c = 2, b = 2, 3, a = 8− b, 3 ñïîñîáà;
� c = 3, b = 3, a = 4− b, 1 ñïîñîá;

Èòîãî, 14 ñïîñîáîâ.

Çàäà÷à 7.7.10. (¾Ïîêîðè Âîðîáü¼âû ãîðû¿ 2017.5-6.5;7-8.4;9.3) Âàñÿ ïðèäó-
ìûâàåò ÷åòûð¼õçíà÷íûé ïàðîëü äëÿ êîäîâîãî çàìêà. Îí íå ëþáèò öèôðó 2,
ïîýòîìó íå èñïîëüçóåò å¼. Êðîìå òîãî îí íå ëþáèò, êîãäà äâå îäèíàêîâûå öèô-
ðû ñòîÿò ðÿäîì. À åù¼ îí õî÷åò, ÷òîáû ïåðâàÿ öèôðà ñîâïàäàëà ñ ïîñëåäíåé.
Ñêîëüêî âàðèàíòîâ íàäî ïåðåáðàòü, ÷òîáû ãàðàíòèðîâàííî óãàäàòü Âàñèí ïà-
ðîëü?

Ðåøåíèå. Ïàðîëü äîëæåí èìåòü âèä ABCA, ãäå A, B, C � ðàçíûå öèôðû, íå
ðàâíûå 2. Èõ ìîæíî âûáðàòü 9 · 8 · 7 = 504 ñïîñîáàìè.

Çàäà÷à 7.7.11. (¾Ïîêîðè Âîðîáü¼âû ãîðû¿ 2017.5-6.4;7-8.3;9.2) Ïåòÿ ïðèäó-
ìûâàåò ïàðîëü äëÿ ñâîåãî ñìàðòôîíà. Ïàðîëü ñîñòîèò èç ÷åòûð¼õ äåñÿòè÷-
íûõ öèôð. Ïåòÿ õî÷åò, ÷òîáû ïàðîëü íå ñîäåðæàë öèôðó 7, ïðè ýòîì â ïàðîëå
äîëæíû áûòü õîòÿ áû äâå (èëè áîëåå) îäèíàêîâûå öèôðû. Ñêîëüêèìè ñïîñî-
áàìè Ïåòÿ ìîæåò ýòî ñäåëàòü?

Ðåøåíèå. Âñåãî ïàðîëåé, íå ñîäåðæàùèõ öèôðó 7, áóäåò 94 = 6561.

Ïðè ýòîì 9 · 8 · 7 · 6 = 3024 èç íèõ ñîñòîÿò èç ðàçíûõ öèôð. Çíà÷èò, ñîäåðæàò
îäèíàêîâûå öèôðû 6561− 3024 = 3537 ïàðîëåé.

Çàäà÷à 7.7.12. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1998.6-7.1) Íà ãëîáóñå ïðîâå-
äåíû 17 ïàðàëëåëåé è 24 ìåðèäèàíà. Íà ñêîëüêî ÷àñòåé ðàçäåëåíà ïîâåðõíîñòü
ãëîáóñà? Ìåðèäèàí � ýòî äóãà, ñîåäèíÿþùàÿ Ñåâåðíûé ïîëþñ ñ Þæíûì. Ïà-
ðàëëåëü � ýòî îêðóæíîñòü, ïàðàëëåëüíàÿ ýêâàòîðó (ýêâàòîð òîæå ÿâëÿåòñÿ
ïàðàëëåëüþ).
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Ïîäñêàçêà. Ðåøèòå çàäà÷ó äëÿ äâóõ ìåðèäèàíîâ è îäíîé ïàðàëëåëè.

Ðåøåíèå. Ìåðèäèàíû äåëÿò ãëîáóñ íà 24 ÷àñòè (äîëüêè), à ïàðàëëåëè äåëÿò
êàæäóþ äîëüêó íà 17 + 1 = 18 ÷àñòåé. Âñåãî 18 · 24 = 432 ÷àñòè.

Çàäà÷à 7.7.13. (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê¿ � 1996.6.3) Êàêèõ ïÿòèçíà÷-
íûõ ÷èñåë áîëüøå: íå äåëÿùèõñÿ íà 5 èëè òåõ, ó êîòîðûõ íè ïåðâàÿ, íè âòîðàÿ
öèôðà ñëåâà � íå ïÿò¼ðêà?

Ðåøåíèå. Ïåðâûé ñïîñîá. Ïîäñ÷èòàåì êîëè÷åñòâî ÷èñåë, íå êðàòíûõ 5. Íà
ïåðâîì ìåñòå ìîæåò ñòîÿòü ëþáàÿ èç 9 íåíóëåâûõ öèôð, íà âòîðîì, òðåòüåì
è ÷åòâ¼ðòîì � ëþáàÿ èç 10 öèôð, íà ïîñëåäíåì � ëþáàÿ èç âîñüìè (íå 5 è íå
0). Âñåãî ïîëó÷àåì 9 · 8 · 103 ÷èñåë.
Òåïåðü ïîäñ÷èòàåì êîëè÷åñòâî ÷èñåë, ó êîòîðûõ è ïåðâàÿ, è âòîðàÿ öèôðà �
íå ïÿò¼ðêà. Íà ïåðâîì ìåñòå ìîæåò ñòîÿòü ëþáàÿ èç 8 öèôð (íå 5 è íå 0), íà
âòîðîì � ëþáàÿ èç äåâÿòè (íå 5), íà òðåòüåì, ÷åòâ¼ðòîì è ïÿòîì � ëþáàÿ èç
10 öèôð. Ïîëó÷àåì òîò æå ðåçóëüòàò: 9 · 8 · 103 ÷èñåë.
Âòîðîé ñïîñîá. Óñòàíîâèì âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó äâóìÿ
óêàçàííûìè ìíîæåñòâàìè ÷èñåë. Ïóñòü â ÷èñëå ABCDE îáå ïåðâûå öèôðû
îòëè÷íû îò 5.

ÅñëèB 6= 0, ïîñòàâèì åìó â ñîîòâåòñòâèå ÷èñëîBCDEA; åñëèB = 0, ïîñòàâèì
åìó â ñîîòâåòñòâèå ÷èñëî 5CDEA.

ßñíî, ÷òî òàêèì ñïîñîáîì ïîëó÷àþòñÿ âñå ïÿòèçíà÷íûå ÷èñëà, íå êðàòíûå 5.

Òàêèì îáðàçîì, óêàçàííûõ â óñëîâèè ïÿòèçíà÷íûõ ÷èñåë ïîðîâíó.

Çàäà÷à 7.7.14. (Òóðíèð èì. Ëîìîíîñîâà � 2016.5-8.4) Ñêîëüêî ÷èñåë, äåëÿ-
ùèõñÿ íà 4 è ìåíüøèõ 1000, íå ñîäåðæàò íè îäíîé èç öèôð 6, 7, 8, 9 èëè
0?

Ðåøåíèå. Îäíîçíà÷íûå è äâóçíà÷íûå ÷èñëà, óäîâëåòâîðÿþùèå äàííîìó óñëî-
âèþ: 4, 12, 24, 32, 44, 52. Ñîãëàñíî ïðèçíàêó äåëèìîñòè íà 4 ïîñëåäíèå äâå
öèôðû òð¼õçíà÷íîãî ÷èñëà äîëæíû îáðàçîâûâàòü ÷èñëî, äåëÿùååñÿ íà 4. Òî-
ãäà ýòî áóäóò ñëåäóþùèå ÷èñëà.

112 124 132 144 152
212 224 232 244 252
312 324 332 344 352
412 424 432 444 452
512 524 532 544 552

Òî åñòü, âñåãî 31 ÷èñëî.
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Çàäà÷à 7.7.15. (¾Ïîêîðè Âîðîáü¼âû ãîðû¿ 2017.5-6.5;7-8.6;9.4) Íà êëåò÷à-
òîé áóìàãå íàðèñîâàëè ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ñ êàòåòàìè, ðàâíûìè 7
êëåòêàì (êàòåòû èäóò ïî ëèíèÿì ñåòêè). Ïîòîì îáâåëè âñå ëèíèè ñåòêè, íàõî-
äÿùèåñÿ âíóòðè òðåóãîëüíèêà. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî òðåóãîëüíèêîâ
ìîæíî íàéòè íà ýòîì ðèñóíêå?

Ðåøåíèå. Îäíà èç ñòîðîí òðåóãîëüíèêà äîëæíà èäòè ïîä íàêëîíîì, ò. å. ëå-
æàòü íà îòðåçêå BC. Åñëè çàôèêñèðîâàòü êàêîé-òî äèàãîíàëüíûé îòðåçîê, òî
îñòàâøàÿñÿ âåðøèíà îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî. Ò. å. íàäî âûáðàòü äâå òî÷êè
èç 8, ýòî ìîæíî ñäåëàòü 7 · 8 : 2 = 28 ñïîñîáàìè. Çíà÷èò, íà óäîâëåòâîðÿþùåì
óñëîâèþ çàäà÷è ðèñóíêå ìîæíî íàéòè 28 òðåóãîëüíèêîâ.

Çàäà÷à 7.7.16. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2009.6.5) Ìàðèÿ Èâàíîâíà ïîêóïàåò 16 øàðèêîâ äëÿ Ïîñëåäíåãî çâîíêà.
Â ìàãàçèíå åñòü øàðèêè òð¼õ öâåòîâ: ñèíåãî, êðàñíîãî è çåë¼íîãî. Ñêîëüêî
ñóùåñòâóåò âàðèàíòîâ ðàçëè÷íûõ ïîêóïîê 16 øàðèêîâ, åñëè Ìàðèÿ Èâàíîâíà
õî÷åò, ÷òîáû øàðèêè êàæäîãî öâåòà ñîñòàâëÿëè íå ìåíåå ÷åòâåðòè îò êîëè÷å-
ñòâà âñåõ øàðèêîâ?

Ðåøåíèå. Çàâåäîìî íàäî êóïèòü 4 ñèíèõ øàðèêà, 4 êðàñíûõ è 4 çåë¼íûõ. Îñòà-
¼òñÿ êóïèòü åù¼ 4 øàðèêà, êàæäûé èç êîòîðûõ óæå ìîæåò áûòü ëþáîãî èç
òð¼õ öâåòîâ. Ïîäñ÷èòàåì êîëè÷åñòâî âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ.

1. Âñå 4 øàðèêà îäíîãî öâåòà. Òàêèõ âàðèàíòîâ 3 � ïî ÷èñëó öâåòîâ.
2. Òðè øàðèêà îäíîãî öâåòà, à ÷åòâ¼ðòûé � äðóãîãî. Ïåðâûé öâåò âûáè-

ðàåòñÿ 3 ñïîñîáàìè, âòîðîé � äâóìÿ. Âñåãî 6 âàðèàíòîâ.
3. Äâà øàðèêà îäíîãî öâåòà, à äâà � äðóãîãî. Òàêèõ âàðèàíòîâ 3.
4. Äâà øàðèêà îäíîãî öâåòà, îäèí � äðóãîãî è îäèí � òðåòüåãî. È òàêèõ

âàðèàíòîâ 3.

Èòîãî, 3 + 6 + 3 + 3 + 3 = 15 âàðèàíòîâ.

Çàäà÷à 7.7.17. (Ãîðîäñêàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà äëÿ 6�7 êëàñ-
ñîâ � 2009.6.8) Îòåö ãîâîðèò ñûíó:
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� Ñåãîäíÿ ó íàñ ó îáîèõ äåíü ðîæäåíèÿ, è òû ñòàë ðîâíî â 2 ðàçà ìîëîæå
ìåíÿ.

� Äà, è ýòî âîñüìîé ðàç çà ìîþ æèçíü, êîãäà ÿ ìîëîæå òåáÿ â öåëîå ÷èñëî
ðàç.

Ñêîëüêî ëåò ñûíó, åñëè îòåö íå ñòàðøå 75 ëåò?

Ðåøåíèå. Ïóñòü, êîãäà ñûí ðîäèëñÿ, îòöó áûëî N ëåò. Êîãäà ñûíó k ëåò, îòöó
� N + k. Ýòî ÷èñëî äåëèòñÿ íà k òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà N äåëèòñÿ íà k.

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ïîäáîðó ÷èñëà N , ó êîòîðîãî ðîâíî 8 äåëè-
òåëåé. Ïðè ýòîì 2N íå áîëüøå 75, òî åñòü N 6 37.

×èñëà, èìåþùèå 8 äåëèòåëåé, ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â îäíîì èç òð¼õ âèäîâ:
p7, p3q, pqr (ãäå p, q è r � ïðîñòûå ÷èñëà). Ïåðåáîðîì óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî
òîëüêî ÷èñëà 24 = 23 · 3 è 30 = 2 · 3 · 5 èìåþò 8 äåëèòåëåé è íå ïðåâîñõîäÿò 37.

Çíà÷èò, ñûíó ëèáî 24 ãîäà, ëèáî 30 ëåò.

8 Ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè

Çàäà÷à 7.8.7. (Ìîñêîâñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà � 1962.10.2.5) Â øàõ-
ìàòíîì òóðíèðå êàæäûé ó÷àñòíèê ñûãðàë ñ êàæäûì èç îñòàëüíûõ îäíó ïàð-
òèþ. Äîêàçàòü, ÷òî ó÷àñòíèêîâ ìîæíî òàê çàíóìåðîâàòü, ÷òî îêàæåòñÿ, ÷òî
íè îäèí ó÷àñòíèê íå ïðîèãðàë íåïîñðåäñòâåííî çà íèì ñëåäóþùåìó.

Ïîäñêàçêà. Ïðèìåíèòå èíäóêöèþ ïî ÷èñëó ó÷àñòíèêîâ òóðíèðà.

Ðåøåíèå. Ïðèìåíèì èíäóêöèþ ïî ÷èñëó n ó÷àñòíèêîâ òóðíèðà. Áàçà (äâà
ó÷àñòíèêà) î÷åâèäíà.

Øàã èíäóêöèè. Ðàññìîòðèì íåêîòîðûé òóðíèð ñ n+ 1 ó÷àñòíèêîì. Âûäåëèì
îäíîãî èç ó÷àñòíèêîâ � C, âñå âñòðå÷è ìåæäó îñòàëüíûìè ó÷àñòíèêàìè îá-
ðàçóþò òóðíèð äëÿ n ó÷àñòíèêîâ.

Ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, ýòèõ n ó÷àñòíèêîâ ìîæíî îáîçíà÷èòü

A1, A2, . . . , An

òàê, ÷òî ó÷àñòíèê Ai íå ïðîèãðàë Ai+1 äëÿ âñåõ i = 1, 2, . . . , n− 1.

Ïóñòüm� íàèáîëüøèé íîìåð, äëÿ êîòîðîãî ó÷àñòíèê C ïðîèãðàë ó÷àñòíèêàì
A1, A2, . . . , Am (åñëè C âûèãðàë ó ó÷àñòíèêà A1, òî ïîëàãàåì m = 0). Òîãäà C
íå ïðîèãðàë ó÷àñòíèêó Am+1 (êðîìå ñëó÷àÿ m = n). Ïîýòîìó ðÿä

A1, A2, . . . , Am, C,Am+1, Am+2, . . . , An
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óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (åñëè m = 0, òî ðÿä íà÷èíàåòñÿ ñ C, åñëè m = n, òî
ðÿä çàêàí÷èâàåòñÿ íà C).

Çàäà÷à 7.8.8. (Øåíü, ¾Ìàòåìàòè÷åñêàÿ èíäóêöèÿ¿) Ðàññìîòðèì âñåâîçìîæ-
íûå îáûêíîâåííûå äðîáè ñ ÷èñëèòåëåì 1 è ëþáûì (öåëûì ïîëîæèòåëüíûì)
çíàìåíàòåëåì:

1

2
;
1

3
;
1

4
;
1

5
; . . .

Äîêàçàòü ñ ïîìîùüþ ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè, ÷òî äëÿ ëþáîãî n > 3 ìîæíî
ïðåäñòàâèòü åäèíèöó â âèäå ñóììû n ðàçëè÷íûõ äðîáåé òàêîãî âèäà. Íàïðè-
ìåð, ïðè n = 3 ìîæíî íàïèñàòü òàê:

1 =
1

2
+

1

3
+

1

6
.

(ßñíî, ÷òî äâóìÿ äðîáÿìè íå îáîéòèñü, ïîñêîëüêó âñå äðîáè, êðîìå ïåðâîé,
ìåíüøå ïîëîâèíû. Ìîæíî òàêæå ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ òð¼õ äðîáåé åñòü òîëüêî
îäèí âàðèàíò.)

Ðåøåíèå. Øàã èíäóêöèè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ n−1 äðîáåé çàäà÷à ðåøåíà:
åñòü ïðåäñòàâëåíèå åäèíèöû, â êîòîðîì n − 1 ñëàãàåìûõ è âñå çíàìåíàòåëè
ðàçíûå. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äðîáè óáûâàþò.

Ìû ïîëó÷èì èñêîìîå ïðåäñòàâëåíèå â âèäå ñóììû n äðîáåé, åñëè ðàçîáü¼ì
îäíó äðîáü íà äâå. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1

k
=

1

k + 1
+

1

k · (k + 1)
.

Ïîñëåäíåå (íî âàæíîå) çàìå÷àíèå: âñå äðîáè îñòàëèñü ðàçëè÷íûìè, òàê êàê k
áûëî íàèáîëüøèì çíàìåíàòåëåì, à k + 1 áîëüøå k (íå ãîâîðÿ óæ î k(k + 1),
êîòîðîå åù¼ áîëüøå).

Íàïðèìåð, ïðè ïåðåõîäå îò òð¼õ äðîáåé ê ÷åòûð¼ì ìû ðàçáèâàåì 1/6 íà 1/7
è 1/42. Ìû õîòèì ãàðàíòèðîâàòü, ÷òî âñå äðîáè áóäóò ðàçíûìè, è ïîòîìó
ðàçáèâàåì ñàìóþ ìàëåíüêóþ äðîáü.

Çàäà÷à 7.8.9. (Øåíü, ¾Ìàòåìàòè÷åñêàÿ èíäóêöèÿ¿) Äîêàçàòü, ÷òî ëþáîé èç
êâàäðàòîâ

2× 2, 4× 4, 8× 8, . . . , 2n × 2n, . . . ,

èç êîòîðîãî âûðåçàí óãëîâîé êâàäðàòèê 1× 1, ìîæíî ðàçðåçàòü íà óãîëêè èç
òð¼õ êëåòîê.

Ðåøåíèå. Áàçèñ èíäóêöèè. Äëÿ êâàäðàòà 2× 2 (òî åñòü ïðè n = 1) ýòî òðèâè-
àëüíî: ïîñëå âûðåçàíèÿ óãëîâîãî êâàäðàòèêà êàê ðàç è îñòà¼òñÿ óãîëîê.
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Øàã èíäóêöèè. Äëÿ êâàäðàòà 4×4 (òî åñòü ïðè n = 2) çàäà÷à òàêæå ðåøàåòñÿ
ëåãêî: óãîëîê èç òð¼õ êâàäðàòîâ ðàçìåðà 2 × 2 ìîæíî ðàçðåçàòü íà ÷åòûðå
ìàëåíüêèõ óãîëêà, è îñòà¼òñÿ äîáàâèòü ê íèì åù¼ îäèí óãîëîê. Òîò æå ïðè¼ì
ãîäèòñÿ è â îáùåì ñëó÷àå.

Ïóñòü ìû ðàçðåçàëè êâàäðàò 2n−1 × 2n−1 áåç óãëîâîãî êâàäðàòèêà 1 × 1 íà
óãîëêè èç òð¼õ êëåòîê. Óâåëè÷èì ýòó êàðòèíêó âäâîå. Ìû óâèäèì, ÷òî êâàä-
ðàò âäâîå áîëüøåãî ðàçìåðà 2n × 2n áåç óãëîâîãî êâàäðàòà 2× 2 ðàçðåçàí íà
óãîëêè èç òð¼õ êâàäðàòîâ 2× 2.

Îñòà¼òñÿ êàæäûé èç ýòèõ óãîëêîâ ðàçðåçàòü íà ÷åòûðå ìàëåíüêèõ è äîáàâèòü
åù¼ îäèí óãîëîê â âûðåç 2× 2.

Çàäà÷à 7.8.10. (Øåíü, ¾Ìàòåìàòè÷åñêàÿ èíäóêöèÿ¿) Â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
Ôèáîíà÷÷è

1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, . . .

êàæäûé ñëåäóþùèé ÷ëåí ðàâåí ñóììå äâóõ ïðåäûäóùèõ. Äîêàçàòü, ÷òî äâà
äåëÿùèõñÿ íà 7 ÷èñëà â íåé íå ìîãóò ñòîÿòü ðÿäîì.

Ðåøåíèå. Ïóñòü ýòî íå òàê è åñòü äâà ñòîÿùèõ ðÿäîì ÷èñëà, äåëÿùèõñÿ íà 7.
Äâèãàÿñü ñëåâà íàïðàâî, íàéä¼ì ïåðâóþ òàêóþ ïàðó:

. . . , a, 7k, 7l, . . .

(ñîñåäíèå ÷èñëà, äåëÿùèåñÿ íà 7, çàïèñàíû êàê 7k è 7l). Ïîñêîëüêó â íà÷àëå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñòîÿò äâå åäèíèöû, ýòè ÷èñëà íå ìîãóò áûòü ïåðâûìè,
çíà÷èò, ïåðåä íèìè åñòü êàêîå-òî ÷èñëî a. Ïî óñëîâèþ 7l = a + 7k, òî åñòü
a = 7l − 7k = 7(l − k) è ïîòîìó a òîæå äåëèòñÿ íà 7. Çíà÷èò, ïàðà 7k, 7l íå
áûëà ïåðâîé � âîïðåêè ïðåäïîëîæåíèþ.

Ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî ïàðû ðÿäîì ñòîÿùèõ è äåëÿùèõñÿ íà 7 ÷èñåë
íåò. Íà ñàìîì äåëå ÷èñëî 7 â óñëîâèè çàäà÷è ìîæíî çàìåíèòü íà ëþáîå äðóãîå
öåëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî.

Ïåðåñêàæåì ýòî æå ðàññóæäåíèå ïî èíäóêöèè. Îíî áóäåò âûãëÿäåòü òàê: èí-
äóêöèåé ïî n ìû äîêàçûâàåì, ÷òî õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë Fn è Fn+1 íå äåëèòñÿ
íà 7 (çäåñü ÷åðåç Fn îáîçíà÷åíî n-å ÷èñëî Ôèáîíà÷÷è).

Áàçèñ èíäóêöèè î÷åâèäåí (äâà ïåðâûõ ÷èñëà íå äåëÿòñÿ íà 7). Øàã èíäóêöèè:
åñëè ýòî íå òàê, è îáà ÷èñëà Fn è Fn+1 äåëÿòñÿ íà 7, òî è ïðåäûäóùåå ÷èñëî
Fn−1 = Fn+1 − Fn äåëèòñÿ íà 7, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè.

Çàäà÷à 7.8.11. (Êðóæîê ìàëîãî ìåõìàòà � 2016/2017.7) Íà ïëîñêîñòè ïðîâå-
äåíû n ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç îäíó òî÷êó. Äîêàæèòå, ÷òî îíè ðàçáèâàþò
ïëîñêîñòü íà 2n îáëàñòåé.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ïî èíäóêöèè ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå: ¾n ïðÿìûõ
ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç îäíó òî÷êó ðàçáèâàþò ïëîñêîñòü íà 2n óãëîâ¿.

Áàçà. Åñëè ïðÿìàÿ îäíà, òî îáëàñòåé î÷åâèäíî 2. Äîêàçàíî.

Ïåðåõîä. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ k ïðÿìûõ ìû óæå âñå äîêàçàëè. Äîêàæåì,
äëÿ k+1 ïðÿìîé. Ïóñòü ó íàñ åñòü k+1 ïðÿìàÿ ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç îäíó òî÷êó.

Âûêèíåì âðåìåííî îäíó èç ïðÿìûõ. Îñòàíåòñÿ k, è ïî ïðåäïîëîæåíèþ ìû
çíàåì, ÷òî îíè äåëÿò ïëîñêîñòü íà 2k óãëîâ. Ïðîâåä¼ì òåïåðü âûêèíóòóþ
ïðÿìóþ. Îíà ëåæèò ìåæäó êàêèìè-òî äâóìÿ ñòàðûìè ïðÿìûìè. Ìåæäó ýòèìè
äâóìÿ ñòàðûìè ïðÿìûìè ëåæàëî äâà âåðòèêàëüíûõ óãëà, è êàæäûé èç íèõ
íîâàÿ ïðÿìàÿ ðàçäåëèëà íà äâå ÷àñòè. Òî åñòü ÷èñëî ÷àñòåé óâåëè÷èëîñü íà
2, è ñòàëî ðàâíûì 2k + 2 = 2 · (k + 1). Èíäóêöèîííûé ïåðåõîä äîêàçàí.

9 Èíâàðèàíò

Çàäà÷à 7.9.4. (Òóðíèð ãîðîäîâ � 1987,7-8) Â ëåâûé íèæíèé óãîë øàõìàòíîé
äîñêè 8× 8 ïîñòàâëåíî â ôîðìå êâàäðàòà 3× 3 äåâÿòü ôèøåê. Ôèøêà ìîæåò
ïðûãàòü íà ñâîáîäíîå ïîëå ÷åðåç ðÿäîì ñòîÿùóþ ôèøêó, òî åñòü ñèììåòðè÷íî
îòðàæàòüñÿ îòíîñèòåëüíî å¼ öåíòðà (ïðûãàòü ìîæíî ïî âåðòèêàëè, ãîðèçîí-
òàëè è äèàãîíàëè). Ìîæíî ëè çà íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî òàêèõ õîäîâ ïîñòàâèòü
âñå ôèøêè âíîâü â ôîðìå êâàäðàòà 3× 3, íî â äðóãîì óãëó:

à) ëåâîì âåðõíåì;
á) ïðàâîì âåðõíåì?

Ðåøåíèå. Ðàñêðàñèì äîñêó ïîëîñàìè: íå÷¼òíûå ãîðèçîíòàëè � áåëûì, ÷¼òíûå
� ÷¼ðíûì. Äåëàÿ õîä, ôèøêà íå ìåíÿåò öâåò ïîëÿ, íà êîòîðîì ñòîèò.

Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî â íà÷àëüíîé ðàññòàíîâêå ôèøêè çàíèìàþò øåñòü áå-
ëûõ ïîëåé è òðè ÷¼ðíûõ, à â êîíå÷íîé � òðè ÷¼ðíûõ è øåñòü áåëûõ. Ñëåäî-
âàòåëüíî, îòâåò â îáîèõ ïóíêòàõ îòðèöàòåëüíûé.

Çàìå÷àíèÿ. Â à) ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ è îáû÷íîé øàõìàòíîé ðàñêðàñêîé.

Çàäà÷à 7.9.5. (Òóðíèð ãîðîäîâ � 1987,7-10) Èìåþòñÿ äâà òð¼õëèòðîâûõ ñî-
ñóäà. Â îäíîì 1 ë âîäû, â äðóãîì � 1 ë äâóõïðîöåíòíîãî ðàñòâîðà ïîâàðåííîé
ñîëè. Ðàçðåøàåòñÿ ïåðåëèâàòü ëþáóþ ÷àñòü æèäêîñòè èç îäíîãî ñîñóäà â äðó-
ãîé, ïîñëå ÷åãî ïåðåìåøèâàòü. Ìîæíî ëè çà íåñêîëüêî òàêèõ ïåðåëèâàíèé
ïîëó÷èòü ïîëóòîðàïðîöåíòíûé ðàñòâîð â òîì ñîñóäå, â êîòîðîì âíà÷àëå áûëà
âîäà?

Ðåøåíèå. Ïîêà âñÿ æèäêîñòü íå îêàæåòñÿ â îäíîì ñîñóäå (òîãäà ïîëó÷èòñÿ
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îäíîïðîöåíòíûé ðàñòâîð, è óæå íè÷åãî íå èçìåíèòñÿ), êîíöåíòðàöèÿ ñîëè â
ïåðâîì ñîñóäå (ãäå áûëà âîäà) íèæå, ÷åì âî âòîðîì.

Ïóñòü â êîíöå â ïåðâîì ñîñóäå ïîëóòîðàïðîöåíòíûé ðàñòâîð. Òîãäà âî âòîðîì
êîíöåíòðàöèÿ ñîëè íå íèæå. Ñëèâ âñ¼ â îäèí ñîñóä, ïîëó÷èì 2 ë ñ êîíöåíòðà-
öèåé ñîëè âûøå 1%, ÷òî íåâîçìîæíî.

Çàäà÷à 7.9.6. (Òóðíèð ãîðîäîâ � 1985,7-10) Íà îñòðîâå Ñåðîáóðîìàëèí îáè-
òàþò 13 ñåðûõ, 15 áóðûõ è 17 ìàëèíîâûõ õàìåëåîíîâ. Åñëè âñòðå÷àþòñÿ äâà
õàìåëåîíà ðàçíîãî öâåòà, òî îíè îäíîâðåìåííî ìåíÿþò ñâîé öâåò íà òðåòèé
(ñåðûé è áóðûé ñòàíîâÿòñÿ îáà ìàëèíîâûìè è ò. ï.). Ìîæåò ëè ñëó÷èòüñÿ òàê,
÷òî ÷åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ âñå õàìåëåîíû áóäóò îäíîãî öâåòà?

Ðåøåíèå. Ïóñòü c � ÷èñëî ñåðûõ õàìåëåîíîâ, à b � ÷èñëî áóðûõ. Çàìåòèì,
÷òî îñòàòîê îò äåëåíèÿ c− b íà 3 � èíâàðèàíò.

Äåéñòâèòåëüíî, ïðè âñòðå÷å ñåðîãî õàìåëåîíà ñ áóðûì, ðàçíîñòü íå ìåíÿåòñÿ,
ïðè âñòðå÷å ñåðîãî ñ ìàëèíîâûì � óìåíüøàåòñÿ íà 3, à ïðè âñòðå÷å áóðîãî ñ
ìàëèíîâûì � óâåëè÷èâàåòñÿ íà 3.

Â íà÷àëå óêàçàííûé îñòàòîê ðàâåí 1. Åñëè æå âñå õàìåëåîíû ñòàíóò îäíîãî
öâåòà, òî îí ðàâåí 0 (ðàçíîñòü c − b ðàâíà 0 èëè ±45). Ñëåäîâàòåëüíî, ýòî
íåâîçìîæíî.

Çàäà÷à 7.9.7. (Êðóæîê ÌÖÍÌÎ � 2004/2005.6) Íà âåøàëêå âèñÿò 20 ïëàò-
êîâ: 17 äåâî÷åê ïî î÷åðåäè ïîäõîäÿò ê âåøàëêå, è êàæäàÿ ëèáî ñíèìàåò, ëèáî
âåøàåò ðîâíî îäèí ïëàòîê. Ìîæåò ëè ïîñëå óõîäà äåâî÷åê íà âåøàëêå îñòàòüñÿ
10 ïëàòêîâ?

Ðåøåíèå. Ïîñëå óõîäà ïîñëåäíåé äåâî÷êè íà âåøàëêå áóäåò íå÷¼òíîå êîëè÷å-
ñòâî ïëàòêîâ.

Çàäà÷à 7.9.8. (Êîçëîâà Å. Ã., ¾Ñêàçêè è ïîäñêàçêè¿) Â ÿçûêå Äðåâíåãî Ïëå-
ìåíè àëôàâèò ñîñòîèò âñåãî èç äâóõ áóêâ: ¾Ì¿ è ¾Î¿. Äâà ñëîâà ÿâëÿþòñÿ
ñèíîíèìàìè, åñëè îäíî èç äðóãîãî ìîæíî ïîëó÷èòü ïðè ïîìîùè èñêëþ÷åíèÿ
áóêâîñî÷åòàíèé ¾ÌÎ¿ è ¾ÎÎÌÌ¿ èëè äîáàâëåíèÿ â ëþáîå ìåñòî áóêâîñî-
÷åòàíèÿ ¾ÎÌ¿. ßâëÿþòñÿ ëè ñèíîíèìàìè â ÿçûêå Äðåâíåãî Ïëåìåíè ñëîâà
¾ÎÌÌ¿ è ¾ÌÎÎ¿?

Ïîäñêàçêà. Çàìåòüòå, ÷òî ðàçíîñòü ìåæäó êîëè÷åñòâàìè áóêâ ¾Ì¿ è ¾Î¿ íå
ìåíÿåòñÿ ïðè äîáàâëåíèè èëè óäàëåíèè ðàçðåøåííûõ áóêâîñî÷åòàíèé.

Ðåøåíèå. Ïðè äîáàâëåíèè èëè óäàëåíèè ðàçðåø¼ííûõ áóêâîñî÷åòàíèé ðàç-
íîñòü ìåæäó êîëè÷åñòâàìè áóêâ ¾Ì¿ è ¾Î¿ íå ìåíÿåòñÿ. Ïîýòîìó îíà ðàâíà
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1 äëÿ ñèíîíèìîâ ñëîâà ¾ÎÌÌ¿ è −1 � äëÿ ñèíîíèìîâ ñëîâà ¾ÌÎÎ¿. Çíà÷èò,
ýòè ñëîâà íå ñèíîíèìû.

Çàäà÷à 7.9.9. (Êðóæîê ÌÖÍÌÎ � 2004/2005.7) Õóëèãàíû Âàñÿ è Ïåòÿ ïî-
ðâàëè ñòåíãàçåòó, ïðè÷¼ì Ïåòÿ ðâàë êàæäûé êóñîê íà 5 ÷àñòåé, à Âàñÿ íà 9.
Ïðè ïîïûòêå ñîáðàòü ñòåíãàçåòó íàøëè 1988 îáðûâêîâ. Äîêàæèòå, ÷òî íàøëè
íå âñå êóñî÷êè.

Ðåøåíèå. Êàê Ïåòÿ, òàê è Âàñÿ íà êàæäîì ¾øàãå¿ äîáàâëÿëè ÷¼òíîå ÷èñëî
êóñêîâ. Çíà÷èò, îáùåå ÷èñëî êóñî÷êîâ áûëî íå÷¼òíûì. Íî 1988� ÷èñëî ÷¼òíîå.
Ñëåäîâàòåëüíî, íàøëè íå âñå êóñî÷êè.

Çàäà÷à 7.9.10. (Ëåíèíãðàäñêèå ìàòåìàòè÷åñêèå êðóæêè) Íà ñòîëå ñòîÿò
ñåìü ñòàêàíîâ � âñå ââåðõ äíîì. Çà îäèí õîä ìîæíî ïåðåâåðíóòü ëþáûå ÷åòû-
ðå ñòàêàíà. Ìîæíî ëè çà íåñêîëüêî õîäîâ äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû âñå ñòàêàíû
ñòîÿëè ïðàâèëüíî?

Ïîäñêàçêà. Êàê èçìåíÿåòñÿ ÷¼òíîñòü ÷èñëà ñòàêàíîâ, ñòîÿùèõ ââåðõ äíîì?

Ðåøåíèå. Ïåðâûé ñïîñîá. Ïóñòü â íåêîòîðûé ìîìåíò ìû ïåðåâåðíóëè 4 ñòà-
êàíà, èç êîòîðûõ k ñòàêàíîâ ñòîÿëè ââåðõ äíîì, à 4−k � ïðàâèëüíî (k ìîæåò
ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ îò 0 äî 4).

Ïîñëå ïåðåâîðà÷èâàíèÿ èç ýòèõ ÷åòûð¼õ ñòàêàíîâ k áóäóò ñòîÿòü ïðàâèëüíî, à
4−k � ââåðõ äíîì. Òàêèì îáðàçîì, êîëè÷åñòâî ñòàêàíîâ, ñòîÿùèõ ââåðõ äíîì,
èçìåíèòñÿ íà ÷¼òíîå ÷èñëî 4 − k − k = 2 · (2 − k). Òàêèì îáðàçîì, ÷¼òíîñòü
÷èñëà ñòàêàíîâ, ñòîÿùèõ ââåðõ äíîì, íå ìåíÿåòñÿ. Ïîýòîìó â ëþáîé ìîìåíò
èìååòñÿ íå÷¼òíîå ÷èñëî ñòàêàíîâ, ñòîÿùèõ ââåðõ äíîì (òàê êàê âíà÷àëå òàê
ñòîÿëè 7 ñòàêàíîâ).

Âòîðîé ñïîñîá. Çàìåòèì, ÷òî êàæäûé ñòàêàí äîëæåí áûòü ïåðåâåðíóò íå÷¼ò-
íîå ÷èñëî ðàç, à âñåãî ñòàêàíîâ íå÷¼òíîå ÷èñëî, òî åñòü ìû äîëæíû ñäåëàòü
íå÷¼òíîå ÷èñëî ïåðåâîðîòîâ. Îäíàêî ïðè êàæäîì õîäå ïåðåâîðà÷èâàåòñÿ ÷¼ò-
íîå ÷èñëî ñòàêàíîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïåðåâåðíóòü âñå ñòàêàíû âíèç äíîì íåâîç-
ìîæíî.
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