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De quoi parle cet ouvrage ?

Il s'agit d'un cours d'introduction �a la th�eorie des jeux et �a la recherche
op�erationnelle. Ce cours s'adresse �a tous ceux qui s'int�eressent �a la th�eorie des jeux.
Il ne n�ecessite pas de connaissances math�ematiques et �economiques pr�ealables.

Quel en est le sujet ?

Qu'est-ce que la recherche op�erationnelle ? Non ! Il n'est pas question d'une
op�eration au cours de laquelle une personne est incis�ee et dont le pr�el�evement
de son anatomie est examin�e.

La recherche op�erationnelle est l'application de m�ethodes math�ematiques et
quantitatives aux �ns d'�etayer les d�ecisions dans tous les domaines de l'activit�e
humaine. Elle commence lorsque l'un ou l'autre des appareils math�ematiques est
utilis�e pour justi�er des d�ecisions.

Ce qu'est un jeu, en principe, tout le monde le con�coit et en a fait l'exp�erience
plus d'une fois. Mais comment la recherche op�erationnelle et le jeu sont-ils li�es ?
Et qu'est-ce que les math�ematiques ont �a voir avec cela ? !

Commen�cons par la question principale : qu'est-ce que la th�eorie des jeux exacte-
ment ?

Le jeu commence chaque fois que des personnes essaient d'une mani�ere ou d'une
autre d'interagir les unes avec les autres.

Rom�eo et Juliette ont jou�e au jeu ¾marions-nous¿, mais en raison d'informations
incompl�etes et d'autres facteurs, les deux ont perdu.

En quittant la maison pour aller travailler, chaque usager de la route joue �a un
jeu d'interactions avec nombre d'autres participants, en essayant de minimiser son
temps de trajet. C'est ce que nous mentionnerons �egalement lors de l'introduction
du concept d'�equilibre dans les r�eseaux routiers.

L'ench�ere est un type de jeu tr�es explicite, comme toute transaction et �xation
de prix en g�en�eral. Par exemple, si je d�ecide d'ouvrir une nouvelle cantine �a
l'ENS, je devrai jouer une grosse partie avec les g�erants d'autres cantines, une
foule d'�etudiants et d'autres protagonistes.

M�eme lorsque vous cherchez un emploi, il vous faudra jouer au jeu ¾Si je veux
un salaire le plus �elev�e possible, combien demander pour �etre embauch�e et pour
obtenir ce salaire ?¿

Comme vous l'avez d�ej�a compris, la th�eorie des jeux est l'un des sujets parmi les
plus importants.

Naturellement, les th�eoriciens des jeux ne pr�etendent pas pouvoir apporter de
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r�eponses �a tous les probl�emes du monde. Le mieux qu'ils puissent comprendre est
ce qui se passe lorsque les gens interagissent de mani�ere rationnelle.

Il est heureux que nombre de personnes ne se comportent pas toujours de mani�ere
irrationnelle, m�eme si tout le monde ne peut pas �etre facilement compris. La
plupart d'entre nous essayons g�en�eralement de d�epenser notre argent de mani�ere
judicieuse, tout en �evitant de faire des choses �etranges voire impr�evisibles ; sinon,
la th�eorie �economique ne pourrait exister.

M�eme si quelqu'un agit sans r�e��echir, cela ne signi�e pas n�ecessairement qu'il
agit de mani�ere irrationnelle. La th�eorie des jeux a eu un certain succ�es dans
l'explication du comportement des insectes et des plantes, alors m�eme que leur
capacit�e �a penser peut probablement �etre remise en question. L'explication vient
peut-�etre implement du fait que ces g�en�erations d'insectes et de plantes ont �evolu�e
et se sont adapt�ees quand ceux d'entre eux qui avaient des g�enes inad�equats ont
disparu.

Alors peut-�etre allons-nous �etudier une simple psychologie ? Peut-�etre que le sujet
devrait �etre appel�e ¾m�ethodes d'interaction rationnelle¿ plut�ot que ¾th�eorie des
jeux¿ ?

En fait, nous consid�ererons un cas assez particulier : celui de joueurs ra-
tionnels dans les conditions de jeux ¾simpli��es¿ avec des r�egles connues. Les
math�ematiques que nous utiliserons seront assez simples, bien que certains des
concepts �economiques que nous aborderons ne soient �etudi�es que dans les pro-
grammes universitaires.

La plupart des jeux propos�es dans ce livre ont fait l'objet d'exp�erimentations :
les joueurs �etaient aussi bien des �etudiants du MIPT que les chercheurs du RATP
Smart Systems et d'autres types de publics.

Pour clore l'introduction de ce livre, je voudrais remercier la merveilleuse illustra-
trice Natalia Kilianova pour le formidable travail qu'elle a accompli. Je remercie
�egalement Paolo Memmi qui a relu m�eticuleusement chaque chapitre pour y tra-
quer la moindre erreur d'orthographe et de syntaxe et rendre accessibles du mieux
possible les passages pouvant para��tre obscurs au lecteur.
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Introduction. En ouvrant la porte �a la th�eorie des

jeux.

Commen�cons ce livre en d�ecrivant la place de la th�eorie des jeux dans les
sciences math�ematiques et �economiques modernes. Si nous nous tournons vers une
d�e�nition formelle, alors la th�eorie des jeux est une branche des math�ematiques
appliqu�ees, �a l'aide de laquelle le comportement de plusieurs sujets est mod�elis�e,
lorsque le crit�ere de d�ecision de chacun d�epend des d�ecisions prises par les autres.
Dans d'autres manuels et monographies, la th�eorie des jeux est comprise comme
la th�eorie math�ematique de la prise de d�ecision dans des situations de con�it. En
fait, ces deux d�e�nitions sont �equivalentes, parce que toute situation de con�it
d'int�er�ets divergents est un con�it au sens large.

Historiquement, la th�eorie des jeux remonte au 18�eme si�ecle, avec le d�ebut des
Lumi�eres et le d�eveloppement de la th�eorie �economique. Les premiers mod�eles
�economiques de type scienti�que qui deviendront plus tard la th�eorie des jeux
furent envisag�es par Antoine Augustin Cournot (1801 − 1877) et Joseph Louis
Fran�cois Bertrand (1822− 1900), chercheurs fran�cais, du XIXe si�ecle. Par la suite
ce sont devenus des mod�eles classiques de production et de tari�cation dans un
oligopole qui portent depuis les noms de leurs cr�eateurs (mod�eles d'oligopole de
Cournot et Bertrand).

Au d�ebut du XXe si�ecle Emanuel Lasker (celui qui a �et�e champion du monde
d'�echecs le plus longtemps, soit pendant 27 ans), Ernst Zermelo (math�ematicien
allemand) et �Emile Borel (chercheur, reconnu ainsi qu'homme politique fran�cais,
d�eput�e et ministre) ont avanc�e l'id�ee de la th�eorie math�ematique des con�its
d'int�er�ets. Les aspects math�ematiques formels et les applications de la th�eorie
des jeux ont �et�e pr�esent�es pour la premi�ere fois dans le livre de 1944 de John von
Neumann et Oskar Morgenstern, ¾Game Theory and Economic Behavior¿ [30]. A
cette �epoque, il s'agissait de jeux antagonistes au ¾mainstream¿ de la recherche
scienti�que : jeux o�u le gain d'un joueur �etait �egal �a la perte de son vis-�a-vis.
Dans le m�eme temps, jusqu'au milieu du XXe si�ecle, la th�eorie des jeux n'�etait
consid�er�ee que comme une th�eorie math�ematique, malgr�e les possibilit�es �evidentes
de son application �a l'�economie.

Cependant, apr�es la Seconde Guerre mondiale, aux �Etats-Unis (notamment en rai-
son de l'augmentation du �nancement de la science), des tentatives ont eu lieu d'ap-
plication de la th�eorie des jeux �a la pratique en �economie, biologie, cybern�etique,
technologie et anthropologie.

Les militaires eux-m�emes, pendant et imm�ediatement apr�es la guerre se sont
s�erieusement pench�es sur la th�eorie des jeux, y voyant un puissant appareil de
recherche de d�ecisions strat�egiques. Au d�ebut des ann�ees 1950, John Nash a for-
mul�e le concept d'�equilibre de Nash dans les jeux non antagonistes, devenu par la
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suite la cl�e de toute la th�eorie des jeux. Selon ce concept, les parties en pr�esence
dans le con�it doivent utiliser la strat�egie optimale, ce qui conduit �a la cr�eation
d'un �equilibre stable. Il est avantageux pour les joueurs de maintenir cet �equilibre,
car tout changement aggravera leur situation. Les travaux de Nash ont ainsi ap-
port�e une contribution signi�cative au d�eveloppement de la th�eorie des jeux, et les
outils math�ematiques de la mod�elisation �economique ont �et�e r�evis�es. En g�en�eral,
la th�eorie moderne des jeux repose fortement sur des approches et des r�esultats
qui ont vu le jour dans les œuvres de Nash. Ces derni�eres ann�ees, cette direction
scienti�que s'est fortement d�evelopp�ee. Certains domaines de la th�eorie �economique
moderne ne peuvent �etre formul�es sans l'utilisation de la th�eorie des jeux. En outre,
une part signi�cative des prix Nobel d'�economie ces derni�eres ann�ees a �et�e d�ecern�ee
�a des œuvres dans lesquelles une attention particuli�ere a �et�e accord�ee aux mod�eles
des jeux.

Parmi eux, les prix suivants peuvent �etre mentionn�es. En 2005 : Robert Aumann
et Thomas Schelling, ¾Pour avoir fait progresser notre compr�ehension des con�its
et de la coop�eration par le biais d'analyses utilisant la th�eorie des jeux.¿ En 2007 :
Leonid Hurwicz, Eric Maskin et Roger Myerson, ¾Pour avoir pos�e les fondations
de la th�eorie des m�ecanismes d'incitation.¿ En 2012 : Lloyd Shapley et Alvin
Roth, ¾Pour leur th�eorie des allocations stables et la pratique de la conception
de march�es.¿ En 2020 : Robert Wilson et Paul Milgrom, ¾Pour avoir am�elior�e la
th�eorie des ench�eres et invent�e de nouveaux formats d'ench�eres.¿

La construction et l'�etude de mod�eles de prise de d�ecision sont tradition-
nellement appel�ees ¾probl�emes de recherche op�erationnelle¿. Selon l'�el�egante
d�e�nition propos�ee par l'un des fondateurs de l'�ecole russe de recherche
op�erationnelle, l'acad�emicien Pavel Krasnoshchekov, ¾l'aspect th�eorique de
la recherche op�erationnelle concerne la construction et l'�etude de mod�eles
math�ematiques pour prendre des d�ecisions optimales¿. �Evidemment, toute
op�eration, qui est un ensemble d'actions visant �a atteindre un objectif, est im-
pensable sans d�e�nir cet objectif m�eme. L'objectif peut �etre formul�e, de mani�ere
g�en�erale, comme vous le souhaitez, en fonction du domaine dans lequel la d�ecision
est prise. Par exemple, dans les a�aires militaires, l'objectif est de terminer la
mission de combat assign�ee (en fait, d'une valeur binaire : soit le d�etachement
a termin�e la t�ache soit non), et en �economie, l'objectif, en r�egle g�en�erale, est de
maximiser un certain indicateur quantitatif du succ�es du d�ecideur. Le plus sou-
vent, dans les mod�eles math�ematiques de l'�economie, le pro�t (si le d�ecideur est
une entreprise) ou l'utilit�e (si la d�ecision est prise par le consommateur) est maxi-
mis�e. Le r�esultat de l'op�eration est in�uenc�e �a la fois par des facteurs contr�olables,
dont les valeurs sont d�etermin�ees par les actions du joueur, et par des facteurs in-
contr�olables. Les r�egles que le joueur prend en compte pour d�eterminer les valeurs
des facteurs contr�olables forment sa strat�egie. Quant aux facteurs incontr�olables,
ils incluent tout ce sur quoi le joueur ne peut in�uer. En fonction de la qualit�e
de l'information et de la capacit�e du d�ecideur �a pr�edire la valeur des facteurs in-
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contr�olables, on peut parmi ces derniers distinguer des facteurs al�eatoires (pour les-
quels au moins la loi de distribution et le comportement stochastique sont connus)
et des facteurs incertains, dont seul le domaine de d�e�nition est connu.

En th�eorie des jeux, le principal sujet d'analyse et les mod�eles de prise de d�ecision
sont plus complexes : dans ces mod�eles, il y a plusieurs d�ecideurs (ou joueurs)
qui peuvent aller de deux �a l'in�ni. On suppose que leurs int�er�ets ne co��ncident
pas : c'est-�a-dire que les objectifs de ces personnes sont di��erents. C'est l'essence
principale de la situation de con�it : la d�ecision n'est pas prise par un individu, mais
par plusieurs, et la fonction de gain de chacun d'eux d�epend non seulement de sa
strat�egie, mais aussi des d�ecisions des autres participants. Le mod�ele math�ematique
de ce type de con�it s'appelle un jeu et les participants au con�it sont appel�es
joueurs.

Traditionnellement, la th�eorie math�ematique des jeux est divis�ee en deux domaines
principaux.

� La th�eorie des jeux coop�eratifs �etudie la prise de d�ecision sous l'hypoth�ese
qu'il existe un m�ecanisme pour assurer la mise en œuvre d'une d�ecision com-
mune. Dans le m�eme temps, la t�ache principale dans cette branche de th�eorie
des jeux est d'indiquer une vari�et�e de solutions mutuellement avantageuses,
en tenant compte des int�er�ets et des capacit�es ind�ependantes des acteurs
individuels et de leurs coalitions, c'est-�a-dire des groupes d'acteurs agissant
conjointement. Si cet ensemble comprend plusieurs solutions, alors il y a
aussi le probl�eme de d�evelopper un crit�ere d'optimalit�e qui permettrait de
trouver la seule, et en un sens, la meilleure solution.

� �A leur tour, les jeux non coop�eratifs re��etent des situations dans lesquelles les
joueurs agissent de mani�ere autonome, ind�ependamment les uns des autres,
et si certains accords sont conclus, ils ne sont pas contraignants : chaque
joueur peut s'�ecarter de l'accord.

En plus de la division en mod�eles de jeux coop�eratifs et non coop�eratifs, il existe
�egalement de nombreuses autres classi�cations de mod�eles de th�eorie des jeux. Par
exemple, la di��erence entre jeux statiques et dynamiques provient de la capacit�e
des joueurs �a observer et �a r�eagir aux actions de chacun. Ainsi dans les jeux
statiques, les joueurs prennent des d�ecisions en m�eme temps et les d�ecisions prises
ne sont pas sujettes �a r�evision. Dans les jeux dynamiques, il existe un ordre de
coups plus complexe. Par exemple, dans les �echecs les coups sont alternants et
dans quelques jeux de soci�et�e l'ordre de coup d�epend des r�eactions des joueurs.

Dans les chapitres de ce livre, nous discuterons des bases des jeux les plus classiques
et nous adopterons un point de vue g�en�eral sur la th�eorie des jeux.
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1 Les jeux avec la nature, ou qu'est-ce qu'une

esp�erance math�ematique ?

Qu'est-ce que c'est le hasard ?

Nous sommes tous familiers (ou bien nous pensons le conna��tre) avec le concept
de ¾hasard¿. Quelle id�ee avez-vous de la signi�cation de ce terme ?

La r�eponse la plus courante �a cette question est la suivante : ¾le hasard survient
lorsque des choses inattendues se produisent¿. Quelles sont ñes choses inattendues ?
Je pense que vous comprenez vous-m�eme qu'une telle d�e�nition n'a pas r�eellement
de sens. Voici la d�e�nition qu'Aristote donne du terme de hasard : ¾quand ce
caract�ere accidentel se pr�esente dans les faits qui sont produits en vue d'une �n,
alors on parle d'e�ets de fortune et de hasard¿, mais il a�rme ¾... il y a une cause
d�etermin�ee de toute chose dont nous disons qu'elle arrive par hasard ou fortune¿.

Introduisons une d�e�nition plus formelle. ¾L'al�eatoire est un facteur qui d�etermine
le r�esultat d'une exp�erience parmi de nombreux r�esultats possibles connus �a
l'avance.¿

Mais peut-on parler d'al�eatoire si l'on ne conna��t pas �a l'avance les nombreux
r�esultats possibles ? Par exemple, vous venez passer un test et recevez des
probl�emes �a r�esoudre. Sont-ils al�eatoires pour vous ? Sont-ils al�eatoires pour votre
professeur ? Pensez-y.

Le hasard peut �etre cat�egoris�e en deux types di��erents :

D�e�nition 1. Le hasard ontologique � il fait partie de l'�etre. Par exemple, le
lancement d'une pi�ece de monnaie peut �etre class�e dans cette cat�egorie.

D�e�nition 2. Le hasard �epist�emique � c'est un hasard qui r�esulte de l'igno-
rance ou de l'impossibilit�e de comprendre certains processus, mais en fait tout est
ici compl�etement pr�ed�etermin�e.

Par exemple, vous venez �a l'�ecole et d�ecouvrez que vous allez passer un contr�ole
continu impr�evu aujourd'hui. Il peut vous sembler que c'est le fait du hasard, mais
en fait c'�etait pr�evu depuis longtemps par le conseil p�edagogique. Vous ne le saviez
simplement pas... L'expression ¾les accidents ne sont pas accidentels¿ d�esigne ce
type de hasard �epist�emique.

�A ce jour, sans parler d'une p�eriode ant�erieure, de tr�es nombreuses personnes conti-
nuent de croire que l'al�eatoire ontologique n'existe pas et que tout al�eatoire n'est
que de type �epist�emique. Pour la plupart des �erudits des Lumi�eres et jusqu'au
d�ebut du XX�eme si�ecle tout est pr�ed�etermin�e. Cette tendance porte le nom de
d�eterminisme. Aujourd'hui, nous ne savons tout simplement pas comment exac-
tement les choses fonctionnent. La physique classique est construite sur ce prin-
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cipe d�eterministe mais pas la physique quantique pour laquelle, tout est bien plus
compliqu�e. Les philosophes comme les physiciens ne sont pas encore pleinement
d�ecid�es. Par exemple, Paul Thiry d'Holbach, savant et philosophe mat�erialiste
d'origine allemande et d'expression fran�caise (1723 − 1789), a �ecrit [23] : ¾Dans
un tourbillon de poussi�ere qu'�el�eve un vent imp�etueux, quelque confus qu'il pa-
raisse �a nos yeux, dans la plus a�reuse temp�ete excit�ee par des vents oppos�es
qui soul�event les �ots, il n'y a pas une seule mol�ecule de poussi�ere ou d'eau qui
soit plac�ee au hasard, qui n'ait sa cause su�sante pour occuper le lieu o�u elle
se trouve et qui n'agisse rigoureusement de la mani�ere dont elle doit agir. Un
g�eom�etre qui conna��trait exactement les di��erentes forces qui agissent dans ces
cas et les propri�et�es des mol�ecules qui sont mues, d�emontrerait que, d'apr�es des
causes donn�ees, chaque mol�ecule agit pr�ecis�ement comme elle doit agir et ne peut
agir autrement qu'elle ne fait.¿. D'Holbach associe des d�eterminations de natures
di��erentes, notamment un mod�ele m�ecanique reposant sur la communication uni-
verselle du mouvement et un mod�ele chimique fond�e sur les a�nit�es, et qui englobe
les passions et les d�esirs humains. Il y a�rme le principe fondamental d'une cau-
salit�e n�ecessaire g�en�erale : tout e�et a une cause naturelle. Il insiste ainsi sur les
¾lois simples et g�en�erales¿ car elles o�rent un rep�ere constant, rassurant et su�sant
contre le surnaturel. Cette opinion est particuli�erement pr�esente chez les dualistes,
qui a�rment qu'en plus de la mati�ere, existent des �el�ements de m�etaphysique, y
compris le principe divin. De toute �evidence l'al�eatoire ontologique est absolument
incompatible avec l'acceptation de quelque chose d'omnipotent et d'omniscient.

L'importance de la philosophie dans notre sujet, je l'esp�ere, ne vous �echappera
pas. Pourtant ajouter la philosophie �a notre cours, en plus des math�ematiques, de
l'�economie et de la psychologie, serait cruel de ma part.

Qu'est-ce que la probabilit�e ?

Personne ne sait pr�edire comment une pi�ece tombera si elle est lanc�ee : face,
pile ou m�eme tranche. C'est pourquoi le tirage au sort est si souvent utilis�e pour
d�eterminer ce qu'il faut faire dans une situation controvers�ee : par exemple, s'il faut
aller au premier cours ou rester au lit. La premi�ere utilisation de ce jeu sous cette
forme date de la cr�eation de la monnaie m�etallique. Cependant, d'autres formes
existaient auparavant qui utilisaient des objets poss�edant deux c�ot�es distincts, un
coquillage par exemple. Le choix �etait alors laiss�e au hasard. Aujourd'hui encore,
jouer �a ¾pile ou face¿ signi�e qu'on laisse une d�ecision se prendre au hasard, en
fonction du c�ot�e de la pi�ece qui appara��tra apr�es le lancement.
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Dans quelles situations lan�cons-nous une pi�ece ?
En g�en�eral lorsque nous laissons le ¾destin¿
d�ecider �a notre place. Dans ce cas de �gure deux
r�esultats seulement sont possibles puisque n'est
pas retenu comme valide le cas o�u la pi�ece re-
tombe sur la tranche ; elle est alors relanc�ee. La
probabilit�e d'obtenir un c�ot�e de la pi�ece est es-
tim�ee �a une sur deux. On parle alors souvent de
pourcentage 50/50.

Environ combien de faces verrons nous si nous lan�cons une pi�ece 1000 fois ? La
probabilit�e d'obtenir une face doit �etre multipli�ee par le nombre d'actions, sachant
qu'�a chaque lancer, en moyenne, on obtient une ¾demi-face¿ : de deux lancements
on obtient en moyenne un c�ot�e pile et un c�ot�e face. Donc, en moyenne, 1000/2 =
500 faces seront tir�ees au sort.

Alors, qu'est-ce une probabilit�e ? Habituellement, dans le cadre des programmes
scolaires, la d�e�nition suivante est donn�ee :

D�e�nition 3. Lorsqu'on peut d�eterminer tous les cas possibles et �egalement pro-
bables, la probabilit�e d'un �ev�enement est donn�ee par le quotient du nombre de
cas favorables par le nombre de cas possibles.

Qu'est-ce qu'un cas favorable ? Le cas dont nous cherchons la probabilit�e. Par
exemple, la tomb�ee d'une face dans un tirage au sort. Le nombre de cas possibles
correspond �a l'ensemble des cas, ici, ¾pile¿ et ¾face¿, donc, il est �egal �a 2.

Pourquoi le terme ¾�egalement probables¿ est-il apparu dans la d�e�nition de la
probabilit�e ? Peut-�etre devrions-nous simplement diviser les cas favorables par les
cas possibles ?

Cette d�e�nition ci-dessus peut �etre illustr�ee par
l'anecdote suivante :

On demande �a un passant : Quelle est la probabi-
lit�e qu'en sortant dans la rue, vous rencontriez un
dinosaure ?
Le passant r�epond : 50 pour cent.
� Mais... Comment cela ? ? ? ? ?
Le passant : Eh bien, ou je vais le rencontrer ou
pas...

Ici, ce passant lambda (et pas vraiment intelligent) vient de diviser un r�esultat
favorable de ¾rencontre avec le dinosaure¿ par deux r�esultats possibles.

Et bien, vous avez compris que cela ne fonctionne pas de cette fa�con � c'est bien
�evident que cette probabilit�e ne peut pas �etre aussi �elev�ee. De plus, si dans le jeu
�a ¾pile ou face¿ la pi�ece de monnaie est truqu�ee, elle cessera d'�etre parfaitement

11



sym�etrique et les probabilit�es de tomber sur face ou sur pile pourront alors devenir
in�egales. C'est ce proc�ed�e qu'utilisent les escrocs, par exemple.

Les jeux avec la nature

L'une des principales raisons de l'�emergence et du d�eveloppement de la th�eorie des
probabilit�es, voire de sa popularit�e, provient de la possibilit�e d'obtenir beaucoup
d'argent en une seule fois et sans e�ort. Par exemple, �a la loterie ou �a la rou-
lette. Trouver alors des mod�eles pour ¾tromper le syst�eme¿ devient un puissant
incitateur �a d�evelopper l'appareil math�ematique correspondant.

Il semble que si nous connaissons les lois de la probabilit�e et les r�egles qui r�egissent
le hasard, alors nous pouvons gagner dans n'importe quel jeu. Ces tentatives, donc
les techniques dont le but est de s'assurer les gains aux jeux de hasard sont appel�ees
les ¾martingales¿. En r�ealit�e, c'est une chim�ere, et nous allons le montrer.

La principale chose que nous devons comprendre
est qu'un jeu est al�eatoire si le joueur ne peut
avoir aucune in�uence sur son r�esultat. Ainsi les
�echecs ne sont pas al�eatoires, le bridge ne l'est pas
enti�erement alors que le lancement d'une pi�ece, la
roulette et m�eme la roulette russe, eux le sont.
Nous appellerons ces jeux dans lesquels le ha-
sard joue un r�ole important, bien que soumis �a
certaines d�ependances math�ematiques, des ¾jeux
avec la nature¿, c'est-�a-dire, avec l'al�eatoire. Par
exemple, vous pouvez jouer avec seulement la na-
ture en lan�cant une pi�ece.

Vous pouvez aussi jouer avec quelqu'un et avec
la nature � c'est le cas par exemple du ¾Bridge¿.
Dans ce cas, d'une part, la nature vous a donn�e les
cartes (ou une triche, mais nous croyons en la gen-
tillesse et en l'honn�etet�e des gens, et en g�en�eral,
nous avons notre propre deck). Quant aux actions
du deuxi�eme joueur, elles ne sont pas acciden-
telles.

Il existe un certain nombre de jeux dans lesquels l'action du joueur consiste uni-
quement �a acheter un billet et apr�es cela, il n'y prend plus aucune part. C'est le
cas par exemple d'une loterie simple. La roulette est un exemple d'une autre classe
de jeux dans laquelle le joueur a la possibilit�e de choisir le pari et le type de jeu.
D'un point de vue math�ematique, le jeu de la roulette n'est pas juste car dans
tous les cas, c'est le casino qui gagne. Comment d�eterminer si un jeu est juste ?

12



Ceci n�ecessite d'introduire le concept d'esp�erance math�ematique, formul�e pour la
premi�ere fois en 1670 par le math�ematicien n�eerlandais Jean de Witt. Celui-ci a
publi�e le premier trait�e moderne d'�evaluation des rentes viag�eres par l'esp�erance
math�ematique (de la valeur actuelle des paiements futurs).

L'esp�erance math�ematique

De quoi s'agit-il ? Imaginons que nous jouions �a un jeu. Il n'est pas encore im-
portant pour nous que ce soit un jeu avec la nature ou avec un autre adversaire.
Consid�erons ainsi un jeu de d�es comportant deux d�es. Nous payons 10 euros pour
la possibilit�e de lancer ces d�es. Si la somme des deux d�es lanc�es correspond �a 7
points, nous gagnons 50 euros. Si un autre montant tombe, nous ne gagnons rien.
Ce jeu est-il rentable ? Devez vous y participer ?

Pour le savoir, vous devez calculer la probabilit�e d'obtenir exactement 7 points
sur un lancer de deux d�es. Il y a exactement 36 r�esultats �egalement probables

(�equiprobables) au total (nous pensons que dans ce jeu les organisateurs ne sont
pas des tricheurs si �evidents qu'ils o�rent de mauvais des truqu�es). Quels sont ces
r�esultats ? 1 + 1, 1 + 2, 1 + 3, etc. Parmi eux, exactement 6 (1 + 6, 2 + 5, 3 + 4,
4 + 3, 5 + 2, 6 + 1) qui sont favorables. Autrement dit, la probabilit�e de gagner est
de pwin = 6

36 = 1
6 . La probabilit�e de perdre est de ploss = 1− 1

6 = 5
6 .

Le r�esultat du lancement est une variable al�eatoire.

D�e�nition 4. Les valeurs possibles d'une variable al�eatoire pourraient
repr�esenter les r�esultats possibles d'une exp�erience, dont la valeur d�ej�a existante
est incertaine.

Dans notre cas, nous connaissons l'ensemble des valeurs possibles de lancement de
chacun des d�es : ce sont des nombres de 1 �a 6. Nous ne savons pas quel nombre
tombera apr�es le lancement suivant, c'est un hasard ontologique (si les organisa-
teurs du jeu sont des tricheurs, alors pour eux ce serait un hasard �epist�emique).
Nous nous int�eressons aux gains moyens pour un match.

Introduisons la d�e�nition du gain moyen dans un langage plus formel.

D�e�nition 5. L'esp�erance math�ematique d'une variable al�eatoire est la
somme des produits des probabilit�es d'occurrence de toutes les valeurs possibles
par la valeur de ces valeurs. Autrement dit, si la variable X prend les valeurs
x1, x2, . . . , xn avec les probabilit�es p1, p2, . . . , pn, l'esp�erance de X est d�e�nie
comme : E[X] = x1p1 + x2p2 + · · ·+ xnpn.

Cons�equence 1. Comme la somme des probabilit�es est �egale �a 1, l'esp�erance
peut �etre consid�er�ee comme la moyenne des xi pond�er�ee par les pi E[X] =
x1p1+x2p2+···+xnpn

p1+p2+···+pn
.
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Dans le jeu consid�er�e, si nous r�eussissons, nous gagnons 50 euros, le montant du
gain est de 40 euros (n'oubliez pas que nous avons d�ej�a donn�e 10 euros !), Et si
nous �echouons, nous perdons 0 euros, et le montant du gain est �egal �a moins dix
euros. Alors,

E = pwin · Swin + ploss · Sloss =
1

6
· 40 +

5

6
· −10 = −10

6
.

L'esp�erance math�ematique d'un gain dans ce jeu est n�egative, c'est-�a-dire que le jeu
n'est pas rentable pour nous. Plus nous y jouerons, plus l'esp�erance math�ematique
de gain (la valeur absolue) sera grande et, par cons�equent, plus nous perdrons.

Christian Huygens, quant �a lui, dans ¾Du calcul dans les jeux de hasard¿ de 1657
s'est int�eress�e �a la somme �a miser pour que le jeu soit �equitable. Il �etablit que, si
dans un jeu, on a p chances de gagner la somme a pour q chances de gagner la
somme b, il faut miser la somme S = ap+bq

p+q pour que le jeu soit �equitable.

Autrement dit,

D�e�nition 6. Si l'esp�erance math�ematique de gain pour un jeu est �egale �a z�ero,
le jeu est consid�er�e �equitable.

Le concept d'esp�erance math�ematique est une chose assez basique qui est utilis�ee
non seulement dans la th�eorie des jeux, mais dans beaucoup d'autres domaines et
nous les mentionnerons plus tard.

Paradoxe des anniversaires

Comment savoir si un jeu est juste ? Parfois, notre intuition nous fait d�efaut.

Par exemple, je propose �a vous tous qui souhaitez
jouer dans votre groupe d'�etude ou au bureau le
jeu suivant : Si parmi vous il y a au moins deux
personnes qui ont le m�eme jour d'anniversaire,
alors ils vous o�riront de la pizza, sinon c'est vous
qui leur en ach�eterez une. Ce pari est-il juste ou
pas pour vous ? Allons v�eri�er.

Comptons quelques probabilit�es. D�erivons une formule montrant la probabilit�e
qu'il y ait au moins un couple avec les m�emes anniversaires dans un groupe de n
personnes.

Supposons qu'il y ait 366 anniversaires di��erents et qu'ils soient tous �egalement
probables (en fait, ceux qui sont n�es le 29 f�evrier en moyenne devraient �etre moins
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nombreux que ceux n�es le 28 f�evrier, mais ce n'est pas le cas le plus important
ici). Le plus simple pour obtenir le r�esultat annonc�e est de calculer la probabilit�e
que chaque personne ait un jour d'anniversaire di��erent de celui des autres : le
contraire de ce que l'on cherche.

On peut proc�eder par r�ecurrence : la premi�ere personne a donc 366 choix, la
deuxi�eme 365, la troisi�eme 364, la quatri�eme 363, et ainsi de suite. On va ici
proc�eder par d�enombrement, c'est-�a-dire, que nous allons compter le nombre de
cas o�u n personnes ont des jours d'anniversaire di��erents et nous le diviserons
par le nombre de possibilit�es. Dans les deux cas nous faisons une hypoth�ese
d'�equiprobabilit�e des jours de naissance. Ainsi, pour deux personnes, la probabilit�e
de non-concordance est 365

366 . Lorsque la troisi�eme personne est arriv�ee, la proba-
bilit�e de non-concordance souhait�ee est devenue 365

366 ·
364
366 , car il y avait 364 jours

¾disponibles¿. En raisonnant de cette mani�ere, plus loin, nous pourrons d�eriver une
formule qui d�etermine la probabilit�e de non-co��ncidence des anniversaires pour l'un
des couples dans un groupe de n personnes :

pn =
365

366
· 364

366
· · · · · 366− n

366
.

Une action tr�es simple reste �a faire. Il vous su�t de calculer cette expression
jusqu'�a ce que le produit des fractions devienne inf�erieur �a 1

2 . Sur un ordinateur,
c'est plus facile �a faire. Il s'av�ere que d�ej�a �a n = 23 la fraction est inf�erieure �a 1

2 ,
donc s'il y a 23 personnes dans votre groupe, alors le jeu est d�ej�a rentable pour
vous.

Pouvez-vous gagner au casino ?

Regardons un autre exemple, cette fois li�e �a un autre jeu populaire avec la nature :
la roulette fran�caise.

Dans le monde moderne, presque tout le monde utilise Internet et beaucoup d'entre
nous ont probablement re�cu des courriels ou des publicit�es intrusives proposant de
d�ecouvrir le secret pour gagner �a la roulette.

Le jeu de la roulette fran�caise consiste �a lancer
une petite bille sur une roulette contenant 37
cases. Celles-ci sont num�erot�ees de 0 �a 36 (les
num�eros faisant corps avec le tambour) alterna-
tivement rouges et noires, �a l'exception du z�ero
qui est vert. Un joueur mise une certaine somme
M sur une des cases. Si la bille s'arr�ete dans sa
case, on lui rembourse 36 fois sa mise (son gain
est alors de 35M = 36M −M), sinon il la perd
(son gain est alors de −M = 0−M).
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Il existe �egalement d'autres variantes du jeu, par exemple miser sur le rouge. Ainsi,
lorsque la bille s'arr�ete sur la case avec un num�ero rouge, la mise est doubl�ee. La
probabilit�e de tomber sur la case rouge est alors de 18

37 , sur la case noire, �egalement
de 18

37 et sur le z�ero de 1
37 .

L'esp�erance math�ematique d'un gain avec une mise �egale �a un euro est alors de :

E =
18

37
· 1 +

19

37
· −1 = − 1

37
.

Comme nous pouvons le voir, en moyenne nous gagnerons une somme n�egative, ce
qui signi�e que ce jeu est injuste. Mais peut-�etre d'autres options existent-elles ?
Vous pouvez miser sur une case sp�eci�que et vous serez pay�e 36 fois plus que votre
mise. Calculons le gain attendu :

E =
1

37
· 35 +

36

37
· −1 = − 1

37
.

Le casino ne peut pas �etre dup�e, les r�egles sont faites de telle mani�ere que
l'esp�erance math�ematique d'un gain pour chacune des variantes possibles des jeux
de roulette soit toujours exactement − 1

37 de la mise.

La roulette am�ericaine di��ere de la roulette fran�caise ou europ�eenne par son cy-
lindre dont les num�eros sont r�epartis autrement et qui poss�ede un num�ero en plus :
le double z�ero. De fait, les r�egles l�a-bas sont encore plus s�ev�eres.

Essayons de tromper le casino en utilisant la recette pour gagner propos�ee sur
Internet. Pour simpli�er les calculs ult�erieurs, nous supposerons l'impossible : le
jeu de la roulette est un jeu �equitable et l'esp�erance math�ematique d'un gain est
�egale �a z�ero.

Donc mon premier pari est d'un euro et je parie sur le rouge. Si je gagne, je
placerai les gains sur un livret �a la banque et je n'y toucherai plus jamais. Si
je perds, je mise deux euros sur le rouge. Si je gagne alors, un euro gagn�e est �a
nouveau envoy�e sur un livret et je recommence le jeu depuis le d�ebut. Je crois que
peu importe combien de temps la s�erie tombe sur le rouge. Avec cette strat�egie,
doublant constamment les paris lorsque vous perdez et prenant de l'argent lorsque
vous gagnez, vous deviendrez invincible. Ai-je raison ?

Voyons quelle est la probabilit�e d'obtenir noir 20 fois de suite. Elle sera �egale �a
1

220 ≈ 10−6, soit environ un millioni�eme. Combien d'argent dois-je miser �a nouveau
dans ce cas ? C'est 220, soit environ un million d'euros. Est-ce que j'ai une telle
somme d'argent sur moi ? Et si c'est le cas, qu'en est-il lorsque le noir tombe 21
fois de suite ? Cela fait approximativement deux millions ? Et 30 fois de suite ?
C'est peu probable, mais la perte dans ce cas est astronomique ! Aussi, pour cette
strat�egie il y a un autre probl�eme : dans les vrais casinos la taille maximale des
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mises est limit�ee. Supposons que vous ne puissiez pas parier plus d'un million
d'euros. Nous venons de regarder avec horreur comment la bille s'arr�ete sur la
case noire 19 fois de suite. Pour reconqu�erir la perte (en�n, il ne peut quand
m�eme pas tomber sur le noir pour la 20eme fois, croyons nous), nous devons miser
1048576 euros, sauf que les r�egles limitent notre pari �a 1000000 euros ... M�eme si
j'ai de la chance (et les joueurs pensent qu'ils en auront certainement), alors je
serai pay�ee 1000000 euros, et j'ai d�ej�a mis�e 1048576 euros. Ma perte nette �etait de
48576 euros, et pour la r�ecup�erer, je dois jouer avec succ�es 48576 fois. Maintenant,
rappelez-vous que la probabilit�e de gagner n'est pas 1

2 , mais 18
37 ...

Les calculs montrent que m�eme avec un jeu �equitable (ce qui est impossible) pen-
dant 20 ans de jeu cons�ecutifs et constants, la probabilit�e de gagner est de 99%.
Vous devez alors avoir au moins 218 = 262144 euros d'argent de poche pour gagner
un euro chaque jour. N'est-il pas plus facile de mettre de l'argent en banque �a un
taux d'int�er�et minimal ? Ou m�eme de trouver un travail ?

Essayer de r�eussir dans un tel jeu est somme toute
anecdotique :

Visiteur au serveur : Combien co�ute une goutte de
cognac ?
Serveur : Rien.
Visiteur : Alors, servez moi un verre de gouttes.

La loi des grands nombres est �a l'œuvre ici. Et nous
en concluons que dans un jeu �equitable (et encore plus
dans un jeu injuste) aucune strat�egie ne peut conduire
�a une victoire garantie.

Th�eorie de la d�ecision

Nous avons commenc�e notre ouvrage par les math�ematiques, car jouer avec la
nature est essentiellement une estimation du gain attendu bas�ee sur les probabilit�es
de chaque r�esultat.

Chaque action du joueur dans la th�eorie des jeux s'appelle sa strat�egie. Dans les
jeux que nous avons d�ej�a examin�es, les strat�egies du joueur pour chaque tour
�etaient de ¾jouer¿ et de ¾ne pas jouer¿.

Tenter de choisir la bonne strat�egie est le cas le plus simple de la th�eorie de la
d�ecision.
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Il existe un paradoxe connu appel�e Paradoxe

de l'�ane de Buridan (lat. Asinus Buridani in-
ter duo prata). Le paradoxe de l'�ane de Buri-
dan trouve son origine dans la l�egende selon la-
quelle un �ane est mort de faim entre deux picotins
d'avoine (ou entre un seau contenant de l'avoine
et un seau contenant de l'eau) faute de pouvoir
choisir. On ne peut, �a proprement parler, faire
de ce cas de �gure un paradoxe logique ; il s'agit
plut�ot d'un cas d'�ecole de dilemme pouss�e �a l'ab-
surde.

Le paradoxe de l'�ane de Buridan n'appara��t dans aucune des œuvres connues de
Jean Buridan, bien qu'il soit tout �a fait coh�erent avec la th�eorie buridanienne de la
libert�e et de l'animal. En revanche, cette th�ematique appara��t dans ¾Du ciel¿, o�u
Aristote se demande comment proc�ede un homme qui doit choisir entre de l'eau
et de la nourriture.

Alors, comment un �ane qui re�coit deux friandises tout aussi tentantes peut-il encore
faire un choix rationnel ? Buridan a abord�e cette question en d�efendant la position
du d�eterminisme moral selon laquelle une personne confront�ee �a un choix, devrait
tendre du c�ot�e du plus grand bien. Buridan a admis que le choix pouvait �etre g�en�e
par l'�evaluation des r�esultats de chaque choix.

Plus tard, d'autres ont exag�er�e ce point de vue, en citant l'exemple d'un �ane
et de deux picotins d'avoine �egalement accessibles et app�etissants, et en arguant
que l'�ane mourrait certainement de faim en prenant une d�ecision. Cette version
est devenue largement connue gr�ace �a Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 − 1716),
un philosophe et scienti�que allemand. Il �etait �egalement membre de l'Acad�emie
fran�caise des sciences.

Dans le cadre de la logique du probl�eme lui-m�eme, on peut cependant montrer
qu'un �ane �a l'esprit rationnel ne mourra jamais de faim bien qu'on ne puisse dire
quel picotin d'avoine il choisira. En e�et si l'on consid�ere le refus de manger comme
un choix, et le pire qui soit parmi trois options, un picotin �a gauche, un picotin �a
droite et la famine, la troisi�eme option sera domin�ee par d'autres strat�egies (nous
en reparlerons plus tard), donc l'�ane ne choisira jamais cette option.

Dans certaines interpr�etations, un �eventuel changement du contexte situationnel
est �egalement envisag�e : la combinaison de deux picotins en un, �a la suite de quoi la
dichotomie dispara��t. Bien qu'existent des types di��erents de dichotomie, il s'agit
ici d'une dichotomie corps-esprit, de fait une dichotomie philosophique.

Rappelons, que le paradoxe de la dichotomie le plus connu est un paradoxe formul�e
par Z�enon d'�El�ee pendant l'Antiquit�e :

¾Quand des masses �egales se d�eplacent �a m�eme vitesse, les unes dans un sens, les
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autres dans le sens contraire, le long de masses �egales et immobiles, le temps que
mettent les premi�eres �a traverser les autres est �egal au double du m�eme temps.¿

Nous pouvons �egalement mentionner un cas l�eg�erement
di��erent, appel�e Fourchette de Morton (Morton's
fork), d�ecrivant un choix entre deux alternatives
�egalement d�esagr�eables, ou une situation dans laquelle
deux branches de raisonnement conduisent �a des conclu-
sions tout aussi d�esagr�eables. On dit que cette fourchette
est n�ee de la rationalisation d'une bienveillance par le
pr�elat anglais du 15�eme si�ecle John Morton.
¾Morton's fork coup¿ est une manœuvre du jeu de bridge
qui utilise le principe de la fourchette de Morton. Aux
�echecs, une fourchette est un coup tactique qui attaque
deux pi�eces adverses ou plus �a la fois, ceci a�n d'obte-
nir un avantage mat�eriel. En e�et l'adversaire ne pouvant
prot�eger qu'une seule des deux pi�eces attaqu�ees, l'autre
sera perdue. On parle d'une pi�ece ¾faisant une fourchette¿
et de pi�eces ¾prises en fourchette¿. Par exemple, dans une
fourchette de cavalier, c'est un cavalier qui attaque en
g�en�eral deux pi�eces adverses en m�eme temps. M�eme si ce
nest pas en soi une chose agr�eable, ici, en r�egle g�en�erale,
le principe de ¾choisir le moindre des deux maux¿ fonc-
tionne, et nous donnons alors la pi�ece la moins pr�ecieuse.

Interaction dans un groupe

Jusqu'�a pr�esent, nous avons jou�e uniquement avec la nature. N�eanmoins, nous
pouvons �egalement jouer les uns avec les autres. Essayons avec nos amis. Au d�ebut
du jeu, chacun de nous met un centime dans une banque commune et devra �ecrire
sur un morceau de papier un nombre entier entre 1 et 100. Celui dont le nombre est
le plus proche de 1

10 de la somme de tous les nombres �ecrits recevra le pot entier.
Si il y a plusieurs personnes dans ce cas, le prix sera partag�e entre ces personnes.

Consid�erons le cas d'un nombre de joueurs sup�erieur �a 10. Si nous nous atten-
dons �a ce que tout le monde soit rationnel et veuille gagner, alors nous pouvons
comprendre que chaque joueur essaiera d'�ecrire un nombre sup�erieur �a la moyenne
arithm�etique. Pourquoi ? Parce qu'un dixi�eme de la somme totale est plus grand
que la moyenne, c'est-�a-dire que la m�eme somme totale divis�ee par le nombre de
joueurs. Cela signi�e que la personne qui a �ecrit le nombre le plus �elev�e parmi les
joueurs a plus de chances de gagner que les autres. Pour garantir que notre nombre
n'est pas inf�erieur �a la moyenne, il su�t donc d'�ecrire 100. On peut se demander
alors, pour quelle raison certains joueurs ont choisi ce nombre ? Est-ce pour sa
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beaut�e ou simplement le fruit de hasard ? Ou alors parce qu'ils ont compris que
c'�etait la strat�egie gagnante ?

Les exp�eriences, que j'ai moi-m�eme men�ees avec mes groupes d'�el�eves comme avec
mes amis, ont montr�e que vers la troisi�eme it�eration de ce jeu, presque tout le
monde a commenc�e �a �ecrire 100 et donc �a comprendre sans doute la logique du
jeu.

Coupe de g�ateau �equitable

La coupe �equitable du g�ateau est une sorte de probl�eme de division �equitable.
Le probl�eme implique une ressource h�et�erog�ene suppos�ee �etre divisible. Comme
par exemple un g�ateau pr�esentant di��erentes garnitures comme du chocolat ou
encore des cerises. Il est possible d'en couper arbitrairement de petits bouts sans
le d�enaturer. La ressource, ici le g�ateau, doit �etre divis�ee entre plusieurs partenaires
qui auront des pr�ef�erences di��erentes en fonction du type de garniture pr�esente
sur telle ou telle partie du g�ateau. Les crit�eres de choix varieront donc de mani�ere
subjective. Certains, par exemple, pr�ef�ereront les garnitures au chocolat, d'autres
les cerises, d'autres choisiront juste un morceau en fonction de sa taille. La division
devrait �etre subjectivement juste, en ce que chaque personne recevra un morceau
qu'il ou elle estimera �etre une juste part.

Le ¾g�ateau¿ n'est qu'une m�etaphore ; les proc�edures de coupe �equitable du

g�ateau peuvent �etre utilis�ees pour di��erents types de ressources, telles que les
propri�et�es fonci�eres, l'espace publicitaire ou le temps d'antenne.

Une remarque est importante : aucun participant ne conna��t les crit�eres de choix
des autres, ceux-ci pouvant �etre extr�emement di��erents et complexes, par exemple
¾le nombre de cerises multipli�e par le nombre de fraises et divis�e par la taille de
la pi�ece¿. Un algorithme est donc n�ecessaire, capable de prendre en compte toutes
ces complexit�es et ces di��erences.

Depuis l'�epoque biblique, un algorithme permettant de diviser un objet entre deux
personnes est connu, de telle sorte qu'aucune des deux n'envie l'autre : la premi�ere
divise le g�ateau en deux parts �egales selon elle, et l'autre en choisit une. Ainsi,
dans la Gen�ese, Abraham et Lot ont utilis�e cette m�ethode pour diviser le pays :
Abraham en a propos�e une partition et Lot a choisi entre la Jordanie et Canaan.

Dans les ann�ees 1960, les math�ematiciens ont mis au point un algorithme pour
trois personnes cette fois-ci, concernant un partage de tarte qui soit �equitable,
et qui ne suscite pas de jalousie. Au-del�a de trois personnes, la meilleure solu-
tion jusqu'�a pr�esent a �et�e imagin�ee en 1995 par le politologue Steven Brams de
l'Universit�e de New York et le math�ematicien Alan Taylor de l'Union College [11].
Leur algorithme garantissait un partage ¾�equitable¿ du g�ateau mais la proc�edure
�etait ¾illimit�ee¿, le nombre d'�etapes n�ecessaires pour la division pouvant �etre aussi
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grand que souhait�e.

En 2016, deux informaticiens ont publi�e un algorithme pour la coupe �equitable d'un
g�ateau avec une complexit�e d'ex�ecution d�ependant du nombre de participants et
non de leurs pr�ef�erences personnelles [5]. L'algorithme est extr�emement complexe.

D�ecouper un g�ateau entre n participants peut prendre jusqu'�a nn
nnnn

�etapes, avec
�a peu pr�es le m�eme nombre de coupes. M�eme pour un petit nombre de participants,
ce nombre d�epasse le nombre d'atomes dans l'univers. Ainsi, la coupe n'est pas
r�ealisable en pratique parce qu'il n'est pas possible de d�ecouper les atomes d'un
g�ateau sans les d�enaturer.

Voici un algorithme permettant de diviser un g�ateau en trois morceaux. Il s'agit
de l'algorithme d'Aziz et Mackenzie, bas�e sur une proc�edure �el�egante invent�ee
ind�ependamment par les math�ematiciens John Selfridge et John Conway dans les
ann�ees 1960 [32].

Athos, Porthos et Aramis veulent partager le
g�ateau. L'algorithme commence par Aramis divi-
sant le g�ateau en trois morceaux �equitables selon
lui. Athos et Porthos choisissent chacun la partie
qu'ils pr�ef�erent parmi ces trois pi�eces.
Deux cas de �gure se pr�esentent : ou bien ils
prennent chacun une pi�ece di��erente et Aramis
prendra alors la restante, sachant que selon lui
elles sont toutes �equitables.

Ou bien les deux amis veulent la m�eme pi�ece. Dans ce cas, il est n�ecessaire de
faire un petit rappel : m�eme si Athos et Porthos ont choisi la m�eme pi�ece, cela ne
signi�e pas qu'ils ont des crit�eres de choix identiques, mais simplement que cette
pi�ece pour chacun d'eux est la meilleure. Cela peut arriver par exemple si Porthos
adore le chocolat et Athos les cerises, et que cette part qu'ils convoitent est la seule
qui contient aussi bien l'un que les autres.

Proc�edons alors de la mani�ere suivante. De cette pi�ece d�esir�ee par les deux mous-
quetaires, Porthos en d�ecoupe une petite partie a�n de rendre �equitables les deux
pi�eces qui, de son point de vue sont les meilleures, c'est-�a-dire ont le plus de cho-
colat. Il attribue �a ces pi�eces une valeur en fonction du poids en grammes du
chocolat pr�esent sur chacune. En �economie, une telle fonction s'appelle ¾la fonc-
tion d'utilit�e¿. Par exemple, si les trois pi�eces pour Porthos valent 100, 90 et 80,
il d�ecoupera 10 de celle qui vaut 100 pour lui, qu'il mettra �a l'�ecart. D�esormais,
les trois pi�eces restantes auront respectivement pour valeur 90, 90 et 80. Du point
de vue d'Aramis, les parties non touch�ees par Porthos restent les m�emes mais la
pi�ece dont il avait d�ecoup�e une petite partie devient pire ou �egale que les autres.

Maintenant, Athos doit choisir la meilleure pi�ece pour lui parmi ces trois pi�eces
puis c'est Porthos qui choisit une pi�ece pour lui sous la condition qu'il prenne la
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pi�ece coup�ee par lui (il s'agit ici de celle �a laquelle il a retranch�e 10) si Athos ne
la choisit pas. Aramis , quant �a lui prendra le troisi�eme morceau, celui qui n'a pas
�et�e d�ecoup�e par Porthos, cette part �etant choisie soit par ce dernier soit par Athos

En cons�equence, personne n'envie personne. Athos choisit en premier, alors pour
lui son choix est le meilleur et il est content. Porthos prend ensuite l'une des deux
pi�eces de valeur �egale pour lui (une de celles qui valent 90 pour lui). Aramis re�coit
la pi�ece restante qu'il a lui-m�eme d�ecoup�ee.

Il ne reste qu'une petite pi�ece qui a �et�e mise �a l'�ecart. Mais le g�ateau peut �etre divis�e
sans recommencer l'algorithme et sans entrer dans un cycle sans �n de coupures
et de choix. Pourquoi ? Aramis est satisfait de sa pi�ece de toute les fa�cons m�eme
si la personne qui l'a d�ecoup�ee recevait tout le reste en plus, car Aramis n'aurait
pas l'air malhonn�ete, la pi�ece coup�ee et le reste constituant un morceau de g�ateau
�equivalent au sien. Apr�es tout, il a initialement coup�e ces morceaux lui-m�eme.

Maintenant, si par exemple Athos a un morceau coup�e, alors Porthos coupe les
morceaux en trois parties, �equivalents de son point de vue, Athos choisit une de
ces pi�eces pour lui-m�eme, puis Aramis choisit, puis Porthos. Tout le monde est
heureux : Athos a choisi la premi�ere, Aramis obtient une pi�ece meilleure que celle
de Porthos (et il ne se soucie pas de combien Athos a pris), et du point de vue de
Porthos, les trois pi�eces sont �egales.

Probl�eme du secr�etaire

Un autre probl�eme de comparaison est le probl�eme du secr�etaire.

Le probl�eme de la secr�etaire, du secr�etaire ou des secr�etaires est un probl�eme
math�ematique de th�eorie de l'arr�et optimal en th�eorie de la d�ecision, en th�eorie
des probabilit�es et en statistique. Le probl�eme est aussi connu sous le nom de
probl�eme de la princesse [7] et de probl�eme du recrutement imm�ediat.

Le contexte est le suivant : quelqu'un veut recruter un ou une secr�etaire et voit
d�e�ler un nombre �ni et connu de candidats. Pour chacun, il doit d�ecider s'il
l'engage ou pas. Si oui, il termine le processus de recrutement sans voir les autres
candidats. Sinon, il n'a pas la possibilit�e de rappeler la candidate plus tard. Dans
le contexte de ce probl�eme, le recruteur n'a pas acc�es �a une valeur intrins�eque
des candidats (comme ¾ce candidat vaut 7/10¿), il ne peut que les comparer
(par exemple ¾ce candidat est meilleur que le premier mais moins bon que le
deuxi�eme¿).

Le but est de d�e�nir une strat�egie qui maximise la probabilit�e d'engager le meilleur
candidat.

�A premi�ere vue, cette t�ache semble insurmontable voire m�eme une tromperie. Ce
probl�eme a en fait une solution math�ematique �el�egante. La sagesse pratique qui

22



d�ecoule du probl�eme se perd g�en�eralement dans les pages des livres sur la th�eorie
des probabilit�es. Je pense que c'est tr�es malheureux, car il existe de nombreuses
situations dans lesquelles conna��tre la strat�egie optimale pour choisir parmi des
alternatives inconnues peut �etre utile. Par exemple :

� La d�ecision de louer un appartement dans une ville bond�ee.

� Trouver rapidement la carte la plus �elev�ee en m�elangeant le deck.

� Rechercher un magasin �a petits prix sans aller-retour.

� Les obligations envers un partenaire �a long terme.

Dans tous ces cas, vous ne savez pas quelles options sont les suivantes. Cepen-
dant, vous voudrez peut-�etre prendre une d�ecision rapide mais en m�eme temps
juste. Mon but est d'expliquer la solution au probl�eme de la secr�etaire en termes
compr�ehensibles et de l'illustrer si n�ecessaire.

Face �a une incertitude totale, il est tentant de se �er �a la chance. Vous pouvez
prendre une d�ecision arbitraire : ¾de toute fa�con, je choisis la premi�ere option¿.
Sans surprise, cette strat�egie al�eatoire ne fonctionne pas bien. Vous avez seulement
la chance que le premier candidat soit le meilleur. La m�eme chose est vraie lorsque
vous choisissez toujours le dernier candidat ou toujours le candidat num�ero 2.
Vos chances sont toujours pour toute option pr�e-pr�epar�ee. La strat�egie al�eatoire
devient de moins en moins utile quand le nombre de candidats augmente.

Vous avez peut-�etre r�ealis�e que la seule variable que vous contr�olez est le nombre
d'options que vous avez refus�ees. Votre strat�egie ne peut �etre que de d�ecider
du nombre d'options que vous souhaitez refuser avant de vraiment commencer
�a prendre des d�ecisions. L'essence de l'approche est que vous voulez attendre suf-
�samment longtemps pour avoir un bon point de d�epart puis choisir le prochain
candidat qui est meilleur que les options que vous avez d�ej�a regard�ees. En termes
quantitatifs, cette strat�egie est formul�ee comme suit :

� Regardons les X premi�eres options et re-
fusons les. Nous nous souvenons de la
meilleure option. Appelons la B.

� Nous continuons �a regarder les options sui-
vantes jusqu'�a ce que la premi�ere avec un
score plus �elev�e que B soit trouv�ee. Nous
s�electionnons cette option.

Cette strat�egie semble prometteuse, mais un d�etail doit �etre clari��e : combien
d'options devriez vous refuser ?

Lorsque le nombre X est trop grand, vous pouvez d�e�nir des crit�eres de s�election
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�elev�es. Mais vous courez �egalement le risque de dire non �a la meilleure option.
Lorsque le nombre est trop bas, vous avez un point de d�epart ennuyeux. Vous
�etes susceptible de choisir une option non optimale. Ce que nous devons faire,
c'est trouver la valeur optimale du nombre de refus compte tenu du nombre de
candidats au total. Pour comprendre cela, nous avons besoin de calculs dont nous
vous �epargnerons la complexit�e.

La strat�egie optimale est de laisser passer 37% des candidates (ou plus pr�ecis�ement
une proportion 1/e) puis d'attendre d'avoir une candidate meilleure que toutes
celles de ce premier �echantillon. On parle parfois de la r�egle des 37%.
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2 Math�ematiques de la D�ecision

Dans le premier chapitre, nous avons d�ej�a compris ce qu'est l'esp�erance
math�ematique et nous avons �egalement discut�e de certains jeux avec la nature.
Cependant tout n'est pas si simple et les math�ematiques de la prise de d�ecision ne
sont pas toujours simples ni �equitables.

Ultimatum

Barbe Bleue et Pinocchio s'assoient �a une table.
On leur a donn�e 100 billions d'euros, que Barbe
Bleue doit partager avec Pinocchio qu'il n'a ja-
mais vu auparavant. Les conditions sont les sui-
vantes : Barbe Bleue peut o�rir �a Pinocchio une
part de n'importe quelle taille mais si Pinocchio
refuse le montant propos�e aucun d'entre eux ne
recevra un centime.

Telles sont les r�egles du jeu Ultimatum invent�e par les �economistes en 1982 et
utilis�e dans de nombreuses exp�eriences. Les auteurs de l'exp�erience poursuivaient
un objectif int�eressant pour un cercle assez restreint de sp�ecialistes : ils voulaient
identi�er le mod�ele id�eal pour les n�egociations commerciales. Aujourd'hui Ultima-
tum int�eresse une grande vari�et�e de domaines scienti�ques y compris la philosophie
et la sociologie. Pourquoi ?

Pensons logiquement �a la somme que Barbe Bleue a �a partager pour en tirer le
meilleur parti. La pens�ee rationnelle nous donne la solution : un euro, voire un
centime. Pinocchio prend quelque chose pour lui car c'est mieux que rien et Barbe
Bleue prend tout le reste.

Mais nous les �etres humains, ne sommes pas guid�es
par une telle logique. Des exp�eriences ont montr�e
que presqu'aucun participant �a ce jeu jouant le r�ole
de Barbe Bleue n'o�rirait une si petite quantit�e �a
son partenaire. Un mod�ele a �et�e identi��e pr�ecisant
lorsque l'accord aura lieu et quand il est vou�e �a
l'�echec. Il s'est av�er�e qu'il ne servait �a rien d'o�rir
30% ou moins : Pinocchio refuserait le montant of-
fert et Barbe Bleue se retrouverait aussi sans rien.

Le philosophe David Edmonds dans son livre ¾Voulez-vous tuer le gros homme ?¿
[14] communique les donn�ees surprenantes suivantes. Les exp�eriences ont �et�e
men�ees dans di��erentes parties du monde, �a la fois dans des pays �economiquement
d�evelopp�es et dans d'autres moins avanc�es. Il s'est av�er�e que les pourcentages
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ci-dessus (30%) sont universels pour les r�esidents de presque toutes les r�egions.

Les auteurs de l'�etude ont donn�e aux participants 100 dollars en reprenant le
principe du jeu Ultimatum. Du coup,.il s'est av�er�e que les ¾Pinocchio¿, par exemple
aux Etats Unis et en Indon�esie, se comportent exactement de la m�eme mani�ere
et refusent d'accepter un montant inf�erieur �a 30 dollars. Cela est surprenant car
aux �Etats-Unis, vous pouvez faire le plein d'une voiture pour 30 dollars, et en
Indon�esie, vous pouvez vivre pour le m�eme montant pendant deux semaines sans
rien vous refuser.

Je vous avoue que me concernant, �a la place de Pinocchio, j'accepterais un centi�eme
de la somme donn�ee. Cependant, pour des montants plus r�ealistes je ne peux pas
�etre aussi certaine de ma rationalit�e. Et vous, qu'en pensez-vous ?

Paradoxe de Saint-P�etersbourg

Le paradoxe de Saint-P�etersbourg se r�esume �a la question suivante : pourquoi,
alors que math�ematiquement l'esp�erance de gain est in�nie �a un jeu, les joueurs
refusent-ils de jouer tout leur argent ? Il s'agit donc non d'un probl�eme purement
math�ematique mais d'un paradoxe du comportement des �etres humains face aux
�ev�enements d'une variable al�eatoire dont la valeur est probablement petite mais
dont l'esp�erance est in�nie. Dans cette situation, la th�eorie des probabilit�es dicte
une d�ecision qu'aucun acteur raisonnable ne prendrait.

Le joueur parie une mise initiale encaiss�ee par la banque. On lance une pi�ece de
monnaie �a pile ou face. Tant qu'elle sort pile, le jeu continue. Il se termine quand
face appara��t, alors la banque paie son gain au joueur. Ce gain est initialement
d'un euro, doubl�e pour chaque apparition de pile. Ainsi, le gain est de 1 si face
apparait au premier lancer, 2 si face appara��t au deuxi�eme, 4 au troisi�eme, 8 au
quatri�eme, etc. Donc, si face appara��t pour la premi�ere fois au n-i�eme lancer, la
banque paie 2n−1 euros au joueur.

Quelle est la mise initiale du joueur pour que le jeu soit �equitable, c'est-�a-dire pour
que la mise initiale du joueur soit �egale �a son esp�erance de gain ? Autrement dit,
quel est le gain moyen esp�er�e du joueur au cours d'une partie ?

Si face intervient d�es le premier lancer, on gagne 1 euro. La probabilit�e pour que
cela arrive est 1/2, ce qui donne une esp�erance de gain pour ce cas de 1/2×1 = 1/2.
Si face intervient pour la premi�ere fois au deuxi�eme lancer, ce qui se produit
avec une probabilit�e de 1/2 × 1/2 = 1/4, le gain est de 2 euros, ce qui fait une
esp�erance de gain de 1/2 euro pour ce cas. Plus g�en�eralement, si face appara��t
pour la premi�ere fois au n-i�eme lancer, ce qui se produit avec une probabilit�e de
(1/2)n, le gain est de 2n−1 euros, d'o�u une esp�erance de gain de 1/2 euro pour ce
coup. L'esp�erance s'obtient en faisant la somme des esp�erances de gain de tous les
cas possibles. Le r�esultat est donc une somme d'une in�nit�e de termes qui valent
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tous 1/2 : il est donc in�ni. Le jeu est donc favorable au joueur dans tous les cas,
sauf si la mise initiale est in�nie.

Le paradoxe r�eside dans le fait qu'il serait rationnel, si le gain seul importait,
d'o�rir de miser la totalit�e de ses biens pour pouvoir jouer �a ce jeu dont on vient
de voir qu'il o�rait une esp�erance de gain in�nie (donc bien sup�erieure �a n'importe
quelle mise), et que pourtant personne, observe Daniel Bernoulli, ne ferait une
chose pareille.

La r�eponse �a ce paradoxe a �et�e de trois ordres : les gens ne le font pas

� par incapacit�e �a se repr�esenter le calcul correct et son r�esultat ;

� parce que la valeur accord�ee �a une somme d'argent n'est pas une fonction
simplement lin�eaire : on accorde �a chaque euro suppl�ementaire une utilit�e
di��erente ;

� parce que le risque est un co�ut et qu'une chance sur deux de gagner deux
euros ou z�ero, �ca ne vaut pas un euro ;

Ces trois axes ne s'opposent pas, ils peuvent �etre vrais en m�eme temps et ainsi
contribuer �a la d�ecision de limiter sa mise.

Ce paradoxe a �et�e �enonc�e en 1713 par Nicolas Bernoulli (1695 − 1726), un
math�ematicien suisse. La premi�ere publication est due �a son fr�ere Daniel Bernoulli,
¾Specimen theoriae novae de mensura sortis¿, dans les Commentarii de l'Acad�emie
imp�eriale des sciences de Saint-P�etersbourg (d'o�u son nom). Mais cette th�eorie re-
monte �a un courrier priv�e de Gabriel Cramer �a Nicolas Bernoulli dans une tentative
de r�eponse �a ce paradoxe. Pour ces deux auteurs, le joueur refuse de tout miser
car il ne peut risquer de perdre tout son argent. Dans cette th�eorie de l'esp�erance
morale formalis�ee par Bernoulli, ils introduisent une fonction d'utilit�e marginale.
Cependant, ces deux auteurs divergent sur la fonction d'utilit�e : logarithme naturel
pour Bernoulli et racine carr�ee pour Cramer.

Pour eux, c'est l'utilit�e qui importe au joueur et non le gain et cette utilit�e est
d�ecroissante, ce qui signi�e que le doublement de la somme gagn�ee ne fait pas
doublement en termes d'utilit�e. Dans le cadre du paradoxe, l'utilit�e prend alors
une valeur �nie et relativement faible, ce qui rend rationnel de faire une mise
limit�ee. Alors, pour les joueurs, il y a une sorte d'in�ation, voire d'hyperin�ation.

Biais cognitif

Les deux jeux consid�er�es sont li�es �a la psychologie du joueur. Discutons une ca-
ract�eristique importante de la psychologie de la personnalit�e : la tendance au biais
cognitif. Un biais cognitif est une distorsion dans le traitement cognitif d'une in-
formation. Le terme biais fait r�ef�erence �a une d�eviation syst�ematique de la pens�ee

27



logique et rationnelle par rapport �a la r�ealit�e. La plupart des biais cognitifs ont
�et�e d�ecrits par des scienti�ques et beaucoup ont �et�e prouv�es dans des exp�eriences
psychologiques.

Certains de ces biais peuvent en fait �etre e�caces dans des milieux naturels tels que
ceux qui ont h�eberg�e l'�evolution humaine, permettant une �evaluation ou une action
plus performante ; tandis qu'ils se r�ev�elent inadapt�es �a un milieu arti�ciel moderne.
D'autres semblent provenir d'un manque de capacit�es de r�e�exion appropri�ees ou
d'une utilisation inappropri�ee de comp�etences adaptatives dans d'autres contextes.

Nous ne d�ecrirons ici que ceux des biais cognitifs qui �a mon avis, sont les plus
courants dans la prise de d�ecision et lors des jeux �economiques et math�ematiques.

Exag�eration de la probabilit�e de cas particuliers. Par exemple, la
g�en�eralisation de cas particuliers est un transfert d�eraisonnable des caract�eristiques
de cas particuliers ou m�eme isol�es �a leurs vastes ensembles. Il existe de nombreux
types de ce biais cognitif, le plus classique �etant la th�eorie du complot. Dans les
jeux, c'est par exemple, la conviction ¾J'ai eu de la chance une fois �a la rou-
lette aujourd'hui, alors j'en aurai encore ¿. Baader�Meinhof phenomenon ou biais
de fr�equence signi�e que les informations r�ecemment apprises qui r�eapparaissent
apr�es une courte p�eriode sont per�cues comme �etant inhabituellement fr�equentes.
Vous avez s�urement, juste apr�es avoir commenc�e �a lire ce livre, entendu parler de
quelque chose de similaire autour de vous ?

R�e�evaluation de l'importance de cas particuliers. Biais r�etrospectif ou l'e�et
¾ je le savais d�es le d�ebut¿ est une tendance �a juger a posteriori qu'un �ev�enement
�etait pr�evisible. Il s'agit de la tendance �a juger les d�ecisions en fonction de leurs
r�esultats �naux plut�ot que de juger de la qualit�e des d�ecisions en fonction des
circonstances du moment o�u elles ont �et�e prises (¾les gagnants ne sont pas jug�es¿).
E�et r�ateau � exag�erer la r�egularit�e du hasard.

R�e�evaluation de vos capacit�es. Biais �egocentrique consiste pour une personne,
lors d'une action conjointe ou d'un travail en groupe, �a surestimer sa contribu-
tion et �a s'attribuer plus de responsabilit�es que ne l'aurait fait un observateur
ext�erieur. L'illusion du contr�ole est la tendance des gens �a surestimer leur capa-
cit�e �a contr�oler les �ev�enements ; par exemple, cela se produit lorsque quelqu'un
ressent un sentiment de contr�ole sur les r�esultats sur lesquels il n'a manifestement
aucune in�uence (viens, viens, balle, tombe sur le rouge !). Z�ero-risque biais est
une pr�ef�erence pour une situation contr�ol�ee mais potentiellement plus nuisible (en
raison de sa fr�equence plus �elev�ee) par rapport �a l'oppos�e en raison d'une sures-
timation de la possibilit�e de contr�ole. Autrement dit, une personne croit qu'elle
se d�ebarrasse compl�etement du risque (en fait, sans en avoir un contr�ole com-
plet), alors que du c�ot�e des statistiques, il s'agit de la r�eduction d'un seul risque
�a z�ero du plus grand. Par exemple, de nombreuses personnes craignent davantage
les complications des interventions m�edicales que la maladie et la mort dues �a ces
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maladies qui r�esultent d'un manque de traitement. E�et Dunning-Kruger signi�e
que les moins comp�etents dans un domaine surestiment leurs comp�etences, alors
que les plus comp�etents ont tendance �a sous-estimer les leurs.

R�e�evaluation de l'importance de sa propre opinion, position, et/ou choix.
Biais favorable au choix est la tendance �a attribuer r�etroactivement des attributs
positifs �a une option s�electionn�ee et �a sa justi�cation suppl�ementaire. Biais d'at-
tention d�esigne la mani�ere dont certaines informations sont trait�ees di��eremment
par le cerveau en fonction des pr�eoccupations ou centres d'int�er�et d'un individu.
Par exemple : ¾J'adore le rouge, donc le rouge tombera plus souvent !¿ Escalade
d'engagement est une tendance de vous souvenir de votre choix comme �etant plus
correct qu'il l'�etait en r�ealit�e. Le biais de la t�ache aveugle est un biais concernant la
reconnaissance de l'impact des biais sur le jugement des autres, tout en omettant
de voir l'impact des biais sur son propre jugement.

Les m�ethodes pour prot�eger son opinion dans de telles distorsions sont
g�en�eralement les suivantes.

R�eduction de la dissonance cognitive : vous essayez de r�einterpr�eter une situation
pour en �eliminer les contradictions.

Sophisme du tireur d'�elite texan est une s�election ou
ajustement d'une hypoth�ese en fonction des r�esultats
de mesure. Ce sophisme tire son nom d'une blague
dans laquelle un tireur texan trace une cible a pos-
teriori autour du point d'impact de sa balle. Biais
de con�rmation concerne la tendance �a valider ses
opinions aupr�es des instances qui les con�rment et �a
rejeter d'embl�ee les instances qui les r�efutent.

Dans ce qu'on appelle l'e�et d'observateur-attente, l'exp�erimentateur peut subti-
lement communiquer ses attentes pour le r�esultat de l'�etude aux participants, les
amenant �a modi�er leur comportement pour se conformer �a ses attentes.

La perception s�elective est la tendance �a interpr�eter de mani�ere s�elective ce que l'on
observe selon nos int�er�ets, notre situation sociale, notre exp�erience et nos attitudes.
L'e�et retour de �amme conduit des personnes confront�ees �a des preuves logiques
et claires qui contredisent ou invalident leurs croyances, �a les rejeter et �a se sentir
confort�ees dans leur croyance initiale. Biais du survivant consiste �a se focaliser sur
les �el�ements ayant pass�e avec succ�es un processus de s�election pour en tirer des
conclusions sur la totalit�e des �el�ements.

Et, bien s�ur, la distorsion cognitive la plus courante et la plus ennuyeuse pour
beaucoup est appel�ee ¾Mal�ediction de la connaissance¿. C'est un biais cognitif qui
survient lorsqu'une personne, communiquant avec d'autres personnes, suppose in-
consciemment que les autres ont les m�emes connaissances qu'elle pour comprendre.
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Vous �etes s�urement confront�e �a cela presque tous les jours et des deux c�ot�es.

Paradoxe des deux enveloppes

En th�eorie de la d�ecision, le paradoxe des deux enveloppes est un raisonnement
probabiliste aboutissant �a un r�esultat absurde.

Il existe plusieurs variantes du paradoxe. Le plus
souvent, il est propos�e la situation de d�ecision sui-
vante : deux enveloppes contiennent chacune un
ch�eque. On sait que l'un des ch�eques porte un
montant double de l'autre mais on n'a aucune in-
formation sur la fa�con dont les montants ont �et�e
d�etermin�es. Un animateur propose �a un candi-
dat de choisir une des enveloppes, le montant du
ch�eque contenu dans l'enveloppe choisie lui sera
acquis.

Le paradoxe proprement dit r�eside dans l'argument qui va suivre : avant que le
candidat n'ouvre l'enveloppe choisie, l'animateur lui conseille de changer son choix
avec le raisonnement suivant.

Soit V la valeur du ch�eque dans l'enveloppe choisie. Il y a deux cas possibles :

� une chance sur deux que l'autre enveloppe contienne un ch�eque deux fois
plus important (donc de valeur 2V ) ;

� une chance sur deux que l'autre enveloppe contienne un ch�eque deux fois
plus petit (donc de valeur V/2).

L'esp�erance du montant obtenu en changeant d'enveloppe serait alors Epr = 50%×
2V + 50%× V/2 = V + V/4 = 5/4× V qui est sup�erieur �a V .

Le candidat aurait donc int�er�et �a changer d'enveloppe, ce qui est absurde puisque
les deux enveloppes jouent le m�eme r�ole et que le candidat, n'ayant pas encore
ouvert la premi�ere n'a aucun moyen de les distinguer.

La t�ache est devenue populaire gr�ace �a Martin Gardner qui l'a d�ecrite en 1982 sous
le titre ¾�A qui le portefeuille est le plus �epais ?¿. Un nouvel int�er�et pour le paradoxe
est apparu apr�es que Barry Nalebu� ait publi�e un article �enum�erant un certain
nombre de paradoxes en th�eorie des probabilit�es dans le Journal of Economic
Perspectives. Apr�es avoir re�cu de nombreuses r�eponses �a cette publication, il a
pr�epar�e le deuxi�eme article ¾L'enveloppe de l'autre personne est toujours plus
verte¿, consacr�e directement au paradoxe des deux enveloppes.

Le m�eme jeu pourrait-il ¾�etre plus rentable¿ pour chacun des deux partenaires ?
Il est clair que non. N'est-ce pas un paradoxe parce que chaque joueur croit �a tort
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que ses chances de gagner et de perdre sont �egales ?

Du point de vue de Nalebu�, la premi�ere explication satisfaisante de son probl�eme
est donn�ee par Sandy Zabell dans ¾Losses and Gains : The Paradox of Exchange¿.
En reformulant quelque peu, voici ce qu'�ecrit Nalebu� :

Tout le monde croit que le montant qu'il voit n'a pas d'importance �etant donn�e la
possibilit�e que plus tard dans son enveloppe il y ait un montant plus important.
Cela signi�e qu'on estime que la probabilit�e que le montant de notre enveloppe soit
plus �elev�e est de 1/2 quel que soit le montant que l'on voit. Ce qui n'est vrai que
si chaque valeur de z�ero �a l'in�ni est �equiprobable. Mais si toutes les possibilit�es
in�nies sont �egalement probables, la probabilit�e de chaque valeur a une probabilit�e
nulle. Ensuite, chaque r�esultat n'a aucune chance. Et cela n'a aucun sens.

Probl�eme de Monty Hall

Le soi-disant dilemme de Monty Hall est un myst�ere bien connu, du nom du premier
pr�esentateur de t�el�evision de l'�emission am�ericaine ¾Let's Make a Deal¿.

Dans ce jeu t�el�evis�e, celui-ci a donn�e aux
participants le choix entre trois portes
dont l'une cachait une voiture et les deux
autres cachaient des ch�evres. La voiture
et les ch�evres ont �et�e plac�ees au hasard
�a l'avance et n'ont pas chang�e d'emplace-
ment.

Apr�es que le participant ait fait son choix, le pr�esentateur a toujours ouvert l'une
des deux portes restantes, derri�ere laquelle, comme il le savait �a l'avance, il n'y
avait pas de voiture. Le candidat a alors le droit d'ouvrir la porte qu'il a choisie
initialement, ou d'ouvrir la troisi�eme porte.

Il existe en fait plusieurs strat�egies possibles pour Monty.

� Infernal Monty : l'h�ote sugg�ere de changer son choix si la porte est correcte.

� Ang�elique Monty : l'h�ote propose de changer son choix si la porte n'est pas
la bonne.

� Ñhevrotin Monty : d�es le d�ebut du jeu l'h�ote choisit l'une des ch�evres et
l'ouvre si le joueur a choisi une autre porte.

Il est donc pr�ef�erable de se fonder sur un �enonc�e non �equivoque du probl�eme,
incluant les contraintes du pr�esentateur et d�ecrit par Mueser et Granberg comme
suit :

� Soient trois portes, l'une cache une voiture, les deux autres une ch�evre. Les
prix sont r�epartis par tirage au sort.
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� Le pr�esentateur conna��t la r�epartition des prix.

� Le joueur choisit une des portes, mais rien n'est r�ev�el�e.

� Le pr�esentateur ouvre une autre porte ne r�ev�elant pas la voiture.

� Le pr�esentateur propose au candidat de changer son choix de porte �a ouvrir.

Le pr�esentateur n'ouvre jamais la porte de la voiture, alors, si le joueur choisit une
porte �a ch�evre, le pr�esentateur ouvrira la seule autre porte �a ch�evre. Et, en e�et,
si le joueur choisit la porte �a voiture, le pr�esentateur ouvrira au hasard une des
deux portes �a ch�evre (�eventuellement pr�ealablement d�esign�ee par tirage au sort).

La question qui se pose alors est ¾ Le joueur augmente-t-il ses chances de gagner la
voiture en changeant son choix initial ?¿, dit autrement ¾Est-ce que la probabilit�e
de gagner en changeant de porte est plus grande que la probabilit�e de gagner sans
changer de porte ?¿

L'�ecrasante majorit�e des joueurs et des r�epondants ont refus�e de changer leur choix,
bien que cela aurait doubl�e leurs chances de gagner. Dans le m�eme temps, les gens
pensent qu'avec les deux portes restantes, les chances de gagner sont �egales et qu'il
ne sert �a rien de changer leur choix. Si vous pensez la m�eme chose, ne soyez pas
g�en�e, car vous n'�etes pas le seul �a vous faire des illusions.

Ci-dessous est reproduite la traduction d'un �enonc�e c�el�ebre du probl�eme, issu d'une
lettre que Craig F. Whitaker avait fait para��tre dans la rubrique Ask Marilyn de
Marilyn vos Savant du Parade Magazine en septembre 1990 :

Supposez que vous �etes sur le plateau d'un jeu t�el�evis�e, face �a trois
portes et que vous devez choisir d'en ouvrir une seule, en sachant
que derri�ere l'une d'elles se trouve une voiture et derri�ere les deux
autres des ch�evres. Vous choisissez une porte, disons la num�ero 1, et le
pr�esentateur, qui sait, lui, ce qu'il y a derri�ere chaque porte, ouvre une
autre porte, disons la num�ero 3, porte qui une fois ouverte d�ecouvre une
ch�evre. Il vous demande alors : ¾d�esirez-vous ouvrir la porte num�ero
2 ?¿. Avez-vous int�er�et �a changer votre choix ?

La publication de cet article dans le Parade Magazine a eu un impact imm�ediat sur
le lectorat et a engendr�e de tr�es nombreuses discussions parmi les math�ematiciens,
c�el�ebres ou non, et les amateurs anonymes. Màrilin vos Savant a ainsi re�cu plus
de 10000 lettres. Comme vous pouvez le voir, la p�eche �a la tra��ne a prosp�er�e
m�eme �a cette �epoque, o�u il fallait consacrer beaucoup plus de temps et d'e�orts
qu'aujourd'hui, et m�eme aussi payer une enveloppe postale et un timbre-poste.

Le talentueux math�ematicien hongrois Paul Erd�os est �egalement tomb�e dans le
pi�ege et a m�eme refus�e de prendre une d�ecision jusqu'�a ce qu'il voit de ses propres
yeux une simulation informatique des r�esultats de l'exp�erience. Pour �etre honn�ete,
il est di�cile de le croire, mais la rumeur est n�eanmoins apparue.
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Porte 1 Porte 2 Porte 3 Le r�esultat si vous Le r�esultat si vous
changez votre choix ne changez pas votre choix

Voiture Ch�evre Ch�evre Ch�evre Voiture
Ch�evre Voiture Ch�evre Voiture Ch�evre
Ch�evre Ch�evre Voiture Voiture Ch�evre

Pour une strat�egie gagnante, ce qui suit est important : si vous changez le choix de
la porte apr�es les actions de l'h�ote, vous gagnez si vous avez initialement choisi la
porte perdante. Cela se produira avec une probabilit�e de 2/3, car au d�epart, vous
pouvez choisir une porte perdante de 2 fa�cons sur 3.

Mais souvent en r�esolvant ce probl�eme, le raisonnement ressemble �a quelque chose
comme ceci : l'h�ote enl�eve toujours une porte perdante �a la �n, puis les probabilit�es
qu'une voiture apparaisse derri�ere deux portes non ouvertes deviennent �egales
�a 1/2, quel que soit le choix initial. Mais ce n'est pas vrai : bien qu'il existe
e�ectivement deux options de choix, ces options (compte tenu du contexte) ne
sont pas �egalement probables. Il en est ainsi, puisqu'au d�epart, toutes les portes
avaient une chance �egale de gagner, mais avaient ensuite des probabilit�es di��erentes
d'�etre exclues.

Pour la plupart des gens, cette conclusion contredit la perception intuitive de la
situation et en raison de la divergence �emergente entre la conclusion logique et la
r�eponse vers laquelle s'incline l'opinion intuitive, la t�ache est appel�ee le paradoxe
de Monty Hall.

La situation avec les portes devient encore plus �evidente si l'on imagine qu'il n'y
a pas 3 portes, mais, disons, 1000, et qu'apr�es le choix du joueur, l'h�ote en enl�eve
998 ne laissant que 2 portes : celle que le joueur a choisie et une de plus. Il semble
alors plus �evident que les probabilit�es de trouver un prix derri�ere ces portes sont
di��erentes et non �egales �a 1/2. Si nous changeons la porte, nous perdons seulement
si nous choisissons d'abord la porte du prix, dont la probabilit�e est de 1/1000. Nous
gagnons dans le cas o�u notre choix initial �etait erron�e, et la probabilit�e est de 999
sur 1000. Dans le cas de 3 portes, la logique demeure, mais la probabilit�e de gagner
lorsque la d�ecision est modi��ee est respectivement de 2/3 et non de 999/1000.

Avez-vous eu une dissonance cognitive en essayant de saisir ce paradoxe ?

Et les pigeons ?

Assez surpris par l'inertie de certains mod�eles de l'esprit humain, les chercheurs
Julia Schroder et Walter Hebranson [22] ont entrepris de tester les r�esultats sur
des pigeons qui ont fait leurs preuves dans un certain nombre de probl�emes proba-
bilistes pratiques. Les oiseaux n'ont pas d�e�cu les attentes cette fois encore. Apr�es
un certain entra��nement, les pigeons ont appris empiriquement �a choisir la bonne
strat�egie mais les personnes de la m�eme exp�erience ne l'ont pas fait.
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Voici comment cela s'est d�eroul�e. Les scienti�ques
ont s�electionn�e six colombes bleues communes et
�a chacune ont donn�e le choix entre trois man-
geoires brillantes. La s�election initiale avec le bec
a suivi, les trois mangeoires se sont �eteintes et
apr�es une courte pause, deux ont recommenc�e �a
briller, parmi lesquelles le pigeon en a choisi une
au d�ebut. La simulation par ordinateur a rem-
plac�e Monty Hall, supprimant un chargeur vide.
Apr�es quoi le sujet pouvait choisir �a nouveau
parmi les deux autres.

Le prix �etait la nourriture et lorsque le pigeon a correctement devin�e la mangeoire,
elle s'est ouverte et l'oiseau a re�cu une r�ecompense. Ce choix et la r�ecompense que
le pigeon a obtenue dans le cas de r�eussite ont renforc�e l'incitation et donn�e une
impulsion �a l'apprentissage. Puis un nouveau trio de mangeoires lumineuses est
apparu.

Les oiseaux ont rapidement appris �a faire les bons choix en ¾calculant¿ leurs
avantages et dans les 30 jours, le pourcentage de changement de mangeoire est
pass�e de 36,33% �a 96,33%. Certains oiseaux ont atteint des indicateurs absolus :
ils ont toujours chang�e leur choix.

Cela s'est av�er�e di��erent avec les gens. Pendant les 30 jours d'exp�erimentation, des
progr�es ont �et�e initialement observ�es, mais il n'a pas �et�e possible d'identi�er une
tendance. L'augmentation observ�ee du changement de choix est pass�ee de 56,67%
�a 65,67%. Cependant, les limites de l'intervalle de con�ance indiquent que le choix
pourrait avoir �et�e d�etermin�e par le hasard.

Une autre s�erie d'essais a �et�e men�ee dans laquelle les conditions du dilemme de
Monty Hall ont �et�e d�e�nies de telle mani�ere qu'il est devenu plus rentable de s'en
tenir au choix initial. L'objectif �etait de tester la capacit�e du cerveau �a trouver des
strat�egies optimales m�eme lorsque les conditions changent soudainement. Dans la
deuxi�eme exp�erience, l'emplacement du prix n'a �et�e d�etermin�e qu'apr�es la s�election
initiale.

Le r�esultat a con�rm�e la tendance. Le processeur central du cerveau de pigeon a
tout calcul�e correctement. D�es le premier jour, la mauvaise strat�egie a �et�e suivie
dans 30,17% des cas, le dernier jour (15e) � seulement dans 4,33% des cas. La
variation chez les jeunes homo sapiens n'a quant �a elle pas �et�e signi�cative : le
premier jour ils ont chang�e leur choix �a 30% de cas, le dernier jour �a 27,67%.
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Le paradoxe des (trois) prisonniers

Ce probl�eme propos�e par Judea Pearl est un simple calcul de probabilit�es. Il sera
par la suite modi��e et popularis�e par Martin Gardner en 1959.

La version initiale est la suivante :

Trois prisonniers sont dans une cellule. Ils savent que deux vont �etre
condamn�es �a mort et un graci�e, mais ils ne savent pas qui. L'un d'entre
eux va voir le gardien et lui demande : ¾Je sais bien que tu ne peux rien
me dire mais tu peux au moins me montrer un de mes compagnons qui
sera ex�ecut�e¿. Le gardien r�e��echit, se dit que de toutes mani�eres au
moins l'un des deux autres prisonniers sera condamn�e et il s'ex�ecute.
Le prisonnier lui r�epond alors : ¾Merci. Avant j'avais une chance sur
trois d'�etre graci�e et maintenant, j'en ai une sur deux¿.

La version de Gardner est un peu modi��ee. Le
garde dit au prisonnier A que le prisonnier B sera
ex�ecut�e. Le prisonnier A est heureux d'entendre
cela, car il pense que sa probabilit�e de survie est
d�esormais de 1/2 au lieu de 1/3 comme avant.
Le prisonnier A dit discr�etement au prisonnier C
que B sera ex�ecut�e. Le prisonnier C est �egalement
heureux d'entendre cela, car il croit toujours que
le taux de survie du prisonnier A est de 1/3 et
que son taux de survie est pass�e �a 2/3. Comment
est-ce possible ?

Ceux qui connaissent le paradoxe de Monty Hall savent maintenant que C a raison
et A a tort.

� Prisonnier A sera graci�e, et le gardien a dit le nom de B : la probabilit�e est
�egale �a 1/6.

� Prisonnier A sera graci�e, et le gardien a dit le nom de C : la probabilit�e est
aussi �egale �a 1/6.

� Prisonnier B sera graci�e, et le gardien a dit le nom de C : la probabilit�e est
�egale �a 1/3.

� Prisonnier C sera graci�e, et le gardien a dit le nom de B : la probabilit�e est
aussi �egale �a 1/3.

Ainsi, la phrase ¾B sera execut�e¿ laisse une probabilit�e de 2/3 que C sera graci�e,
et 1/3 pour A.

Les gens pensent que la probabilit�e est de 1/2 parce qu'ils ignorent le cœur de
la question que le prisonnier A pose au gardien. Si le gardien pouvait r�epondre
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�a la question ¾Le prisonnier B sera-t-il ex�ecut�e ?¿. Alors, si la r�eponse �etait oui,
la probabilit�e que A soit ex�ecut�e diminuerait en e�et de 2/3 �a 1/2. La question
peut �etre abord�ee de l'autre c�ot�e : si A est graci�e, le gardien prononcera n'importe
quel nom au hasard ; si A est �a ex�ecuter, le garde dira qui sera ex�ecut�e avec A. La
question ne donnera donc pas �a A une chance suppl�ementaire de survie.

Paradoxe de l'interrogation surprise

Le paradoxe de l'interrogation surprise a �et�e relev�e par le professeur de
math�ematiques, Lennart Ekbom. Il fut publi�e en 1948.

Un professeur annonce �a ses �el�eves : ¾Il y aura une interrogation surprise la semaine
prochaine.¿

Pr�ecisons les termes. Il faut comprendre trois choses :

� Une interrogation aura lieu durant un cours, soit le lundi, soit le mardi, soit
le mercredi, soit le jeudi, soit le vendredi.

� Juste avant le d�ebut de l'interrogation, l'�el�eve ne pourra avoir la certitude
que l'interrogation va avoir lieu.

� Une unique interrogation aura lieu.

Un �el�eve fut�e fait le raisonnement suivant : si jeudi soir, l'interrogation n'a pas
eu lieu, alors je serai certain qu'elle est pour vendredi. Ce ne sera donc plus une
surprise. L'interrogation ne peut donc avoir lieu vendredi parce c'est le dernier jour
possible. Mais puisque l'interrogation ne peut avoir lieu le dernier jour, l'avant-
dernier jour devient de facto, le dernier jour possible. Ainsi, par r�ecurrence, on en
d�eduit que l'interrogation ne peut avoir lieu.

Apparemment, il ne s'agit que d'un propos trompeur de m�eme nature que les
paradoxes sorites. Il s'agit d'un type de raisonnement compos�e d'une s�erie de
propositions agenc�ees sous la forme : tout A est B, or tout B est C, or tout C est
D, donc tout A est D. Le sorite est un syllogisme �etendu.

Cependant, l'�el�eve peut pousser plus loin le raisonnement. De la premi�ere conclu-
sion, il doit d�eduire que le professeur a obligatoirement menti. Mais en quoi a-t-il
menti ? Si le vendredi soir, l'examen a bien eu lieu, alors le mensonge est dans
l'e�et de surprise uniquement. Mais puisque le professeur est un menteur, il se
peut qu'il n'y ait pas du tout d'examen. Le raisonnement initial n'est donc plus
valable : l'interrogation constituera bien une surprise m�eme si elle survient le ven-
dredi. Finalement, le professeur ne mentira pas si et seulement si il est pris pour
un menteur. On retrouve donc le paradoxe du menteur.

Ce paradoxe est en r�ealit�e inh�erent au mot surprise et �a la notion d'al�eatoire.
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Le similaire, nomm�e ¾paradoxe de la bouteille satanique de Stevenson¿ est un pa-
radoxe logique d�ecrit dans ¾Le Diable dans la bouteille¿ de Robert Louis Stevenson
(1893).

Keawe, habitant de l'��le d'Hawa�� en voyage �a
San Francisco, ach�ete une bouteille. Cette bou-
teille contient un petit diable exau�cant tous
les souhaits de son d�etenteur. Toutefois, sous
peine d'�etre damn�e, ce dernier doit s'en s�eparer
imp�erativement avant de mourir. Et la seule
mani�ere de se d�ebarrasser de cette bouteille dia-
bolique, c'est de la vendre �a un prix inf�erieur �a ce-
lui qui a �et�e d�ebours�e pour l'acqu�erir. Il n'y a pas
d'autre moyen de se d�ebarrasser de la bouteille :
jet�ee, elle revient au propri�etaire d'une mani�ere
inconnue. De plus, l'accomplissement des d�esirs
entra��ne le malheur des proches du propri�etaire
de la bouteille. Le h�eros souhaitait devenir riche
et peu de temps apr�es, son oncle et son cousin
sont morts, lui laissant un grand h�eritage.

L'auteur cr�ee un paradoxe dans cette nouvelle : quel est le prix le plus bas auquel
une bouteille peut �etre vendue ? �Evidemment, si vous l'achetez �a un prix suppos�e
�etre le minimum, par exemple un centime, il ne sera plus possible de le vendre
�a perte. Par cons�equent elle ne peut pas �etre vendue pour un centime car tout
acheteur, connaissant toutes les conditions de la transaction et les cons�equences
qu'elle entra��ne, refusera de l'acheter, car il ne peut pas la revendre. De la m�eme
mani�ere, il est impossible de la vendre pour deux, trois centimes ou un montant
approchant car votre acheteur potentiel exprimera tr�es probablement des doutes
sur la faisabilit�e d'une telle transaction. En e�et, compte tenu de la possibilit�e
d'une vente ult�erieure, il risque de ne pas trouver d'acheteur pour la bouteille. En
revanche, si le prix d'une bouteille est encore assez �elev�e, il y a toujours une chance
de trouver un acheteur pour cette bouteille. Mais �a chaque vente, la probabilit�e de
trouver un tel acheteur s'amenuise et la perte sur la vente de la bouteille s'accro��t.

Dans la nouvelle, il y a des solutions possibles pour aider le personnage principal.
Ainsi la variation des taux de change entre pays di��erents, le sacri�ce de soi d'un
�etre cher pr�et �a racheter une bouteille �a un prix extr�emement bas au d�etriment de
son salut et �nalement l'indi��erence de ce personnage aux cons�equences pour son
�ame (parce qu'il est tellement p�echeur qu'il va br�uler en enfer m�eme sans cette
mal�ediction). Pourtant, aucune des solutions ne r�epond �a la question pos�ee : quel
est le prix le plus bas auquel une bouteille peut �etre vendue ?

Si nous comparons ce paradoxe �a celui d�ecrit au-dessus, il devient clair qu'il n'y
a pas de r�eponse �a la question pos�ee. Pour chaque acheteur d'une bouteille, �a
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l'exception du dernier, la r�eponse �a cette question ne d�ependra que du cas. Cal-
culer logiquement vos chances de vendre la bouteille est ici inutile, comme dans le
paradoxe de l'interrogation surprise.

Paradoxe de Parrondo

Revenons aux strat�egies et aux jeux plus formels. Le paradoxe de Parrondo est un
paradoxe de la th�eorie des jeux qui est bien souvent d�ecrit comme ¾une strat�egie
qui gagne avec des jeux perdants¿. Il a �et�e aussi nomm�e du nom de son cr�eateur
Juan Parrondo, un physicien de Madrid.

�Etant donn�e 2 jeux, chacun ayant une probabilit�e de perte plus grande que celle
de gain, il est possible de construire une strat�egie gagnante en jouant les 2 jeux
alternativement.

Consid�erons l'exemple des jeux suivants. Gagner une partie rapporte 1 euro et
perdre une partie nous co�ute 1 euro.

Dans le jeu A, on lance une pi�ece biais�ee, pi�ece de 1, avec les probabilit�es de succ�es
P1 = 1/2 − 1/200. L'esp�erance d'un tel jeu est −1/100 euros par partie ; comme
elle est n�egative, le jeu A est perdant.

Le jeu B est un peu plus compliqu�e. Si le capital du joueur est un multiple de 3,
il gagne un euro avec une probabilit�e p1 = 1/10 − 1/200 et perd un euro avec la
probabilit�e 1− p1 ; sinon, il gagne un euro avec une probabilit�e p2 = 3/4− 1/200,
et perd un euro avec la probabilit�e 1 − p2. Dans ce cas, l'esp�erance du jeu B est
alors de −0,0087 euro par partie. Il s'agit d'une valeur assez faible mais �a long
terme, jouer au jeu B fait perdre de l'argent.

Il se produit alors un �etonnant ph�enom�ene : une multitude de combinaisons simples
des jeux A et B aboutit �a des jeux gagnants. L'exp�erimentation num�erique montre
par exemple que les trois combinaisons suivantes sont des jeux gagnants.

� Combinaison al�eatoire �equilibr�ee des jeux A et B : on joue le jeu A ou le
jeu B en choisissant au hasard �a chaque fois, �a pile ou face par exemple.
L'esp�erance de ce jeu combin�e est +0,0147, ce qui signi�e qu'on gagne en
moyenne 1,47 centime par partie.

� Combinaison p�eriodique ¾2 fois A, puis 2 fois B, etc.¿. On choisit de jouer
deux fois de suite le jeu A puis deux fois le jeu B et on recommence
ind�e�niment selon le m�eme sch�ema. L'esp�erance de ce jeu combin�e est de
+0,0148 ; on gagne en moyenne 1,48 centime par partie.

� Combinaison p�eriodique ¾1 fois A, puis 2 fois B, etc.¿. L'esp�erance est encore
meilleure : +0,058 ; on gagne en moyenne 5,8 centimes par partie.

Comment comprendre cela ? Pourquoi notre bon sens est-il pi�eg�e ? Une vision

38



claire est-elle possible ? L'explication profonde de ce qui se passe dans le cas du
paradoxe de Parrondo provient de ce que le jeu B est compos�e d'un jeu perdant
et d'un jeu gagnant. Le jeu gagnant est battu par le jeu perdant quand on joue
B seul mais s'impose plus fr�equemment quand B est m�elang�e �a A. Pour saisir
comment deux jeux perdants peuvent engendrer un jeu gagnant et vous persuader
qu'on ne doit pas s'en �etonner, examinons un autre exemple, plus net, plus clair
et plus spectaculaire que le paradoxe original.

Voici une variante du paradoxe de Parrondo, due �a Roland Y�el�ehada et d�enomm�ee
¾m�egaparadoxe de Parrondo¿. On consid�ere deux jeux utilisant un jeton �a deux
faces, l'une noire, l'autre blanche ; ce jeton sera le lien entre les deux jeux.

Jeu X : on tire �a pile ou face avec une pi�ece non truqu�ee. Selon que le jeton montre
son c�ot�e blanc ou son c�ot�e noir, on op�ere di��eremment.

� Quand le jeton montre son c�ot�e blanc :

� si on a ¾pile¿, le joueur gagne 3 euros (et ne touche pas au jeton) ;

� si on a ¾face¿, le joueur perd 1 euro et retourne le jeton.

� Quand le jeton montre son c�ot�e noir :

� si on a ¾pile¿, le joueur gagne 1 euro (et ne touche pas au jeton) ;

� si on a ¾face¿, le joueur perd 2 euros (et ne touche pas au jeton).

Le jeu X est perdant. En e�et, m�eme si le jeton montre au d�epart son c�ot�e blanc et
donc que le jeu est momentan�ement favorable au joueur, il �nira par �etre retourn�e,
ce qui conduira �a un jeu d�efavorable, dont le joueur ne sortira plus puisque le jeton
ne sera plus retourn�e et restera noir. L'esp�erance du jeu X tendra vers −0,5 euro
par partie. La simulation num�erique con�rme ce r�esultat.

Jeu Y : on tire �a pile ou face avec une pi�ece non truqu�ee.

� Quand le jeton montre son c�ot�e noir :

� si on a ¾pile¿, le joueur gagne 3 euros (et ne touche pas au jeton) ;

� si on a ¾face¿, le joueur perd 1 euro et retourne le jeton.

� Quand le jeton montre son c�ot�e blanc :

� si on a ¾pile¿, le joueur gagne 1 euro (et ne touche pas au jeton) ;

� si on a ¾face¿, le joueur perd 2 euros (et ne touche pas au jeton).

Comme le jeu X, le jeu Y (qui est le m�eme que le jeu X en �echangeant le r�ole du
noir et du blanc) est perdant et son esp�erance est −0,50 euro par partie. Pourtant,
toutes les combinaisons simples des jeux X et Y donnent des jeux gagnants.

Par exemple, consid�erons la combinaison p�eriodique X + Y . On choisit de jouer
une fois le jeu X puis une fois le jeu Y et on recommence ind�e�niment selon le
m�eme sch�ema. L'esp�erance de ce jeu combin�e est de +0,50, alors on gagne en
moyenne 50 centimes par partie.
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3 Dilemme du prisonnier

Passons directement aux jeux de joueurs rationnels.

Dilemme du prisonnier

Le plus c�el�ebre des probl�emes mod�eles est probablement le soi-disant dilemme du
prisonnier. Il a �et�e �enonc�e en 1950 par Albert W. Tucker �a Princeton [44] mais
formul�e avant lui par Merrill Flood et Melvin Drescher [16].

Formulons-le comme suit :

Dilemme du prisonnier : Le procureur du district de Chicago sait que Fran-
kenstein et Dracula sont des gangsters coupables d'un crime grave mais il ne peut
pas les faire condamner si aucun d'eux ne l'avoue. Il ordonne de les arr�eter et
individuellement (ils ne pouvaient pas s'entendre de toute fa�con) il les interroge
en leur faisant la m�eme o�re :

Si vous admettez votre culpabilit�e et que votre complice ne veut pas avouer, alors
vous rentrez chez vous et �etes libre car nous pouvons oublier que vous �etes complice
gr�ace �a votre confession. Si vous n'�etes pas pr�et �a admettre votre culpabilit�e mais
que votre complice l'admet, vous serez alors reconnu coupable et condamn�e �a la
peine maximale de prison. Si vous avouez tous les deux, vous serez tous deux
condamn�es mais pas �a la peine maximale. Si aucun de vous deux ne confesse,
alors je vous mettrai tous les deux en prison pendant un certain temps, et, vous
pouvez �etre s�ur, je trouverai la raison.

Ici, il s'agit d'un procureur pas tr�es honn�ete qui pourrait inventer une histoire
pour jeter en prison ces personnages.

Dans ces
conditions,
Frankenstein et
Dracula jouent
�a un jeu. Il
existe deux
strat�egies pour
chacun d'eux :
¾D�enoncer¿ et
¾Se taire¿.

Acceptons d'�ecrire chaque situation possible comme une paire de strat�egies
s�electionn�ees, pour laquelle Frankenstein est en premier lieu et Dracula en se-
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cond. Par exemple, la paire (¾D�enoncer¿, ¾Se taire¿) signi�e que Frankenstein a
d�enonc�e Dracula, qui pensait qu'il �etait bien gentil.

Puisque personne ne veut rester en prison et surtout rester longtemps en prison,
nous supposerons que le but de chaque joueur est de minimiser sa peine d'empri-
sonnement. Nous �ecrirons le terme sous forme de nombres indiquant la perte de
points.

Consid�erons toutes les situations possibles permettant de composer la soi-disant
Matrice des Paiements de ce jeu. Chaque cellule de cette matrice contient une
paire de nombres montrant les gains des joueurs lors du choix d'une paire de
strat�egies donn�ee.

1. Imaginons que Frankenstein choisisse le silence et Dracula avoue, alors Fran-
kenstein est pr�esent�e comme le seul coupable et il est condamn�e �a une peine
maximale de 10 ans. Nous enregistrons ce r�esultat comme −10 points pour
Frankenstein pour la strat�egie (¾Se taire¿, ¾D�enoncer¿) et 0 points pour
Dracula pour cette strat�egie.

2. Si Frankenstein avoue et que Dracula est silencieux, alors Frankenstein est
lib�er�e � attribuons �a Frankenstein 0 point en strat�egie (¾D�enoncer¿, ¾Se
taire¿) et �a Dracula −10 points.

3. Si les deux d�ecident de cacher tous leurs secrets, on obtient une strat�egie
(¾Se taire¿, ¾Se taire¿). Selon les r�egles, dans ce cas, le procureur de district
fabriquera une petite a�aire et tous deux iront en prison pour 1 an. Nous
notons −1 point pour chacun avec cette strat�egie.

4. En�n, si les deux admettent leur culpabilit�e, normalement ils devraient �etre
emprisonn�es pendant 10 ans mais comme la reconnaissance est une circons-
tance att�enuante, ils se retrouvent avec 9 ans de prison. �Ecrivons pour les
deux −9 en termes de strat�egie (¾D�enoncer¿, ¾D�enoncer¿).

Dracula
¾Se taire¿ ¾D�enoncer¿

Frankenstein
¾Se taire¿ (−1;−1) (−10; 0)

¾D�enoncer¿ (0;−10) (−9;−9)

Notez que nous avons un probl�eme : ni Dracula ni Frankenstein ne sait quelle
strat�egie l'autre adoptera. Sinon, ils pourraient uniquement regarder la ligne ou la
colonne correspondant �a la strat�egie de l'autre joueur et choisir le meilleur r�esultat
parmi ceux qui leur sont propos�es.

Dans ce jeu, en fait tout est simple : quelle que soit la strat�egie choisie par l'adver-
saire, la reconnaissance conduit toujours �a la maximisation des points. Mais dans
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ce cas, les deux joueurs avouent et tous deux iront en prison pour 9 ans bien qu'ils
puissent tous les deux garder le silence et ne recevoir qu'un an d'emprisonnement.

Comment ? Pourquoi les actions rationnelles de deux personnes ont-elles conduit
�a un r�esultat aussi irrationnel ? Et c'est le dilemme ...

Nous venons de compiler une matrice des paiements. Introduisons imm�ediatement
la d�e�nition suivante.

D�e�nition 7. Jeu sous forme normale est la sp�eci�cation de l'espace des
strat�egies et des fonctions de paiement de chaque joueur �a toutes les �etapes pos-
sibles du jeu. Il s'agit de la description d'un jeu sous forme de matrice. Les deux
c�ot�es de la matrice sont des joueurs. Les strat�egies du premier joueur sont d�e�nies
par des lignes, les strat�egies du second par des colonnes et l'intersection des lignes
d�e�nit les gains des joueurs.

En fait, les critiques de la th�eorie des jeux n'aiment pas du tout le dilemme du
prisonnier car ils voient que Dracula et Frankenstein s'en sortiraient mieux s'ils
�etaient tous les deux silencieux. Si l'amie de Dracula, Mina Harker avait �et�e cap-
tur�ee �a la place de Frankenstein, tous deux auraient probablement gard�e le silence.
En fait, si les gens n'ont pas eu la possibilit�e de se concerter avant le jeu, les actions
de la plupart seront assez �ego��stes. Si vous surfez sur YouTube, vous trouverez des
exemples d'�emissions de t�el�evision bas�ees sur le dilemme du prisonnier comme
l'�emission ¾Golden Balls¿.

L'une des nombreuses tentatives pour r�esoudre le paradoxe de la rationalit�e dans
le dilemme des prisonniers consiste �a utiliser la sym�etrie du jeu en traitant Dracula
et Frankenstein comme des jumeaux.

Cela ressemble �a ceci :

Deux personnes rationnelles confront�ees au m�eme probl�eme arriveront �a la m�eme
conclusion. Par cons�equent, Dracula doit supposer que Frankenstein fera le m�eme
choix que lui. Donc, soit les deux vont en prison pendant neuf ans, soit ils vont
tous les deux en prison pendant un an. Puisque cette derni�ere option est pr�ef�er�ee,
Dracula devrait se taire. Puisque Frankenstein est son jumeau, il raisonnera de la
m�eme mani�ere et se taira �egalement.

Mais il y a un probl�eme : cela transforme en fait ce jeu en un jeu �a un seul joueur,
c'est-�a-dire que le dilemme cesse d'�etre un dilemme en tant que tel. Le dilemme
r�eside dans l'ind�ependance des d�ecisions prises par les joueurs.

Le dilemme du prisonnier est une histoire de jouet stylis�e. Vous ne vous attendez
peut-�etre pas �a vous retrouver dans une telle situation, mais des e�ets similaires
sont partout autour de nous. Consid�erons ce ¾dilemme¿ avec un grand nombre
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d'acteurs, parfois quali��e de ¾trag�edie communautaire¿. Par exemple, il y a des
embouteillages sur les routes et j'ai le choix de me rendre au travail en voiture ou
en bus. D'autres font de m�eme. Si je prends la voiture, et que tout le monde le
d�ecide en m�eme temps, il y aura un embouteillage mais aurons tous notre confort.
Si je prends le bus, il y aura toujours un embouteillage, mais je moins �a l'aise et
cela sera moins rapide, donc ce r�esultat est encore pire. Si tout le monde voyage en
bus, alors moi, ayant fait de m�eme, j'arriverai �a mon travail assez rapidement sans
embouteillage. Mais si, dans de telles conditions, j'y vais en voiture, j'y arriverai
aussi rapidement, mais aussi avec confort. Ainsi, la pr�esence d'un embouteillage
ne d�epend pas de mes actions. L'�equilibre de Nash est l�a : dans une situation o�u
tout le monde choisit d'aller en voiture. Quoi que les autres fassent, je ferai mieux
de choisir une voiture car qu'il y ait embouteillage ou pas, ce qui est impossible �a
savoir �a l'avance, j'y arriverai confortablement dans tous les cas. C'est la strat�egie
dominante. Donc au �nal, tout le monde conduit sa voiture et arrive ce qui arrive.
Un des objectifs de l'�Etat �etant de faire du bus la meilleure option pour le plus
grand nombre, il y a donc des p�eages urbains, des parkings, etc. Dans ce cas, les
matrices des payements changent et l'�equilibre devient di��erent.

Une autre histoire classique aborde l'ignorance rationnelle de l'�electeur. Imaginez
que vous ne connaissez pas �a l'avance le r�esultat des �elections. Vous pouvez �etudier
le programme de tous les candidats, �ecouter les d�ebats et voter pour le meilleur. La
deuxi�eme strat�egie consiste �a se rendre au bureau de vote et �a voter au hasard ou
pour celui qui a �et�e re�cu le plus souvent �a la t�el�evision. Quel est le comportement
optimal si mon vote ne d�etermine jamais qui gagne (et dans un pays de 67 millions
d'habitants, aucun vote ne d�ecidera jamais rien) ? Bien s�ur, je veux que le pays ait
un bon pr�esident mais je sais que personne d'autre n'�etudiera attentivement les
programmes des candidats. Par cons�equent, ne pas perdre de temps avec ce sujet
est la strat�egie de comportement dominante.

Dilemme du prisonnier dans un groupe. Jeu des entreprises
concurrentes

Puisque vous avez probablement plus d'un ami, vous pouvez jouer le simple jeu de
dilemme du prisonnier avec l'un d'eux. Il existe des versions l�eg�erement di��erentes
de celle-ci. Un jeu similaire a �et�e jou�e par le professeur Raymond C. Battalio de
Texas A&M University [46].
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Imaginez que vous �etes tous propri�etaires
d'entreprises hypoth�etiques et que vous
devez tous d�ecider de la quantit�e de
bicornes que votre entreprise produira.
Cette d�ecision doit �etre �ecrite sur un
morceau de papier, ind�ependamment des
autres. Les feuilles doivent �etre sign�ees et
jet�ees par exemple dans un chapeau.
Si vous voulez produire 1 bicorne, l'o�re
globale reste faible et par cons�equent, le
prix restera �elev�e.

Si vous souhaitez produire 2 bicornes, vous recevrez un revenu suppl�ementaire au
d�etriment des autres mais le prix diminuera.

A�n de ne vous faire perdre compl�etement dans l'�economie, laissez vos gains se
r�ealiser selon le sch�ema suivant

Nombre de personnes, Le gain de chacun Le gain de chacun
qui ont produit 1 qui a produit 1 qui a produit 2

0 0 7
1 1 8
2 2 9
3 3 10
4 4 11
5 5 12
. . . . . . . . .
20 20 27
. . . . . . . . .

Ainsi les personnes qui ont choisi de produire 2 bicornes obtiendront toujours 7
points de plus que les personnes qui ont choisi de n'en produire qu'un. Mais d'un
autre c�ot�e, plus les gens choisissent de produire 2 bicornes, moins leur gain cumul�e
est important.

Vous pouvez �egalement jouer au m�eme jeu mais alors vous devez d'abord discuter
de votre strat�egie les uns avec les autres.

Vos r�esultats ont-ils chang�e lorsque vous avez d'abord discut�e de vos strat�egies ?
Si oui, pensez �a quoi cela pourrait �etre li�e ?

Les exp�erimentations avec un v�eritable gain mon�etaire faites �a MIPT ont montr�e
que la plupart des participants ont fait le choix de produire deux bicornes. Les
jeux pour les employ�es de RATP Smart Systems �etaient sans r�ecompense r�eelle.
Ainsi, les choix se sont distribu�es de mani�ere �equiprobable.
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La port�ee th�eorique et pratique de ce dilemme est immense. D'un point de vue
th�eorique, il prouve tr�es simplement que l'int�er�et individuel peut �etre violemment
contradictoire avec l'int�er�et collectif : on trouve l�a une limite claire �a la conception
lib�erale de l'�economie qui postule l'existence d'un m�ecanisme naturel (la ¾main
invisible¿ d'Adam Smith [42] ou ¾le commissaire-priseur¿ de L�eon Walras [47])
permettant d'atteindre au bien-�etre collectif par la seule recherche du bien-�etre
individuel.

Dilemme du prisonnier en politique

En politique aussi vous pouvez rencontrer le di-
lemme du prisonnier. Imaginons deux �Etats im-
pliqu�es dans une course aux armements. Ils ont le
choix entre deux strat�egies : augmenter les ar-
mements et leurs d�epenses, ou r�eduire les uns
et les autres. Dans ce cas, les postulats du di-
lemme du prisonnier sont �evidemment remplis
(D > C > d > c) :

� D � ¾nous nous sommes arm�es, mais l'ennemi � non¿ � meilleur des cas,
plus grande s�ecurit�e. Et nous pouvons �egalement conqu�erir un deuxi�eme
pays !

�

C � ¾personne ne s'est arm�e¿ � si aucun n'a
d'arm�ee, la paix r�egne et les pays n'ont pas de
d�epenses militaires. La situation de coop�eration
permettant �a chacun de ne pas avoir d'arm�ee est
�evidemment pr�ef�erable �a la situation o�u les deux
pays en entretiennent une mais elle est instable :
chacun des deux pays a une forte incitation �a se
doter unilat�eralement d'une arm�ee pour dominer
l'autre.

�

d � ¾les deux sont arm�es¿ � Si tous deux ont des
arm�ees de force �a peu pr�es �equivalente, la guerre
est moins ¾tentante¿ car tr�es co�uteuse ; c'�etait la
situation de la guerre froide. Les d�epenses mili-
taires et la course aux armements sont alors une
perte nette pour les deux pays.

� c � ¾nous ne nous sommes pas arm�es, mais l'ennemi est arm�e¿ � Si un seul
a une arm�ee, il peut �evidemment conqu�erir sans coup f�erir l'autre ce qui est
pire. Une vraie catastrophe, n'est-ce pas ?
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Du point de vue du premier pays si le second ne s'arme pas, alors pour lui le choix
se situe entre D et C et il vaut mieux s'armer. Si le deuxi�eme pays s'arme, alors
pour le premier, le choix est entre d et c et encore une fois il vaut mieux et ce
sera plus calme de s'armer. Ainsi quel que soit le choix du deuxi�eme pays, il vaut
mieux pour le premier s'armer. La situation pour le deuxi�eme pays est tout �a fait
similaire et par cons�equent les deux chercheront une expansion militaire.

Les biens publics et priv�es

A�n de faciliter la math�ematisation des d�ecisions prises dans certains probl�emes,
nous exprimerons deux d�e�nitions issues de l'�economie :

D�e�nition 8. Bien public est un bien non rival et non excluable.

La consommation de ce bien par un agent n'a�ecte donc pas la quantit�e disponible
pour les autres agents (non-rivalit�e). Un bien public pur est un bien non rival et
non excluable, il est di�cile de faire payer l'acc�es �a ce bien (non-excluabilit�e). Ce
sont par exemple, les routes, les for�ets, les bancs dans la rue. Les cha��nes YouTube
peuvent aussi �etre consid�er�ees comme un bien public. C'est un bien non rival au
sens o�u lorsqu'un agent regarde YouTube il n'emp�eche aucun autre agent de le
regarder. C'est un bien non excluable au sens o�u les technologies d'Internet ne
permettent pas de restreindre l'acc�es �a ce bien �a ceux qui le �nanceraient. Aussi
la notion de bien public mondial (ou bien public global) d�esigne des biens publics
tr�es �etendus comme la qualit�e de l'air, la biodiversit�e ou la situation climatique
mondiale. Ou m�eme la situation �epid�emiologique mondiale. Ce sont des questions
assez d�ebattues ces jours-ci, n'est-ce pas ?

D�e�nition 9. Bien priv�e est un bien rival et excluable.

La possession d'un bien priv�e signi�e que seul le propri�etaire de ce bien (personne
physique ou morale) peut d�eterminer quel peut �etre l'usage qui peut en �etre fait.
La rivalit�e pour un bien est le fait que si je consomme ce bien, alors quelqu'un
d'autre ne peut pas le consommer �egalement. De fait, un bien est dit excluable si
certaines personnes n'y ont pas acc�es.

Il existe d'autres types de biens mais la classi�cation en deux dimensions propos�ee
par Ostrom et Ostrom en 1977 [33] est toujours consid�er�ee classique pour les biens
priv�es et publics.

Nous allons maintenant formuler un probl�eme de mod�ele tr�es simple li�e au concept
de bien public.
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Supposons que nous ayons un tout petit pays
avec deux citoyens vivant dans la m�eme maison.
Chaque personne peut soit payer 3 euros pour
installer un r�epulsif contre les moustiques, soit ne
pas l'acheter. Si au moins un e�aroucheur est ins-
tall�e, tout va bien mais si ce n'est pas le cas, les
citoyens seront mordus par les m�echants mous-
tiques du paludisme, et ils devront d�epenser 2
euros chacun pour le traitement.

Ce probl�eme peut �etre formul�e en utilisant le langage des matrices de paiements.

Gargantua
Ne pas acheter Acheter

Pantagruel
Ne pas acheter (2,2) (0,3)

Acheter (3,0) (3,3)

L�a encore, il est clair que chacun esp�erera un geste de l'autre et devra �etre trait�e.
Et s'ils �etaient amis, ils pourraient simplement verser 1euro50 chacun et tout le
monde y gagnerait...

Probl�eme du passager clandestin

Mais que se passe-t-il si l'on consid�ere un probl�eme avec un plus grand nombre
d'acteurs ?

Le fait qu'un ou plusieurs individus puisse pro�ter d'un bien, d'une ressource ou
d'un service commun en cherchant �a �eviter de verser une contribution ou �a la
minorer a �et�e constat�e d�es l'Antiquit�e et r�eguli�erement comment�e, notamment �a
l'�epoque moderne. On peut observer que Glaucon dans la R�epublique de Platon [2]
voit la logique de son argument contre l'ob�eissance �a la loi si un seul peut �echapper
�a la sanction pour violation. Les premiers lecteurs de Platon s'�etonnent souvent
que le cher vieux Socrate ne semble pas comprendre sa logique, et insiste sur le
fait qu'il est de notre int�er�et d'ob�eir �a la loi ind�ependamment de l'e�et dissuasif
de sanctions.

L'argument d'Adam Smith en faveur de la main invisible qui maintient les vendeurs
comp�etitifs plut�ot que dans la collusion se veut un exemple fondamentalement
important et b�enin, voire b�en�e�que, de la logique de l'action collective.
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Smith dit que chaque producteur ¾ne vise que son
propre pro�t, et il est en cela, comme dans beau-
coup d'autres cas, conduit par une main invisible
�a promouvoir une �n qui ne fait pas partie de son
intention. Il n'est pas non plus toujours pire pour
la soci�et�e qu'elle ne fasse pas partie de [la �n vis�ee
par l'individu]. En poursuivant son propre int�er�et,
il promeut souvent celui de la soci�et�e plus e�ca-
cement que lorsqu'il a vraiment l'intention de la
promouvoir¿ [42].

Le revers de la main invisible r�eduit les e�orts de collusion sur les prix, poussant
ainsi les producteurs �a innover.

John Stuart Mill [28] par la m�eme logique d�efend les lois revendiquant un maximum
d'heures de travail. Il suppose que tous les travailleurs seraient mieux lotis si la
journ�ee de travail �etait r�eduite de, disons dix �a neuf heures par jour pour tous
mais aussi que chaque travailleur individuellement ferait mieux de travailler une
heure suppl�ementaire si la plupart des autres ne le font pas. La seule fa�con pour
eux de b�en�e�cier d'une journ�ee de travail plus courte serait donc de rendre ill�egal
de travailler plus de neuf heures par jour. Je suppose que la logique de travailler
moins vous pla��t (si on touche le m�eme salaire, bien s�ur !). La France est assez
connue dans le monde de ce point de vue avec ses 35 heures de travail par semaine
�a temps plein.

Quittons la politique et consid�erons maintenant
les RER et les ¾passagers clandestins¿.
Que se passe-t-il si tous les passagers arr�etent de
payer leurs billets et deviennent des ¾passagers
clandestins¿ ?
� Tous ? Impossible !
� D'accord, la plupart.
� Cela est impossible. Premi�erement il y a des
contr�oleurs et des amendes. Deuxi�emement il y
aura toujours des ¾personnes honn�etes¿.

� D'accord ! Que les ¾passagers clandestins¿ soient seulement 20%. Ceci est
cr�edible. Les personnels des transports en commun perdront un cinqui�eme de leurs
revenus. Cela entra��nera une hausse des prix des voyages. Les passagers conscien-
cieux paieront pour les passagers fraudeurs.

Mais ce n'est qu'un aspect du probl�eme du ¾passager clandestin¿. Si les gens ont
vraiment besoin de voyager, ils n'arr�eteront pas de se d�eplacer lorsque le tarif
augmentera.

Voici une situation di��erente. Imaginons une zone rurale et un groupe d'agriculteurs-
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producteurs. Les agriculteurs ont d�ecid�e d'investir dans la construction d'une route
qui r�eduirait le co�ut de livraison des produits et qui le rembourserait rapidement.
Ce qui serait b�en�e�que pour tout le monde. Il se trouve qu'un agriculteur a d�ecid�e
de ne pas investir ses propres fonds, sachant que la route sera de toute fa�con
construite sans lui. D�es que son voisin a d�ecouvert cela, il a �egalement d�ecid�e de
refuser. En cons�equence, la route n'a jamais �et�e construite.

Un autre exemple concerne le transport de marchandises en Chine dont j'ai pris
connaissance dans le livre de Stephen Landsburg [24]. Il y a 100 �a 150 ans, une
m�ethode de transport de marchandises �etait r�epandue en Chine : il y avait des
barges pil�ees qui �etaient tra��n�ees par six personnes. Les clients ne payaient que
lorsque les marchandises �etaient livr�ees �a temps. Imaginez que vous soyez l'une
des six personnes. Vous pouvez faire un e�ort et tirer de toutes vos forces. Si tout
le monde fait de m�eme, la charge arrivera �a temps. Si quelqu'un ne le fait pas, tout
le monde arrivera �egalement �a l'heure. Du coup chacun pense : ¾Si tout le monde
tire correctement, pourquoi devrais-je le faire et si tout le monde ne tire pas de
toutes ses forces, alors je ne peux rien changer.¿ En cons�equence, au moment de
la livraison, comme tout allait tr�es mal, les d�em�enageurs ont trouv�e eux-m�emes
une solution : ils ont embauch�e une septi�eme personne et l'ont pay�ee pour qu'elle
fouette les paresseux. Sa pr�esence m�eme les faisait travailler de toutes leurs forces,
sinon tous tomberaient dans un d�es�equilibre dont aucun individuellement ne pour-
rait sortir avec pro�t.

Le m�eme exemple peut �etre observ�e dans la nature. Un arbre poussant dans un
jardin di��ere d'un autre poussant dans une for�et par sa couronne. Dans le premier
cas, elle entoure tout le tronc, dans le second, ce n'est qu'au sommet. Dans la
for�et, on parle d��equilibre de Nash. Si tous les arbres se mettaient d'accord et
poussaient de la m�eme mani�ere, ils distribueraient �egalement le nombre de photons,
et tout le monde serait mieux. Mais il n'est rentable pour personne de le faire.
Par cons�equent, chaque arbre veut devenir l�eg�erement plus grand que ceux qui
l'entourent.

Le probl�eme du passager clandestin dans la th�eorie des biens collectifs n'est pas que
son comportement soit contraire �a l'�ethique. C'est que la pr�esence d'individus avec
une telle strat�egie peut conduire au fait que l'action collective n'aura pas lieu. La
pr�esence de ces ¾parasites¿, pr�ets �a utiliser la ressource commune ¾gratuitement¿,
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peut conduire le reste des membres du groupe �a abandonner le projet commun.

Jeu avec contribution au fond commun

Nous vous proposons, selon la tradition, un jeu auquel vous pouvez jouer avec vos
amis.

Puisqu'il ne s'agit pas d'un jeu dit �a somme nulle, il est plus simple d'y jouer
pour des points que pour des centimes. Avant chaque tour, chaque joueur re�coit
10 points.

Vous devez d�ecider de la part du montant que vous garderez pour vous et de la
somme que vous donnerez au fond commun. Apr�es cela, le pr�esentateur doublera
le montant du fond g�en�eral et le partagera �a parts �egales entre absolument tous
les participants du jeu, qu'ils aient vers�e des contributions au fond ou qu'ils aient
conserv�e la totalit�e du montant pour eux-m�emes. Comme dans les jeux pr�ec�edents,
sur des morceaux de papier avec votre nom, vous devez inscrire le montant de votre
contribution au fond g�en�eral. Apr�es cela, le pr�esentateur r�esume les r�esultats du
tour.

En fait, ici comme dans tous les jeux pr�ec�edents, garder le montant total pour soi
est la strat�egie dominante. Expliquons cela.

Soit un groupe de quatre joueurs. Ind�ependamment des actions des autres, si le
premier d�ecide d'attribuer 2 points au fond commun, le montant de cette somme
sera doubl�e et deviendra �egal �a 4 points. Mais en m�eme temps, 3 points iront aux
autres, et ce premier joueur n'aura qu'un seul point, ce qui signi�e qu'il perdra
encore plus d'argent s'il investit plus et gagnera si la taille de sa contribution est
r�eduite. Il est int�eressant de noter qu'une telle strat�egie est localement b�en�e�que
pour le joueur, que d'autres investissent ou non dans le fond.

Puisque chaque participant compte sur le fait qu'il b�en�e�ciera du fait de devenir
¾passager clandestin¿ sans avoir �a apporter de fond au fond, cette strat�egie devient
dominante. Tous ne contribueront pas au fond et par cons�equent ils ne recevront
aucun gain ! C'est comme s'il n'y avait que des passagers clandestins dans le bus
et que le chau�eur ne partait pas (et c'est bien qu'il n'appelle pas la police).
Pourtant il su�rait �a chacun de contribuer �a hauteur de 10 points pour que tout
le monde b�en�e�cie par le jeu des contributions au fond commun, comme nous
l'avons montr�e pr�ec�edemment. Cela n'est pas seulement un objet d'exp�erience de
laboratoire ou de recherche th�eorique ; ce jeu se joue dans le monde r�eel dans des cas
d'interaction sociale o�u un bien commun ne peut �etre cr�e�e que par la contribution
volontaire des membres du groupe mais l'acc�es �a celui-ci ne peut �etre refus�e aux
membres du groupe qui n'ont pas contribu�e �a la cause commune. La variante la
plus int�eressante de ce jeu se produit peut-�etre lorsque les joueurs ont la possibilit�e
de punir ceux qui violent l'accord de coop�eration sociale par d�efaut. Cependant
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les co�uts associ�es doivent �etre pris en charge par tous les participants. Une fois
que le jeu avec les contributions au fond commun est termin�e, les informations sur
la contribution de chaque joueur sont communiqu�ees �a tous les autres. Ensuite, la
deuxi�eme �etape du jeu se d�eroule lorsque chaque joueur peut prendre des mesures
visant �a r�eduire les gains des autres. Cela lui co�utera (par exemple, un tiers de
point) pour chaque r�eduction qu'il aura choisie. En d'autres termes si un joueur
d�ecide de r�eduire les gains d'un des adversaires de trois points, cela lui co�utera un
point. Les points lib�er�es gr�ace �a une telle r�eduction ne sont transf�er�es �a personne
d'autre mais revers�es �a la caisse de l'exp�erimentateur.

En utilisant la m�eme logique, les op�erateurs du
transport engagent des contr�oleurs. Leur em-
bauche impacte les prix des billets, mais en m�eme
temps leur action vise �a emp�echer les fraudes et
donc �a limiter les pertes d'op�erateurs et donc
celles des usagers.

Un peu de classi�cation et de termes

Nous avons d�ej�a construit des matrices de paiements pour deux jeux, faisons main-
tenant une petite g�en�eralisation.

En 1944, Oskar Morgenstern et John Von Neumann ont publi�e le livre ¾Game
Theory and Economic Behavior¿ (Th�eorie des jeux et comportement �economique)
[30], dans lequel :

� La d�e�nition d'un ¾jeu¿ est formul�ee comme l'activit�e de deux ou plusieurs
participants (joueurs) dans laquelle des conditions sp�eci�ques de victoire
et de perte sont d�e�nies et o�u tous les participants peuvent disposer de
certaines ressources et interagir les uns avec les autres �a la poursuite d'un
seul objectif : ¾gagner¿ et alors ils doivent prendre des d�ecisions en fonction
du comportement des autres joueurs.

� Une m�ethode de recherche de strat�egies optimales dans un tel jeu
(conduisant �a une ¾victoire¿ avec une certaine probabilit�e) est d�ecrite
math�ematiquement.

John von Neumann (1903 − 1957) est un math�ematicien et physicien am�ericano-
hongrois. Il a apport�e d'importantes contributions dans beaucoup de domaines.
Le sujet de ce livre est plut�ot li�e �a celles concernant l'�economie. En r�ealit�e, jus-
qu'aux ann�ees 1930, l'�economie (du moins dans ses courants majeurs de l'�epoque)
a utilis�e un grand nombre de donn�ees chi�r�ees mais sans r�eelle rigueur scienti-
�que. Elle a ressembl�e �a la physique du XVIIe si�ecle dans l'attente d'un langage et
d'une m�ethode scienti�que pour exprimer et r�esoudre ses probl�emes. Alors que la
physique classique a trouv�e la solution dans le calcul in�nit�esimal, von Neumann
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propose pour l'�economie, dans le souci axiomatique qui le caract�erise, la th�eorie
des jeux et la th�eorie de l'�equilibre g�en�eral.

D�e�nition 10. La somme du jeu est le total des gains et des pertes.

D�e�nition 11. Dans un jeu �a somme nulle, le gain d'un c�ot�e est �egal �a la perte
de l'autre.

Certains jeux de cartes comme le poker ou le bridge sont des jeux �a somme nulle.
Il y a aussi des jeux �a somme n�egative par exemple les loteries (si vous comptez
la somme des participants et excluez les organisateurs).

Une �equipe agissant dans son ensemble peut �egalement �etre consid�er�ee comme un
joueur.

D�e�nition 12. Un jeu antagoniste est un jeu �a deux joueurs avec une somme
nulle : le gain d'un joueur se transforme en une perte pour l'autre.

La premi�ere contribution signi�cative de von Neumann, en 1928, est le th�eor�eme
du minimax qui �enonce que dans un jeu �a somme nulle avec information par-
faite (chaque joueur connaissant les strat�egies possibles de son adversaire et leurs
cons�equences), chacun dispose d'un ensemble de strat�egies privil�egi�ees (¾ opti-
males ¿). Entre deux joueurs rationnels il n'y a rien de mieux �a faire pour chacun
que de choisir une de ces strat�egies optimales et de s'y tenir.

Il y a des jeux avec plus de deux participants. Ces jeux peuvent �etre divis�es en deux
classes : coop�eratifs, lorsque plusieurs participants sont autoris�es �a entrer dans
une coalition (par exemple, dans le jeu de cartes Pr�ef�erents, appel�e aussi Russian
Preference, en jouant un ¾mis�ere¿, g�en�eralement deux joueurs jouent contre un au
sein de m�eme partie). Dans les jeux non coop�eratifs, chaque participant ne joue
que pour lui-m�eme.

Dans les jeux de sport, collectifs (football, hockey) ou individuels (�echecs), chaque
match ou partie est un jeu �a somme nulle bas�e sur les r�esultats (match nul, victoire,
d�efaite). Bien que les scores globaux apparaissent dans les tables de tournois, aux
�echecs par exemple, ce sont pr�ecis�ement les ¾plus¿ (la di��erence entre les parties
gagn�ees et perdues) qui sont comptabilis�es. Dans le football, en relation avec la
lutte contre les nuls, un match nul n'est rentable pour aucun des deux. Mais si
nous prenons les points marqu�es, alors le tournoi est un match avec une somme
positive.

�Equilibre de Nash

John Forbes Nash (1928 − 2015) a �et�e nomm�e deuxi�eme �etoile de la th�eorie des
jeux apr�es von Neumann. N�e en 1928, il a �etudi�e les math�ematiques �a Princeton et
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a d�evelopp�e rapidement un int�er�et pour la th�eorie des jeux. Dans sa th�ese (1950)
[31], Nash, �ag�e de vingt-deux ans, a formul�e un concept destin�e �a changer la th�eorie
des jeux. Au fait, le �lm ¾Un homme d'exception¿ a �et�e tourn�e en s'inspirant de
sa vie, et je vous recommande vivement de le regarder.

Le terme ¾�equilibre de Nash¿ est tellement devenu populaire que Nash lui-m�eme
deviendrait millionnaire s'il �etait pay�e un dollar �a chaque mention faite. En tout
cas, il est devenu professeur au MIT. Et aussi Nash est le seul math�ematicien et
�economiste �a avoir �et�e laur�eat �a la fois du prix Nobel d'�economie en 1994 et du
prix Abel pour les math�ematiques en 2015.

Au d�ebut Nash a �etudi�e le jeu de deux joueurs avec une somme non nulle puis
l'objet de sa recherche a concern�e des jeux non coop�eratifs avec trois participants
ou plus. Nash a d'abord mis en avant le concept d'�equilibre dans de tels jeux puis a
prouv�e qu'il existe pour tous les jeux �nis avec un nombre quelconque de joueurs.
Avant lui, von Neumann n'avait prouv�e l'�equilibre que dans les parties �a somme
nulle de deux joueurs.

Les recherches de John Nash lui ont valu le prix Nobel d'�economie en 1994 en
collaboration avec John Harsagni et Reinhard Selten. Le comit�e Nobel a expliqu�e
que Harsanyi avait �et�e r�ecompens�e pour ¾avoir �etendu l'�equilibre de Nash �a la
classe des jeux avec des informations incompl�etes¿ et Selten pour avoir enrichi cet
�equilibre.

On voit que l'�equilibre de Nash a conduit trois scienti�ques au prix Nobel
(bien qu'il s'agisse de math�ematiques, le prix a �et�e d�ecern�e pour l'�economie, les
math�ematiciens ne recevant pas de prix Nobel). Alors qu'est-ce donc que ce fameux
�equilibre de Nash ?

D�e�nition 13. L'�equilibre de Nash est une situation de jeu dans laquelle
aucun des joueurs ne peut am�eliorer sa position en changeant unilat�eralement sa
strat�egie, et sans que les autres joueurs n'en changent eux-m�emes.

Chacun des joueurs de l'�equilibre de Nash est conscient des strat�egies possibles
des autres joueurs et choisit donc pour lui-m�eme la meilleure dont il dispose. Dans
l'�equilibre de Nash, le principe de ¾l'annonce¿ op�ere : si tous les joueurs annoncent
leurs strat�egies, aucun d'entre eux ne veut changer la sienne. Ce qui conduit �a la
conclusion qu'il n'est rentable pour aucun des acteurs de changer unilat�eralement
de strat�egie : le syst�eme est en �equilibre. Pour le maintenir, aucune force ext�erieure
n'est requise, chacun des joueurs essaie de mettre en œuvre sa propre strat�egie dans
les conditions actuelles, et il n'est rentable pour aucun de rompre l'�equilibre. C'est
l�a que r�eside la di��erence entre les jeux coop�eratifs et non coop�eratifs : pour la
stabilit�e des premiers, des forces externes (par exemple un tribunal) peuvent �etre
n�ecessaires, ce qui n'est pas le cas des seconds.

Malheureusement, il existe des situations o�u un �etat aussi stable survient dans une
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situation d�efavorable �a tout le monde. Si tout le monde changeait de strat�egie, le
syst�eme arriverait �a un �etat plus favorable pour tous mais cela n�ecessiterait leur
coop�eration ce qui est impossible dans les jeux non coop�eratifs et la tentative de
l'un des joueurs de changer la strat�egie pour lui-m�eme conduirait �a des r�esultats
encore pires. Le dilemme du prisonnier mentionn�e plus haut est l'un des cas d'un
�equilibre de Nash toujours mauvais pour tout le monde.

Optimum de Pareto

Parmi les deux types de jeux possibles nous n'avons jusqu'�a pr�esent consid�er�e que
les jeux non coop�eratifs, c'est-�a-dire ceux dans lesquels chaque joueur est �ego��ste
et ne veut maximiser que son propre gain ou minimiser sa perte. La question
se pose : pourquoi, par exemple dans le dilemme du prisonnier, les acteurs ne
peuvent-ils pas s'entendre sur les strat�egies �a utiliser ? Les critiques de l'analyse
par le jeu du dilemme du prisonnier soutiennent que le comportement rationnel
qui m�ene �a des situations plus avantageuses pour toutes les situations ne concerne
pas les individus mais les groupes. Par cons�equent, ils pensent que la strat�egie
optimale d'un joueur seul sera d'atteindre l'objectif optimal pour le groupe dans
son ensemble. La th�eorie de la classe ouvri�ere de Karl Marx est une manifestation
de ce type de pens�ee.

Vilfredo Pareto (1848− 1923), sociologue et �economiste italien a contribu�e par ses
travaux �a l'�etude de la distribution du revenu et de l'analyse des choix individuels.
Il introduit le concept d'e�cacit�e et aide au d�eveloppement du champ de la mi-
cro�economie avec des id�ees telles que la courbe d'indi��erence. Peut-�etre avez vous
d�ej�a entendu parler du ¾Principe de Pareto¿. Aussi appel�e loi de Pareto, principe
des 80− 20 ou encore loi des 80− 20, il s'agit d'un ph�enom�ene empirique constat�e
dans certains domaines : environ 80% des e�ets sont le produit de 20% des causes.
Bien que les travaux de Pareto n'impliquent pas n�ecessairement une r�epartition
80−20, le qualiticien Joseph Juran utilise en 1954 l'expression ¾principe de Pareto¿
pour la signi�er.

Un autre terme portant son nom est li�e �a la th�eorie des jeux. Soit un syst�eme
avec plusieurs indicateurs particuliers. Ce syst�eme atteint l'optimalit�e ¾au sens

de Pareto¿ si l'am�elioration de l'un des indicateurs entra��ne la d�et�erioration des
autres.

D�e�nition 14. Compte tenu d'une situation initiale, une am�elioration de Pa-

reto est une nouvelle situation o�u certains agents gagneront et aucun agent ne
perdra.

D�e�nition 15. Une situation est dite domin�ee par Pareto s'il existe une pos-
sible am�elioration de Pareto.
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D�e�nition 16. Une situation est appel�ee Pareto optimal ou Pareto e�cace si
aucun changement ne peut am�eliorer la satisfaction d'un agent sans qu'un autre
agent ne perde ou s'il n'y a pas de place pour une am�elioration suppl�ementaire de
Pareto.

Dans son ¾Manuel d'�economie politique¿ [34] Pareto envisage le maximum d'ophe-
limit�e pour la soci�et�e comme une propri�et�e de l'�equilibre �economique g�en�eral et il
le d�e�nit comme la position �a partir de laquelle toute petite variation augmente
l'ophelimit�e de certains et r�eduit l'ophelimit�e d'autres.

L'orphelimit�e d�esigne l'utilit�e d'un bien ou d'un service ressentie par un agent
�economique donn�e �a un moment donn�e, par opposition �a l'utilit�e objective de ce
m�eme bien ou service. Par exemple, pour un voyageur dans le d�esert, un verre
d'eau co�utera subjectivement beaucoup plus cher que pour une personne dans une
piscine.

Ainsi le syst�eme permet des am�eliorations locales tant qu'elles ne nuisent �a per-
sonne. Le bien-�etre total de la soci�et�e selon Pareto est maximal dans l'�etat o�u
aucun changement dans la r�epartition optimale obtenue ne nuit au bien-�etre d'au
moins un objet du syst�eme. Par exemple, dans le dilemme du prisonnier, l'�etat
¾les deux sont silencieux¿ est optimal au sens de Pareto.

Mais encore une fois, il y a un probl�eme. Les philosophes qui croient que ce fait
montre une contradiction entre th�eorie des jeux coop�eratifs et th�eorie des jeux non
coop�eratifs n�egligent l'importance de l'hypoth�ese de la th�eorie des jeux coop�eratifs
selon laquelle des accords rigides peuvent �etre conclus. Peu importe que Darth
Vader et Voldemort aient promis de respecter l'accord. Par exemple, ils peuvent
accepter mais ne pas tenir leurs promesses, ou bien ils peuvent d�epenser des res-
sources pour garantir l'inviolabilit�e du contrat.

La fontaine d'eau et l'optimum de Pareto

Nous discuterons ici une situation d�ecrite dans l'article [26] d'un chercheur fran�cais.

Un restaurant administratif poss�ede une fontaine
�a eau assez classique, munie de deux robinets,
avec une particularit�e semble-t-il assez r�epandue :
le d�ebit total est le m�eme que l'on actionne
un robinet ou les deux. Lorsque deux personnes
viennent remplir leurs carafes, en g�en�eral elle le
font en m�eme temps en utilisant les deux robinets.
Est-ce vraiment une bonne id�ee ?

Imaginons qu'une premi�ere personne, Hensel, arrive �a la fontaine pour remplir sa
carafe. Juste quand elle va commencer l'op�eration une deuxi�eme personne, Gretel,
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arrive �a son tour. Cette derni�ere a le choix entre deux strat�egies : actionner le
deuxi�eme robinet pour remplir sa carafe en m�eme temps que Hensel, ou attendre
qu'elle ait �ni pour commencer.

Lorsqu'un seul des robinets fonctionne, il remplit une carafe en environ 20 secondes.
Lorsque les deux robinets sont actionn�es, ils remplissent chacun une carafe en 40
secondes. Si Gretel choisit d'utiliser le deuxi�eme robinet, Hensel et lui passeront
40 secondes �a la fontaine. Si par contre il choisit d'attendre, Hensel n'y passera
que 20 secondes, et lui 40 (20 �a attendre, 20 pour remplir sa carafe).

Gretel ne gagne donc absolument rien �a se pr�ecipiter sur le deuxi�eme robinet, alors
que Hensel y perd 20 secondes. La meilleure solution globale est donc d'attendre,
et de ne jamais utiliser les deux robinets simultan�ement.

Dans le cas qui nous pr�eoccupe ici, il y a deux situations : celle o�u Gretel utilise le
deuxi�eme robinet et celle o�u il attend avant de remplir sa carafe. La seconde est
un optimum de Pareto, mais pas la premi�ere, puisqu'il est possible d'am�eliorer le
r�esultat de Hensel (r�eduire son temps de passage �a la fontaine de 40 �a 20 seconde)
sans d�et�eriorer celui de Gretel (dont le temps d'attente total est de toute fa�con de
40 seconde).

R�e��echissez-vous aussi quels exemples de situations similaires vous avez d�ej�a ren-
contr�es dans votre vie ?

P�enalit�es pour d�erogation aux strat�egies

En introduisant des p�enalit�es pour certaines actions vous
pouvez modi�er consid�erablement la matrice de paie-
ments.
Par exemple que Frankenstein et Dracula aient sign�e un
tel accord �a l'avance : si l'un d'eux essaie d'hypoth�equer
l'autre, les amis de celui qu'il a hypoth�equ�e l'attraperont
et le mettront au sous-sol pendant 3 ans. Voyons comment
la matrice de paiements va changer dans ce cas.

Dracula
¾Se taire¿ ¾D�enoncer¿

Frankenstein
¾Se taire¿ (−1;−1) (−10;−3)

¾D�enoncer¿ (−3;−10) (−9;−9)

Eh bien, il est �evident que maintenant le silence mutuel est un �equilibre. Alors oui,
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ce m�ecanisme fonctionne tr�es bien.

Paradoxe de Sen

Je vais �nir ce chapitre par un autre paradoxe, li�e �a la conception de l'optimum
au sens de Pareto.

Le paradoxe lib�eral, �egalement appel�e paradoxe de Sen, est un paradoxe logique
propos�e par Amartya Sen dans un article de 1970 [40]. Il pr�etend montrer qu'aucun
syst�eme social ne peut simultan�ement

1. �etre attach�e �a un minimum de libert�e,

2. aboutir �a l'e�cacit�e au sens de Pareto.

Ce paradoxe est controvers�e car il semble contredire l'a�rmation lib�erale clas-
sique selon laquelle les march�es sont �a la fois e�caces et respectueux des libert�es
individuelles.

L'exemple original de Sen utilisait une soci�et�e
simple avec seulement deux personnes et un seul
probl�eme social �a consid�erer. Appelons ces deux
membres de la soci�et�e ¾Harry Houdini¿ et ¾Da-
vid Copper�eld¿. Dans cette soci�et�e, il existe une
seule copie de la ¾Th�eorie des jeux¿. Ce livre peut
�etre donn�e soit �a David Copper�eld pour qu'il le
lise (solution A), soit �a Harry Houdini (B) ou bien
n'�etre donn�e �a aucun des deux (C).

Supposons que Harry Houdini aime ce genre de
lecture et pr�ef�ere lire l'ouvrage lui-m�eme plut�ot
que de s'en d�ebarrasser (B > C). Il en tirerait
pourtant encore plus de plaisir du fait que David
Copper�eld soit oblig�e de le lire (A > B > C).
David Copper�eld pense que le livre est ind�ecent
et qu'il devrait �etre rang�e, c'est-�a-dire ne pas �etre
lu (il pr�ef�ere, par dessus tout la solution C). Ce-
pendant, si quelqu'un doit le lire, David Copper-
�eld pr�ef�ererait que lui-m�eme le lise plut�ot que
Harry Houdini (A > B). Donc pour David Cop-
per�eld C > A > B.

Compte tenu des pr�ef�erences des deux individus dans la soci�et�e, un plani�cateur
social doit d�ecider quoi faire. Le plani�cateur devrait-il forcer Harry Houdini �a
lire le livre (A), forcer David Copper�eld (B) �a le lire ou le laisser non lu (C) ?
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Plus particuli�erement, doit-il classer les trois r�esultats possibles en fonction de leur
d�esirabilit�e sociale ?

Le plani�cateur social lib�eral d�ecide qu'il doit �etre attach�e aux droits individuels,
chaque individu doit avoir le choix de lire lui-m�eme le livre.

Harry Houdini devrait pouvoir d�ecider si le r�esultat ¾Harry Houdini lit¿ (B) sera
class�e plus haut que ¾Personne ne lit¿ (C). De m�eme David Copper�eld devrait
aussi pouvoir d�ecider si le r�esultat ¾David Copper�eld lit¿ (A) sera class�e plus
haut que ¾Personne ne lit¿ (C).

Suivant cette strat�egie, le plani�cateur social d�eclare que le r�esultat ¾Harry Hou-
dini lit¿ sera class�e plus haut que ¾Personne ne lit¿ (�a cause des pr�ef�erences de
Harry Houdini : B > C) et que ¾Personne ne lit¿ sera class�e plus haut que ¾Da-
vid Copper�eld lit¿ (�a cause des pr�ef�erences de David Copper�eld C > A). La
coh�erence exige alors que ¾Harry Houdini lit¿ soit class�e plus haut que ¾David
Copper�eld lit¿ et ainsi le plani�cateur social donne �a lire le livre �a Harry Houdini
par le principe de transitivit�e B > C > A.

Mais ce r�esultat du plani�cateur lib�eral qui favorise les choix des individus est
consid�er�e �a la fois par David Copper�eld et Harry Houdini pire que ¾David Cop-
per�eld lit¿ (A).

En e�et, David Copper�eld pr�ef�ere lire le mauvais livre �a la place de Harry Houdini
(A > B pour David Copper�eld) et Harry Houdini trouve que le livre est tellement
bon qu'il faudrait absolument que David Copper�eld le lise (A > B aussi pour
Harry Houdini).

Donc le r�esultat choisi par le plani�cateur lib�eral est Pareto inf�erieur. Il y a un
autre r�esultat disponible, sup�erieur au sens de Pareto : celui o�u David Copper�eld
est forc�e de lire le livre.
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4 Jeux r�ep�et�es

Comme vous l'avez d�ej�a compris, l'objectif principal de ce livre est de vous
pr�esenter les probl�emes les plus classiques de la th�eorie des jeux ainsi que de
comprendre leur math�ematique et leur psychologie.

Chasse au cerf

Consid�erons le jeu ¾Chasse au cerf¿. Dans la th�eorie des jeux, la chasse au cerf
est un jeu qui d�ecrit un con�it entre s�ecurit�e et coop�eration sociale. Il est aussi
nomm�e ¾jeu d'assurance¿, ¾jeu de coordination¿ et ¾dilemme de con�ance¿.

�Evoqu�e pour la premi�ere fois par Jean-Jacques Rousseau en 1755 [37], ce jeu
sym�etrique coop�eratif est ainsi illustr�e par lui :

Voil�a comment les hommes purent insensiblement acqu�erir quelque id�ee
grossi�ere des engagements mutuels, et de l'avantage de les remplir, mais
seulement autant que pouvoir l'exiger l'int�er�et pr�esent et sensible ; car
la pr�evoyance n'�etait rien pour eux ; et, loin de s'occuper d un ave-
nir �eloign�e, Ils ne songeaient pas m�eme au lendemain. S'agissait-il
de prendre un cerf, chacun sentait bien qu'il devait pour cela garder
�d�element son poste ; mais si un li�evre venait �a passer �a la port�ee de
l'un d'eux, il ne faut pas douter qu'il ne le poursuivit sans scrupule, et
qu'ayant atteint sa proie il ne se souci�at fort peu de faire manquer la
leur �a ses compagnons.

Chaque chasseur veut savoir ce qu'il veut : aller abattre un li�evre ou abattre un
cerf. Chaque joueur choisit une action, ne sachant comment l'autre va agir. Si ce
dernier choisit un cerf, alors il doit tirer avec lui pour r�eussir. En e�et s'il peut
tirer seul sur un li�evre, par contre seul coup ne su�ra plus pour tuer un cerf.

Construisons une matrice de paiements pour ce jeu. Ici on consid�ere comme gains
les poids de bonne viande que les chasseurs obtiendront.

Premier chasseur
Cerf Li�evre

Deuxi�eme chasseur
Cerf (5; 5) (0; 4)

Li�evre (4; 0) (2; 2)

¾Chasse au cerf¿ est un jeu dans lequel il y a deux �equilibres : l'un domine en
risque, l'autre en gain. La paire ¾Cerf, Cerf¿ domine en termes de gain, puisque
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les gains sont plus �elev�es pour les deux joueurs. En revanche, la paire ¾Li�evre,
Li�evre¿ domine en termes de risque car en cas d'incertitude sur les actions d'un
autre joueur, chasser un li�evre fournira un rendement attendu plus �elev�e. Plus les
joueurs sont incertains quant aux actions d'un autre joueur, plus ils choisiront une
strat�egie similaire.

Nous avons introduit ici de nouveaux concepts de dominance. Que signi�ent-ils ?

D�e�nition 17. L'�equilibre domine en termes de gain dans le jeu s'il s'agit
d'une am�elioration de Pareto de tous les autres �equilibres. L'�equilibre dominant
dans un jeu non coop�eratif donne �a chacun des joueurs le plus grand gain et par
cons�equent chaque joueur utilise l'�equilibre de gain dominant.

D�e�nition 18. Bassin d'attraction d'�equilibre est une zone dans laquelle le
joueur en pr�esence d'incertitude sur les strat�egies des autres participants choisit
une strat�egie menant �a cet �equilibre.

D�e�nition 19. L'�equilibre qui a le plus grand bassin d'attraction domine en

termes de risque.

Ces conceptions de dominance ont �et�e d�e�nies par John Harsanyi et Reinhard
Selten en 1972 [21].

Principe du minimax

Le th�eor�eme du minimax de John von Neumann (parfois appel�e th�eor�eme fonda-
mental de la th�eorie des jeux �a deux joueurs), d�emontr�e en 1926 est un r�esultat
important en th�eorie des jeux.

Revenons aux jeux �a somme nulle. En eux, aux intersections des strat�egies dans
la matrice de paiements, ce ne sont pas des paires de nombres qui sont �ecrites
mais un nombre qui est le montant que le premier joueur re�coit du second. Cette
repr�esentation du jeu est appel�ee ¾jeu matriciel¿.

D�e�nition 20. Le point-selle d'une matrice (aij)m×n est une paire de num�eros
de ligne i0 et de colonne j0 tels que pour tout i et j les in�egalit�es aij0 6 ai0j0 6 ai0j
ont lieu.

En termes plus simples, le nombre ai0j0 dans la matrice avec le point-selle (i0, j0)
est �a la fois maximum dans sa colonne et minimum dans sa ligne. On peut montrer
que le point-selle est le point le plus opportun pour les deux joueurs. Pourquoi ?
Laissez le premier joueur choisir la strat�egie i. Ensuite, les �el�ements de la ligne
i dans la matrice signi�eront ses gains possibles. Si le deuxi�eme joueur applique
la strat�egie optimale pour lui, alors le gain du premier joueur sera �evidemment
min16j6n aij , donc, l'�el�ement minimum dans la ligne num�ero i. Ainsi, le premier
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joueur doit choisir une ligne pour que l'�el�ement minimum qu'elle contient soit le
plus grand parmi tous les �el�ements minimum des lignes, c'est-�a-dire la ligne dans
laquelle min16j6n aij est maximum...

D�e�nition 21. Le nombre α = max16i6m min16j6n aij est appel�e le prix

inf�erieur du jeu, et la strat�egie du premier joueur qui y m�ene est appel�ee maxi-

min.

La strat�egie maximin permet au premier joueur d'obtenir un gain garanti d'au
moins α quelles que soient les actions du deuxi�eme joueur. Le deuxi�eme joueur
s'int�eresse �a ce que le premier joueur gagne le moins possible. S'il choisit la
strat�egie j (cela correspondra �a la colonne j de la matrice de paiement), alors
lorsque le premier joueur choisit la strat�egie i, il gagnera aij . Le premier joueur
choisira �evidemment la ligne avec la valeur la plus �elev�ee dans la colonne j et, par
cons�equent, le deuxi�eme joueur doit choisir une telle colonne dans laquelle cette
valeur la plus �elev�ee est minimale. Le gain du deuxi�eme joueur avec sa meilleure
strat�egie sera de −max16i6m aij .

D�e�nition 22. Le nombre β = min16i6m max16j6n aij est appel�e le prix

sup�erieur du jeu, et la strat�egie du deuxi�eme joueur qui y m�ene est appel�ee
minimax.

Cette strat�egie vous permet d'obtenir un gain garanti d'au moins −β quelles que
soient les actions du premier joueur.

Ces strat�egies, minimax et maximin, sont des strat�egies prudentes. Ensemble
elles sont appel�ees strat�egies ¾minimax¿, et le principe lui-m�eme est appel�e le
¾principe minimax¿.

D�e�nition 23. Si les prix inf�erieur et sup�erieur du jeu sont �egaux alors le jeu est
appel�e un jeu avec un point-selle, et cette valeur correspondante est appel�ee
prix du jeu.

Faisons un petit exercice : trouvons les prix inf�erieur et sup�erieur pour un jeu
avec une matrice de paiements donn�ee.

1 2 3 4 5
3 2 1 0 −1
3 3 5 4 4
3 1 −1 0 2

Solution. Trouvons le plus petit �el�ement pour chaque ligne de la matrice.
�Ecrivons-le �a droite de la ligne correspondante. Trouvons ensuite le plus grand
�el�ement de chaque colonne. �Ecrivons-le sous la colonne correspondante.
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1 2 3 4 5 1
3 2 1 0 −1 −1
3 3 5 4 4 3
3 1 −1 0 2 −1
3 3 5 4 5

Alors le prix inf�erieur de ce jeu est �egal �a max(1;−1; 3;−1) = 3 ; le prix sup�erieur
de ce jeu est �egal �a min(3; 3; 5; 4; 5) = 3.

La matrice propos�ee a-t-elle des points-selles ? Oui, il y en a deux, il n'y en a
pas d'autres : ce sont les points �a l'intersection de la troisi�eme ligne avec les
premi�ere et deuxi�eme colonnes. Cela signi�e que la strat�egie optimale du premier
joueur sera de choisir la troisi�eme ligne et que de choisir la premi�ere ou la seconde
colonne importe peu bien que j'aurais choisi la deuxi�eme colonne �a la place du
second joueur. Pourquoi ? Parce qu'il y a des nombres g�en�eralement plus petits.
Autrement dit, dans des situations �egales, vous pouvez choisir celui qui est le plus
rentable s'il y a une chance que votre adversaire ne soit pas aussi rationnel que
vous.

Il existe des jeux dans lesquels des strat�egies manifestement inappropri�ees
peuvent �etre rejet�ees explicitement. Nous avons observ�e cela dans les exemples
pr�ec�edemment consid�er�es. Introduisons une d�e�nition plus formelle.

D�e�nition 24. La ligne i domine la ligne j si pour tout k = 1, . . . ,n est vrai que
ai,k 6 aj,k et il existe une strat�egie l telle que ai,l > aj,l.

La suppression de toutes les lignes domin�ees de la matrice ne changera pas la
solution. Ce principe est utile pour r�eduire la taille de la matrice de paiements. Une
d�e�nition et une m�ethode similaires pour r�eduire la taille d'une matrice existent
aussi pour les colonnes.

Les Chapeliers fous

�Etudions maintenant l'exemple qui a �et�e discut�e dans le livre de Ken Binmore [8].

Les chapeliers du Pays des Merveilles fabriquent des cylindres en carton. Vu qu'ils
sont fous, ils consid�erent que leur travail est gratuit, et pour eux la fonction de
production n'inclut que le carton comme entr�ee. Ainsi, plus ils fabriquent de cha-
peaux, plus ils se pr�ecipitent et plus ils utilisent de carton pour chaque chapeau.

La fonction de production exacte pour le nombre de chapeaux est alors d�e�nie
comme a =

√
r. Cela signi�e qu'un chapelier peut fabriquer a =

√
r chapeaux �a

partir de r feuilles de carton. Par exemple, pour fabriquer un chapeau, ils n'ont

62



besoin que d'une feuille de carton, mais pour deux chapeaux, il leur en faut d�ej�a
4.

Alice a le monopole du commerce de la chapellerie. Le carton peut �etre achet�e
pour un dollar par feuille, et donc un cylindre co�utera 1 euro, mais deux co�uteront
d�ej�a 4 euros. Ainsi, la fonction de co�ut total de la production peut �etre exprim�ee
comme c(a) = a2.

Si Alice vend des chapeaux pour p euros chacun, alors son pro�t apr�es avoir vendu
a chapeaux sera π = a · p− a2.
Pour savoir comment obtenir le plus de pro�t possible, Alice a besoin de savoir
combien de chapeaux (a) elle peut vendre si elle les vend pour le prix p euros. Il
est logique que moins une chose co�ute cher, si elle n'est pas vitale, plus les gens
l'ach�eteront. Au Pays des Merveilles, cette information est donn�ee par l'�equation
de la demande 30 = a · p.
Apr�es substitution, nous obtenons π = 30 − a2 et par cons�equent, le pro�t sera
maximal si Alice ne vend qu'un seul chapeau mais tr�es cher.

Le monopoliste classique �xe lui-m�eme le prix, il a tout pouvoir sur lui. Les com-
mer�cants sur un march�e parfaitement concurrentiel vendent des marchandises �a
un montant proche du co�ut de production a�n de gagner des parts de march�e.

Qu'est-ce que la th�eorie des jeux a �a voir avec cet exemple ? Nous allons le d�ecouvrir
ci-dessous.

Supposons qu'un autre homme d'a�aires
sp�ecialis�e dans les chapeaux vienne au Pays des
Merveilles. Appelons le Fant�omas.
Laissez Alice produire a chapeaux et Fant�omas
produire b chapeaux. Ensuite, chaque chapeau
sera vendu pour p = 30/(a + b) dollars. Si Alice
et Fant�omas essaient de maximiser uniquement
leurs propres pro�ts, qu'obtiendront-ils ?

Simpli�ons le probl�eme : laissons chacun des acteurs du march�e penser uniquement
�a un choix entre un ou deux chapeaux pour la production.

Alors, nous pouvons construire une matrice de paiements.

Alice
1 chapeau 2 chapeaux

Fant�omas
1 chapeau (14; 14) (9; 16)

2 chapeaux (16; 9) (11; 11)
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Dans un duopole, Alice et Fant�omas essaieront de gagner plus d'argent ensemble et
s'ils ne fabriquent qu'un seul cylindre chacun, c'est-�a-dire seulement deux cylindres
au total, ils feront chacun un pro�t de 14 euros.

Cependant, les joueurs essaient g�en�eralement de maximiser chacun leur propre
pro�t. Et c'est l�a que se pose le dilemme du prisonnier. La production de deux
chapeaux domine toujours ici. En cons�equence, chacun ne re�coit que 11 euros.

Jeux r�ep�et�es

Si la coop�eration rationnelle est impossible face au dilemme du prisonnier, com-
ment les duopolistes peuvent-ils �etre d'accord dans la vraie vie ? La raison en est
que le monde r�eel est plus complexe que les mondes �ctifs. Les vrais duopolistes
ne vivent pas exactement d'une seule d�ecision, mais prennent de plus en plus de
d�ecisions jour apr�es jour. Le dilemme du prisonnier ne saisit pas l'essence de cette
interaction �economique en cours, mais nous pouvons cr�eer un ¾jeu-jouet¿ en sup-
posant qu'Alice et Fant�omas doivent jouer �a ce jeu de dilemme de prisonnier tous
les jours ad vitam aeternam. Leurs gains dans ce nouveau jeu sont simplement
leurs revenus quotidiens moyens.

Lorsque vous prenez au s�erieux les jeux r�ep�et�es, vous vous rendez compte
qu'Alice et Fant�omas ont un nombre tr�es important, g�en�eralement d�enombrable,
de strat�egies. Pour l'instant, nous en �etudierons simplement trois : celle �a un cha-
peau, celle �a deux chapeaux, et celle appel�ee ¾revenge¿. Cette troisi�eme strat�egie
consiste �a produire syst�ematiquement deux chapeaux alors que jusque l�a vous n'en
faisiez qu'un en vous calquant ainsi sur le jeu de votre adversaire. Si vous changez
de strat�egie, c'est parce que votre adversaire en a lui-m�eme chang�e en fabriquant
sans pr�evenir deux chapeaux. Du coup, pour ne par courir le risque de perdre vous
faites de m�eme d�esormais �a chaque tour.

Si nous n'utilisons que les strat�egies ¾1 chapeau¿ et ¾2 chapeaux¿, le dilemme
r�ep�et�e du prisonnier est le m�eme que celui du ¾one-shot¿ mais il existe aussi
la strat�egie ¾revenge¿. Lorsque le joueur ¾revenge¿ joue avec un amateur de la
m�eme strat�egie ou de la strat�egie �a un seul chapeau, ils font toujours un chapeau
et chaque jour ils re�coivent tous les deux 14 euros.

Les choses se compliquent lorsque le joueur qui pr�ef�ere la strat�egie ¾revenge¿ se
heurte �a un ¾double chapeau¿. Le premier jour, il fabriquera un chapeau et le
second deux. Mais par la suite chaque joueur fabriquera 2 chapeaux chaque jour.
Ensuite, l'un comme l'autre obtiendra un gain moyen de 11 euros car le gain du
premier jour n'a pas d'importance lors du calcul des moyennes sur une p�eriode
in�nie.
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Alice
1 chapeau Revenge 2 chapeaux

1 chapeau (14; 14) (14; 14) (9; 16)
Fant�omas Revenge (14; 14) (14; 14) (11; 11)

2 chapeaux (16; 9) (11; 11) (11; 11)

Apr�es nous �etre mis d'accord sur les valeurs obtenues, nous proc�edons �a la matrice
de paiements indiqu�ee sur le tableau. Ce tableau n'est qu'une petite partie de la
matrice globale de paiements du dilemme du prisonnier r�ep�et�e car nous n'avons
examin�e que trois strat�egies comptables. Dans le tableau complet, nous pouvons
observer un nombre in�ni d'�equilibres, alors lequel choisir ? Ou bien auquel des
�equilibres le jeu ira-t-il ? En fait la r�eponse �a cette question ne peut �etre obtenue
si facilement. G�en�eralement dans les probl�emes on nous demande simplement de
trouver l'ensemble des �equilibres de Nash ou l'optimum au sens de Pareto ou encore
une fois, on nous pose une question plus explicite.

Strat�egies mixtes

Si la matrice de paiements contient un point-selle, il existe de bonnes strat�egies
pour les deux joueurs. Pour un jeu ponctuel, les partenaires doivent utiliser le
principe minimax, que la matrice de paiements contienne ou non un point-selle. Il
est conseill�e d'utiliser le m�eme principe pour les jeux r�ep�et�es avec un point-selle.

La strat�egie change lorsqu'il s'agit de jouer plusieurs fois �a un jeu sans point-
selle. Dans ce cas, la r�ep�etition constante de la strat�egie peut conduire �a des
r�esultats d�esavantageux. Par exemple, si nous jouons au ¾pierre-papier-ciseaux¿
et ne faisons que les m�emes coups tout le temps, alors m�eme avec un adversaire
pas trop intelligent cela ne nous apportera pas de succ�es.

Dans les jeux r�ep�et�es, chacune des strat�egies one-shot est appel�ee une strat�egie
pure.

D�e�nition 25. Une strat�egie mixte est l'attribution d'une probabilit�e �a chaque
strat�egie pure.

Cela permet au joueur de choisir par hasard une strat�egie pure. Puisque les proba-
bilit�es sont continues, il existe une in�nit�e de strat�egies mixtes disponibles pour un
joueur. L'int�er�et pour les strat�egies mixtes peut s'expliquer simplement : si votre
adversaire d�etermine laquelle de vos strat�egies sera appliqu�ee au prochain jeu, il
peut utiliser ces connaissances pour am�eliorer son r�esultat (et fragiliser le v�otre).
Par cons�equent ¾plus il y a d'al�eatoire, mieux c'est¿. C'est l'alternance al�eatoire
impr�evisible des strat�egies qui emp�echera l'adversaire de gagner.

Il est logique que les strat�egies pures ne puissent �etre repr�esent�ees comme un cas
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particulier de strat�egies mixtes que dans le cas o�u la fr�equence de l'une est de 1 et
celle des autres de 0.

Dans les strat�egies mixtes optimales, un joueur qui s'�ecarte de sa strat�egie
optimale change le gain moyen en un d�esavantage pour lui.

Une strat�egie totalement mixte est une strat�egie mixte dans laquelle le joueur
attribue une probabilit�e strictement positive �a chaque strat�egie pure.

D�e�nition 26. La solution du jeu est un ensemble d'applications par chacun
des joueurs de ses strat�egies optimales.

D�e�nition 27. Le prix du jeu est le r�esultat obtenu lors de la r�esolution du jeu,
c'est-�a-dire le gain moyen (l'esp�erance math�ematique de gain) lorsque les deux
joueurs appliquent les strat�egies optimales.

Ces strat�egies qui sont pr�esentes dans la strat�egie optimale du joueur avec des
fr�equences non nulles sont appel�ees utiles (ou encore actives).

En 1928, von Neumann a prouv�e qu'il y avait au moins une solution pour chaque
jeu. Cette solution peut se retrouver dans le domaine des strat�egies mixtes.

Un dilemme r�ep�et�e du prisonnier

Dans ¾L'�evolution de la coop�eration¿ (1984) [4], Robert Axelrod a explor�e le com-
portement des joueurs face �a un dilemme r�ep�et�e du prisonnier. Il a invit�e ses
coll�egues �a mettre en œuvre des algorithmes qui impl�ementent ce jeu et a orga-
nis�e un tournoi parmi ces algorithmes. Pour ce tournoi, de nombreux programmes
ont �et�e �ecrits qui impl�ementent des algorithmes. Il est int�eressant de noter que
selon le comportement des programmes, il a �et�e possible de les doter de qualit�es
humaines. Par exemple, il s'est av�er�e que les programmes ¾gourmands¿ ont com-
menc�e �a �echouer apr�es quelques jeux, c'est-�a-dire qu'�a long terme ils se sont av�er�es
intenables. ¾Altruistes¿, des programmes cherchant la coop�eration ont conduit, �a
long terme, �a des r�esultats positifs. Axelrod a montr�e que la s�election naturelle
est possible, conduisant d'un comportement �ego��ste initial �a un comportement
altruiste.

Parmi les programmes pr�esent�es �guraient des programmes tr�es complexes et tr�es
simples, d�eterministes (ind�ependants des nombres al�eatoires) et non d�eterministes
(mixtes). Comme un fait int�eressant, la strat�egie tit-for-tat �etait la meilleure des
strat�egies d�eterministes, et le programme ne comportait que quatre lignes en BA-
SIC. Cette strat�egie a toujours conduit �a coop�erer dans la premi�ere �etape et
dans les �etapes suivantes elle a r�ep�et�e le comportement de l'adversaire, c'est-
�a-dire qu'elle ¾trahissait¿ si l'adversaire trahissait et ¾coop�erait¿ si l'adversaire
coop�erait. Si nous ajoutons un �el�ement d'al�eatoire �a cette strat�egie, par exemple,
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qu'en cas de trahison le programme pardonne parfois avec une probabilit�e de
1− 5%, alors le r�esultat pouvait �etre encore meilleur. Cela a aid�e �a briser le cycle
de la trahison mutuelle (ce qui semble int�eressant).

En analysant les r�esultats du tournoi, Axelrod a identi��e plusieurs conditions qui
contribuent �a des r�esultats �elev�es dans le jeu.

1. La strat�egie ne doit pas trahir tant que l'adversaire ne la trahit pas. Presque
toutes les strat�egies en haut de la table de tournoi avaient cette propri�et�e,
appelons-la gentillesse. Fait int�eressant, a�n d'obtenir le plus grand b�en�e�ce
pour soi-m�eme, c'est-�a-dire pour des motifs purement �ego��stes, la strat�egie
ne doit pas trahir l'adversaire en premier.

2. La strat�egie doit r�eagir �a la tentative de l'adversaire de la trahir. La strat�egie
qui pardonne tout est vou�ee �a l'�echec car il y aura toujours une strat�egie
¾ignoble¿ qui ne manquera pas d'en pro�ter. Autrement dit, une strat�egie
r�eussie doit �etre vigilance.

3. Si l'adversaire cesse de trahir, une bonne strat�egie consiste �a renouveler la
coop�eration. La strat�egie doit �etre indulgente.

4. Jalousie est un d�esir de marquer plus de points que l'adversaire. C'est une
mauvaise strat�egie. Les bonnes strat�egies ne sont pas jalouses.

La conclusion de cette exp�erience semble �etrange : pour que les strat�egies �ego��stes
re�coivent autant d'avantages que possible pour elles-m�emes, elles doivent �etre gen-
tilles, peu jalouses et indulgentes. Inattendu, n'est-ce pas ?

O�u est la pi�ece ?

Analysons le jeu ci-dessous.

Il implique deux joueurs. L'un d'eux cache une
pi�ece dans l'une de ses mains. L'autre essaye de
deviner o�u est la pi�ece. Le joueur qui a devin�e
dans quelle main se trouve la pi�ece du partenaire
la prend. Si vous ne parvenez pas �a deviner, vous
donnez votre pi�ece �a votre adversaire.

Construisons une matrice de paiements pour ce jeu.
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Devinant
Main droite Main gauche

Cachant la pi�ece
Main droite (−1; 1) (1;−1)

Main gauche (1;−1) (−1; 1)

Comme nous pouvons le voir, dans ce jeu il n'y a pas d'�equilibre DU TOUT : ni
selon Nash, ni selon Pareto.

Selon vous, quel sera l'�equilibre dans les strat�egies mixtes concernant ce jeu ?

Vous pouvez jouer avec vos amis pour peut-�etre trouver votre meilleure strat�egie.
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5 La psychologie du jeu

Nous commencerons ce chapitre en poursuivant notre discussion sur les jeux de
r�ep�etition.

Solution d'un jeu matriciel dans les strat�egies mixtes

Dans les chapitres pr�ec�edents, nous n'avons r�esolu que des jeux �xes. Dans ce
chapitre nous allons r�esoudre le jeu de matrice dans les strat�egies mixtes en g�en�eral.

Nous r�esoudrons le jeu 2× 2, en supposant qu'il n'y a pas de strat�egies domin�ees.

Repr�esentons la matrice de paiements du jeu sous la forme suivante :

a b
c d

Laissons le premier joueur choisir la premi�ere strat�egie (premi�ere ligne) avec une
probabilit�e x et la seconde avec une probabilit�e 1− x.
Dans un jeu donn�e, les deux strat�egies pures du deuxi�eme joueur doivent �etre
�egalement utiles, sinon le jeu serait un jeu avec un point-selle et il y aurait une
solution sous forme de strat�egies pures.

Quelles sont les strat�egies ¾�egalement utiles¿ ? Ce sont des strat�egies qui ont la
m�eme l'esp�erance math�ematique du gain.

Ensuite, l'�egalit�e des gains peut s'�ecrire comme l'�equation suivante.

a · x+ c · (1− x) = b · x+ d · (1− x),

d'o�u l'on peut constater que x = d−c
a−c−b+d .

De m�eme, vous pouvez trouver une strat�egie mixte pour le deuxi�eme joueur.

Laissons le choisir la premi�ere strat�egie (premi�ere colonne) avec une probabilit�e y
et la seconde avec une probabilit�e 1− y.
Alors, a · y + b · (1− y) = c · y + d · (1− y), d'o�u y = d−b

a−c−b+d .

Autrement dit, en principe, nous avons maintenant des formules toutes faites qui
nous aideront �a r�esoudre n'importe quel jeu apr�es l'avoir r�eduit �a un jeu 2× 2.

Trouvons �a pr�esent une solution dans les strat�egies mixtes lors de ce jeu d'une
pi�ece, que nous avons d�ecrit �a la �n du dernier chapitre. Cette solution pour les
deux joueurs sera d'utiliser les deux strat�egies pures avec des probabilit�es �egales.
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Pierre-papier-ciseaux

Nous allons essayer de trouver un �equilibre dans les strat�egies mixtes pour le jeu
¾pierre-papier-ciseaux ¿.

Voici en d�etail les conditions de victoire :

� Les ciseaux coupent la feuille,

� La pierre brise les ciseaux,

� La feuille recouvre la pierre.

Ce jeu est vraiment simple et bien connu. Ainsi il a �et�e enseign�e avec succ�es
�a plusieurs chimpanz�es (Pan troglodytes). Cette dr�ole d'�etude a �et�e men�ee par
des chercheurs chinois et japonais sur 7 animaux (3 jeunes et 4 plus �ag�es) de
l'Institut de Recherche sur les Primates de l'Universit�e de Kyoto (Japon). Les
scienti�ques ont enseign�e aux chimpanz�es les relations entre chaque paire pour
ensuite les pr�esenter toutes de mani�ere al�eatoire. Les primates devaient choisir sur
un �ecran tactile le bon mouvement pour gagner la partie. Selon les r�esultats de
l'�etude pr�esent�ee en 2017 dans un article scienti�que [17], 5 des 7 chimpanz�es ont
termin�e avec succ�es l'entra��nement d�emontrant ainsi leur ma��trise des r�egles de ce
jeu. Les scienti�ques n'ont pas relev�e de di��erences en fonction de l'�age ou du sexe
de ces animaux.

En 2013, un robot a qui bat un humain dans ¾pierre-papier-ciseaux¿ avec une
r�eussite de cent pour cent a �et�e con�cu au Japon. Le gain n'est pas obtenu gr�ace
�a une strat�egie sp�eci�que, mais �a travers l'analyse des mouvements de la main
humaine �a l'aide d'une cam�era �a grande vitesse. Mais comment trouver un �equilibre
dans le jeu entre deux personnes humaines ?

Construisons une matrice de paiements pour ce jeu. C'est un jeu �a somme nulle
dans lequel ¾1¿ est une victoire, ¾−1¿ est une d�efaite, ¾0¿ est un match nul.

Deuxi�eme joueur
Pierre Ciseaux Papier

Pierre 0 1 -1
Premier joueur Ciseaux -1 0 1

Papier 1 -1 0

Laissons le premier joueur choisir une pierre avec une probabilit�e x, des ciseaux
avec une probabilit�e y et un papier avec une probabilit�e 1− x− y.
Alors l'esp�erance math�ematique du gain du deuxi�eme joueur dans le cas de son
choix d'une pierre sera �egale �a 0·x+(−1)·y+1·(1−x−y). Dans le cas du choix des
ciseaux, cette esp�erance math�ematique sera �egale �a 1 ·x+ 0 · y+ (−1) · (1−x− y),
et dans le cas du choix du papier elle sera �egale �a (−1) · x+ 1 · y + 0 · (1− x− y).
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Ensuite, l'�egalit�e des gains peut �etre �ecrite comme :

0·x+(−1)·y+1·(1−x−y) = 1·x+0·y+(−1)·(1−x−y) = (−1)·x+1·y+0·(1−x−y).

Apr�es avoir r�esolu le syst�eme de deux �equations �a deux inconnues, nous constatons
que le gain d'�equilibre 0 est atteint quand y = x = 1

3 .

De m�eme nous pouvons d�eterminer la strat�egie optimale pour le deuxi�eme joueur.
Il est logique que dans ce jeu sym�etrique elle soit de m�eme que pour le premier
joueur.

En fait, le ¾jeu de pi�eces¿ et le jeu ¾pierre-papier-ciseaux¿ sont tr�es sp�eci�ques.
La meilleure strat�egie, comme nous l'avons d�ej�a compris est de choisir au hasard
l'une des options avec une probabilit�e �egale. Mais alors la victoire moyenne sera
de 0 ! Comment devient-on champion dans ces jeux ? Est-ce juste une loterie ou
quelque chose de plus ? Pourquoi sont-ils si populaires ? En fait ces jeux sont tr�es
psychologiques, puisque, quoique vous disiez, les deux joueurs essaieront toujours
de pr�edire le coup de l'adversaire.

La plus grosse somme gagn�ee dans ces jeux est de 50 mille dollars. Elle a �et�e
remport�ee �a Las Vegas par Sean Sears, qui n'avait pas l'intention de participer ce
soir-l�a �a pierre-papier-ciseaux. Mais il a battu �a la surprise g�en�erale 300 adversaires
dans la soir�ee et a obtenu le surnom de ¾doigts fous¿. Sears a attribu�e son succ�es
�a sa capacit�e �a observer l'adversaire dans une situation sp�eci�que et �a ne pas s'en
tenir �a une tactique.

Un pas plus loin ?

Souvenons-nous de ¾La lettre vol�ee¿ d'Edgar Poe [35]. Nous en citerons un petit
extrait qui re��ete �d�element l'essence de ces jeux.

J'ai connu un enfant de huit ans, dont l'infaillibilit�e au jeu de pair
ou impair faisait l'admiration universelle. Ce jeu est simple, on y joue
avec des billes. L'un des joueurs tient dans sa main un certain nombre
de ses billes, et demande �a l'autre : ¾Pair ou non ?¿ Si celui-ci devine
juste, il gagne une bille ; s'il se trompe, il en perd une. L'enfant dont
je parle gagnait toutes les billes de l'�ecole.

Naturellement, il avait un mode de divination, lequel consistait dans
la simple observation et dans l'appr�eciation de la �nesse de ses adver-
saires. Supposons que son adversaire soit un parfait nigaud et, levant sa
main ferm�ee, lui demande : ¾Pair ou impair ?¿ Notre �ecolier r�epond :
¾Impair !¿ et il a perdu. Mais, �a la seconde �epreuve, il gagne, car il se
dit en lui-m�eme : ¾Le niais avait mis pair la premi�ere fois, et toute sa
ruse ne va qu'�a lui faire mettre impair �a la seconde ; je dirai donc :
Impair !¿ Il dit : ¾ Impair ¿, et il gagne.
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Maintenant, avec un adversaire un peu moins simple, il aurait rai-
sonn�e ainsi : ¾ Ce gar�con voit que, dans le premier cas, j'ai dit im-
pair, et, dans le second, il se proposera, � c'est la premi�ere id�ee qui
se pr�esentera �a lui, � une simple variation de pair �a impair comme a
fait le premier b�eta ; mais une seconde r�e�exion lui dira que c'est l�a
un changement trop simple, et �nalement il se d�ecidera �a mettre pair
comme la premi�ere fois. � Je dirai donc : ¾ Pair ! ¿ Il dit pair, et
gagne. Maintenant, ce mode de raisonnement de notre �ecolier, que ses
camarades appellent la chance, � en derni�ere analyse, qu'est-ce que
c'est ?

� C'est simplement, dis-je, une identi�cation de l'intellect de notre
raisonneur avec celui de son adversaire. � C'est cela m�eme, dit Du-
pin ; et, quand je demandai �a ce petit gar�con par quel moyen il e�ec-
tuait cette parfaite identi�cation qui faisait tout son succ�es, il me �t la
r�eponse suivante : Quand je veux savoir jusqu'�a quel point quelqu'un
est circonspect ou stupide, jusqu'�a quel point il est bon ou m�echant, ou
quelles sont actuellement ses pens�ees, je compose mon visage d'apr�es le
sien, aussi exactement que possible, et j'attends alors pour savoir quels
pensers ou quels sentiments na��tront dans mon esprit ou dans mon
cœur, comme pour s'appareiller et correspondre avec ma physionomie.

En g�en�eral le succ�es de ce gar�con vient de ce qu'il pense toujours �a un encha��nement
¾ Il pense que je pense qu'il pense que .... ¿ avec exactement un pas plus loin que
son adversaire.

De m�eme, dans ¾pierre-papier-ciseaux¿, il n'y a pas d'�equilibre de Nash : dans tous
ces r�esultats probables, il n'y a pas d'option dans laquelle les deux participants
seraient satisfaits de leur choix. Cependant, le championnat du monde et la World
Rock Paper Scissors Society collectent des statistiques de jeu. �Evidemment, dans
ce jeu vous pouvez am�eliorer vos chances de gagner en sachant quelque chose sur
le comportement habituel des gens.

Selon la World RPS Society, la pierre est le coup le plus jou�e (37,8%). Le papier
est jou�e par 32,6%, les ciseaux par 29,6%. Vous savez donc maintenant que vous
devez choisir le coup ¾papier¿. Cependant, si vous jouez avec quelqu'un qui le sait
�egalement, ne choisissez plus le papier, car c'est ce qu'on attend. Un cas c�el�ebre
existe : en 2005, deux maisons de ventes aux ench�eres Sotheby's et Christie's
mettaient en jeu un tr�es gros lot, notamment, une collection de Picasso et Van
Gogh pour un prix de d�epart de 20 millions de dollars. Le propri�etaire a invit�e les
deux maisons �a jouer �a ¾pierre-papier-ciseaux¿. Sotheby's n'a pas h�esit�e �a choisir
le papier. C'est Christie's qui a gagn�e. En fait ses repr�esentants se sont tourn�es
vers une experte qui �etait la �lle de 11 ans de l'un des cadres sup�erieurs. Elle a
dit : ¾La pierre semble �etre la plus solide, donc la plupart des gens doivent la
choisir. Mais si nous ne jouons pas avec un d�ebutant compl�etement stupide, il ne
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lancera pas une pierre, il s'attendra �a ce que nous le fassions et il lancera le papier
lui-m�eme. Pensons avec un coup d'avance et lan�cons les ciseaux.¿

L�ezard ? Spock !

Une nouvelle variante du jeu ¾pierre-papier-ciseaux¿ a �et�e popularis�ee par la s�erie
am�ericaine The Big Bang Theory, originellement cr�e�ee par Sam Kass et Karen
Bryla. Il s'agit de pierre-papier-ciseaux-l�ezard-Spock. Ici, les r�egles classiques s'ap-
pliquent auxquelles il faut ajouter le l�ezard qui mange le papier, empoisonne Spock,
est �ecras�e par la pierre et est d�ecapit�e par les ciseaux. Spock quant �a lui vaporise
la pierre, casse les ciseaux, et est discr�edit�e par le papier. Cette variante qui aug-
mente le nombre de combinaisons de 3 �a 10 est cens�ee r�eduire le nombre d'�egalit�es
entre deux joueurs qui se connaissent.

L�ezard Spock Suits

Figure 5.1 � Les variations

Selon la th�eorie des probabilit�es, dans la version classique, la probabilit�e de gagner,
de perdre et de rejouer est la m�eme et �egale �a 1/3. Dans la version am�elior�ee, la
situation change : la probabilit�e de gagner et de perdre est de 0,4 chacun, et
la probabilit�e de rejouer est de 0,2. Autrement dit, si vous utilisez une version
am�elior�ee de l'outil de r�eglement des di��erends, alors en moyenne le nombre de
tours infructueux sera moins important. N�eanmoins, entre les personnages de la
s�erie, cette variante am�ene syst�ematiquement �a une �egalit�e Spock vs. Spock.

Une autre variante, fran�caise celle-l�a, a �et�e popularis�ee par le jeu Le Tout (invent�e
par les Tobi�eurs). Il s'agit de pierre-feuille-ciseaux-galaxie-acarien. Ici, on reprend
les r�egles classiques en ajoutant la galaxie qui d�emat�erialise la pierre, la feuille et
le ciseau, mais qui implose �a cause de l'acarien. Ce dernier se fait �ecraser par la
pierre, la feuille et le ciseau.

Comparons ce mode de jeu avec d'autres types. La variation pierre-feuille-ciseaux-
puits est moins complexe qu'une variante comme pierre-papier-ciseaux-l�ezard-
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Spock. On retrouve 4 signes permettant d'augmenter le nombre de combinaisons.
C'est une variation que l'on retrouve dans les pays francophones (France, Suisse,
Canada) et en Allemagne.

Voici en d�etail les conditions additionnelles de victoire :

� Les ciseaux tombent dans le puits,

� La pierre tombe dans le puits,

� La feuille recouvre le puits.

Dans un jeu normal, chaque option n'est ni meilleure ni pire qu'une autre. Dans le
jeu avec un puits, celui-ci est certainement meilleur qu'une pierre, comme les deux
perdent �egalement face au papier et gagnent contre les ciseaux, mais lorsqu'ils se
rencontrent, l'avantage est pour le puits. Ainsi le joueur n'a aucun int�er�et �a utiliser
la pierre, car s'il montre le puits �a la place, ses chances sont plus grandes pour
battre n'importe quel adversaire. Cela signi�e qu'aucun des joueurs n'utilisera
jamais de pierre et dans le jeu encore une fois, existent trois options avec un
�equilibre classique : un puits, des ciseaux, du papier. Dans le langage de la th�eorie
des jeux, on peut dire que le puits est domin�e par la pierre.

Dans certaines r�egions, il existe des options pour jusqu'�a 9 �gures. Pour plaisanter,
sur les forums et les sites, des options ont �egalement �et�e discut�ees avec jusqu'�a 101
�gures.

Solution du jeu en strat�egies mixtes

Essayons de trouver une solution dans un jeu en strat�egies mixtes pour un jeu
matriciel plus compliqu�e.

1 2 4
3 2 3
2 3 1

Disons que le premier joueur va avec une probabilit�e x choisir la premi�ere strat�egie,
avec une probabilit�e y � la seconde et avec une probabilit�e 1−x−y � la troisi�eme.

Comme pour le jeu pr�ec�edent, nous �ecrivons l'�egalit�e des esp�erances math�ematiques
du gain du deuxi�eme joueur.

1 ·x+ 3 ·y+ 2 · (1−x−y) = 2 ·x+ 2 ·y+ 3 · (1−x−y) = 4 ·x+ 3 ·y+ 1 · (1−x−y).

En r�esolvant le syst�eme d'�equations, nous obtenons que la strat�egie du premier
joueur est d'utiliser des strat�egies selon les probabilit�es 1

8 ,
1
2 ,

3
8 .

De m�eme, on constate que la strat�egie du premier joueur est d'utiliser des
strat�egies, respectivement, avec les probabilit�es 1

8 ,
5
8 ,

1
4 .
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Ainsi, nous pouvons d�esormais r�esoudre n'importe quel jeu matriciel.

R�ep�etons la technique.

� Premi�erement, nous excluons syst�ematiquement toutes les strat�egies do-
min�ees.

� S'il ne reste qu'un seul �el�ement, alors nous avons trouv�e le point-selle de la
matrice et, ainsi, nous avons une solution en strat�egies pures, qui est la seule
solution de ce jeu.

� Nous trouvons et s�electionnons de deux mani�eres di��erentes les coups opti-
maux pour les strat�egies des deux joueurs dans chaque ligne et dans chaque
colonne, �xant virtuellement le coup de l'adversaire.

� Si �a l'intersection des colonnes et des lignes il y a des �el�ements distingu�es des
deux mani�eres, alors nous avons des �equilibres de Nash dans des strat�egies
pures.

� Nous recherchons une solution en strat�egies mixtes.

Vous avez bien compris : il existe des jeux dans lesquels il y a �a la fois un �equilibre
de Nash dans les strat�egies pures et une solution dans les strat�egies mixtes. Un
exemple d'un de ces jeux est celui d�e�ni par la matrice suivante.

(1; 10) (0; 0)
(0; 0) (10; 1)

Les cerfs et les bisons

Robinson Cruso�e et Vendredi sont des chasseurs de lapins de l'�age de pierre. Un
soir, alors qu'ils buvaient ensemble, une conversation a commenc�e entre eux au
sujet des a�aires. Apr�es avoir �echang�e leurs opinions, ils se sont rendu compte
qu'en conjuguant leurs e�orts, ils pouvaient chasser un animal beaucoup plus gros,
comme un cerf ou un bison. Quiconque chasse seul ne peut s'attendre �a pouvoir
tuer un animal aussi gros qu'un cerf ou un bison. Mais si les chasseurs s'unissaient,
chaque jour de chasse au cerf ou au bison rapporterait six fois plus de viande
qu'une journ�ee seul de chasse au lapin. Une telle coop�eration pr�esente de grands
avantages : chaque chasseur recevra trois fois plus de viande de la chasse d'un gros
gibier que de la chasse aux lapins.

Robinson Cruso�e et Vendredi ont accept�e de chasser le gros gibier le lendemain
et sont retourn�es chacun dans sa grotte. Malheureusement, ils avaient trop bu la
veille et tous deux ont oubli�e quel animal ils devaient chasser, un cerf ou un bison.
Les zones de chasse pour ces animaux se situent dans des directions oppos�ees.
Il n'y avait pas de t�el�ephone portable �a l'�epoque, et tout cela se passait avant
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que Robinson Cruso�e et Vendredi soient devenus voisins. Ils ne pouvaient donc se
rendre rapidement dans la grotte l'un de l'autre pour savoir o�u aller ensemble. Le
lendemain matin, chacun devait prendre ses propres d�ecisions.

A�n de d�ecider o�u aller, les deux chasseurs devront jouer �a un jeu avec des coups
simultan�es. Si nous d�esignons la quantit�e de viande que chacun re�coit par jour
en lapins de chasse (unit�e choisie), alors la part de chacun en cas de coordination
r�eussie des e�orts de chasse au cerf ou au bison, sera de trois unit�es. Par cons�equent,
la matrice des paiements de ce jeu est la suivante :

Vendredi
Cerf Bison Lapin

Cerf (3; 3) (0; 0) (0; 1)
Robinson Cruso�e Bison (0; 0) (3; 3) (0; 1)

Lapin (1; 0) (1; 0) (1; 1)

Ce jeu est tr�es di��erent du dilemme du prisonnier discut�e plus haut. Analysons la
di��erence la plus importante.

Le meilleur choix pour Robinson Cruso�e d�epend
de ce que fait Vendredi et vice versa. Il n'y a
pas de strat�egie optimale pour l'un ou l'autre des
joueurs, quelles que soient les actions de l'autre ;
contrairement au dilemme des prisonniers, ce jeu
n'a pas de strat�egie dominante. Par cons�equent,
chaque joueur doit analyser le choix possible de
l'autre et, dans cette optique, chercher sa propre
strat�egie optimale.

Robinson Cruso�e r�e��echit ainsi : ¾Si Vendredi va l�a o�u les cerfs broutent, alors
j'aurai une grande part du butin si j'y vais, par contre je n'obtiendrai rien si
je vais �a la terre des bisons. Si Vendredi va �a la terre des bisons, ce devrait �etre
l'inverse. Au lieu de prendre le risque d'aller dans l'une de ces zones et de constater
que Vendredi est all�e dans l'autre, ne devrais-je pas aller plut�ot chasser moi-m�eme
les lapins, comme je l'ai toujours fait, m�eme si cela m'apporte moins de viande ?
En d'autres termes, ne devrais-je pas prendre une unit�e de butin �a coup s�ur, au
lieu de prendre le risque d'obtenir trois unit�es ou rien ? Cela d�epend de ce que je
pense que Vendredi va faire, donc je dois me mettre �a sa place et r�e��echir �a ce
qu'il pense. Mais lui aussi se demande ce que je vais faire et essaie de se mettre �a
ma place ! Y a-t-il une �n �a ces r�e�exions r�ep�etitives sur les re�ets ? ¿
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Colonel Blotto et les b�atons chinois

La vente aux ench�eres de b�atons (baguettes) chinois a lieu lorsque trois b�atons
chinois sont mis en jeu. Ces ench�eres ont des r�egles tr�es particuli�eres et tr�es strictes.
Chaque joueur dispose exactement de la m�eme somme. Il n'y a qu'un tour et les
ench�eres sont secr�etes, donc aucun ne sait ce que les autres proposent. Pour ce seul
tour, chacun des joueurs est oblig�e de proposer une ench�ere pour chaque baguette,
m�eme si c'est pour proposer un prix �egal �a z�ero. Chaque joueur veut gagner au
moins deux des trois b�atons. En e�et, manger avec une seule baguette n'est pas
pratique !

Les �equilibres de Nash dans les ench�eres de b�atons chinois sont toujours d�ecrits
par des strat�egies mixtes, mais la forme de ces �equilibres est carr�ement fascinante.
L'�equilibre bien connu [43] pour trois b�atons dit que l'un des �equilibres est d�ecrit
par une strat�egie donn�ee par une distribution uniforme �a la surface d'un t�etra�edre
dans l'espace des paris sur trois b�atons. Un autre �equilibre a �et�e r�ecemment trouv�e
[15] (toujours pour trois b�atons), qui prend le m�eme t�etra�edre et le transforme en
fractale dans l'esprit du triangle de Sierpinski. Une strat�egie d'�equilibre dans ce
cas suppose une distribution uniforme des taux �a la surface de cette fractale.

Quelque chose de similaire �a cette vente aux ench�eres est le jeu Colonel Blotto.
Ñ'est un type de jeu �a somme nulle pour deux personnes dans lequel les joueurs sont
charg�es de distribuer simultan�ement des ressources limit�ees sur plusieurs objets (ou
champs de bataille). Dans la version classique du jeu, le joueur qui consacre le plus
de ressources �a un champ de bataille le gagne et le gain est alors �egal au nombre
total de champs de bataille gagn�es.

Le jeu a �et�e propos�e en 1921 [9] �a titre d'exemple de jeu dans lequel ¾la psychologie
des joueurs compte¿. Il a �et�e �etudi�e apr�es la Seconde Guerre mondiale par des
sp�ecialistes de la recherche op�erationnelle et est devenu un classique de la th�eorie
des jeux.

Le nom du jeu est emprunt�e �a celui d'un le colonel �ctif [19]. Celui-ci a pour
t�ache de trouver la r�epartition optimale de ses soldats sur N champs de bataille
en sachant que :

� sur chaque champ de bataille, la partie qui attribuant le plus grand nombre
de soldats va gagner, mais

� aucune des parties ne sait combien de soldats la partie adverse a�ectera �a
chaque champ de bataille et :

� les deux parties cherchent �a maximiser le nombre de champs de bataille
qu'elles s'attendent �a gagner.

Imaginons un jeu bas�e �a la fois sur les ench�eres de b�atons chinois et le jeu Colonel
Blotto. Le jeu ¾le Colonel a�am�e¿ se joue �a 2 joueurs. Chacun d'eux peut �ecrire
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3 nombres, mais pas dans l'ordre d�ecroissant. La somme des nombres doit �etre de
6. Le joueur dont les 2 positions de nombres d�epassent 2 positions de l'adversaire
gagne.

Il y a 3 options pour chaque joueur (le jeu est sym�etrique) dont (2; 2; 2), (1; 2; 3),
et (1; 1; 4). (1; 1; 4) contre (1; 2; 3) aboutit �a un match nul, (1; 2; 3) contre (2; 2; 2)
aboutit �a un match nul, (2; 2; 2) gagne (1; 1; 4). Ainsi (2; 2; 2) est la strat�egie opti-
male.

Consid�erez vous-m�eme une autre version d'un jeu similaire pour deux joueurs et
jouez-y avec vos amis :

� Le terrain de jeu est un plateau de 3 par 3.

� Chaque joueur a une arm�ee de 100 petites
Cthulhus.

� Avant la bataille de nuit, chaque joueur
place secr�etement ses unit�es sur 9 cellules.
Vous pouvez placer n'importe quel nombre
entier de Cthulhus de 0 �a 100 sur chaque
carr�e.

� Le matin, la bataille pour une autre plan�ete commence. Sur chacune des 9
cellules, le gagnant est le joueur qui a le plus de Cthulhus sur cette cellule.
Pour une victoire sur chacune des 9 cases, 1 point est donn�e. S'il y a le m�eme
nombre sur une case, alors la bataille sur cette case se termine par un match
nul et les deux joueurs re�coivent 0,5 point.

� La bataille est gagn�ee par celui qui a remport�e le plus de champs. Si les deux
joueurs gagnent 4,5 terrains chacun, la bataille se termine par un match nul.

Ce jeu se d�eroulait comme une comp�etition en 2019 sur le site Internet de Michael
Pavkukhin. Le meilleur r�esultat a couronn�e le joueur qui a plac�e les Cthulhus selon
le tableau suivant :

2 18 2
17 22 17
2 18 2

Ce joueur a battu 4121 adversaires, perdu contre 1011 et fait match nul avec 216.

Jeux s�equentiels

Jusqu'�a pr�esent, nous n'avons discut�e que des jeux dans lesquels les joueurs font
des choix en m�eme temps. Mais il existe �egalement d'autres options qui sont assez
courantes.
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Consid�erons le jeu suivant. Imaginons deux per-
sonnages : le baron de M�unchhausen et Mata
Hari. Ils se rencontrent pour un rendez-vous ga-
lant dans un restaurant, dans lequel ils se parta-
geront un m�eme plat par souci d'�economie. Dans
ce jeu, chacun mettra une note �evaluant le plaisir
qu'il aura pris lors de ce rendez-vous (aussi bien
le plaisir d'�etre avec autre, que celui du choix du
restaurant ou encore du choix du plat).
Le baron de M�unchhausen choisit le restaurant et
Mata Hari qui fera de m�eme avec les plats pro-
pos�es.

Ces personnages tr�es di��erents sont guid�es dans leur choix exclusivement par des
consid�erations �ego��stes.

Essayons de d�ecrire ce jeu sous sa forme normale.

Mata Hari
Sushi Kebab

Baron de M�unchhausen
Traiteur japonais (1; 9) (1; 9)

Traiteur cacher (0; 0) (2; 1)

A noter que lorsque le jeu se pr�esente sous cette forme, on voit deux �equilibres de
Nash (sushi chez le traiteur japonais ou kebab chez le traiteur cacher). En fait, ce
n'est pas le cas. Le probl�eme est que les joueurs choisissent les strat�egies les unes
apr�es les autres, alors que le deuxi�eme joueur sait d�ej�a quelle strat�egie le premier
a choisie. La matrice de paiements dans sa forme habituelle n'en donne pas une
id�ee.

L'asym�etrie de ce jeu se manifeste le mieux non pas sous la forme d'une matrice
de paiements mais sous celle d'un arbre de d�ecision, extensive. Les d�ecisions sous
cette forme peuvent �etre repr�esent�ees par cet arbre dont chaque noeud est associ�e
au joueur qui d�ecide. Chaque option constitue une branche. Les gains de tous les
joueurs sont associ�es aux terminaisons ou feuilles de l'arbre.

Le baron de M�unchhausen doit d'abord choisir le traiteur japonais ou cacher, puis
Mata Hari fera de m�eme avec sushi ou kebab. Mais, faisant son choix, elle sait d�ej�a
chez quel traiteur le baron de M�unchhausen l'a amen�ee.
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Traiteur japonais
(1; 9)

Sushi

(1; 9)
Kebab

Traiteur cacher
(0; 0)

Sushi

(2; 1)
Kebab

Analysons le jeu en consid�erant les coups dans l'ordre inverse. Si le baron de
M�unchhausen a d�ej�a fait son premier coup et a choisi ¾traiteur japonais¿, alors
quel que soit le coup de Mata Hari le gain sera (1; 9). Si le baron de M�unchhausen
a choisi ¾traiteur cacher¿ comme premier coup, alors les coups de Mata Hari sont
d�ej�a in�egaux et pour obtenir le meilleur r�esultat elle devrait choisir kebab, apr�es
quoi le gain sera (2; 1).

Quel traiteur le baron de M�unchhausen doit-il choisir ? S'il choisit le japonais, le
r�esultat du jeu sera (1; 9) et il obtiendra un gain de 1 point. S'il choisit le cacher,
alors son gain sera de 2 points. Ce sera le choix le plus raisonnable pour lui. Cela
signi�e que le choix d'�equilibre est kebab de ¾traiteur cacher¿, ce qui se traduit
par une victoire de 2 points pour le baron de M�unchhausen et de 1 point pour
Mata Hari.

Le deuxi�eme des �equilibres obtenu �a l'aide de la matrice de paiements, n'est cer-
tainement pas un �equilibre qui a du sens dans ce jeu. �Evidemment, si le baron de
M�unchhausen avait choisi le traiteur japonais, Mata Hari aurait pu choisir le sushi
mais le choix de ce traiteur par le baron de M�unchhausen ne serait pas la chose la
plus intelligente �a faire.

Du point de vue de Mata Hari, le rendez-vous ne se passe pas bien : elle pourrait
obtenir un gain de 9 points, mais elle n'en obtient que 1. Que peut-elle faire dans
une telle situation ?

Elle peut menacer le baron de M�unchhausen de continuer �a manger des sushis
m�eme s'ils vont chez un traiteur cacher. S'il croit que Mata Hari va mettre sa
menace �a ex�ecution, ce coup est logique. Dans ce cas, le traiteur japonais lui
apportera un point de plaisir, alors que chez un traiteur cacher le baron ne voudra
pas du tout manger de sushi et recevra 0 points.

En y regardant de plus pr�es, il devient clair que cette menace n'en est pas vraiment
une. Apr�es tout, il para��t �evident qu'une fois que le baron de M�unchhausen a fait
son choix, les gains possibles de Mata Hari peuvent �etre de 0 ou de 1, alors laissons
le avoir 1 point.

Le probl�eme de Mata Hari est qu'apr�es que le baron de M�unchhausen ait fait
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son choix, il attend une action rationnelle de sa part. Elle aurait pu s'engager
�a manger des sushis m�eme si le baron de M�unchhausen l'avait emmen�ee chez le
traiteur cacher ; cela aurait peut-�etre pu am�eliorer son humeur.

Vous pouvez vous engager �a une telle obligation,
par exemple en laissant quelqu'un d'autre le faire
pour vous. Ainsi Mata Hari pourrait proposer �a
Don Juan de se forcer �a manger des sushis. Cepen-
dant, du point de vue du baron de M�unchhausen
la situation change alors radicalement.

S'il conna��t l'arrangement de Mata Hari avec Don Juan, il se rend compte que s'il
ne l'am�ene pas chez un traiteur japonais, sa soir�ee sera d�esesp�er�ement ruin�ee. Par
cons�equent, il est plus sage pour lui de se laisser pi�eger par cette femme. Dans ce
cas, l'ultimatum f�eminin a contribu�e �a stimuler l'humeur de Mata Hari.

Quel est le terme g�en�eral pour d�esigner l'�equilibre dans ce jeu ?

Les strat�egies et �equilibres dans ce type de jeux ont �et�e �etudi�es par le baron
Heinrich von Stackelberg (1905−1946), un �economiste allemand. La concurrence de
Stackelberg est un mod�ele de duopole. Le duopole de Stackelberg est asym�etrique,
c'est-�a-dire que les deux �rmes concurrentes n'ont pas la m�eme puissance. On parle
de �rme leader (ou �rme pilote) et de �rme satellite. Ici, le pilote est le baron de
M�unchhausen.

Alors, dans un jeu comme celui �etudi�e ci-dessus on parle d'�equilibre de Stackel-
berg. Dans de tels jeux, il y a un leader qui est le joueur faisant le premier pas.
Il peut choisir des strat�egies d�etermin�ees par l'�equilibre de Nash apr�es chacun de
ses mouvements, alors que le satellite, donc le deuxi�eme joueur, choisit quant �a lui
des strat�egies en fonction des pr�evisions du leader.

Par exemple, dans le jeu consid�er�e, l'�equilibre de Stackelberg est kebab de traiteur
cacher.

Restreindre le choix ?

D�e�nition 28. Coups strat�egiques pour le joueur sont les actions du joueur
visant �a assurer le r�esultat le plus favorable pour lui.
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Le jeu de poulet mod�elise deux conducteurs, tous
deux se dirigeant vers un pont �a voie unique
et venant de directions oppos�ees. Le premier �a
s'arr�eter c�ede le pont �a l'autre. Si aucun des
joueurs ne fait un �ecart, le r�esultat est une im-
passe co�uteuse au milieu du pont ou une collision
frontale potentiellement mortelle.

On suppose que la meilleure chose pour chaque pilote est de rester droit pendant
que l'autre fait un �ecart (puisque l'autre est le ¾poulet¿ alors qu'un crash est �evit�e).
De plus, un crash est pr�esum�e �etre le pire r�esultat pour les deux joueurs. Cela
produit une situation o�u chaque joueur, en essayant d'obtenir son meilleur r�esultat,
risque le pire. La brinkmanship implique l'introduction d'un �el�ement de risque
incontr�olable : m�eme si tous les acteurs agissent rationnellement face au risque,
des �ev�enements incontr�olables peuvent encore d�eclencher l'issue catastrophique.
Dans la sc�ene ¾Chickie Run¿ du �lm Rebel Without a Cause, c'est ce qui se
produit lorsque Buzz ne peut s'�echapper de la voiture et meurt dans l'accident.

M�eme en comprenant toute la stupidit�e de ce jeu, vous ne voulez pas �etre le poulet
et vous pouvez essayer de trouver une strat�egie qui vous donnera un avantage.
Que pouvez-vous faire ? Pour montrer que vous n'allez pas rouler, vous pouvez
retirer le volant d'un air de d�e� et laisser votre adversaire le voir. Vous avez
perdu votre libert�e d'action, c'est vrai. En retirant le volant, vous vous privez de
cette opportunit�e . Cette perte peut-elle �etre b�en�e�que ? Dans ce jeu, oui, cela est
possible puisqu'apr�es tout, la libert�e ici est la capacit�e de se d�etourner, c'est-�a-dire
de perdre. C'est une d�ecision strat�egique. J'esp�ere que vous ne ferez pas de tels
coups ¾strat�egiques¿ et m�eme que vous ne jouerez pas �a de tels jeux.

L'id�ee que les joueurs (un ou les deux) peuvent essayer d'in�uencer le cours du jeu
a �et�e d�evelopp�ee par Thomas Schelling (1921− 2016), un �economiste am�ericain. Il
est co-laur�eat avec Robert Aumann du prix dit Nobel d'�economie en 2005 ¾pour
avoir fait progresser notre compr�ehension des con�its et de la coop�eration par le
biais d'analyses utilisant la th�eorie des jeux¿. Il est connu pour avoir notamment
th�eoris�e la ¾diplomatie de la violence¿ qui consiste �a coupler toute menace de
repr�esailles ou d'interdiction avec la promesse de retenue si l'agresseur abandonne
ses ambitions, en particulier dans le domaine de la strat�egie nucl�eaire.

Dans le domaine de la th�eorie des jeux, il consid�erait ces dispositifs comme la
promesse (obligation) et la menace [38].

D�e�nition 29. Engagement est un coup strat�egique qui informe les autres
joueurs d'intentions qui ne changeront pas quelles que soient les circonstances.

Par exemple, voici un jeu de r�eveil. Il y a deux acteurs, le ¾moi du soir¿ et le
¾moi du matin¿. Le premier coup concerne le ¾moi du soir¿. Il met l'alarme et
ne fait rien d'autre. Le ¾moi du matin¿ fait le deuxi�eme coup, il est un joueur
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¾satellite¿. Apr�es le d�eclenchement de l'alarme, il a deux alternatives : sortir du
lit (l'alternative optimale �a l'engagement pris par le ¾moi du soir¿) ou y rester.

D�e�nition 30. Menace est une r�eponse, une p�enalit�e pour les actions d'autres
joueurs qui ne r�epondent pas �a vos attentes.

La menace, contrairement �a l'engagement, est r�ealis�ee par un coup de repr�esailles.
Si les adversaires ont pr�evu de faire quelque chose de b�en�e�que pour eux-m�emes,
mais que votre r�eaction ne le permet pas, alors nous parlons d'endiguement. Si
votre menace am�ene vos adversaires �a choisir un coup qu'ils n'auraient pas fait
autrement, alors nous parlons de contrainte. Dans le cas d'une menace, comme
dans celui d'un engagement, l'adversaire r�epond par de telles actions qu'il n'aurait
autrement pas e�ectu�ees. Ce sont des coups strat�egiques.

Il existe �egalement des coups informatifs. Par exemple, si nous d�eclarons que
quelque chose va se passer, cela s'appelle un avertissement. Une des options est
une assurance, dans ce cas nous informons que dans certaines situations, nous
adh�erons �a une certaine strat�egie.

Il n'est alors pas rentable pour le premier joueur de prendre des d�ecisions ; dans
d'autres cas, il est utile d'emp�echer l'adversaire de d�eclarer un engagement. Le
grand strat�ege chinois Sun Tzu a enseign�e qu'il fallait toujours laisser un chemin
de retraite �a l'ennemi. Si l'adversaire n'a aucun moyen de retraite au combat, il a
l'obligation de se battre jusqu'au bout, ce qui peut s'av�erer d�esavantageux pour
nous. Par exemple, lorsque nous estimons que l'adversaire est en fait plus fort que
nous, mais qu'il ne le sait pas, alors lui laisser uniquement l'option de combattre
peut nous conduire �a perdre le combat.

L'endiguement est le plus souvent bas�e sur la menace, tandis que la contrainte est
bas�ee sur l'incitation.

Imaginez une entreprise et ses employ�es. La strat�egie d'augmentation progressive
de la r�emun�eration du travail e�ectu�e est plus e�cace s'il y a une certaine limite
de travail, jusqu'�a laquelle la r�emun�eration n'est pas pay�ee et au-del�a de laquelle
le montant de la r�emun�eration augmente consid�erablement.

Voici un autre exemple. Vous devez souvent passer des tests et je dois alors les no-
ter. Probablement, peut-on remarquer que malgr�e que le temps soit d�ej�a �ecoul�e, un
certain nombre d'�etudiants �ecrivent encore dans l'espoir de gagner quelques points
de plus. D�es qu'ils auront exactement une minute suppl�ementaire, ils �ecriront des
r�eponses pendant cette minute et ne s'arr�eteront pas. La menace dans ce cas est le
refus d'accepter leur travail lorsque le d�elai est d�epass�e, mais la �abilit�e de cette
menace peut �etre augment�ee en introduisant une p�enalit�e pour retard.

Quelle devrait �etre le niveau su�sant de la menace permettant de changer la
strat�egie de votre partenaire en votre faveur ? Il est pr�ef�erable de commencer par de
petites menaces ici, car cela vous permettra de r�eduire vos co�uts au minimum si vos
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menaces ne vous permettent pas de dissuader ou de contraindre votre adversaire,
et que vous devez les mettre �a ex�ecution. Augmenter progressivement l'importance
de la menace pour ses valeurs optimales, est une strat�egie d'�equilibrage �a la limite.

Dans de nombreuses situations, l'un des participants du jeu peut avoir besoin
d'un outil qui convaincra les autres qu'il ne blu�e pas. C'est ce qu'on appelle un
dispositif d'engagement. Par exemple, la loi de certains pays interdit de payer une
ran�con aux ravisseurs a�n de r�eduire la motivation des criminels. Cependant, cette
l�egislation ne fonctionne pas toujours. Si votre enfant a �et�e captur�e et que vous
avez la possibilit�e de le sauver en contournant la loi, vous le ferez. Imaginez une
situation o�u la loi peut �etre contourn�ee mais que les parents s'av�erent �etre pauvres
et n'ont rien pour payer la ran�con. Le criminel a deux options dans cette situation :
lib�erer ou tuer la victime. Le kidnappeur n'aime pas tuer mais il n'aime pas non
plus la prison. La victime �a son tour, si elle est rel�ach�ee, peut soit t�emoigner
pour que le ravisseur soit puni, soit garder le silence. Le meilleur r�esultat pour le
d�elinquant est de lib�erer la victime qui ne la livrera pas. Et pour la victime, d'�etre
lib�er�ee et de t�emoigner.

L'�equilibre ici est que le terroriste ne veut pas �etre pris, ce qui signi�e que la
victime meurt. Mais ce n'est pas un �equilibre de Pareto car il existe une option
meilleure pour tout le monde : la victime en libert�e reste silencieuse. Mais pour
cela, il faut faire quelque chose pour qu'il lui soit b�en�e�que de se taire.

Quelque part, j'ai pris connaissance d'une autre option.
Celle o�u une victime demande �a un terroriste d'organi-
ser une s�eance photo �erotique. Si le criminel est empri-
sonn�e, ses complices publieront les photos sur Internet. Si
le kidnappeur reste libre, cela peut �etre mauvais pour la
victime, mais les photos accessibles au public sont encore
pires, il y a donc un �equilibre. C'est un moyen pour la
victime de rester en vie.

Ench�ere en dollars

Jusqu'�a pr�esent, le chapitre a �et�e principalement consacr�e �a la psychologie du jeu.

Regardons maintenant un jeu d'un type l�eg�erement di��erent, il s'agit d'une sorte
d'ench�ere, mais d'un type particulier, puisque la somme la plus �elev�ee apr�es celle
du vainqueur devra �etre remise par la personne concern�ee �a l'animateur. Ce jeu
est appel�e l'¾ench�ere en dollars¿. Il a �et�e d�ecrit par Martin Joseph Shubik (1926−
2018), professeur d'�economie institutionnelle math�ematique �a l'universit�e Yale.
Dans un article de 1971 [41] Shubik a popularis�e le mod�ele de l'ench�ere en dollars
(ou ¾dollar auction¿) qui montre comment la th�eorie des jeux peut �etre utilis�ee
pour indiquer que des comportements rationnels �nissent par devenir irrationnels.
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D�ecrivons ce jeu. L'animateur de s�eance met aux ench�eres un billet de 10 euros,
qui sera remis �a celui ou celle qui en donnera le plus. Cependant, tout n'est pas
si simple. Supposons que deux personnes participent aux ench�eres. L'une d'elles
propose 6 euros et gagne les ench�eres, l'autre n'en ayant propos�e que 5. L'animateur
remet donc 10 euros au vainqueur en �echange de ses 6 euros. Par contre, le deuxi�eme
participant donnera �a l'animateur ses 5 euros.

Le professeur Max Hal Bazerman organise une ench�ere du m�eme type chaque ann�ee
aux �etudiants du MBA de la Harvard Business School [25] pour un billet de 20
dollars et les gains, c'est-�a-dire la somme du vainqueur et celle de son dauphin,
vont toujours �a la charit�e. Le record de la mise la plus haute est de 204 dollars.
Bazerman propose le m�eme jeu avec les cadres sup�erieurs de grandes entreprises
et il obtient toujours plus pour son billet de 20 dollars qui ne les vaut �evidemment
pas.

Qu'est-ce qui fait que les gens acceptent de payer autant d'argent pour un billet
de seulement 20 dollars ? Bazerman veut montrer que, et en particulier dans les
a�aires, toute personne a un point faible : la peur de la perte. Avec la perspective de
perdre de l'argent, beaucoup commencent �a se comporter de mani�ere inappropri�ee.

Au d�ebut du jeu, il semble �a chaque participant que la victoire est facile : ¾Je
ne proposerai pas plus que 20 dollars et je vais gagner !¿ Pourtant, les ench�eres
atteignent assez rapidement 15 dollars. Le gain pr�evu n'est plus si doux pour le
premier, tandis que le second fait face �a une perte importante. D�es que les enjeux
d�epassent 21 dollars, les deux perdent. Mais le premier perdra seulement 1 dollar
et le second vingt dollars. ¾Je ne veux pas perdre vingt dollars, je vais miser 22
dollars, et je ne perdrai que 2 dollars¿. Le m�eme raisonnement est r�ep�et�e par un
autre joueur, celui, qui devient deuxi�eme. En cons�equence, chaque pari entra��ne
des pertes de plus en plus importantes bien que chacun des participants essaye de
minimiser sa perte la sienne.

Appelons cela le ph�enom�ene de Bazerman et voyons o�u nous pourrions l'ob-
server.

Le joueur de march�e boursier a perdu de l'argent. Il peut �xer une perte, mais il
croit que la chance lui sourira, et il perd encore plus. Un joueur de casino dans
l'espoir de reconqu�erir, perd tout (nous savons que l'esp�erance math�ematique de
gagner dans un casino est n�egative, c'est-�a-dire que ce jeu n'est rentable pour
aucun des joueurs).

Pour certains magasins vendant de l'�electronique, �a une certaine �epoque, il y avait
un paradoxe Bazerman. Ainsi tel magasin a achet�e un appareil photo num�erique
pour 500 euros. Il �xe de ce fait un prix de 700 euros. Le prix semble trop �elev�e
mais cela n'arr�ete pas nos hommes d'a�aires, qui esp�erent le vendre et faire des
b�en�e�ces. Mais personne n'ach�ete l'appareil photo, il reste sur l'�etag�ere. Un nouvel
appareil photo meilleur et plus performant au prix d'achat de 400 euros fait son
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entr�ee sur le march�e. Il est temps de baisser le prix de l'ancien : pour 700 euros, ce
n'�etait pas n�ecessaire avant, et maintenant pas plus. Mais les g�erants de magasin
pensent di��eremment : ¾ Le prix de 700 euros r�esulte du prix d'achat de 500 euros
et des frais g�en�eraux de 200 euros pour le transport, les salaires et le loyer. Si je
vends cet appareil photo pour, par exemple, 650 euros, j'aurai une perte nette de
50 euros, alors laissons le �etre �a ce prix ...¿ Or, la probabilit�e d'achat d'un tel
appareil photo tombe rapidement �a z�ero et du coup la perte nette devient de 700
euros.

Un autre exemple typique est celui des propri�etaires de voitures anciennes dont
l'argent est investi dans la r�eparation de ces derni�eres. Plus c'est le cas, moins il y
a de d�esir de se s�eparer de la voiture. ¾Je mettrai plus d'argent et elle marchera
en�n.¿ J'ai de telles connaissances, il en est ainsi.

La peur de perdre de l'argent entra��ne souvent encore plus de pertes. Et si le titu-
laire d'un MBA vous propose d'augmenter vos revenus, ne lui faites pas con�ance
en lui con�ant votre argent. Fixez les pertes sans les multiplier.
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6 Jeux s�equentiels. Jeux �a information imparfaite

ou incompl�ete.

Positions gagnantes et perdantes

Penchons nous un peu plus sur les jeux. Une fois le facteur d'irrationalit�e mis de
c�ot�e, le jeu s�equentiel est l'un des sujets possibles en math�ematiques d'olympiades.

Nous allons ainsi consid�erer des jeux �a tour de r�ole avec deux joueurs. L'essence du
jeu n'est plus si importante maintenant : cela peut �etre un jeu avec des nombres,
des pi�eces sur un plateau ou encore des pierres dans une pile. Ce qui est important
est qu'une fois chaque coup termin�e, la position change et le tour revient �a l'autre
joueur.

Que ce jeu soit �ni, et il n'y aura pas de parties nulles (c'est-�a-dire sans vainqueur).
Ensuite, toutes les positions possibles apparaissant dans ce jeu peuvent �etre di-
vis�ees en deux ensembles : les positions gagnantes et les positions perdantes.
Imposons les restrictions suivantes :

1. Chaque position joignable �a partir de la position initiale appartient exacte-
ment �a l'un des ensembles.

2. Toutes les positions �nales (ou terminales) sont gagnantes.

3. Tout coup d'une position gagnante m�ene �a une position perdante, c'est-�a-
dire qu'en position gagnante, il n'y a aucun coup menant �a une position
gagnante.

4. Dans chaque position perdante, il y a au moins un coup menant �a une position
gagnante.

Si la position initiale �etait gagnante, alors le second joueur a une strat�egie ga-
gnante : le premier joueur ne peut se mettre en position perdante que par lui-
m�eme, tandis que pour le second (et nous jouons pour lui), il y aura toujours un
coup gagnant. De m�eme, si la position initiale �etait perdante, le premier joueur
gagne, peu importe la fa�con, aussi paradoxal que cela puisse para��tre.

L'analyse de la �n aide �a trouver les positions gagnantes et perdantes : en utilisant
le fait que la position �nale est gagnante, nous consid�erons des coups dans la
direction oppos�ee. Consid�erons le jeu suivant.

Jeu 1. Le roi est sur le carr�e A1. En un seul coup, il peut �etre d�eplac�e d'une
case vers la droite, d'une case vers le haut ou d'une case en diagonale ¾vers le
haut-droit¿. Le gagnant est celui qui met le roi sur le carr�e H8. Qui gagnera s'il
joue correctement ?
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Figure 6.2 � Les positions gagnantes et perdantes.

Analyse. Essayons de trouver des positions gagnantes en fonction de leurs pro-
pri�et�es. Par d�e�nition, la position �nale (H8) est gagnante. Par cons�equent, dans
la cellule H8 nous mettons ¾ + ¿. Nous marquerons �egalement toutes les posi-
tions perdantes trouv�ees. Dans les cellules correspondant aux positions perdantes,
nous mettrons ¾-¿. Puisque les positions �a partir desquelles le roi peut acc�eder
au carr�e gagnant H8 en un coup sont perdantes, alors nous mettons ¾-¿ sur les
carr�es H7, G8, G7. �A partir des champs H6 et F8 en un seul coup, vous ne pouvez
acc�eder qu'aux positions gagnantes, ce qui signi�e que dans ces cases, vous pou-
vez mettre ¾ + ¿ du fait que ces positions sont gagnantes. �A partir des positions
gagnantes qui viennent d'�etre marqu�ees, les positions perdantes suivantes sont ob-
tenues : H5, G5, G6, F7, E7, E8. En continuant de la m�eme mani�ere, nous �nirons
par compl�eter le tableau sur Figure 6.2.

La position initiale est perdante, ce qui signi�e que le premier joueur a une strat�egie
gagnante.

R�esolvons un autre probl�eme des Olympiades des math�ematiques. D'ailleurs, le
fait que ce soit des probl�emes de math�ematiques d'Olympiades signi�e tr�es pro-
bablement que personne de votre environnement ne les a rencontr�es. Et, bien
s�ur, connaissant la strat�egie, vous pourrez toujours battre vos amis et ils ne
soup�conneront pas un sale tour.

Jeu 2. Le jeu commence par le nombre 1. Lors d'un coup, il est permis de multi-
plier le nombre �ecrit par n'importe quel nombre naturel de 2 �a 7 et de supprimer
le nombre pr�ec�edent. Le gagnant est celui qui est le premier �a recevoir un nombre
sup�erieur �a 1000. Qui gagnera s'il joue correctement ?

Analyse. Dans ce cas, la position est un nombre. Utilisons �a nouveau l'analyse
de bout en bout : tous les nombres sup�erieurs ou �egaux �a 1001 sont des positions
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gagnantes. Les positions �a partir desquelles il est possible d'acc�eder aux positions
gagnantes doivent �etre perdantes. Cela signi�e que tous les nombres de 143 �a 1000
sont perdantes : en multipliant chacun de ces nombres par 7, nous entrons dans
une position gagnante. Tous les nombres de 72 �a 142 sont des positions gagnantes,
parce qu'�a partir d'eux, vous ne pouvez entrer que dans des positions perdantes :
en multipliant un nombre de 72 �a 142 par un nombre de 2 �a 7, vous obtenez un
nombre de 144 �a 994. En continuant de la m�eme mani�ere nous obtenons, que les
positions de 11 �a 71 sont perdantes, les positions de 6 �a 10 sont gagnantes, et de
1 �a 5 sont perdantes.

Il s'av�ere que la position initiale est perdante, ce qui signi�e que si le jeu est jou�e
correctement, le premier joueur gagne.

�Equilibre en sous-jeux

La recherche de l'�equilibre dans les jeux �economiques se fait de la m�eme mani�ere
que dans les jeux math�ematiques. La forme d�evelopp�ee du jeu est un graphe orient�e
acyclique, c'est-�a-dire un arbre. Nous nous souvenons que les positions �nales du
jeu sont appel�ees terminales, et la position de d�epart est appel�ee racine.

D�e�nition 31. Sous-arbre est la partie de l'arbre qui commence �a un sommet
non terminal, sous-jeu est la partie du jeu d�ecrite par le sous-arbre.

Nous avons souvent utilis�e le terme strat�egie qui d�ecrit les actions du joueur dans
une situation sp�eci�que, par exemple les positions dans lesquelles c'est �a son tour
de faire un coup.

Nous avons trouv�e les solutions aux jeux math�ematiques de la �n, cette m�ethode
s'appelle la m�ethode d'induction vers l'arri�ere ou l' induction �a rebours.
Nous avons consid�er�e tous les sommets terminaux en leur donnant une estimation
(de telles positions sont appel�ees positions de rang z�ero). Puis nous avons �etudi�e
tous les sommets non terminaux, �a partir desquels tous les coups conduisent aux
sommets terminaux (c'est ainsi que nous avons obtenu toutes les positions ayant
le premier rang). Par la suite, nous avons consid�er�e toutes les positions �a partir
desquelles les positions du premier rang sont accessibles en un seul coup. Puisque
notre jeu est �ni, c'est-�a-dire qu'il contient un nombre �ni de sommets, alors chaque
position possible dans le jeu (accessible depuis la racine) obtient �nalement son
rang.

Dans les jeux �economiques, les gains et les pertes ne sont pas si �evidents, m�eme s'ils
sont d�etermin�es par des nombres. Chacun des joueurs s'e�orce de tirer le meilleur
pro�t pour lui-m�eme. Dans ce cas, l'algorithme devient un peu plus compliqu�e.
Le classement des positions est d�esormais d�etermin�e par les gains que les joueurs
recevront. Consid�erons les positions de premier rang. Le joueur e�ectuant un coup
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dans cette position choisira la position dans laquelle il recevra le plus grand gain.
Chacune des positions de premier rang re�coit une autre caract�eristique qui est
la r�ecompense du joueur e�ectuant le coup. Si le joueur e�ectuant le coup �nal
a le choix entre plusieurs coups menant �a des r�esultats di��erents, lequel va-t-il
choisir ? De toute �evidence, le coup qui lui apporte le plus d'avantages. Ainsi,
chacune des positions du premier rang recevra un nombre : la valeur du gain, par
exemple, du premier joueur. Les positions du deuxi�eme rang sont les positions �a
partir desquelles il y a des coups �a la position du premier rang. Puisque le tour
appartient maintenant �a un autre joueur, son objectif change, il n'a pas besoin
de maximiser le gain de l'adversaire, mais de le minimiser (dans un jeu �a somme
nulle, c'est le cas).

Cet algorithme est appel�e la m�ethode ¾d'induction �a rebours¿ ou ¾par r�ecurrence
sur la hauteur de l'arbre du jeu¿. Il a �et�e invent�e par deux math�ematiciens, Zermelo
(c�el�ebre pour son th�eor�eme) et Kuhn, c'est pourquoi il porte leur nom. Cependant,
l'induction �a rebours ne peut �etre appliqu�ee aux jeux �a information imparfaite ou
incompl�ete, les cas, que nous discuterons dans ce chapitre.

Ernst Zermelo (1871−1953) est un math�ematicien allemand. Il a consid�er�e des jeux
ayant les param�etres suivants : jeu �ni, �a tour de r�ole, �a deux joueurs, �a information
parfaite, sans hasard et sans match nul. En th�eorie des jeux, le th�eor�eme de Zermelo
(dans les autres langues appel�e parfois ¾le th�eor�eme de Zermelo-Kuhn¿) �enonce
que dans ce type de jeu, une fois les param�etres consid�er�es, l'un des deux joueurs a
n�ecessairement une strat�egie gagnante [39]. Pour les �echecs, le th�eor�eme de Zermelo
�enonce que ¾soit le joueur blanc a une strat�egie gagnante, soit le joueur noir a une
strat�egie pour gagner ou mener �a un match nul¿. Bien sur, dans la plupart des jeux
il n'existe pas de strat�egie parfaite telle que d�e�nie par le th�eor�eme de Zermelo.
Par exemple, les jeux du sport comportent des dimensions plus au moins al�eatoires
(sant�e des joueurs, temps, mental, etc). Dans le backgammon, c'est le jet de d�es
qui convoque le hasard. Pour les jeux de cartes, ce sera la main donn�ee.

Qui est Harold William Kuhn (1925 − 2014), dont le nom est associ�e �a celui de
Zermelo dans son th�eor�eme ? Math�ematicien et �economiste am�ericain, il a entre
autres choses �etudi�e les algorithmes dans les jeux s�equentiels. Ce qui a permis de
mieux identi�er les strat�egies et les r�egles op�eratoires des vainqueurs dans les jeux
d�e�nis par Zermelo. Kuhn recevra le prix de th�eorie John von Neumann (nom d�ej�a
mentionn�e dans ce livre) avec Albert Tucker en 1980. Le monde de la th�eorie des
jeux est bien petit puisque Albert Tucker a �et�e lui-m�eme le conseiller en th�ese de
John Nash, d�ej�a �evoqu�e �a plusieurs reprises.

Pour les jeux en forme d�evelopp�ee, c'est-�a-dire repr�esent�es sous forme d'arbre,
l'�equilibre de Nash peut aussi exister, il s'appellera �equilibre parfait en sous-

jeux. C'est un ensemble de strat�egies pour les deux joueurs notamment celle dont
la restriction �a l'un des sous-jeux conduit �a un �equilibre de Nash dans ce sous-jeu.
Nous pouvons dire que la strat�egie du sous-jeu ne d�ependra pas du fait que ce
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sous-jeu est jou�e s�epar�ement ou fait partie d'un jeu plus large.

La bataille du devoir et du d�esir

Bien s�ur, vous n'avez pas besoin d'attendre No�el pour vous promettre quelque
chose de bien. Vous pouvez d�ecider tous les soirs de vous r�eveiller t�ot le lendemain
pour commencer la journ�ee avec une s�eance d'entra��nement ou une course matinale.
Mais en m�eme temps, vous savez parfaitement que le matin venu, vous aurez envie
de rester au lit pendant encore une demi-heure (ou peut-�etre plus). C'est un jeu
entre votre ¾moi du soir¿ d�etermin�e et votre futur ¾moi du matin¿ �a la volont�e
faible. Et dans ce jeu, le moi du matin a l'avantage du deuxi�eme coup. Cependant,
le moi du soir peut changer le cours du jeu en activant une alarme pour pro�ter
du premier coup. C'est un peu un engagement de sortir du lit lorsque l'alarme
se d�eclenche, mais cette m�ethode fonctionnerait-elle ? Notez qu'une m�eme version
ant�erieure de votre moi peut trouver et acheter un r�eveil qui ne dispose pas d'un
bouton muet, mais cela est �a peine possible. Et pourtant le moi du soir rendra
cet engagement valable en r�eglant le r�eveil sur un placard sur le mur oppos�e de la
pi�ece, plut�ot que sur la table de nuit : dans ce cas, le moi du matin devra sortir
du lit pour �eteindre l'alarme. Si cela ne su�t pas et que le moi du matin retourne
au lit, laissez votre cafeti�ere s'allumer et commencer �a pr�eparer du caf�e en m�eme
temps que le r�eveil sonne, de sorte que l'odeur tentante tire votre moi du matin
hors du lit. En outre, il existe des appareils �etonnants sur le march�e qui peuvent
�etre utilis�es dans de tels cas. Comme Clocky, un r�eveil avec des roues. Si vous
abandonnez l'appel, l'alarme saute au sol, recommence �a sonner et s'�eloigne de
vous. Au moment o�u vous l'attrapez et la d�ebranchez, vous serez compl�etement
r�eveill�e.

Cet exemple illustre parfaitement deux aspects
de l'engagement et de sa validit�e : le quoi et le
comment. Le ¾quoi¿ est l'aspect scienti�que, ou
l'aspect de la th�eorie des jeux : pro�ter du pre-
mier coup. Le ¾comment¿ est un aspect pratique,
plut�ot un art : trouver des moyens de vous aider
�a faire des coups strat�egiques cr�edibles dans une
situation donn�ee.

L'aspect technique ou scienti�que de l'obligation de se lever lorsque l'alarme sonne
peut �etre illustr�e par les arborescences �evoqu�ees pr�ec�edemment. Dans le jeu ori-
ginal, dans lequel le moi du soir ne prend aucune d�ecision, l'arbre du jeu semble
tr�es simple. Ici, le premier nombre du gain correspond au premier joueur, donc,
au moi du soir, et le deuxi�eme correspond au moi du matin.
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Moi de matin

10; 0

0; 10

sort
ir du

lit

rester dans le lit

Le moi du matin reste au lit et obtient son gain maximal (auquel nous avons
attribu�e 10 points), laissant au moi du soir le gain minimal (auquel nous avons
�x�e 0 point). Le nombre sp�eci�que de points ici n'a pas vraiment d'importance :
la seule chose importante est que pour chaque version du moi, l'option prioritaire
se voit attribuer plus de points que l'option de priorit�e inf�erieure.

Le moi du soir peut changer le cours du jeu comme suit :

Moi du soir

Moi du matin

Moi du matin

8;−1

−2;−5

10; 0

0; 10

acti
ver

le r�eve
il

rester dans le lit

sortir du lit

rester dans le lit

sortir du lit

rester dans le lit

Maintenant, le gain �nal est important et n�ecessite des explications suppl�ementaires.
La branche sup�erieure de l'arbre, repr�esentant la situation dans laquelle le moi du
soir n'active pas le r�eveil, ressemble �a l'arbre pr�ec�edent. Dans la branche inf�erieure
de l'arbre, nous avons suppos�e que le moi du soir entra��nerait un petit co�ut s'il
activait le r�eveil (nous avons estim�e ce co�ut �a 2 points). Par cons�equent, si le moi
du matin r�eagit au r�eveil et sort du lit, le moi du soir recevra 8 points au lieu de
10 dans le jeu original. Mais si le moi du matin ne tient pas compte de l'alarme,
le moi du soir recevra −2 points, puisque les co�uts d'activation du r�eveil ont �et�e
vains. Le moi du matin encourra des frais en raison de la g�ene qu'il �eprouve lorsque
l'alarme sonne ; ces co�uts ne seront que de 1 point si le moi du matin monte et
�eteint rapidement l'alarme, et jusqu'�a 15 points s'il reste au lit, et que l'alarme
continue de sonner, transformant le plaisir d'�etre au lit (10 points) en une perte
de −5 points (= 10− 15). Si l'alarme est activ�ee, le moi du matin choisira −1 au
lieu de −5 et sortira du lit. Le moi du soir o�rira cette opportunit�e et d�ecidera
que l'activation de l'alarme lui donnera 8 points au total, ce qui est mieux que le
0 qu'il aurait re�cu dans le jeu original. Si le co�ut de l'ex�ecution d'une action ou

92



d'une autre �etait trop �elev�e (par exemple, si le moi du soir mettait un allumeur
avec une minuterie qui allumerait un feu dans son lit a�n de chasser le moi du
matin), pour le moi du soir il n'est pas rentable d'assumer une telle obligation. Par
cons�equent, la strat�egie d'�equilibre, obtenue par la m�ethode d'induction �a rebours,
ressemblerait �a ceci : le moi du matin sort du lit si le r�eveil est allum�e, et le moi
du soir allume le r�eveil.

Un aspect plus inattendu de l'engagement peut �etre observ�e en repr�esentant ce jeu
comme une matrice de paiements plut�ot que comme un arbre du jeu.

¾Moi¿ du matin
Rester dans le lit Sortir du lit

¾Moi¿ du soir
Ne pas activer le r�eveil (0; 10) (10; 0)

Activer le r�eveil (−2;−5) (8;−1)

Le tableau montre que pour chaque strat�egie sp�eci�que du moi du matin, le gain
du moi du soir �a l'activation de l'alarme est inf�erieur �a celui de l'alarme non
activ�ee : −2 est inf�erieur �a 0 et 8 est inf�erieur �a 10. Par cons�equent, pour le moi
du soir, la strat�egie ¾Activer le r�eveil¿ est dominante par rapport �a la strat�egie ¾Ne
pas activer le r�eveil¿. N�eanmoins, le moi du soir pr�ef�ere s'engager et d�eclencher
l'alarme !

Un certain avantage est-il au moins possible �a choisir une strat�egie dominante
et �a abandonner la strat�egie domin�ee ? A�n de r�epondre �a cette question, il est
n�ecessaire d'analyser plus en profondeur le concept de dominance. La strat�egie ¾Ne
pas activer le r�eveil¿ domine par rapport �a la strat�egie ¾Activer le r�eveil¿ du point
de vue du moi du soir puisque pour chaque strat�egie sp�eci�que du moi du matin,
la strat�egie ¾Ne pas activer le r�eveil¿ o�re au moi du soir un gain plus important
que la strat�egie ¾Activer le r�eveil¿. Si le moi du matin choisit la strat�egie ¾Rester
dans le lit¿, le moi du soir recevra 0 point avec le r�eveil �eteint et −2 points avec le
r�eveil allum�e ; si le moi du matin choisit la strat�egie de ¾Sortir du lit¿, le moi du
soir recevra 10 points avec le r�eveil �eteint et 8 points avec le r�eveil allum�e. Si les
coups dans le jeu sont faits simultan�ement, ou si le moi du soir fait son coup en
second, il ne pourra pas in�uencer le choix du moi du matin et il devra prendre ce
choix pour acquis. Mais le but d'un coup strat�egique est pr�ecis�ement de changer
le choix de l'autre joueur, et non de le prendre pour acquis. Si le moi du soir
choisit la strat�egie ¾Activer le r�eveil¿, le moi du matin d�ecide de sortir du lit et
le moi du soir recevra un gain de 8 points ; si le moi du soir choisit la strat�egie
¾Ne pas activer le r�eveil¿, le moi du matin d�ecide de rester au lit et le moi du
soir gagnera 0 points � et 8 points valent plus que 0. Dans ce cas, les gains de
10 et −2 points ne doivent m�eme pas �etre analys�es et compar�es aux gains de 8
et 0 points, respectivement. Par cons�equent, dans un jeu �a coups s�equentiels, le
concept de domination perd de sa pertinence pour le joueur e�ectuant le premier
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coup.

La bataille de l'enseignant et de l'�el�eve n�egligent

R�esolvons le probl�eme du mod�ele suivant.

L'�etudiant (E) en contr�ole continu ne peut r�esoudre le probl�eme donn�e en aucune
fa�con. Il a le choix d'essayer de copier la solution du probl�eme depuis son cahier ou
de ne pas le faire. Si un �etudiant triche, un enseignant attentif (P ) le remarquera
et r�e��echira �a expulser l'�etudiant du test ou �a avoir piti�e de lui. En r�ealit�e il a
d'abord une option ¾remarquer¿ ou ¾faire semblant de ne pas l'avoir remarqu�e¿.
Mais quand il l'a remarqu�e, il peut soit expulser cet �etudiant soit le r�eprimander.

Si l'�etudiant ne triche pas, l'enseignant voyant
son agonie, peut d�ecider de lui donner un in-
dice. L'�etudiant, alors peut humblement refuser
ou accepter de l'aide. Si l'enseignant veut expul-
ser l'�etudiant, celui-ci peut se mettre �a genoux et
demander gr�ace, ou il peut quitter la salle d'exa-
mens en admettant sa d�efaite.

L'�etudiant veut r�esoudre le probl�eme mais ne veut �evidemment pas �etre expuls�e de
l'examen. L'enseignant s'e�orce de se conformer �a la proc�edure d'examen prescrite.
Le sch�ema de ce jeu est pr�esent�e sous la forme d'un arbre de jeu correspondant.
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a genoux

Analysons ce jeu en utilisant l'algorithme de Zermelo-Kuhn. Nous partirons des
deux feuilles les plus �eloign�ees de la racine. Quand l'enseignant veut donner un
indice �a l'�etudiant, celui-ci va accepter l'aide parce que 3 points valent mieux que
1 point. Nous pouvons alors montrer qu'en r�ealit�e ces deux feuilles correspondant
au choix de l'�etudiant peuvent �etre remplac�ees par une feuille avec le r�esultat �nal
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(3; 0). Ici, le premier nombre correspond au gain de l'�etudiant et le deuxi�eme �a
celui de l'enseignant.

Une situation similaire a lieu quand l'enseignant essaye d'expulser l'�etudiant. M�eme
si se mettre �a genoux pour stup�e�er l'enseignant peut para��tre une bonne id�ee,
perdre 4 points est quand m�eme mieux qu'en perdre 5. Alors, on remplace ces
deux feuilles par un r�esultat (−4; 0).

Apr�es ces simpli�cations, nous obtenons l'arbre de jeu simpli��e.
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De m�eme, lorsqu'un enseignant d�ecide d'exclure ou non un �el�eve de l'examen, alors
qu'il a d�ej�a montr�e qu'il a remarqu�e sa tricherie, il lui enl�evera simplement le cahier
pour maximiser son pro�t. Lorsque dans une autre partie de l'arbre, l'enseignant
se demande s'il va aider un �el�eve o�u pas, il choisit �nalement de ne pas le faire,
guid�e par des consid�erations �ego��stes. Cela conduit �a un arbre de jeu encore plus
simpli��e.

E

0; 3

P

−2; 1

3;−2

ne pas
tric

her

tricher
remarquer

ne pas remarquer

En�n, si l'�etudiant triche, l'enseignant va lui montrer qu'il l'a remarqu�e. Et, apr�es
la derni�ere simpli�cation de jeu, l'�etudiant va d�ecider de ne pas tricher. Utopie,
cependant.

Jeux �a information imparfaite

Jusqu'�a pr�esent, nous n'avons consid�er�e que les jeux �a information compl�ete.
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On dit qu'un jeu est �a information compl�ete si chaque joueur conna��t lors de
la prise de d�ecision :

� ses possibilit�es d'action ;

� les possibilit�es d'action des autres joueurs ;

� les gains r�esultant de ces actions ;

� les motivations des autres joueurs.

Les jeux �a information incompl�ete sont des situations o�u l'une des conditions
n'est pas v�eri��ee. Ce peut �etre parce que l'une des motivations d'un acteur est
cach�ee (domaine important pour l'application de la th�eorie des jeux �a l'�economie).
Ces jeux sont aussi appel�es jeux bay�esiens.

On parle de jeu �a information parfaite dans le cas de jeu sous forme extensive, o�u
chaque joueur a une connaissance parfaite de toute l'histoire du jeu.

Un jeu �a information incompl�ete est aussi �a information imparfaite. Les jeux
�a information compl�ete peuvent �etre �a information imparfaite soit du fait de la
simultan�eit�e des choix des joueurs, soit lorsque des �ev�enements al�eatoires sont
cach�es �a certains joueurs.

John Charles Harsanyi (1920− 2000) est un �economiste hungaro-australien, natu-
ralis�e am�ericain. Il est surtout connu pour ses contributions �a l'�etude de la th�eorie
des jeux en math�ematiques et ses applications �a l'�economie, en particulier pour
son approfondissement de l'analyse des jeux �a information incompl�ete. Pour l'en-
semble de ses travaux, il re�coit en 1994, en m�eme temps que John Forbes Nash et
Reinhard Selten, le prix Nobel d'�economie.

John Harsanyi a pr�esent�e une m�ethode permettant de transformer des jeux �a
information incompl�ete en jeux �a information compl�ete mais imparfaite [20] : au
d�ebut du jeu, la Nature e�ectue un choix de r�egles parmi les possibles et les joueurs
n'ont qu'une connaissance partielle de ce choix. Cette transformation introduit une
subtilit�e dans la classi�cation des jeux o�u le hasard intervient, s�eparant ceux o�u
le hasard intervient uniquement avant le premier choix (assimilables �a des jeux �a
information incompl�ete sans hasard), de ceux o�u le hasard intervient (aussi) apr�es
un choix d'un joueur.

Aux �echecs et aux dominos, lors des coups, les adversaires connaissent toute l'his-
toire des coups e�ectu�es (aux �echecs, ils sont m�eme g�en�eralement �ecrits). En termes
plus scienti�ques, le joueur peut d�eterminer le haut de l'arborescence de jeu pour
sa position actuelle. La violation de ce principe transf�ere le jeu dans une autre
classe, dont la classe des jeux �a information imparfaite. Le joueur e�ectuant un
coup peut d�eterminer un certain sous-ensemble des positions de l'arbre de jeu dans
lesquelles il peut �etre et le joueur peut m�eme ne pas savoir dans quel sous-jeu il
se trouve. Par cons�equent, le terme ¾sous-jeu¿ dans de tels jeux change de sens :

96



d�esormais c'est dans un tel sous-arbre du jeu que tout ensemble d'informations
qui croise ce sous-arbre est compl�etement contenu.

En g�en�eral, tous les jeux sous forme normale peuvent �etre repr�esent�es comme des
jeux s�equentiels �a information imparfaite.

Il faut plus d'or !

Consid�erons un jeu s�equentiel qui sera un petit mod�ele de la vie r�eelle.

Ce jeu a pour th�e�atre une soci�et�e corrompue d'un pays imaginaire et trois types
d'acteurs avec des strat�egies di��erentes. Le directeur, qui g�ere les di��erents maga-
sins de la soci�et�e, les responsables des magasins, et les employ�es des magasins.

Le directeur peut d�ecider d'�etablir une politique dure par laquelle les travailleurs
peuvent �etre condamn�es �a une amende (qui ira directement dans sa poche) ou alors
une politique plus douce. Les responsables des magasins eux-m�emes ont le choix de
transf�erer toutes les amendes re�cues au directeur ou d'ajouter aussi leurs propres
amendes (�a leur seul pro�t). Quant aux travailleurs, ils peuvent �egalement agir de
di��erentes mani�eres. Sachant que leur salaire apr�es d�eduction de petites amendes
�eventuelles est tr�es correct, alors que lorsque les amendes sont plus importantes
elles peuvent les conduire �a faire gr�eve. Les gr�eves r�eduisant le pro�t global du
directeur, il essaie de les �eviter.

Formulons les gains des participants �a ce jeu de mani�ere plus formelle.

Les gains du directeur :

� Le directeur b�en�e�cie d'amendes �elev�ees, auxquelles les responsables de ma-
gasins n'ajoutent pas les leurs, et les travailleurs ne se mettent pas en gr�eve.

� Lorsque les travailleurs se mettent en gr�eve, cela r�eduit les gains du directeur
de 1.

� Si les responsables de magasins ajoutent leurs propres p�enalit�es �a celles du
directeur, le gain de celui-ci s'en trouve r�eduit de 1 (les responsables peuvent
en e�et garder une partie des p�enalit�es pour eux).

� Si le directeur ne �xe pas d'amendes �elev�ees, son gain est r�eduit de 1.

Les gains du responsable du magasin :

� Les responsables de magasin b�en�e�cient des amendes suppl�ementaires qu'ils
per�coivent et les travailleurs ne se mettent pas en gr�eve.

� Une situation o�u les travailleurs se mettent en gr�eve et o�u les responsables
per�coivent des amendes suppl�ementaires est pire que si les travailleurs ne
se sont pas mis en gr�eve et que les amendes suppl�ementaires n'ont pas �et�e
per�cues.
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� Le pire des cas est celui o�u des amendes suppl�ementaires ne sont pas per�cues
par les responsables et que les travailleurs sont en gr�eve.

Les gains des travailleurs :

� Les gains des travailleurs sont les plus importants lorsqu'ils ne se mettent
pas en gr�eve et que ni le directeur ni les responsables de magasins n'imposent
d'amendes.

� Les gains des travailleurs sont moins importants si les responsables de ma-
gasins ajoutent des amendes �a celles du directeur, sachant que quel que soit
le montant des amendes du directeur, les travailleurs peuvent se mettre en
gr�eve.

� Le pire des cas se pr�esente lorsque le directeur et les responsables imposent
de lourdes amendes, et que les travailleurs n'ont d'autre choix que de se
mettre en gr�eve.

Le sch�ema de ce jeu est pr�esent�e sous la forme d'un arbre.
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Lorsque le salaire des travailleurs conna��t une r�eduction, ils n'en connaissent pas
la raison car le directeur et les responsables ne les avertissent pas des amendes
qu'ils ont pu leur donner. Ils ne sont pas au courant des nouvelles d�ecisions que le
directeur peut prendre concernant les amendes. Ils n'ont aucune visibilit�e non plus
sur le responsable du magasin lorsqu'il veut gagner de l'argent en en pr�elevant une
partie sur leur salaire. Ainsi, on peut parler d'un jeu �a information imparfaite, o�u
les travailleurs d�ecident de se mettre en gr�eve sans savoir �a quel sommet d'arbre
de d�ecisions se trouve le jeu et comment ils sont arriv�es �a ce sommet.

Le directeur a donc deux strat�egies possibles : politique douce ou dure. Les res-
ponsables du magasin en ont quatre : en fonction de la politique douce ou dure du
directeur, ils d�ecideront de mettre ou pas d'amende, sachant qu'avant de d�ecider de
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ces amendes, ils sont au courant de la d�ecision du directeur. Quant aux travailleurs,
�etant donn�e l'indiscernabilit�e des coups faits par le directeur et les responsables,
ils n'ont que deux strat�egies : se mettre en gr�eve ou non.

A�n de trouver tous les �equilibres de Nash, composons la matrice de paiements.

Les strat�egies des responsables de magasin seront di��erentes selon la politique
du directeur. Comme ils disposent de quatre strat�egies, il y aura 4 lettres au to-
tal. Nous les d�esignerons par des lettres majuscules et minuscules : les majuscules
seront appliqu�ees pour le cas o�u le directeur aura choisi la politique dure, les minus-
cules lorsqu'il aura choisi la politique douce. Ainsi, les lettres E et e d�esignent les
cas o�u le responsable du magasin a d�ecid�e de facturer des amendes (du mot Extra),
et les lettres B et b � lorsqu'il ne veut pas percevoir d'amendes suppl�ementaires
(du mot Bypass).

Si le directeur a �x�e des amendes (F � Fine), alors la matrice de paiements
suivante est obtenue :

Travailleurs
Faire gr�eve Ne pas faire gr�eve

E (−2;−2; 1) (−2;−2; 1)

Responsable du magasin
e (−2;−2; 1) (−2;−2; 1)

B (−1;−3; 0) (1;−1; 1)
b (−1;−3; 0) (1;−1; 1)

Si le directeur d�ecide de faire une politique douce (f) :

Travailleurs
Faire gr�eve Ne pas faire gr�eve

E (−3;−2; 1) (−2; 1; 0)

Responsable du magasin
e (−1;−1; 2) (−1;−1; 2)

B (−3;−2; 1) (−2; 1; 0)
b (−1;−1; 2) (−1;−1; 2)

Nous trouverons dans ces matrices les meilleures r�eponses possibles pour le respon-
sable du magasin �a toutes les strat�egies du directeur et des travailleurs. Pour les
travailleurs, nous proc�ederons de la m�eme mani�ere : nous noterons leurs meilleurs
coups pour chacune des strat�egies du responsable de magasin.

Le directeur choisira sa strat�egie en comparant les gains des deux matrices en
r�eponse �a chacune des strat�egies du responsable de magasin.

99



D�esignons une gr�eve par la lettre S, du mot Strike. Nous pouvons obtenir que les
ensembles de strat�egies suivants soient des �equilibres de Nash : (F ;E;S), (F ;B; s),
(F ; b; s), (f ; e;S), (f ; b;S).

Lesquels de ces �equilibres sont de Nash dans les sous-jeux ? Y a-t-il des sous-
jeux qui ne commencent pas par des positions de d�epart ? Si nous commen�cons �a
jouer dans des positions o�u le coup appartient aux travailleurs, alors l'ensemble
d'informations se composera de deux sommets dont l'un se trouve dans le sous-
arbre et dont l'autre se trouve �a l'ext�erieur. Consid�erons les sommets dont les
sous-arbres de coups du responsable de magasin poussent. H�elas, encore une fois,
nous sommes g�en�es par le fait que l'ensemble informationnel des travailleurs se
compose de deux sommets dont l'un se trouve dans notre sous-arbre et l'autre
dans un autre sous-arbre, c'est-�a-dire est associ�e �a un autre sous-jeu. Ainsi, nous
n'avons pas de sous-jeux autres que le jeu entier, et les �equilibres de Nash trouv�es
sont des �equilibres de Nash perfectionn�es sur les sous-jeux.

Jeux �a information imcompl�ete

Dans les jeux statiques que nous avons envisag�es jusqu'�a pr�esent, nous avons sup-
pos�e que les joueurs �etaient �egalement inform�es de tous les coups possibles du jeu
et de ses r�egles. De plus, nous avons suppos�e que nous connaissions �egalement les
gains possibles de tous les acteurs, y compris notre gain cible. Il s'agissait de jeux
avec des informations compl�etes.

En fait, il existe un grand nombre de jeux qui ne remplissent pas ces conditions,
jeux dans lesquels nous ne connaissons pas exactement les fonctions objectives
des autres joueurs. Si nous supposons qu'il existe un nombre limit�e de fonctions
objectives possibles, nous donnons la possibilit�e �a la nature de faire un coup, en
cr�eant �a la place d'un joueur r�eel un ensemble de fonctions virtuelles. Comme
mentionn�e pr�ec�edemment, les jeux avec des informations incompl�etes sont appel�es
bay�esiens.

Qu'est-ce que la strat�egie rationnelle dans les jeux bay�esiens ? Comment la d�e�nir ?

Chaque joueur conna��t son type, mais ignore celui de son adversaire. La question
est alors d'�etudier les probabilit�es des choix de chaque type d'adversaire par la
nature. En �xant l'adversaire (d�e�nissant ainsi sa strat�egie), nous pouvons �etablir
le gain attendu pour chacune des options possibles. Comment trouver l'esp�erance
math�ematique du gain total ? Vous pouvez revenir au premier chapitre, si vous
l'avez oubli�e. Rappelons que les probabilit�es conditionnelles sont calcul�ees �a l'aide
de la formule de Bayes (qui a longtemps �et�e appel�ee formule de probabilit�e des
causes), d'o�u le terme d'�equilibre bay�esien.

Les probl�emes qui se posent, compte tenu de l'�equilibre bay�esien, sortent du cadre
de notre cours d'introduction, nous ne consid�ererons donc pas de solutions dans
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des strat�egies mixtes et, en g�en�eral, de mani�ere assez stricte, nous essaierons sim-
plement de faire une analyse des situations qui se pr�esentent.

C�edez le passage !

Expliquons le concept d'un jeu bay�esien par le jeu suivant, appelons-le la ¾piste
de ski bay�esienne¿.

Consid�erons une piste �etroite de ski le long de laquelle deux skieurs se dirigent
l'un vers l'autre. L'un d'eux devra donc c�eder le passage �a l'autre. Si ce n'est pas
le cas, ils entreront en collision et, sans doute, �a grande vitesse.

Aucun des deux ne veut abandonner la piste. Appelons ¾skieur de principe¿
celui qui recevra une amende plus �elev�ee s'il abandonne la piste, et appelons
¾d�ebonnaire¿ celui qui, ayant perdu la piste, ne se consid�erera pas moralement
priv�e, et qui ne recevra pas d'amende. Le premier skieur ne sait pas quel caract�ere
a le second, il estime �egales les probabilit�es que ce dernier soit de principe ou
d�ebonnaire. Construisons une matrice de paiements en supposant que le deuxi�eme
skieur a des principes.

Deuxi�eme skieur
C�eder Ne pas c�eder

Premier skieur
C�eder (0;−4) (−1; 1)

Ne pas c�eder (1;−5) (−4;−4)

La matrice de paiements en supposant la bonne nature du deuxi�eme skieur est la
suivante :

Deuxi�eme skieur
C�eder Ne pas c�eder

Premier skieur
C�eder (0; 0) (−1; 1)

Ne pas c�eder (1;−1) (−4;−4)
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Quelles actions les joueurs choisiront-ils dans ce
jeu ?
Le deuxi�eme skieur sait �a l'avance que le pre-
mier est de bonne humeur. Cela n'est-il pas clair
d'apr�es son sourire ?
Le masque sur le visage du second skieur ne lais-
sant pas deviner clairement ce qu'il pense, son ad-
versaire, par contre, ne sait pas s'il est gentil ou
en col�ere. Pour lui il s'apparente donc au ¾skieur
de Schr�odinger¿.

D�eterminons les gains moyens de chaque joueur pour chaque r�esultat. Revenant
au concept d'esp�erance math�ematique, nous comprenons qu'il est logique d'utiliser
leur esp�erance math�ematique comme gain moyen.

Ensuite, le jeu deviendra celui dans lequel nous savons d�ej�a trouver l'�equilibre. Les
gains du premier joueur ne d�ependent pas de l'�etat du second, c'est-�a-dire que la
strat�egie du premier joueur sera bas�ee uniquement sur ses hypoth�eses concernant
l'�etat et la strat�egie du second. Trouvons les �equilibres de Nash dans des strat�egies
mixtes pour les deux cas.

Le premier des jeux, celui avec le skieur de principe, est le jeu de point de selle.
Le skieur de principe choisira la strat�egie ¾ne pas c�eder¿ avec la probabilit�e 1.

Consid�erons le deuxi�eme jeu. Laissons le second joueur c�eder avec la probabilit�e
p, donc avec la probabilit�e 1−p il ne c�edera pas. �Ecrivons la condition d'�equilibre.
0 · p+ (−1) · (1− p) = 1 · p+ (−4) · (1− p). Par cons�equent, p = 0,75.

�Etant donn�e que la probabilit�e que le deuxi�eme skieur soit de bonne humeur est
de 0,5, l'esp�erance math�ematique qu'il c�ede est 0,75 · 0,5 + 0 · 0,5 = 3

8 .

Alors le gain attendu du premier joueur s'il c�ede est �egal �a 0 · 38 + (−1) · 58 = − 5
8 .

S'il ne c�ede pas, l'esp�erance math�ematique sera 1 · 38 + (−4) · 58 = − 17
8 .

Il est logique qu'avec de telles esp�erances math�ematiques, le premier joueur d�ecide
de ne prendre aucun risque et c�ede. Le second, r�ealisant ce que pense le premier,
se pr�ecipitera avec la brise. Sachant lui-m�eme ce que son adversaire pense de lui,
le premier joueur sera alors plus enclin �a abandonner la piste de ski.

March�e de citrons

En 1970, un article de George Akerlof ¾The Market for �Lemons�¿ [18] est publi�e.
Il y a �et�e montr�e qu'en d�epit du r�ole g�en�eralement stabilisateur des relations de
march�e, il existe des situations dans lesquelles le manque d'informations de certains
participants et la disponibilit�e d'informations provenant d'autres peuvent conduire
�a l'e�ondrement des deux. Aujourd'hui, cet article est l'un des plus cit�es parmi les
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articles de recherche de la th�eorie �economique moderne selon Google Scholar.

Son apport essentiel est de d�emontrer comment une asym�etrie d'information en
faveur du vendeur d'un bien (en l'occurrence le vendeur en sait plus que l'acheteur
sur la qualit�e du bien qu'il vend) peut conduire �a la r�eduction du nombre de
transactions ou �a la disparition du march�e, m�eme dans des conditions par ailleurs
concurrentielles. Une des forces de cette contribution est de montrer comment ce
type de ph�enom�enes peut se produire dans un cadre analytique tr�es simple.

Professeur �a l'universit�e de Californie �a Berkeley, Akerlof a �et�e r�ecompens�e en
2001 par le prix Nobel d'�economie en compagnie de Michael Spence et Joseph
Stiglitz pour ses recherches sur l'asym�etrie d'information dont cet article est l'un
des points de d�epart.

L'un des exemples consid�er�es est le march�e des voitures d'occasion. Divisons en-
semble des voitures en deux cat�egories � les ¾citrons¿, voitures plut�ot adapt�ees
aux pi�eces de rechange et les ¾p�eches¿, voitures qui peuvent encore rouler.
Concernant les ¾citrons¿ leurs propri�etaires sont
pr�ets les vendre pour 1000 dollars et les acheteurs
sont pr�ets, eux, �a payer 1500 dollars. Une situa-
tion assez courante. Si les deux sont lanc�es sur le
march�e, les voitures trouveront leurs acheteurs.

Les ¾p�eches¿ sont bien s�ur plus ch�eres. Leurs pro-
pri�etaires seront heureux s'ils les vendent pour
3000 dollars et les acheteurs sont pr�ets �a payer
4000 dollars. Une situation magni�que. Les ache-
teurs sont pr�ets �a donner le prix propos�e par les
vendeurs et paieront avec plaisir.

Cependant ... Oh, c'est ¾cependant¿, les vendeurs de voitures savent �a quelle
cat�egorie appartiennent celles qu'ils vendent mais pas les acheteurs. Toutes les
voitures sont ext�erieurement en bon �etat, elles roulent toutes (cependant, les ¾ci-
trons¿ ne rouleront pas longtemps ...). Les acheteurs savent que la moiti�e des
voitures propos�ees sont des ¾citrons¿ et l'autre moiti�e des ¾p�eches¿, mais ils ne le
savent pas pour une voiture en particulier.

Selon le mod�ele bay�esien, le juste prix qu'un acheteur serait pr�et �a payer pour une
voiture, �etant donn�e la probabilit�e �egale des deux types de voitures sur le march�e,
est 1

2 · 1500 + 1
2 · 4500 = 2750.

Le propri�etaire d'une ¾p�eche¿ est-il pr�et �a vendre sa voiture pour un tel prix ?
�Evidemment non. Seuls les ¾citrons¿ resteront sur le march�e. Les informations
�a ce sujet parviendront rapidement aux acheteurs et le maximum qu'ils o�riront
pour une voiture est de 1500 dollars. Le march�e des ¾p�eches¿ qui aurait prosp�er�e
gr�ace �a des informations compl�etes a �et�e d�etruit, bien que les vendeurs soient pr�ets
�a les vendre et que les acheteurs soient pr�ets �a les acheter, mais h�elas ...
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Avec ces exemples et d'autres, Akerlof montre qu'il n'est pas n�ecessaire de devenir
euphorique sur le fait que les relations de march�e sont les plus appropri�ees pour
mener une activit�e �economique.

Fin de semaine !

Et en�n, comme nous l'avons d�ej�a fait, nous vous proposerons un jeu auquel vous
pourrez jouer avec vos amis. Cette fois, vous pouvez communiquer les uns avec les
autres. Le jeu se fera avec des informations incompl�etes et une pi�ece jouera le r�ole
de la nature. �Evidemment, vous pouvez vous entendre sur quelque chose mais ne
pas tenir la promesse.

Supposons que vous �etes d�ej�a inscrit �a l'Ecole Polytechnique. C'est le premier
week-end de septembre et vous d�ecidez comment vous voulez le passer. Chacun de
vous a les trois strat�egies suivantes.

�

Le barbecue. Allez au parc pour un barbecue.
Le gain avec cette strat�egie est �egal au nombre
de personnes qui sont venues au barbecue en cas
de beau temps (plus il y a de monde, plus il y
a de plaisir) et de −10 en cas de pluie (puisque
vous serez tous mouill�es et que votre humeur se
d�et�eriorera).

� Kfet. Allez �a une f�ete �a Kfet. Notons votre nombre total par N . Le gain de
cette strat�egie est :

� moins de N/10 personnes sont venues : −5, si vous venez �a une f�ete par
mauvais temps, vous vous ennuyez simplement. Si le temps le permet,
vous obtiendrez −20 car vous n'�etes pas all�e au parc et n'avez pas non
plus fait de barbecue.

� entre N/10 et N/5 personnes sont venues : par mauvais temps +10 :
vous vous amusez d�ej�a plus mais toujours pas beaucoup. Par beau
temps, −15. Parce que vous aimez le barbecue.

� entre N/5 et N/3 personnes sont venues : par mauvais temps +20 :
vous jouez �a la ma�a et vous vous amusez. Par beau temps, −12. Vous
feriez mieux de jouer �a la ma�a en mangeant un barbecue.

� entre N/3 et N/2 personnes sont venues : par mauvais temps +10 : il
y a du monde �a Kfet. Par beau temps, −20. Vous vous sentez �etou�er
et voulez de l'air frais.

� plus de N/2 personnes sont venues : par mauvais temps, vous perdez
un nombre de points �egaux �a la moiti�e du nombre de visiteurs du fait
qu'il n'y a tout simplement rien �a respirer �a Kfet. Les combats pour
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un si�ege pr�es de la fen�etre commencent. Par beau temps, vous perdez
un nombre de points �egaux �a deux fois le nombre de visiteurs. Vous
regrettez vraiment de ne pas vous promener.

� Restez chez vous. Par beau temps, vous perdez 5 points et par mauvais
temps vous en obtenez 5.

Essayez maintenant de n�egocier avec vos amis.
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7 Jeux de r�eseau routier

Nous utilisons tous r�eguli�erement les transports, tant publics que priv�es. C'est
aujourd'hui ce dont nous discuterons principalement.

En fait, mes deux th�eses de doctorat portaient sur la mod�elisation math�ematique
des �ux de tra�c, donc ce sujet m'est familier.

Graphe orient�e

Les graphes sont probablement l'un des sujets les moins appr�eci�es en math�ematiques.
Ils sont rarement mentionn�es dans les �ecoles et ne sont �etudi�es en g�en�eral que
dans quelques-unes. Ainsi, dans ma vie, j'ai rencontr�e de nombreuses personnes
qui confondent les mots ¾graphique¿ et ¾graphe¿ alors que ce sont des choses
compl�etement di��erentes, les graphes �etant plus simples que les graphiques. Qu'est
ce donc qu'un graphe ?

D�e�nition 32. Un graphe est un ensemble �ni de points, dont certains sont
reli�es par des lignes. Ces points sont appel�es les sommets du graphe, et les lignes
de connexion sont appel�ees les ar�etes.

Vous pouvez visualiser le graphe comme ceci : laissez les sommets �etre des villes et
les ar�etes, des routes qui les relient (�gure ci-dessous). Peu importe dans le graphe
l'emplacement des sommets sur la �gure ou l'entrecroisement �eventuel des ar�etes :
le m�eme graphe peut �etre repr�esent�e de diverses mani�eres.

Moscou

Winterfell
Ankh-Morpork

Echo

Rohan Asgard

Que savons-nous du tra�c de toutes les fa�cons ? Qu'est-ce qu'un r�eseau routier ?
Il est logique que le r�eseau de transport soit une sorte de graphe ; de plus, il est
orient�e.
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Un graphe est dit orient�e si ses ar�etes ont une direction. Ceci est g�en�eralement
repr�esent�e par une ��eche pointant une direction �a la �n de chaque ar�ete (voir
�gure). Ces ar�etes sont appel�ees ¾arcs¿. Sauf indication contraire, dans un graphe
orient�e, il ne peut g�en�eralement pas exister deux ar�etes entre deux sommets, dont
l'un est dirig�e dans un sens et le second dans l'autre. Dans les graphes de transport,
contrairement aux graphes des math�ematiques d'olympiades, deux sommets du
graphe peuvent �etre, ou plus pr�ecis�ement sont presque toujours reli�es par des
ar�etes orient�ees dans deux directions. Ce qui n'est pas le cas pour les rues �a sens
unique.

D�e�nition 33. Les sommets u et v de graphe sont appel�es fortement connexes,
s'il existe un chemin de u �a v dans ce graphe.

D�e�nition 34. Le graphe orient�e est fortement connexe, si pour toute paire
ordonn�ee de sommets distincts u ∈ V et v ∈ V , il existe un chemin de u �a v dans
ce graphe.

Chaque graphe peut �etre divis�e en composants de forte connexit�e, entre lesquels
des arcs sont dessin�es (�gure ci-dessous).

Dans la th�eorie des �ux de tra�c, nous supposerons que de n'importe quel endroit
vous pouvez vous rendre �a n'importe quel autre, c'est-�a-dire que le graphe routier
est fortement connexe.
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Graphe pond�er�e

Que devons-nous savoir d'autre sur les routes ? Elles peuvent �etre de longueurs
di��erentes, on peut alors dire que le graphe est pond�er�e : chaque ar�ete peut �etre
associ�ee �a un nombre, par exemple, la longueur de la route correspondante.

Si toutes les routes sont dans le m�eme �etat et sont tout �a fait vides, cette image
peut nous dire d�ej�a beaucoup. Par exemple, combien de temps nous allons voyager
d'une ville �a l'autre et �a travers quelles villes nous obtiendrons le chemin le plus
court.
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Dans ce graphe, par exemple, nous pouvons nous assurer du moyen le plus rapide
pour se rendre de Winterfell �a Echo soit via Moscou et Azkaban.

Chaque personne qui se rend sur la route examine l'�etat de la circulation. La
plupart choisissent un trajet pensant que l'�etat des transports ne changera pas
tout au long de ce trajet, et elles s�electionnent le chemin le plus court sur un
graphe orient�e �a pond�eration constante.

Pond�eration variable

En r�ealit�e, cependant, une distance ne re��ete pas pleinement l'�etat r�eel des choses.
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Par exemple, que pr�ef�erez-vous : parcourir 50
kilom�etres sur un chemin de terre accident�e
ou 100 kilom�etres sur une autoroute nouvelle-
ment construite ? Il est logique que le temps
de trajet et le confort fassent pencher la ba-
lance vers le second. Mais en m�eme temps, si
l'autoroute est pleine de voitures formant un
�enorme embouteillage alors que la route du vil-
lage est compl�etement vide, votre choix changera
�evidemment.

Nous attribuons �a chaque ar�ete une fonction exprimant le temps de parcours
comme fonction du nombre de voitures. Il est logique que plus il y a de voitures,
plus le temps de trajet est signi�ant, c'est-�a-dire que la fonction augmente (mais
seulement �a partir d'un certain seuil, ainsi tant qu'il y a peu de voitures sur l'auto-
route, elles ne se g�enent pas du tout). Nous ne consid�ererons que les d�ependances
les plus simples, par exemple, quand le poids de chaque ar�ete est une fonction
lin�eaire.

Naturellement, chacun en choisissant la trajectoire optimale, fait attention non
seulement au temps de trajet mais aussi au confort de d�eplacement, au prix du
trajet sur la route �a p�eage, etc. Mais pour ne pas nous laisser entra��ner par des
math�ematiques et des sciences �economiques e�rayantes, nous n'�evaluerons que le
temps de trajet.

En 1952, le scienti�que anglais John Glen Wardrop (1922 − 1989) a pr�esent�e
au monde ses deux principes d'�equilibre, li�es au concept d'�equilibre de Nash,
d�evelopp�es ind�ependamment l'un de l'autre. Cependant, dans les r�eseaux de trans-
port, les acteurs sont nombreux, ce qui rend l'analyse complexe. Dans un r�eseau de
transport, le principe de Wardrop [48] stipule que chaque usager se comporte de
mani�ere rationnelle et �ego��ste. Rationnel car il �evalue les alternatives et �ego��ste car
il choisit le meilleur itin�eraire. Sa �nalit�e �etant de minimiser le co�ut g�en�eralis�e du
parcours. Ainsi, chaque usager aura int�er�et �a se reporter sur un itin�eraire alternatif
tant que le co�ut g�en�eralis�e de celui-ci est inf�erieur au co�ut g�en�eralis�e initial.

1. Le premier principe co��ncidait largement avec les id�ees des ann�ees 1920,
exprim�ees en co-auteur avec Frank Knight (1885−1972). Son libell�e : ¾Pour
chaque couple d'origine�destination, les chemins utilis�es ont le m�eme co�ut
g�en�eralis�e et celui-ci est inf�erieur aux co�uts des chemins non utilis�es. Si,
pour un couple origine-destination, plusieurs itin�eraires sont utilis�es, leurs
co�uts g�en�eralis�es sont �egaux¿. Ce principe est appel�e aussi ¾l'�equilibre de
l'utilisateur¿ (User equilibrium).

2. Le deuxi�eme principe d'�equilibre stipule que le temps de trajet optimal n'est
atteint qu'avec les e�orts conjoints de tous les participants au �ux. C'est
le cas de ¾Syst�eme optimal¿ (System optimum) ou ¾l'�equilibre de Wardrop
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social¿. Par exemple ce principe prend en charge les v�ehicules �a commande
centrale.

Dans les deux cas, chaque conducteur estime que son in�uence est si faible qu'elle
n'a�ectera en rien la situation de la circulation. Nous examinerons l'�equilibre des
voitures individuelles. Une formulation plus simple de ce principe sera : ¾le temps
de trajet entre deux points sera le m�eme quel que soit l'itin�eraire que nous choi-
sissons¿. En e�et, s'il y a un moyen avec moins de temps de trajet, alors certaines
voitures l'utiliseront et �a la �n un nouvel �equilibre sera �etabli.

Qu'est-ce que l'�equilibre en g�en�eral ? Si chaque jour �a la m�eme heure, le m�eme
ensemble de voitures doit se d�eplacer d'un endroit �a un autre, comment les au-
tomobilistes �niront-ils par conduire apr�es un certain temps ? Quels ¾itin�eraires
pr�ef�er�es¿ chacun empruntera-t-il ?

Jour apr�es jour, chaque conducteur ayant des in-
formations sur la fa�con dont la veille s'est d�eroul�ee
pour le transport (apr�es avoir regard�e les em-
bouteillages sur GoogleMaps et avoir observ�e l�a
o�u il y en avait le moins) prend la d�ecision de
suivre le m�eme chemin qu'hier ou de changer de
trajectoire. Plus il y a d'embouteillages sur son
itin�eraire et moins sur les autres, plus t�ot il chan-
gera de trajectoire. Quand il voit que les embou-
teillages sont absolument les m�emes partout alors
l'�equilibre s'�etablit. Un �equilibre �etabli sur plu-
sieurs coups est appel�e l'�equilibre it�eratif.

Wardrop n'a pas fourni d'algorithmes pour r�esoudre les �equilibres de Wardrop
(Nash-Wardrop), il les a simplement d�e�nis comme des desiderata. Le premier
mod�ele math�ematique d'�equilibre de r�eseau a �et�e formul�e par Beckmann, McGuire
et Winsten en 1956 [6]. Ils ont essentiellement math�ematis�e le mouvement des
automobilistes et ont d�eclar�e que le temps de trajet minimum total sera atteint
lorsque chaque automobiliste aura d�ej�a d�ecid�e de son itin�eraire. Comme pour les
�equilibres de Nash, des solutions simples �a l'�equilibre �ego��ste peuvent �etre trouv�ees
par la simulation it�erative, chaque agent attribuant sa route en fonction des autres.
C'est un calcul tr�es lent.

Jouons aux embouteillages !

Nous vous sugg�erons de participer au jeu suivant qui met en œuvre une situation
routi�ere.

Supposons que vous �etesN personnes. Laissez les retards le long des arcs du graphe
de transport �etre d�e�nis comme suit :
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Ici, dans les formules, n est le nombre de personnes parcourant cette route.

Votre objectif est de passer de O �a D. Le gain de ce jeu pour chacun de vous est
la di��erence entre votre temps de trajet et celui du plus lent d'entre vous.

Chaque joueur a trois strat�egies : O − 1−D, O − 2−D et O − 1− 2−D.

Comme il s'agit d'un jeu de groupe, vous pouvez et devez discuter de votre
strat�egie. Le jeu est ouvert, chacun conna��t les coups des autres. Pour pr�eserver
l'�equit�e, chaque joueur doit �ecrire sur papier son choix parmi les trois strat�egies
puis signer et mettre le papier dans un chapeau sur la table de l'h�ote.

Vous pouvez jouer �a ce jeu plusieurs fois pour vous approcher de l'�equilibre.

Un exemple de recherche d'�equilibre dans un r�eseau de trans-
port

Trouvons l'�equilibre auquel vous arriveriez si vous aviez plus de temps et plus
d'it�erations. Soit les nombres suivants de voitures voyageant le long des trajec-
toires.

1. O − 1−D : a voitures,

2. O − 2−D : b voitures,

3. O − 1− 2−D : c voitures.

Il est logique qu'alors a + b + c = N . Ensuite, chacune des cinq routes du r�eseau
de transport est utilis�ee par les nombres de personnes suivants :

� De O �a 1 : a+ c voitures,

� De O �a 2 : b voitures,

� De 1 �a 2 : c voitures,

� De 1 �a D : a voitures,

� De 2 �a D : b+ c voitures.
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En principe, ceux qui connaissent la physique remarqueront que le tra�c de voitures
satisfait essentiellement �a la premi�ere r�egle de Kirchho� : autant de voitures circu-
lantes entrent dans l'intersection, autant la quittent. Une fois dans la circulation,
il n'y a pas de g�en�eration spontan�ee de v�ehicules, et les mod�eles math�ematiques en
g�en�eral ne consid�erent pas les cas d'accidents routiers, qui m�enent aux disparitions
de v�ehicules.

Calculons les d�elais sur chaque trajectoire :

1. Sur la trajectoire O − 1−D : 30 · (a+ c) + 3 · a+ 25N ,

2. Sur la trajectoire O − 2−D : 3 · b+ 25N + 30 · (b+ c),

3. Sur la trajectoire O − 1− 2−D : 30 · (a+ c) + 3 · a+ 5N + 30 · (b+ c).

�Ecrivons la condition d'�equilibre dans ce r�eseau de transport :

30 ·(a+c)+3 ·a+25N = 3 ·b+25N+30 ·(b+c) = 30 ·(a+c)+3 ·c+5N+30 ·(b+c).

A partir de la premi�ere �egalit�e, il est �evident que a = b. A partir de la seconde,
en rempla�cant, nous obtenons que 3 · a+ 25N + 30 · (a+ c) = 30 · (a+ c) + 3 · c+
5N + 30 · (a+ c), d'o�u 3 · a+ 20N = 30 · (a+ c) + 3 · c.
En tenant compte du fait que a + b + c = N , on obtient 3 · a + 20(a + a + c) =
30·(a+c)+3·c. D'o�u a = c. Cela signi�e qu'en �equilibre, les �ux sont uniform�ement
r�epartis. Ensuite, le temps de trajet total pour chacun sera 30 2N

3 + 3N
3 + 25N =

46N.

Est-ce toujours rentable de construire de nouvelles routes ?

Selon vous, qu'est-ce qui changera si nous faisons sauter la route reliant les points
1 et 2 ?

Trouvons un �equilibre dans ce jeu de transport.

O D

2

1

3n
+
25
N

3n
+
25
N30n

30n

Soit les nombres suivants de personnes voyageant le long des trajectoires :
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1. O − 1−D : a voitures,

2. O − 2−D : b voitures.

Et, comme dans le cas pr�ec�edent, a + b = N .
Calculons les d�elais sur chaque trajectoire :

1. Sur la trajectoireO−1−D : 30·a+3·a+25N ,

2. Sur la trajectoire O−2−D : 3·b+25N+30·b.

Apr�es avoir �ecrit les conditions d'�equilibre, nous
obtenons que a = b = N

2 .

Ensuite, le temps de trajet total pour chacun sera :

30
N

2
+ 3

N

2
+ 25N = 41,5N.

Que voyons-nous ? Nous avons ferm�e la route et la situation n'a fait que
s'am�eliorer ! Que s'est-il pass�e ?

Paradoxe de Braess

Dans les math�ematiques, et plus pr�ecis�ement dans la th�eorie des jeux, le paradoxe
de Braess �enonce que l'ajout d'une nouvelle route dans un r�eseau routier peut
r�eduire la performance globale, lorsque les entit�es en se d�epla�cant choisissent leurs
routes individuellement. Cela provient du fait que l'�equilibre de Nash d'un tel
syst�eme n'est pas n�ecessairement optimal. Ce paradoxe a �et�e mis en �evidence en
1968 par le math�ematicien allemand Dietrich Braess (n�e en 1938). Il a donn�e
un exemple de r�eseau dans lequel l'ajout d'une nouvelle route a entra��n�e une
augmentation du temps de trajet sur la structure du r�eseau pour tous les usagers
de la route [10].

Nous venons de d�ecrire un exemple d'un tel paradoxe. Le m�ecanisme de la forma-
tion du paradoxe de Braess fait largement �echo au dilemme du prisonnier de la
th�eorie des jeux : chacun choisit la strat�egie optimale pour lui-m�eme ce qui ne fait
qu'aggraver l'�equilibre optimal.

Ce paradoxe a �et�e rencontr�e dans les structures routi�eres r�eelles aux �Etats-Unis, en
Grande-Bretagne, etc. Voici une liste des r�eseaux les plus connus avec le paradoxe
de Braess dans la vraie vie.

� �A S�eoul (Cor�ee du Sud), une am�elioration du tra�c autour de la ville a �et�e
observ�ee lorsqu'une voie rapide a �et�e supprim�ee lors du projet de restauration
de Cheonggyecheon.
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� �A Stuttgart (Allemagne), apr�es des investissements sur le r�eseau routier en
1969, la situation ne s'est pas am�elior�ee jusqu'�a ce qu'une section de route
nouvellement construite soit �a nouveau ferm�ee au tra�c.

� En 1990, la fermeture de la 42e rue �a New York a r�eduit la congestion dans
cette zone.

� En 2008, Youn, Gastner et Jeong ont point�e du doigt des itin�eraires
sp�eci�ques �a Boston, New York et Londres et d�esign�e des routes qui pour-
raient �etre ferm�ees pour r�eduire les temps de trajets.

� En 2011, �a la suite de la fermeture de l'Interstate 405, l'absence d'un fort
tra�c dans une large zone est potentiellement consid�er�ee comme l'exemple
le plus r�ecent du paradoxe de Braess �a l'œuvre.

Comme Roughgarden et Valiant l'ont montr�e dans leur article de 2006 [45], ce
paradoxe est tr�es susceptible de se produire dans des graphes al�eatoires. Sa solu-
tion n'est pas �evidente, comme cela peut para��tre �a premi�ere vue. Roughgarden
a montr�e dans son article [36] que le probl�eme de recherche des ar�etes ine�caces
dans un r�eseau est NP-di�cile, c'est-�a-dire pratiquement insoluble. D'autre part,
Miltach a montr�e dans son article [27] que le seul r�eseau dans lequel le paradoxe de
Braess ne peut pas �etre r�ealis�e est un r�eseau d'ar�etes parall�eles. Une cons�equence
de ce qui pr�ec�ede est que l'ajout mal con�cu de nouvelles routes �a un r�eseau routier
peut augmenter la surcharge de d�eplacement dans ce r�eseau.

Autres paradoxes de transport

Le paradoxe Downs-Thomson d�emontr�e pour la premi�ere fois par Downs en 1962
[13] indique que la vitesse d'�equilibre des v�ehicules dans le r�eseau de transport est
d�etermin�ee par la vitesse moyenne de ¾porte-�a-porte¿ pour des trajets �equivalents
en transports en commun [1].

Le paradoxe de Pigou-Knight-Downs a�rme que l'augmentation de la capacit�e
des routes ne r�eduit pas toujours les retards globaux des v�ehicules [3]. Cela peut
s'expliquer par le fait que le tra�c peut simplement passer d'une route �a celle
am�elior�ee, ce qui accro��t l'encombrement. En fait, ce paradoxe est une cons�equence
du paradoxe Downs-Thomson.

Le paradoxe Downs-Thomson se produit en raison de la transition des passagers
des transports publics vers les transports personnels sous l'in�uence d'une de-
mande di��er�ee. La sortie de passagers des transports publics r�eduit le pro�t de ses
op�erateurs et les oblige �a augmenter les intervalles, ce qui oblige les autres passa-
gers �a passer �a des v�ehicules priv�es. Cependant, dans le m�eme temps, la situation
routi�ere se d�et�eriore �egalement : croyant �a l'am�elioration de la capacit�e routi�ere
aux heures de pointe, les conducteurs qui tentaient auparavant d'emprunter la
route en dehors des heures de pointe commencent �a s'y rendre. Ces deux facteurs
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perturbent l'�equilibre des transports, conduisant �a une croissance explosive des
�ux de v�ehicules sur le prolongement de la route, �a l'�emergence d'encombrements
encore plus importants et �a une d�et�erioration du service des transports publics.

Le paradoxe Downs-Thomson n'est pas universel et n'est applicable que dans les
cas o�u il existe un syst�eme de transport public d�evelopp�e de m�eme que lorsque le
r�eseau routier existant ne peut plus faire face �a la �uidit�e du tra�c. Il existe des
preuves exp�erimentales en laboratoire et math�ematiques pour ce paradoxe.

Le postulat de Lewis-Mogridge a �et�e formul�e en 1990. Il est bas�e sur le constat que
plus il y a de routes construites, plus il y a de tra�c pour les remplir [29]. Cette pa-
raphrase de Mogridge est une r�ef�erence directe �a la ¾loi de la surcharge imminente¿,
introduite de force dans la litt�erature sur les transports par Anthony Dawson. Le
postulat est interpr�et�e comme un processus d'augmentation du tra�c jusqu'�a ce
qu'il occupe tout l'espace libre sur la route. Les avantages de vitesse d'une nouvelle
route s'estompent en quelques mois, voire quelques semaines. Parfois, de nouvelles
routes r�eduisent la gravit�e du probl�eme de congestion dans certaines sections, mais
dans la plupart des cas, ces embouteillages se d�eplacent simplement vers d'autres
centres de transport.

D'apr�es le postulat de Lewis-Mogridge, il n'est pas correct de conclure que la
construction de routes est g�en�eralement injusti��ee, mais les promoteurs et les
constructeurs devraient percevoir l'ensemble du syst�eme de transport comme un
tout. Cela signi�e que la compr�ehension des principes du d�eplacement d'objets
sur la route doit �etre �a un niveau tel que la motivation �a se d�eplacer passe avant
le fait m�eme de d�eplacement. Ce postulat a souvent �et�e utilis�e pour expliquer les
probl�emes caus�es par les v�ehicules priv�es, en particulier la congestion des routes
et autoroutes urbaines. Il peut �egalement aider �a expliquer le succ�es du syst�eme
de p�eage du centre de Londres.

Cependant, il ne se limite pas au transport personnel. Mogridge, en tant qu'ana-
lyste britannique des transports est �egalement arriv�e �a la conclusion que tous
les co�uts d'investissement li�es �a l'expansion du r�eseau routier dans les limites de
la ville entra��neront in�evitablement sa saturation �a l'avenir et r�eduiront la vi-
tesse moyenne pond�er�ee de mouvement dans tout le syst�eme, y compris les routes
et les transports publics. Ces relations de vitesse et cet �equilibre g�en�eral sont
�egalement connus sous le nom de paradoxe Downs-Thomson. Cependant, selon
l'interpr�etation d'Anthony Downs lui-m�eme, ces liens entre les vitesses moyennes
pond�er�ees des transports personnels et publics ne sont applicables que lorsque,
aux heures de pointe, le tra�c de passagers a une voie de circulation distincte
(g�en�eralement la droite). Prenons, par exemple, le centre de Londres o�u depuis
2001, environ 85% de tous les participants aux heures de pointe du matin dans
le centre-ville utilisent les transports en commun (qui empruntent 77% du trajet
sur une voie s�epar�ee) lorsque seulement 11% utilisent des voitures priv�ees. D�es
que la libert�e de passage des transports publics terrestres a �egal�e la libert�e de
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d�eplacement dans le m�etro, le temps de trajet pour les deux types de transports
publics a �et�e �a peu pr�es �egal.

L'une des m�ethodes de r�egulation des �ux de tra�c peut �etre l'introduction de
p�eages. Il y a une di��erence entre le tarif sur une route particuli�ere et le tarif vers la
zone s�electionn�ee. L'histoire montre des exemples positifs et n�egatifs de l'in�uence
de telles d�ecisions sur la situation des transports. Par exemple, l'introduction d'une
entr�ee payante dans le centre de Rome a permis de r�eduire la charge sur les routes
de 15 �a 20%, tout en augmentant la charge sur les transports publics de seulement
6%. L'introduction d'un p�eage sur les routes de Melbourne a r�esolu le probl�eme des
embouteillages. Un exemple n�egatif est la construction de l'autoroute �a p�eage M1
en Hongrie. En raison des tarifs excessifs, cette route est largement sous-charg�ee
[12].
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8 Conclusion

J'aimerais croire que vous avez maintenant beaucoup appris sur la th�eorie des
jeux et la prise de d�ecision. Bien s�ur, concernant ceux d'entre vous qui pensaient
qu'apr�es avoir lu ce livre, ils allaient rapidement atteindre le niveau 100 avec leur
personnage Pandaren, ils ont �et�e d�e�cus du fait que nous n'avons rien dit �a ce sujet.
Et nous avons �enonc�e que la th�eorie des jeux en tant que branche de la science
est associ�ee �a de nombreux autres domaines de cette derni�ere : les math�ematiques,
bien s�ur, l'�economie, l'informatique, la psychologie et m�eme la philosophie. Vous
avez constat�e que la tendance �a l'�ego��sme, normale pour chacun des peuples, ne
conduisait pas au meilleur r�esultat pour tous ensemble.

Quels genres de sujets math�ematiques avons-nous soulev�e dans ce livre ? Th�eorie
des probabilit�es, combinatoire, th�eorie des graphes... On ne peut pas tout lister. La
th�eorie des probabilit�es a �et�e cr�e�ee �a un moment pr�ecis a�n de d�eterminer si une
version particuli�ere du jeu de d�es �etait juste ou non. L'�economie math�ematique est
largement bas�ee sur la th�eorie des jeux. Tout cela, c'est-�a-dire, les applications des
math�ematiques �a la r�esolution de probl�emes pratiques, est appel�e math�ematiques
appliqu�ees, et j'esp�ere avoir pu vous en montrer quelques applications int�eressantes.
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