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��� ��!� ��!
"����� ��	
�&� �	�
�� ' = (+ 1− ) = 9 + 1− 6 = 4�
*� ��+
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	�"
�	�� �� ��	&
�& ���� 5 ,
�!��- 1 − 4 − 2 − 5 − 1.
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� �������	!
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"���� ����	 
� �	��	!	��1

(
�� �2- )�!�&��!�
	$ ����	�

��	�
��� ������	�
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�!� ��+
� ���	��
��
� ����� 
� ����� ,
�!	� ��
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���

�������� ��	�
 ��	���	����
�� ��
�
���� �� ���	��	 �� ���
�� ��
�
��� ��	����
���� �� � ��
�
�������� ������
� ��� n����
�	����
���� ���
��	 n+ 1��� �	����
����� 

Y1 → Y2 → Y3 → · · · → Yn → Yn+1 → . . .

!��������	" ��	�
� ������ ��	���	����
�� ��
�
��� � 	��# �	�
��� 
�
���	��"�	�� �	����
���� ����� n + 1 ����� ���"����	"��
��	�����	"$ ���� �	����
���� �	 ������ 1 
� ������ n %�����"��
&	� ����� ������	" 	�
�

�� {Y1, Y2, . . . , Yn} ���
��	 Yn+1.

!����� ��� ���������� ��	�
� ������ ��	���	����
�� ��
�
�
��� �����"��$	�� ��'" ���
��"
� ���
�
�(�� �	����
����# � ��
����� ��� )���� ������	� ���
�$(�$ �������$� ���� ��	�
 ���
	���	����
�� ��
�
��� ����� ���� ���
�	���	"# 
�
 ����� 
����
��# � �	��� ����� 	�
�(�� 
�����# �* 
����� ���� +��
	��
��	",
���
�
�(�� - 	����" 
����� 
�
���	� ������� �(* ������� ��
��
�� '��������# � 
�� 	���# �	��� ����� n + 1��� 
�����# 
�����
����	" ��� 
�����# � 
�	����� ��� ���
����� 

������ �� .����	��# �	� ����� x+
1

x
�����	�� ����� /�
���	"#

�	� ��� �$��� ��	����"��� n ����� xn+
1

xn
	�
�� �����	�� ����� 

��	�
��� /�
���� ������� �	����
���� 
�� n = 2� 
���	���

	��"��# �����
*� x+
1

x
� 
��
��	� �	�$
� x2+2+

1

x2
0 ����� �����#

� �����	 � x2 +
1

x2
0 	�
�� ����� 

1�������� 
�
���	" �	����
���� ��
 ������� n + 1� 	�����	��


�
���	"# �	� xn+1 +
1

xn+1
0 ����� 2	����
���� ��
 ������� n
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����������	 
�� xn +
1

xn
� 
����	 � ����������� 1� x +

1

x
� 
�����

���������� ��� ��� 
����	 ������ ����
�����	 
��

(
xn+

1

xn

)(
x+

1

x

)
= xn+1 +

1

xn+1
+ xn−1 +

1

xn−1 � ����� 
���� 
����� �� n − 1�

�� ����������� ������	 
�� xn−1 +
1

xn−1 � 
���� 
����	 � ������

�������	 
�� � xn+1 +
1

xn+1
� ����� 
���� 
����	 
�� � ������������

 ������	 
�� � ��!���� ���" #���
� �$ ����#��� Yn+1	 ����#��
��� Yn	 Yn−1 � Y1� %� ���� n + 1��� ������ ��������� !�������� �
n�"	 n− 1�" � 1�" �������

������ �� &�������	 
�� ����" ������� ����� ��#��#��� ��
�����	 ��
���� � !����	 ����
����� ����������

��	�
��� ��������� ���
��� ��#��#��� ������� '��� �$ ��
������������ 
���� ���������� (
������	 ����� ����#�� �������
��#��#����� �� 4 
����� ������� ����#�$����	 ����� ��"�� � ����
��� ��#��#���� �� 6 � �� 8 
����"� )����*+,

-��� *+� -�#������ �������� �� .	 /	 0 � + 
����"�

 ������ ������	 
�� ���� �$	 ��������	 '���� ��#��#��� �����
��� �� 7 
����"	 �� �������
�� ��#��#��� ��� �� 4 
����	 � ����� ����
�# ������ ����� ��#��#��� �� 4 
����� 1���2�	 ���� ����"��� �������
��#��#�� �� n 
����"	 �� ��� ��#��#���� ������ �# ��� ���������
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�� 4 ����� ��	
������ n + 3 �����
 �� ���� ����	������ �	�������
Yn → Yn+3 �	� 	����� n� ����	������ ������� �	��������

• Y6 → Y9 → Y12 → Y15 → . . .

• Y7 → Y10 → Y13 → Y16 → . . .

• Y8 → Y11 → Y14 → Y17 → . . .

�� ���� �	� ����
 ����� ���
����� ������
 �
���
 ����� ����	�

��	��� Y6
 Y7 � Y8�  � � !��� �� 
�� 
����	����

"���� �������
 ��� � #������#����� ������ $ �#� ����������%

������� ������
 � ����� ��� �#� ���
���	���
 ���� ��	��� ����

�	����� $ �������� �� �#&% 
���#������� '#������ ��	�
� ���

�
����
 �
��� �������	��� �	����� �� ����	������ �	����� ���

��
 ����� �� ���
������ (������ #������)�

������ �� '#� ����% n > 3 ����# ��#� � ������� 1, 2, 3, . . . , n
�#����� ����� #��	����� �� �#� #����� �� ����� �
���*

��	�
��� +���� ��#� ����� ��	� #����	��� �#��
���� ��#��

���
 �
���#��� ����� ��#� ��	��� ��	����� �� 3� ,
��� ���� �� 1
�� n #���� n(n + 1)/2
 � ��!���
 n ����� ������ ��	��� ������� 0
�	� 2 �#� ��	���� �� 3�
-�	� ����� #������ �� �#� #����� �� ����� �
��� ����# �� n

��#��
 �� � ����# �� n+6 ��#�� ���� ����� #������ �#��
���� ���
#����
 �����	��
 ��#� ������� n+1, n+2, . . . , n+6 	���� #��	�����
�� �#� #����� �� ����� �
����

.���� �#���#���
 ��� �#� ��	������� ��#��
 #����% ���	�� 5
 6

8 �	� 9
 �� �
/����
�� �#��
���� #���������

• 1 + 4 = 2 + 3 = 50

• 1 + 6 = 2 + 5 = 3 + 40

• 1 + 2 + 3 + 6 = 4 + 8 = 5 + 70
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• 1 + 2 + 3 + 4 + 5 = 6 + 9 = 7 + 8�

������� 	�
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������ ������ ���������� ���

��� �� 
����� 
���� ��

� !��" ������

��	�
� �� ����
���� ��� ����� ����� 
���� �	��������� � ����
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� 	�
�����" �������� �������

��	�
� �� #���� �� ��

� �
 $����� ����� 	������ �������

��
�� 
���� �������� ��
 ����� �������
� ����	�
� �� % � &
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�����������

��� �����	
�� ���
�� ������ 	
������
��� ���
� �����	� ��
���

��	�� ��� ��	�
�������
���� �	�� ���� � ����
�� 
� 	��� � !��
�
���
�� ���
� �����������	��� �!
�� �� �
�	�
���" #��� 
��� $%&

$� '�	�
�������
�� ABCD �����
 ⇔ ����� ��� �
�	���������

�� ����� 
��
� 180◦�

(� '�	�
�������
�� ABCD �����
⇔ ����� ���
�� ���� 
� �!�

� �	�
�
� 
��
� #����	��� �	� ����� ��	� 4 ��
� 	���� ������
� 
���
�	�� ����� �� �!
�) ��
� * !��	�	��
�&�

+� '�	�
�������
�� ABCD �����
 ⇔ AT ·CT = BT ·DT � �!� T
* 	���� ��
�����
�� !����
���)�

,� '�	�
�������
�� ABCD �����
 ⇔ AB · CD + BC · AD =
AC · BD #	��
��� -	������&�

α

180°-α
A

B

C

D A

B

C

D

T

A

B

C

D

.��� $%" �
�	�
�� �����

��� ��	�
�������
���

������ �� ��� ��
��
��	� ��
������	�� � 	����� A � B� '��

�� 	���� A �
���!�
� �
����� ��	�
�� ��
������	 ��
��
��	� �
	����� C � D ���	��	�	��

�� � ��
�� 	���� B �
���!�
� �
�����
��	�
�� ��
������	 ��
��
��	� � 	����� E � F ���	��	�	��

�� ���
����	�� �	� CE ‖ DF � #
���
�� (/&

,0



D

F

C

E
B

A

���� ��� �	
��
 � �����	 ��

�������� �� 
�����	 �
���������� ��� ��������� �	��
���
���� ����� ABEC � ADFB� !����� ��	"�# �	
��" �
��	
�	" ��#
ABEC� ���� ∠ECA = α$ ����� ∠EBA = 180◦ − α� %��� ABF 
��
�	� α ��� �"	
��& � ���� EBA$ � �� �	
��"� �
��	
�� ��# ABDF
������	"$ ��� ∠ADF = 180◦ − α� '�""� ����� ECD � CDF 
����
180◦$ �$ ��	�����	� ��$ �
#"�	 CE � DF ��
���	� ���

��	�
� �� �� ���
���� ���
����� ���� �
	���� ���� ABC ��	(�
��" �)
���" ����
�	�� �
���� ��	 �
	���� ���� ABC1$ BCA1 �
ACB1� *���
��	$ ��� ��
	��� AA1$ BB1 � CC1 �	
	�	�����# � ���
��& ����	 � 
���� �� ����	 +
������ ��,�

�������� -��� ��
	��� AA1 � BB1 �	
	�	�����# � ����	 T �
*���
	"$ ��� ����� C$ T � C1 �	
�� �� ����& �
#"�& . /�� � )��	�
������� $ ��� ��	 �
� ��
	��� AA1$ BB1 � CC1 �	
	�	�����# � ����&
����	�

�B1CB = �ACA1$ ��� ��� B1C = AC$ BC = CA1 � ∠B1CB =
∠ACA1 = 60◦ + ∠ACB� 0����� ∠AA1C = ∠BB1C � ∠CAA1 =
∠CB1B� �	��
������ ��� CTBA1 #��#	��# ��������"$ ��� ��� �
��" ��� ���� ���
����# �� ���� ���
��� +� �
��	
�&,� ∠CA1T =
∠CBT � 1����� � �	�� ��""� �
���������
��� ����� 
���� 180◦�
2 ��� ��� ∠CA1B = 60◦$ �� ∠CTB = 120◦� 2���������$ �	��
���
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B1

A1

C

B
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���� ��� �	
��
 � �����	 ��

�������� ATCB1 ����	��� ���������� � ∠CTA = 120◦�
�� ��� ���� ATB� �� 
��	� 360◦ − ∠ATC − ∠BTC = 360◦ −

120◦−120◦ = 120◦� !��"�� �	��
�#�������� ATBC1 ���
	 ����	���
���������� ��� ��� ����� 	�� �
���������
��# ����� 
���� 180◦�
$� ����������� %���� �	��
�#��������� ∠ATC1 = ∠ABC1 = 60◦ &�
�
��	
� '� (�	�����	����� ∠CTC1 = ∠CTA+∠ATC1 = 120◦+60◦ =
180◦� ��� � ������	� �
�����	
����� ���� �
��� ���	� C, T � C1�

���	����� ��
	���� AA1 � BB1 ��	��	� �� 
��	����� �
	�����)
����� B1CB � ACA1� ���	����� ��
	���� AA1 � 1 ����������� �*)

���� ��	��	� �� 
��	����� �
	���������� AA1B � C1BC�

�������� ��	��
��

��	�
� �� ABCD + �������� � ��
�
����� 
������ R �	��)

�#��������� AC ⊥ BD� P + ����� �	
	�	�	��� ��������	 �

,-



�� ����� AP 2 +BP 2 + CP 2 +DP 2�
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 ��

� ���	����� ������ ABCD�
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�
�
�
������ � ����
 O� ��������
 ���� ����� ��
���������� AOB
� COD �
�
�
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 M �� ������
 AD� ����!���" ��� O #
$
��� ��������� ���� ����� ��
��������� BMC�
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�
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&���� 
����� ���� � ���������� ���
 '��������( % ������
��
������� 
����
�� 
������ �
� ���	
�� ����� ����� ����	�� � ���
�� )�� *���� ��� ������� 	
�
�� �� ���	
������ ��
����
�� ���
������� �������� �� ����� ��
	
���� ������� ������ ����� ����
�� ���� �
	���� � ���� �
���
�� )������� ��������� 
���	���
������"

������� ���	
 +
� ����������� ABC � ����� A1�B1� C1 �

��� ������
� BC�AC�AB �������������� ,���
 ����	�� AA1, BB1 �
CC1 
������
���� � ����� ����� ����
 � ������ ����
� ����
 -��� 
..
/

AB1

B1C
· CA1

A1B
· BC1

C1A
= 1.

������� � �������
������	� ��������
 +
� �����������
ABC � ����� A1 � B1 �
 ��� ������
� BC � AC �������������� 
)���� AA1 � BB1 
������
���� � ����� O ,���
 -��� ..�/

AO

OA1

=
AB1

B1C
·
(
1 +

CA1

A1B

)
.

������ �� 0 ������������ ABC 
��$
��� 1 ����
 D �
�
����
���
 �
 ����	�� BC � ����� ��� � ��������� BD : DC = 1 : 2� 
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������ AF : FC = 1 : 2� �	�
���
� ������� ���������
�� AGE
��� x1� � ���������
�� AGF ��� x2� SBEG = SAEG = x1� ��� ��� �

���������
��� BEG 
 AEG ��
������� �������
� 
 �	��� �������
SCFG = 2x2� ��� ��� 
 SADB = 1

3
, 
 AABF = 1

3
� �� SBDG = x2� �

SCDG = 2x2� ��� ��� � ���������
��� AFG 
 CFG �	��� ������� �
�������
� ���
������ � ��� ��
��

SADC = 5x2 = 2
3
, ������ x2 =

2
15
� SABF = x2+x1+x1 =

1
3
� ������

x1 =
1
10
.
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=
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� AB � CD ������
������ 
	
�	
��� �� � ��	����� 	
���
� AC � BD� ����� 
	�����
�	 	
����

	� �� �������	��� �
	�
	 �	���	 ���  
	� !����"�
��#� ���� �$
���� �	�!��������
� %	��
�  
	 
	�����
�	 ����	��	��$� 
	��

����������& 	
���
	�' (�
� 
 �	������)  
	 �� 
�
� *��� �$ !�����
	��	 ������������ ! ��� �	��
 �	���
�!
� ����! ���
	��
	 �	�$��

+����� �� �	�!��������
 �!��! ���� ���� 	
���
	�� ,�&�
���

����	� �� ��������
�� 
��!-	����
� AO+CO > AC� � BO+DO >
BD� �� �����
� AB + CD > AC + BD� ,���$ 	�
����$� 	
���
	�
���  
	� �� �	���#)
�#� .!���
�!�
 
	����	�� �!�
� � 	���� �	���
"	� ����	 �����
� 
	�
� �� ���$ /�$�����
� �-	� ���	���!# 
	����
��
	��
!�� ������$ 	����	
����# ��
���
� 
	��
 �	��"� ��
	-��
	�����
$��
��# �� �!��
� 
	�����
�	 �	��	��$� ��
���	
 
	��
 
	�
����	 → ����	��
����	� ���	 ��� �	���	 ��	0��� ���
��
�
�#� 1
�	�!����	� ��������� �� ���$ ��
�
�� ��� 	
���
� !�� �� �������

!
�# 2 ���� �$ 	�� ������
����� 
	 �	��	 �$�	 �$ �����
� ���
�	
# �$ 	��� �	��

������ �� (� "����
�	& �	�
� 100 × 100 
	�	�) �����"��	
�	��
� �����	� ������ �����	����� ��� �����	������ �	 ���-	�����
,	
���
�� �
	 	� �	��
 �����
� ��"� 
	����	� ����	 �	�	��

y

x
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���
�����
 ������ 99	 ������� ���� �� �
���� 99 �� ��� ������ 

�
��
�� ����������� �� ����
 ���
�����
 ������� ��
��� ������

��� �� �
��� 99 + 99 = 198� ������� �
�� ��� ��!��� ����!� �����

����
�� ���	

"���� ���������� ������ �������
��
��# 2x+ y� ��� x $ 
�� 

����
� 
 y $ �����
�
	 %������������� ��� ���� ����� ��
 �������


��������
���� �
 2� ��� ���� ���
�� �
 1� ��� ���� ���
�� ����� �


3 � ��� ���� ���
�� ���! �
 1	 
� ��
 �������
 ���
�����
 ��
���

������� ������ ��� ��
 �
��
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���� ������� �
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� ��� ����	����	��� ���
�������� 	��� ���� �������� 		����

�������� ��	��
��

��	�
� �� � ������ 52 ������ 
� 13 ������ ������ ���� 	������
�� �� ������ 
� ����� ������ ������� ����� 	 ������ �� 	��	�����

�����  ����� ��� 
���� ���� ��� 	����! ������ ���� ��"���	���

�����������! ����!� #�������� ��� ���� ���� ������ ��� �����

��"���	��! ����!� ���� ������� 	 ������ �������! �� ���!��� ���

���� ����� ���"�� ������ �� ��"������� ����! ��	
��$� � ����!�

	������ ����� �� ����� 13 ����

��	�
� �� %� �	�������� 
��� 100 × 100 �� ��	������ ��	���
������� ����� �������� &���� '��"� �� �������� ������� � �������

�� ����� �	�� �������� ������ ��� ������ ���������� ����� ����
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��� �������� !�� " ��� �������
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��� 
� $�
�
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��� %
�� ��
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�� " 
�
������ �����


����� 

�����������	 �������� ��� ����� a � b �������� 	
 �
��
� x�

���� �� ������� 
������ �� x (��������� ��� ��� a ≡ b (mod x)�
��� ��� a = b (mod x) 

)����
�� �$�
����� � �����������
 �����	
����* +���� a � b
������
� �� 
�
��� x� ���
� � ������ ���
�� ���
� ��� �
��� �
��

������� ������� ��� 
������ �� x 

,��������� �� 
�
��� 
�	�� ���	� � ������������� �����*

)����
��� 13 ≡ 7 (mod 3) ��� 11 ≡ −3 (mod 7) 
-��� a ≡ 0 (mod x)� �� a 
������ �� x 

,� ���������
� �� 
�
��� 
�	�� ��$����� ��� 	�� ��� � � �$���

��
� ���������
�* �� 
�	�� ����
������ �
��	��� � �����
��� �

�������* ���� a ≡ b (mod x) � c ≡ d (mod x)� ��

. a+ c ≡ b+ d (mod x)/

0 a · c ≡ b · d (mod x)/

1 an ≡ bn (mod x) 
�� ��$��� ������������ n 

2�� ��� ���� �
3� � ����� ������� � 
������ �������� �� $�
�
�

���� ��� � ��
� ������� 
�	�� ����
����� ��� ��������� �$������

�
��	����* �����
�� ��� ��� 3 ·4 ≡ 2 (mod 5)� �� 2/3 ≡ 4 (mod 5)�
�� ��� �������� ����
���
� �� 
�� ���� �������� 
�
���� 

����� ������������� ��������� �� 
�
��� ��������� ��&�������

�� �
���'��� ���	����� ���������� 4���
����
 ��� �� ���
���*
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������ �� ����� ������� �� 	
�
��
 2013 · 2014 · 2015 + 20163

��� 	
�
��� �� 7�

��	�
��� ���	�� ������� �� 	
�
��
 2013 �� 7� �����

��
� ���

����� �	
����� ����������� 	
�
��
 � �������� �� ��� ��� ��������

�� �������	� �������� �������� ���� 1001 = 7·11·13� ����	� ����

�� 2002 	
����
 �� 7� �� 
��� 2002 ≡ 0 (mod 7)� �� 11 ≡ 4 (mod 7)�
����	� 2002 + 11 ≡ 0 + 4 = 4 (mod 7)� !����� 2014 ≡ 5(mod 7) �

2015 ≡ 6(mod 7) ⇒ 2013 · 2014 · 2015 ≡ 4 · 5 · 6 = 120 ≡ 1(mod 7)
2016 ≡ 0(mod 7)� � ������ 20163 ≡ 03(mod 7)� "������
���� 2013 ·
2014 · 2015 + 20163 ≡ 1 + 0 = 1(mod 7)�

# �
������$ �����
$ �	���

 �
�
��� � ����%��
����� ������ 

������
� 8100 ≡ (−1)100 = 1(mod 9)�

&�'	� �� ��������
� �����
��
 �� ��	��(� ���'�
 �� ���
����$

��������� 	
������� �������(��
 ��� � ����� �������� ������
��

�������� 	
������� �� 9 � �� 3 ��'�
	
� ��
	�()�� ������� 

anan−1 . . . a2a1a0 ≡ an + an−1 + . . . a2 + a1 + a0(mod 9)

�

anan−1 . . . a2a1a0 ≡ an + an−1 + . . . a2 + a1 + a0(mod 3).

"	��� �� �
��	�� �
*
��
 ��	�� �� 	
������� 
��

��
 �
�
���

��������� # �
������$ ��	���$ ����� ��	���� �� �������� �
�
���

��(��
 �������� �
 �������

� ���	�� � 	��'�$ + 
'� 
)� �����

�'�	����

������ �� ,�������� ��� �� ��� ����$ %
��$ n ����� n2+3n+4
�
 	
����
 �� 9�

��	�
��� -
��
 ����� ���
� 	����� ������� 0, 1, 2, . . . , 8 ���

	
�
��� �� 9� .
�
�
��� ��
 ��� ������� ,�
 �	������ ����*
�

/0



������� � ���	 ��
���
�

n(mod 9) 0 1 2 3 4 5 6 7 8
n2(mod 9) 0 1 4 0 7 7 0 4 1
3n(mod 9) 0 3 6 0 3 6 0 3 6

n2 + 3n+ 4(mod 9) 4 8 5 4 5 8 4 2 2

����������� ������	�� ������� ����� n ���� ������� 5 ��� �	�
�	��� �� 9� ����� n ≡ 5(mod 9) ⇒ n2 + 3n = 4 ≡ 52 + 3 · 5 + 4 =
25+15+4 ≡ 7+6+4 = 17 ≡ 8(mod 9)� �������
	 ������ ���
��� ��
�! ����������� "����� ��� �� � ����� �����	 �	 ��������! �������
0� � #�� ������� ��� �����	 �
��$	��	 �	 �	����! �� 9 �� ��� ����%
�	�
% n�

������ �� &�$	� �� ������ �������	���	 �� 13 ���	�� 13 ���	��
13 �	������ � 13 �!����� 

�� ����
� ���������'

��	�
��� (���$	�� ��� #�� �	�����$��� ��� ��� �	�� � �����	
���� � ����	� ��)�
 �������� ���	���
� �� �	 ���	��	� �% ���!����
���������	��! ��������� �	������� �� 3� *
������� ����� �� N �

����� ����� ��)� ����� N ����� 13(2+ 3+ 4+ 5)� +� ��������
�	�������� ������	�� N ≡ 13 · 14 ≡ 1 · 2 = 2(mod 3)�

+��������� ��$	� �� ������� ������������ ����� ������ �����
��� 2 �� ����� 3� ��� � � ��	�
��,	� �����	 ���
	��� �������

x(mod 3) 0 1 2
x2(mod 3) 0 1 1

(	��	� �
��� - ������� ������������ ����� �	 ��$	� ������
������� 2 �� ����� 3� ������� ��������� ������� �� ��	% ����
%
��)� �	�����$���

�
��	
�� ����
���

������ �� .��������
	 ����� x� y� z �����
� ��� x2 + y2 = z2

/�� 	���� �
���� � 0+�)������� ������12� (���$��	� ��� %��! 
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���� �� ���� 	�
�� �����

 �� 3�

������ �� ��� 
��� ����������� 	�
�� ����
���� 	�� 
���� ���

��� ��
�� �� ��� �����

 �� 5� ��������� 	�� ������ �� ������
	�
�� �����

 �� 5�

������ �� ������� 
� �
����� ����������� 	�
�� n� �������
2014� ��
 ������� 2n − n2 �����

 �� 7!

"#



�� ������	
����	 
 
����� �����

������ �� ��	
�� ����
 �	����	��	 ����	 ���
������� � 
���	�
	�
����� 	
��������� ������� ���	���� 	��	���� ��	
���������
������ � ����	� ������ �� ����� ����� ��
	 �	
��	 � ����
�
��
���� � ��	��� �  �
��� ���
����

!�	 ���	� �
	��	� ���
	 �� �"� ������ �������# ��	 ��� ���
��
�
���� ���
� ��
���� �� �
� ����
������$���� ��	"����� %
��	"����	 �
	���� ����
# ��	"����	 �	������� ����
 � ����� �
&�����# 	�� �� ��
����� �
	���� ���
	� � �� ��	
	 �	��'� �	���
��(�

)��	���� ��	
��� �
�������� �
����# ��	 
��	� ����
�
��	�
���
	# 	�
���	� 	� ����� �# ������������ 	�
��	� 
���
��������
�� �� �
	��������� �
	���� ����
 � �		���������$�� ���������

M = pα1
1 pα2

2 . . . pαn
n ,

��� p1 < p2 < · · · < pn % �
	���� ���
�# � 0 < α1, α2, . . . , αn�
*� �����# ��	 ��
� �� ����� � �� �������
� �� �
	���� ����


	�# �	 ���	� 
��
	"���� �� ��
	 �� �������������
+	
������	 ���� ��
���
�� ���
� �	"�	 	�
���
��� �	������

�	
�	� ������� �
� �	���� ���� ��
���
�� ��
����� � �	
������	
,��� ��
���
�� ����� � � ���	 ���
	� -	��� ������ ��	����� � ,
��
�����
�	� �	������	
�	� ������. ������� n ����� �
�����	�# 
���
��
 i−� 
���� αi� /� ��"�	� ����� �	"�	 ����� 
��	� �	
������	
�
�����	�# � �	"�	 �����	 �� �
���� 0�	
��	 
��
����� �	������
 �� �	"�	 �	
�����1 )���� �
	��. ��"��� �� ����� ��'� ��� αi+1
����������� ��
����	� ���	
��� 0
��	����
��	# 	�$�� �	
������	
��
����	� ����� (α1 + 1)(α2 + 1) . . . (αn + 1)�

������ �� !��
	 ����� 2 ��
���
��# ��
���� ����� � � ���	
���
	# �
��'� �� ����� 
���� 345� 6���� ���
	�

��	�
��� *� �"� ����� �	
��
� �	
������� ��
���
�� ���
��
/������ ��� �	��	"�	��� �	
����� 2 ��� �
	��������� 	��	�	 �

78



����� �����	���
 � 9 = 9 � 9 = 3 · 3� 
����
 �����
 ���	 ���

x = p81� ���� ��� ���������� ��������� p1 = 2 �������� x = 256�
�	� ������ ���� �	���
 �����
 ���	 ��� ������	 x = p21p

2
2 � �����  

����	���
� ����� !�	���" s = 1+p1+p21+p2+p1p2+p21p2+p22+p1p
2
2+

p21p
2
2� #�! "����� ���!�������	�$ �� �����	��� %	� ���������&

s = (1+p1+p21)+p2(1+p1+p21)+p22(1+p1+p21) = (1+p1+p21)(1+p2+p22).

'����	�����!�$ ���(�����$) *	� ����

s =
p31 − 1

p1 − 1
· p

3
2 − 1

p2 − 1
= 217

+�� ����� ��
	� �����	������� ����� ��� � ���� ���������,

��$ ���" ���� (����	�����!�
 ���(������� 217 = 7 · 31� ����������

�����	������� 
�%	��� p1 = 2, p2 = 5; x = 2252 = 100�

������ �� -!���!��� ���$�� ��!�������	�$ �.�/&)

��	�
���

0���� ������(�	�����1 ������2 �!���!��� ���$�� ��!������,

�	�$ ����� x = 2α23α35α57α7 . . . )
3� �������
 	������ ���4��	�!�� � ���	���	�� �� �����	�����,

�	� ���������$ ����� �� ����	�� �����	��� ������	� �	� ��$ 	�(��

�	��� ����� x = pα1
1 pα2

2 . . . pαn
n �������� �� ����� y = pβ1

1 pβ2

2 . . . pβn
n �

����"������ �	��� ��� !�%44�5���	� ��� ���	��	�	��16�" ���,

��	��$" pi ����� x ���� �� ������ 	�!���" � ����� y�
��������� �	� ���� ����� �!�������	�$ �� k ����
� 	� ��� ����	,

�$ �� 10k = 2k5k� 7����� �����	�$ ! �����16�
2 ��
	� ����������

����� k 	�!��� �	� x ����	�$ �� 2k5k� 8�$ ����
 ������ %	� ����,

���	� �	� k = min(α2, α5)� 	� ��	�� ����� �!�������	�$ �� �	���!�

����
� ���� ����� ���������� �� �	�����
 ���
!� � �$	��!� � �(�

���������� �� ����	�� �����	����


�������� �������	�� !�!�$ �	����� ���
!� � ���������� ���,

�� n!�

/9



������� �	
��
����� �	������� ��� ����

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

��� �	
��� ������ ������ �������� ����� ��� �������� �

������

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
− + − + − + − + − +

 � �	
!� ���� !�� �!�"��# $��� 4 = 2 · 2� 	 ��� %&" ����� ���'��
���� ������� �������� ��� !���� ����	��� ����(����� �	 % �(�

�� ��������

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
− + − + − + − + − +
− − − + − − − + − +

) !����' � ����(���� �	 !����' ����	#

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
− + − + − + − + − +
− − − + − − − + − +
− − − − − − − + − +

��� �	
��� ������ � �	� ��	
	���' ����'�� �������!� �	���

������' �!�"�� �����
�� *�� ����� ! �	
��
���� �	 ������� ���&


������ +������ ���,�- ������- ���
�����" �	� ���	 �� ������&

����� �������	�� ��������!� �����! �� ���	��

α2 =
⌊ n

21

⌋
+
⌊ n

22

⌋
+
⌊ n

23

⌋
+ . . .

$������� ���	
	�'� ��� ����.�	� /�����	 !���	 ��� ��.�,�

������,� ���
������ ! �	�������� ��� p = 5�

α5 =
⌊ n

51

⌋
+
⌊ n

52

⌋
+
⌊ n

53

⌋
+ . . .

0��	���' �������	�' α2 � α5 ��� n = 2016�

α5 =

⌊
2016

51

⌋
+

⌊
2016

52

⌋
+

⌊
2016

53

⌋
+

⌊
2016

54

⌋
= 403+80+16+3 = 500
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�� ����� ���� !��
����� �� 
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�� ���

��"� 	
���# !�� 	
��� ��� 
 �$%# 
� ��	
���� ���� !��
�����&

��



�� �������	�

������� �	�
��� � �
�� �� ���������������� ����
������ �

��������
�� �
�� �� ����
������ �	�
���� �	�
��� � ��� ������

��� �� 
������	 �� ����������� ���������� ���	 ����� ���������

����������� �!" �� ���������	� ��������	� �!���� ��� x� � ��#

�����	� y� � ��$	� y = f(x)� %�&�� �������'�  �� �	�
��� � ���

������ �������� ��������� ���� f(x) = x2− 3 · |x| � g(t) = t2− 3 · |t|�
�� �	�
��� f � g �����
���� ��
 
�
 ��� �� �
���
����	 ������	

�� ����������� ���������� ���	 ��� �������	� ��������	�� %�&#

�� ��
&� �������' 	��������� ���&��� �	�
���� ��������� ����

f(x) = x2− 3 · |x|� �� f(x− 1/x) = (x− 1/x)2− 3 · |x− 1/x|� %� ������
����	�� � 
� ����� ����������� ���������� �"��	���� �"��&�����

(x− 1/x)� � 
 ����	 �"��&���� �" ��������� ��$� ��������

%�&�"�  ����"� ��	 ��� �	�
��� �������� 
��
���� ��� �	�
#

���� 
������ � �!��� ��
� �����"������ 
�
 y = ax2+ bx+ c� �
� a�
b � c � ��
����"�  ����� *� $
��'��� ��������" ����$� ��������

����	�� 
�� 
����� 
��
������� 	��������

x1,2 =
−b±√

b2 − 4ac

2a
.

%�&�"� ���������� �������
������� ���
	���� �� ����
���#

��� 
���� 	��������� �������� y = ax2 + bx+ c = a(x− x1)(x− x2).
+�
&� ���
	�� �� ��!"���' ��� ������	 %����� �"��������� ����#

��$����� {
x1 + x2 = −b/a
x1x2 = c/a

	�
��� �
 ,�������������� 
��
���� �"� �	�
��� y = x2 −
ax+b� 
�� 
����"� a+b = 16� -���� 
��� ����� ��
�� ����� ������

����"� ����� ���"� 
�����

�������
 ,�$�� ��
� 	� �����'�	� ������	 %����� �	��' x1

� x2 � 
���� 	��������� ���
� x1 + x2 = a � x1x2 = b� ����
�
���	 ����  �� x1x2 + x1 + x2 = 16�

./
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��� ��
��� ���� �

���� �� ��
��
���
�
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��
 	 �

�� ���
��� ��
��
��	� �
�
��� ����� ���	�
�
��� � ���
� ��
��
��	�� ������� ������

��	�  ���	�� � �����
������ ���	�
��� 
������� � ��!
���� 

	�" ����� �� ������

�#
(x1 + 1)(x2 + 1) = 17�
��� ��� ���
� 17 �	
�
��� $������� �� 
��� 4 �$����� $�
�����

	��� 
�� 	 	��
 $���!	
�
��� �	�� �

�� ���

# 17 = 1 ·17 = 17 ·1 =
(−1) · (−17) = (−17) · (−1)� !������ ��%
��	�
� 2 ������

�� � ����
���� �	����	��� &��� ��� $�� $�������	�
 &'�()&'�(*)+&'�(*)&'�())�

������ �� ,���� ����� 	�
� ����
� ������

��	 	��� x2+px−
2014� ��
 p $������
� 	�
 �

�
 !���
��� �� −1000 �� 1000�

��	�
��� -��
���� ��� 	�
 ���������	�
��
 ������

�� ��
�
"� $� �	� ������ ��� ��� �� ������������� . ��� ���
� 	���
p2+4 ·2014 . $�
����

���� /� �
��
�
 0�
��� ����� ����
� ����
���� ������ ������

�� ��	�� −p� 1 $������ ����� ����
� 	�
�
����� ������

��	 . ��� ����� ���

 �� −1000 �� 1000� ��� ��	��
��
"�

2����� $�

!
� ���3��
���� �
���� $���
���������
� � 
��#
������ �� 2!	
����� ��� �	�������
 ��4��

�� a1x

2+b1x+c1 �
a2x

2+ b2x+ c2 ��� �
 ��
"� ����
�� � a1 > 05 a2 > 0�  ������
� ���

�	�������� ��4��

�
a1 + a2

2
x2 +

b1 + b2
2

x+
c1 + c2

2
����
 �
 ��

�

����
��
��	�
��� /�����
�� ������� �
 ��

� ����
�� � � ������� 	
��

	� ��$��	

�� 		
��� ��������� $�
�����" 	��
 ��� OX� 6����
�	�� ���3���	� ������ �! ������� ��������� 	��
 ��� OX� ����

��������� 	��
 ��� OX� 7�
� �� �
$
�� $��

�� ������ ��4��

�
�� 2� �� ���3�� 	�4 ��	�� �����
��� 	��
 ��� OX� �� 
��� $�
����

��� $�����
�� ������� 	�
��� ��
��
 ��
�� � ��� !������ ��� ���
�
 ��

� ����
�� ��� � ��
��	�
��� ����!���� &���� 89)
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f1+f2

f2

f1

���� ��� �	
�����
 ���� �	
	����
���� �
�
�	
 �	
	����
��
�

�������� ��	��
��

��	�
� �� ��
���� ��� �	��� �
	��	��� (x, y)� ����� �	�	���

��	�	��� �	�� �� 	��
 ����
� ���� ���
 y = p2 + (2p− 1)x+ 2x2�

��	�
� �� !�"�����#� 
� �
��� ��� ��
��
���� ��$��
��
� ��	

�
��� �� ��� ����� ��
 �
�
����� �� ������
���� �	���� 
 ���%

�
 
#��� ���� �� ��� �� ������
���� �	��� �� �����&

��	�
� �� '
�� ��
��
���� ��$��
��� f � g � 	���
�	����

��
�(��� �	)**�+����
��� ,������	� ��	 ����
 �����$� �	��� 

)��� ��$��
��	� �
��
 N � -
 ���� ����� �	��� ��$��
��
 f + g�
��
� �������	� ��	 	� ����� ��
 �	����

�.
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�� � 
�������
� �������	�

�����

������� �� ���� ��	
�����
����������� ���
����� ��	�� ��
�

����� ����� �������� � 
����� ������ ������� ����� ���� �����

������	�� ���� ���������	� �� 1� ���� �� ������	��  	�� �������
!�� �������� ���� �������������� � � 
���� 	���� ��������������
�� � 
�
��
�� ������ ������� ��� ���� ����� ���"�

����	�
���

��� ����������� ��������� # ��	�� ��������
��
�$�� �� ������ %������� 0� &�
 
�
 � ��������� ������ ���

���� �������� ������������� � � 
������� # �������������� ��
	�'�	����� ������ �������� � 
������ �������� �% �������������
	�������	� �������������� (� ���������� ������������� ��	��
# !�� 1� � ���������� ������������� ��	�� !�� −1� %������ ������

�� ��������	� )��� �� �� 2� *��������� ������������ ��
�%�����
��������

+����� ����������
� ������� �� ������	� 	���� ��'��� �� ���
�������� ���	��� ��� ���������� ,� �� ����� ��������� �����

�����
� � 	���� ��'�� ����� !�� ����� �	������� ��������� 	����
-�%���.� %������ � ��
����� ��� ������ ����� �������� � �����

�����
��

������ �� (� ���	
�	�� �������� 2014 ����
� +�
�%���� ���
����� �����	�� �����" ��
� ����� �� ��� 	������ �� ��. ����
������� ����
�

�������� -�		������ �	���%������ ������� ���)���'�� ��

��% ��� �% �����) ����
� &�
�) �����) ����� 
������� ��	�� ���
������ ��� C2

2014�� *�����.� �����" l� �� �����������" �� �����
�% !��) �����)� � �� ���)���'�" �� ����% ���� �) ����
�  	�� 	
����) 	����� �� /001 ����
� �� ���� ��	��$����� 2����� ��	������
�� 
�����	��� ����
 	 ����) 	����� �� ������� � ����� ���$��� ���

��" ����������� 	���� 	��� � �� 	������� $�� �) ������ �� �) ���
> 1007�� 3 
����� ��$�� 
�����	��� ����
 ���������	� �� �����
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!�� ��
������� �
��	
 � 
���
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�
��"�

������ �� � ��	
�
��# 	���	�# 	������� 100 �� 100 ��
�� $%&'
� $�&'� ����(
 

���� ��

� ���# ���# ����� �� ����
�#
��� 200�
)
	�!���� ��
 ���� 	������ 50 �� 50� 

���� ��

� ����� � 	
�
�


�� ����
�#
��� 50�

��	�
��� �����
�
!�
 ��
����
�� *��
��(
 	������ �� 4 	����
���� ���
��

 50 �� 50� +
��� � 	�!�

 �� ��	�# 	������
� ��

�
����� ���
 > 50� ���
 < −50� ����(
 
��
���
���
 ���� �
����
50 ��� ���� 
����� −50 ��� ��

� �� 

���� ��	 	�	 �
��� 

����
��

� ���# ����� ����� ����
�#
���� 200� ,������
 �
����� ��
 ���
-�����.� ��� 	������� / � �� ����
�
!����� ���

� ��

� �����
� 
��

 �� 	
�
��# > 50� � � ����

 < −50  ���� 01"�
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A
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�
��# 	���
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���� ������ 	�
�� ���
�� ����� ���� ��� ����
� �� ���
��� �� ��	�

	� ����� � �������� 	���� ��	��
���
 	����	�	 �� 100� �������
��		� ����� � �������� > 50� � � ����� < −50� �����	� �� �������
	�	��� ���	���� ��
�� ��		� 	��
���
 � ������������! x > 0 ��
������������" y < 0� #� ��� ��� x − y � 100� �� ���� �$ ����� x
��� y �� 	����" �� ����������� 50�

%���� &�
� �� �����'! �$	��
���� ��������� 	�
 ('�� �� ���

���
��'	� �� �
��������'	 ������ �����	 100� )' ����$���� ���
��
�� ��� �������� ������*�� � ����$�� ����' 100� �����������'!
	���� �������'	 � ������'	 $�������	 �������' + ��� ������

�� 	���� ���������� ���� ����$��� )���� �������� ����" ������


�", ����� ���� ����� &�����! > 100 	������ � ��$������ �����'!
	���� ��'
��� �� ����&�� ��	 �� 100 	������ -�
�� �� ����� ��
�	���� ������� �� ���
�! (���
� �� ��	���� ��
��

�������� ��	��
��

��	�
� �� .�������� ��� �� ������� 100 ����
� ��� �� ������
����� �����'� ����� 7 �����'��

��	�
� �� %� ���
�'	 �����	 ����� �*���� ���������� 
��	���

/ �����
� �� ������� �� ��������� ��	������ 0���*	 � �"('�

���� �
��	 ���
 �� 
��	�� ���������� ��	����� ���������
 ��

(���� ��	 �� 1� .�������� ��� ��!�*��
 ���� 
��	��� ���
 �� ���

�������� ���
�� ���������� ��	����� �� �������� �����'� �������

"��
 �� (���&�� ��	 �� 1�
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�� 
��
� ��������
� �	�
� �������
�� ���	
� �
����
��� ��� �
� �� ��!�	�
��� ���"�
 �� ������
� �����!�� 
���# ����
"�
�� ���
� ��!�	��� 
������!�
�� !���	�
��� �������� $������
��� ��������
�� �!� n+1 ���"�
� 
��
� ����!��� �
���
��� �� n
���"�
� �������
�� 	�� �
� ��!���#� 
���
����� �!� ����!
�
��
Yn� %���� �!� 
�� �����
��� ��������
�� �
������� � ����� ���
�������� �
���"�#
� ���"�
�� 
� �
��� � ������ ������� �� 
� 
�������� %����� � ������ �"���	
��� ��

����
��� ��������#�
&��� �
# ���
�
�� ����� � 	 � �� � ��	��

$������ �� �
������� 	�� !#��� ����� 
����
� ������ �� ����
"�
 �������� � 1 '�� �
�� � 
 � 
�� ���!�����

�� ���"�
(� ��!��
��
� 
���
��)

*��� �	����
�� �!� n = 2�
%������) ��
�� ��������
�� ����!
���
� �!� n ���"�
� � +���

���� ��!���
� 
���
��� $������ �& ��
� ���"�
�� �
� ��	
� 
��
���
�
� 
 �������� �� ��

�����

��� � �
�	�� � 
���� ���� �����

���
�� , �� !#��� ���"�
� ���
� �������
� �� !#����

-�
� ./) �"���� �
��

����
����

�"���� ��� � 
!���#&��) �����!�

��
���"�
� ����� ���� ���

���

��� 
 ���

����
�
� ��
� �� ��

�����

�� n ����
"�
) '��
� ./(� � 
�!��� �����
��� �����
��!���
�� �
������ � +��� n ���"�
��)

���� 
�� ��� �
�� ���!�����

�� ���"��
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�����������	 ���� 
�������
� �����!�
��� �
!� �
� ���"�
�
� 
 � ���
� ������� 
� ��� �
���
��� '��!�( ���� 	���� �
� � ���
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���������	 
���
 �������
� ��������� 
�������� ����� ���

���� ��� ��
���	��� �����

������ �� �� ����	! ��� ���� "��"���" ��
���	��
 ����� �
���	 � �����!  ���� � �#
 �� ���������" $� �� ���#���� ������

��	�
��� %�&
��	 ���� ��
���	���� ����
����
 �'(�� $� �!
� �� ���
! ��� �� (
��� �#���� ������ )���#
 �(��� *� $� �
 �
�� ������ ������� + *
��	 ��� ����� � *����� ���� �����! �����
����
',�" ������� ����� �� ������ ����! ����
',�" + ����� �
*�����! � �� ������ -�  � ���� �����
'��"! � 
� ����� ������
����
�	�"  *����� �������! �� ������ (��	 ������� �#���� �����
����� + ������ ����� $� �� + �#����

�� �� ���
! *� ���
 $�� *� ����
 ������! ��� ���� (�� ���#�.
��� $� ��� "��"���" ��
���	��
� /���� ����! �  �����
 1 ��� 2
�������! ��������! "��"���" ��
���	��
�

&������ ���
 $��� *
��	 ��*���"���" Yn� ���� � n �������
�! �
 �����
 ��� ���#���� $� ��� "��"���" ��
���	��
� �� ���
! ���
����� ��*���"���" Yn+1� ���� � n+1 ��������! �  �����
 ��� ���#�.
��� $� ���! "��"���" ��
���	��
� 0�(���
 �� 1��� n + 1 ������
n! � *��
���
  ��
 
���������� ���
 $��� �1�� 
���� ������	!
��  � ���#����� $� �� ��
 ����� 0��(,� �����"! ���� �� 1���
�������� �� �("��� (��	 ��"�����
� *
��	 �� ���(���" �� ��� ��	.
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�� ���������� 	��
���� 
�� ���
������ ������� A �����
 �����
��������� � ���� �� ������ ��
 �� ����� ���� ������������ ���
������
 � �
������� ����� ������
�� B � C �� ����� ����������
����
������� �� �� �
��� ����� !���� "#$% ����
 �� ������� B ��
C ����� ����
���� �
 ��
&���� 
����  ���� � �'& ��
  ��
 �� �&��
�
� CA � AB� (�)���� ������
 A ����� ���� ��������
 ������ �
����� �� ����� �
���� ���������� ����
�������

B

C

A

*��� "#% +��� A ��������
 � B �
C� �� ���� ��
&���� ,���

A

*��� "-% .���� �������� ����
�
�� ������� � " �����

(������� ����
�� ������� � ���� �
�� 
���� ������
 A ��
�
�
�
�� ��������
 ������ � ������
�� �� ����� ����� /
�������
�
 ���� "- ����
��
�� �������� ����
�� ������� � ������� ���
�

����������� (�� �
��� ������� ������� A ������ ����� ���������
� ���� �� ������ ��� �
������� ������������� (��� �� ���
�
��

�������� ��	��
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��	�
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����� 
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������ �� � ������ N �	�	
	�� 
��
� ������ 
���� �� ���

��	�	���� ���	 ���	�	�������� ���	 �������� 
	�	��� ������ �	�

��� 	������� ������� �	����� �  ��
	� �	�	
� �	��	 	
�� ���� �

��������� � �	�	
� �  	�	�	�	 	� ������� ����!������� "	 ������

��	 ������ �	��� ������� �	�	
� �  	�	�	�	 	� ����#� ����!�������

� ���!��� �� � ��	 ��� ���
#��� �	������ ��
 ������	��� �� �	���

	
�	�	 �����

$%



�� �������

��������	 ��
���� 
���� ��	 ������������ ������� ����� 
�
��
����� � �� ��
�
����� �
��� ���
��� �
�	��
�� ���� �� �! �
��
�����
��� ��	 ��
�
����� ����"�� �������# $���" ������!����
��
�
���� Pn(x) = x3 + a1x

2 + a2x + a3 ����� �
��� x1% x2 � x3%
�
��� ���
��	&��	 �

��
 ���	#

a1 = −(x1 + x2 + x3);

a2 = x1x2 + x2x3 + x3x1;

a3 = −x1x2x3.


���'���	% �
�
��� ���
�	��	 � ������ ����	� (��� ��������
)��� ����
� *�+,% ������&��	 ��������������� ��
�
������� 
�
��!� ���������� x1% x2 � x3 - 
�� �� ���	&��	 ��� ��������
���
���������� �������� .�
���� 
���� ��	 ��
�
����
� �
��� ���
�
��� �������� �����������	 ����
����
# ������� ��!� ����� ����
�
���� �
 ����
� �����% �
�
� ����� �
������ ��
���������% �
�
�
� ����� ��
��������� �
 ��� �
 ����
� �����% � ��� ������



��� �
�
�	% �� �&�
� ��
�
���� ����� n ����������"���

�
����% �
 ��������� �� 
��
��
� ��
���� ������� ������% ��
 ��
�
�
���� n�
� ������� �� �
'�� ����" �
�" � n �
�����

������� ���	
 ���� ��
�
���� P (x) ��������" �� 
��
����
(x − a)% �
 � 
������ �
������	 P (a) )���
����% ��
 ��� �������

��
�
 ��
�
����� �� ����
� � 
������ �
�������	 ��
�
����% ����
���" �
�
�
�
 ��'� �
�
% �� �
�
��� ��
���
���
�" �������,� 

�����
���% 
��&�� �������% ��
 ���� a - �
���" ��
�
����� P (x)%
�
 P (x) = (x − a) · Q(x)% ��� Q(x) - ��
�
���� n − 1 �������� .���
'� 
��&�� ������� ��
�
� �
���� ����� �
���� ��
�
�����# ��'�

��������" ��� �������� ��
�
��
�
 �����% �
 ������� �
�����"% ��

�� 
�	�����"�
 ��'��� ��
�
���� � ������ �
(����������� ����
�� ����� �
���"�

//



������� ������ ���	
�
��� P (x) = x3 − 3x2 − 6x− 20 = 0� 
��
�������� �������� �	����
��� ���
�� ��� 1, 2, 4, 5, 10, 20,−1−, 2,−4,
−5,−10,−20� � ����������� ��� P (5) = 0� 
��������� �������� ���
��� ����� x3−3x2−6x−20 
� x−5� �������� x2+2x+4 �	 ���� ���
�
���������� ��������� ����
��� ������ ��!� "	�����
�� ���	
�
��
x2+2x+4 = 0 
� �����  ��
��� �
����� ���
��	�

#�  ��
�� ���	�

�
�� ����� x = 5�

��	�
� �� $�� 
� ������� �
������
� n��� �����
� P (x) ��	����

�� ��� P (1) = 1� P (2) = 1/2� P (3) = 1/3, . . . , P (n + 1) = 1/(n + 1)�
%��� ��	
� P (n+ 2)&


������� '������� ��� P (1) · 1 = P (2) · 2 = · · · = P (n) · n =
P (n+1) · (n+1) = 1� (	��)� 
�	#� �
������
� Q(x) = P (x) · (x−1)�
*���� ���	
�
�� Q(x) = 0 ������ ��  ���
�� ����� n + 1 ����
���
x = 1, 2, . . . , n+1� +� � ������ �����
#� �
������
 Q(x) , n+1−��
�����
�� � �
 
� ����� ����� ������ n + 1  ��
� �� ������	�- ��
��
�	
�� ������# ������#� .��-�� ���������

Q(x) = a(x− 1)(x− 2) . . . (x− n)(x− n− 1),

��� a , 
� ������ ������ *���� P (x) =
Q(x) + 1

x
�����
 �#�� �
��

�����
��� �
����� �
������
 Q(x) + 1 �����
 ����� 
���	�� �	��
���
#� ���
� a(n + 1)!(−1)n+1 + 1 = 0 ⇔ a = (−1)n/(n + 1)! *�����
�
������
 P (x) ����
 ��
��
��
�� � ���
� 
���� �
���
�� P (n+2)�

P (n+ 2) =
Q(n+ 2) + 1

n+ 2
=

=
(−1)n

(n+ 1)!
· (n+ 2− 1)(n+ 2− 2) . . . (n+ 2− n− 1) + 1

n+ 2
=

(−1)n + 1

n+ 2
.

��	�
� �� +� ����#� �
������
 P (x) ����� ������ 3 ��� ���
��
�� 
� x − 1 � ������ 1 ��� ����
�� 
� x − 2� "� �� �
 �����
������ ��� ����
�� 
� x2 − 3x+ 2&

/0



�������� �������� ��	 x2−3x+2 = (x−1)(x−2)
 �	�
	�������
�� ���	�	� ��	
���������� �	���������	�
 ������	� 
�� �������

�� ����������� ��	!	���� �	"�� #��� ��	!	���� �� #	��� 
���	 

���
���$ ���� ��� ������� ��� ����	
 %���� ��	 ax+ b
 &	!�� ���

	������� ��������	$

P (x) = Q(x) · (x2 − 3x+ 2) + ax+ b

%	������� x = 1$ P (1) = Q(x)·0+a+b ⇔ 3 = a+b� ��� ��� 
	 ��	����
'��� P (1) = 3 ( 	����	� 	� ������� P (x) �� (x− 1) ����� 3
 )���	�
!���	� 
	������� x = 2� 	�����$ P (2) = Q(x) ·0+2a+b ⇔ 1 = 2a+b


%	�����	�� ��� ��������� � ����� ������������$

{
a+ b = 3;
2a+ b = 1,

	����� a = −2 � b = 5
 %	��	�� ���	��� 	�����	� �������� ���� �

�� ��	!	���� −2x+ 5


��	
���� �
�
����



�
�
 �� *	��"���� ��	 ��	!	���� P (x) = (x+1)6−x6−2x−1
������� �� x(x+ 1)(2x+ 1)




�
�
 �� %�� ����� n ��	!	���� 1+x2+x4+ · · ·+x2n �������

�� 1 + x+ x2 + · · ·+ xn+

,-



�� ��������	
���

�������� ������	
 ����
�	 ��������
�����
sin2 α + cos2 α = 1�

tgα =
sinα

cosα
; ctgα =

cosα

sinα
;

sin(α± β) = sinα cos β ± cosα sin β�

cos(α± β) = cosα cos β ∓ sinα sin β�

tg(α± β) =
tgα± tg β

1∓ tgα tg β
�

sin 2α = 2 sinα cosα;
cos 2α = cos2 α− sin2 α = 2 cos2 α− 1 = 1− 2 sin2 α

sinα + sin β = 2 sin
α + β

2
cos

α− β

2
�

sinα− sin β = 2 sin
α− β

2
cos

α + β

2
�

cosα + cos β = 2 cos
α + β

2
cos

α− β

2
�

cosα− cos β = 2 sin
α + β

2
sin

β − α

2
�

����
�	 ���������� ��� ��
����������� �	���
��� ����

sin
(πn

2
± α

)
� cos

(πn
2

± α
)
� tg

(πn
2

± α
)
� ctg

(πn
2

± α
)
� n ∈ Z

�� �
�
� ����
������ �
����
� �������� ��� ����� �����	� ��
 

� ��!����� �
����� ��� 0 < α < π/2

�� �
����� �
��
��� �� ���
����"� 
��� n �
#����� �
����� �

�
��
���� 
��� n #����$ %&��
������� ���
��� �����
��� ��� 
�
��� � ������
��� ���	��"��� �����
����
��� �����
�� ���
��
������
�� � ����
��$�

�	�
�
� ����
 ����
�
 ��������
�'���� ���
�
���� �
��' �� 

()



�� �������	� �	
� a sinα + b cosα� �
� a 	 b 
 ��������� �	����
���
�

a sinα + b cosα =
√
a2 + b2

(
a√

a2 + b2
sinα +

b√
a2 + b2

cosα

)
.

�����	� ������
√
a2 + b2 = ρ�

a√
a2 + b2

= cosϕ;
a√

a2 + b2
= sinϕ

������ ���� ����������� ������ ��� ����� ���
����� ��	� 
��� �� 
�	�	� ����� !"� �����	�

a sinα + b cosα = ρ sin(α + ϕ),

���� ϕ ��� ��# 	 ���� ��� 
�����	������� ��������� � ������� 	
$�
���� ������ ���� ���� ��#���%� ������� �	
��"�

��	��������	& �� ��	��	�
�� ����� ������	���& � 
��� ����� 
&�' �	(� ��� &��&���& ��������������� ��������� 
�& �������	�� 
��	� #�
��� �	(� � �����		 #�
��	 
��� ��������� �������	�� 	�	
������������ )����� �� ��������	� ������ �$ ��	�����	��

������ �� *�+	�� �	����� �������	�'

{
sin x+ sin y =

√
2 tg z;

cos x+ cos y =
√
2 ctg z.

��	�
��� ,����	�� ��� � ������ ����	 �������	� ����
&��&
������� 	 ���������� ������� &��&%��& �(������	 ���	�	���	� -� 
�	���� 
�����	�� (�
�� ��������	�� �������	&'

(sin x+ sin y)(cosx+ cos y) = 2 ⇔
⇔ sin x cosx+ sin y cos y + sin x cos y + sin y cosx = 2.

.�����	� �(� ����	 �������	& �� 2� �������#����& /������� 
��� 
���� ���� 	 /������� �	���� �����'

4 = sin 2x+ sin 2y + 2 sin(x+ y).

0!



���������	
�� �	

 ��� ����� ����	��� �������	���� ������	��

�� �	 
��	� ��	��������� ����� 1
 �����
� ������ ����� �����	���
�	 ��	�������� 4
 � ���	����� 
��	� ����������� ������ � ��
 ����
��	
 ����� sin 2x = 1; sin 2y = 1; sin(x+ y) = 1�

x

y

 ��� !"� #������
	����

�	���� �����������

sin 2x = 1 ⇔ 2x = π/2 + 2πn ⇔
x = π/4 + πn
 n��	��	� $���������
 y =
π/4 + πk
 k % �	��	� &��
 �����
	�
 �	��

�� ���	�� �� �������
	����	���� ������

������ '��(�� x + y = π/2 + π(n + k)
 �
���)* �*��������� sin(x + y) = 1
 �	�)�
����
� � ����������
 ���)* n � k �
	��
���������( �+�������

,� n � k �)� �+��*	
 ����� x = π/4 +
2πn1
 y = π/4+2πk1
 n1 � k1 % �	�*	�

-��������� ��� ����	��� � ������*	

�����	���
 ������
� tg z = 1. z =
π/4 + πm1
 m1 ��	��	

"� n � k �)� �	�+��*	
 ����� x = 5π/4+
2πn2
 y = 5π/4 + 2πk2
 n2 � k2 % �	�

�*	� -��������� ��� ����	��� � ���

����*	 �����	���
 ������
� tg z =
−1. z = −π/4 + πm2
 m2 ��	��	�

#	�	�� 
���� ��������

������ (x, y, z) = (π/4+2πn1, π/4+2πk1, π/4+πm1); (5π/4+2πn2, 5π/4+
2πk2,−π/4 + πm2), n1, k1,m1, n2, k2,m2 ∈ Z.

/�
	��

 ��� ��� ������ 
���� �	0��� � ��
�1�( 
	���� ���

������	������ ����
	���
 	��� �	 �	�	
������
 � �����*���� �����

�	����

����	� 
� -���� α
 β � γ % ���* ��	��������� ABC� 2�������

��� �*�����	��� ����	����� tgα + tg β + tg γ = tg(α) · tg β · tg γ�

3"



�������� ����� ����� 	
������
��� 
��
� π� ���	��� tg γ =
tg(π−α−β) = − tg(α+β)� ������������� ��
����� 	�
��
�� ������

tg(α + β) =
tgα + tg β

1− tgα tg β
� �����

tgα + tg β + tg γ = − tgα + tg β

1− tgα tg β
+ tgα + tg β =

= (tgα + tg β)

(
1− 1

1− tgα tg β

)
=

=
tgα + tg β

1− tgα tg β
· tgα · tg β = tgα · tg β · tg γ.

��	
���� �
�
����



�
�
 �� �����	
�� �	� tgα + tg β = 2� ctgα + ctg β = 3�  ��!
��	� tg(α + β)�



�
�
 �� "���#�	� 
���
�	���

arctg
1

3
+ arctg

1

5
+ arctg

1

7
+ arctg

1

8
=

π

8
.

$%



�� ������	�
���
� ��
������

� ��������	
���
 ��	������
� � ��
���� �� ������
� ��������
�� �	��� ��� ��������� �������� �
� ������
 ����
������ �	��
��� ��	������� ��� �� ��!��� ������� ����
���!��� ��� ��"����
������
 ��	������� ����� ����
����	�� � ���� #�������	
����
��	������ � ��������� ���� $�
�����% ��� ������� ��	������ &
��������� �����������
 ������� "���� ��� ��������� ����
� �
�	�� � 	�	���� ��"���� '	 � 	�	�� � � �� �	� ������( �� ��
���
���� 	�� ��
� '� ��
���� ��� �	������� ��� ��
����(�

)	��� ��*�� � "����� ����
������� ��	��
�� ��"���� �����
����	
���
 ��	������ ��
����� �����	����	 ������ ��	����� 	� ��
����	 �	��
�
��� ����
� 
��� ���	�����+ ��������	
���� �	����
���� ����
������ �
� ���
 ��	����� 	� �����	 �� ��
	��� �������

����� ,��	����� ����� ����� ��	������� ������� � �	��
���
����	
� ����� ��	�	
	 � 	�	��� 	 ����� � ���	�	��� �	� ���-� ����
������� � ��
���

������ �� #������ f �	���	� ��� �
� 
!��
 ��
�����
���

x � y ����
������ �	������� f(xy) = f(x) + f(y)� .	����� f(2014)�
��
� f(1/2014) = 1�

��	�
��� /	������� ����
������ �
� 
!��
 ��
�����
���
 x
� y+ �����-� x = 1 � y = 1� 0� �	 f(1 · 1) = f(1)+ f(1)� �����	 ��	��
�� �
������ ��� f(1) = 0�

� ��
���� �	�	�� ��������� �	��� f(2014) & 
� ����� 
����
����� �	������ �� ����
 x� y �
� xy ���
	�� �	���� 2014� 1����
x = 2014 � y = 1/2014� 0� �	

f(2014 · 1/2014) = f(2014) + f(1/2014) ⇔ 0 = f(2014) + 1,

�����	 f(2014) = −1�

23



������ �� ������ ��	
���	
��	�� ��
�	�	��

f(x) + f

(
x− 1

x

)
= 2x.

��	�
��� � ���� �
�
��� � ������� �� ����������� 	��	� 	
��

�� ��	
���� 
 	� �� �	
��	�� � 
�	
���	�� ���
� � ���  ���	��!

"�� �
��# �#� �� x ���
��	��
y − 1

y
! "���#� �#�		� �

�� ���
�

��	��$ "���#� ��� ���
��	�� �

�%� ���
 ��� �� ����� � ��	
�

���	
��	�# ��
�	�	��! "����
�#&

f

(
y − 1

y

)
+ f

⎛
⎜⎜⎝

y − 1

y
− 1

y − 1

y

⎞
⎟⎟⎠ = 2 · y − 1

y
.

'����
( ��� ���
��	��� �����
�#& f

(
y − 1

y

)
+f

(
1

1− y

)
=

2(y − 1)

y
.

)� ��� ���
��	�� �����	(�� ( ��( ��*�+ y� �	
���� �	� �����	(�

�� ( � ��( ��*�+ x&

f

(
x− 1

x

)
+ f

(
1

1− x

)
=

2(x− 1)

x
.

"�� �
��# ������ � � +��	�� ��
�	�	�� x =
1

1− y
! ,�%�


f

(
1

1− y

)
+ f

⎛
⎜⎜⎝

1

1− y
− 1

1

1− y

⎞
⎟⎟⎠ = 2 · 1

1− y
.

-��� �� �� ������	�( � �
#�	� 	
 x� 


 #� ��� ���
�� � ������

����#  ���
�&

f

(
1

1− x

)
+ f(x) =

2

1− x
.

./



������� �����	
 ��� 
 ���������� ���� 
��������� ���������

�� ���	�� �������� �������� f(x)
 f

(
x− 1

x

)

 f

(
1

1− x

)
� � �����

������� a = f(x), b = f

(
x− 1

x

)
, c = f

(
1

1− x

)

 � ����!�� ���

���
����� 
 
� � "�"�����

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

a+ b = 2x;

b+ c =
2(x− 1)

x
;

c+ a =
2

1− x
.

������ ���
����� #��$ "�"���� � �� ���� �%� ��"�� �� &�

a+ b+ c = x+
x− 1

x
+

1

1− x
;

��"� �

a = f(x) = x− x− 1

x
+

1

1− x
,

��� � ���%�
���"	 ��$��� '  ����$ �� ��� 
��"�� �������$ ��������

��� ���!��"	 �� "��
���	 �� ��"��
 � 
���������

������ �� (�!��	 ����������	��� ���
������

f 2(x+ y) = f 2(x) + f 2(y).

��	�
��� )� "��
�� x = y = 0� f 2(0) = f 2(0) + f 2(0)
 ���� �
f(0) = 0� )� "��
�� �����	

y = −x : f 2(x− x) = f 2(x) + f 2(−x) ⇔ 0 = f 2(x) + f 2(−x).

*� 
 ��
�$ ��"�� ���
����� ���� ��"� "����  
�� �����������	�

��� ��"��
 ��
��"�
� 
������� ���	�� 
 ��� "�����
 �"�� ��� �%�

��
�� 0� )�#����  �� ��%��� x 
��������"� f(x) = f(−x) = 0�

+,



����������	
�� f(x) ≡ 0�


����� � ��
����
��	
��� ����
�
����� ���������� ����� �

��
����
��	
�� 
�����
����� ������ �� ����
��� ��� ��������

����� ��� ��� � ��� ����
�
���

�������� ��	��
��

��	�
� ��  ����	 ��
����
��	
�� ����
�
��!

f(x) + 2f

(
1

x

)
= 3x.

��	�
� �� 
������ ��� ��
���� f � ������� ��� ���� �������"
���	
�� x, y, z ������������� 
�����
����

f(x+ y) + f(y + z) + f(z + x) � 3f(x+ 2y + 3z).

#$
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������ �
������ �	�
� �
�����	���� ��� 
�
���
��� ������ ��
���

���� ���	� ���� �	�	�� � ����	�	��	� ��
�
� ���	���
� �� �����

�� 
������ ���  ������	
���	 ���	���
�� �� 
������ ������	���

��
���� �������

!�
"� �� �	� ����	���� ��� �	�	��� 
��
�	���# ������$ ��

�������
��� ���� �	��������	 ����
��
�� 
�
�	 �
��� �
� 
�
�	

"�
���� ���"� ����

�"�� �� �"��"� �	�"� %	� �	 �	�		� 
���� ��

����� ��		� ����	���� ��������� �	�	��# � ����� �"����� �� ���
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